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ПРЕДИСЛОВИЕ

Многое школьные учебники по математике и большинство пособий 
для поступающих не содержат информацию по анализу эффективности 
решения конкретной задачи тем или иным способом. Поэтому основная 
масса абитуриентов, доверяясь рекомендациям, изложенным в указан­
ных источниках, беззаботно встает иа зачастую единственный извест­
ный ей путь решения предложенной задачи.

Естественным следствием подобной ситуации является игнорирова­
ние школьником задач, сопряженных с большим объемом (по мнению 
школьника) работы по преодолению технических трудностей. Многое, 
вероятно, объясняется отсутствием навыков, но не исключено, что 
школьник н не предполагает о наличии тех или ниых эффектных ходов, 
тактических тонкостей при реализации выбранной схемы решения, кото­
рые давно практикуются многими преподавателями при подготовке 
абитуриентов в высшие учебные заведения.
'  Предлагаемое Вашему вниманию пособие, дорогой читатель, как раз 
раз и раскрывает «секреты? очень эффективного решения целого клас­
са неравенств, регулярно предлагаемых школьникам на вступительных 
экзаменах практически во все вузы страны.

Конечно, если Вы легко воспринимаете утверждение, что нера­
венство

((**+*+1)'+'- (**+*+1)3) (JC2—rui +10) _
l - i o g ^ + a t — 18) ^

в области допустимых значений равносильно неравенству
( х - 2 )  ( х » + х )  ( х - 2 )  ( х + 2 )  (х  5 )  ( Х + 5 )

(18—Зх) (**—1)
(именно к такому неравенству можно сразу перейти при овладения 
материалом этого пособия), то так же легко оцените достоинства 
и недостатки всего последующего изложения, и авторы будут очень 
признательны Вам за возможность ознакомиться с Вашими пожелания­
ми по его улучшению.

Если же приведенное утверждение явилось откровением для Вас, 
то авторы с удовольствием предлагают Вам внимательно познакомить­
ся и со всеми остальными утверждениями, представленными в этом 
пособии.

3



Г л а в а  I. ОБЩИЕ СООБРАЖЕНИЯ О ПРЕОБРАЗОВАНИИ НЕ­
РАВЕНСТВ

(Структура ответа. Рациональное неравенство, ему соответствующее.
Возможность сведения типовых неравенств к рациональным)

Все неравенства с одной переменной, которые рассмат­
риваются в школе или предлагаются в конкурсных зада­
ниях вступительных экзаменов, имеют одну и ту. же 
структуру ответа — промежуток или объединение проме'- 
жутков одного из известных видов: а< х< Ь,
а<.х^Ь\ а^А'<6, а с * . а^х, х<.Ь,
х^Ь, х=а, — оо <лг< + оо, то есть — объединение от­
крытых, полуоткрытых, закрытых интервалов и лучей, 
изолированных точек и т. д. (Если для тригонометричес­
ких неравенств ограничиваться их рассмотрением на соот­
ветствующем периоде (а фактически так и решаются 
тригонометрические неравенства), то, очевидно, ответ 
также будет представлять собой объединение конечного 
числа промежутков указанных видов).

Популярными и легко усваиваемыми школьниками не­
равенствами являются рациональные неравенства (в 
частности, линейные, квадратные), решение которых ме­
тодом интервалов подробно рассмотрено в школьных 
учебниках и многочисленных пособиях для поступающих.

Поэтому естественным можно признать желание свес­
ти решение того или иного неравенства повышенной 
сложности к решению рациональных неравенств. Оказы­
вается, достаточно широкий класс неравенств подобную 
попытку допускает.

Рассмотрим два примера.
Пример 1. (МГУ, факультет вычислительной матема­

тики и кибернетики, задача № 1 из пяти)
Решить неравенство (х2—9)"\/х2—* —2^0.
Это неравенство типично для вступительного экзамена 

с точки зрения наличия в нем знакопостоянного множите- 
ля (в нашем случае— множителя —-yjx2—х—2), кото­
рый провоцирует провести следующее неверное решение.

Так как произведение двух множителей (х2—9) и 
V *2—* —2 неотрицательно, и второй множитель в силу 
определения арифметического корня также неотрицате­
лен, то и первый множитель должен быть неотрицатель­
ным. Поэтому решения неравенства определяются следу-
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ощей системой (второе неравенство задает область опре­
деления корня):

х2— 9^0, 3 или х>3,    ̂~
х2 —х—2>0, т. е. — ! или х>2, ~ °  ИЛИ
Получаемый ответ х ^ .—3 или х ^ З  не содержит 

значения х=2 и х = — 1, которые были потеряны в резуль­
тате неверного решения.

Теперь приведем одно из правильных решений.
Корень из трехчлена в области допустимых значений 

(т. е. при неотрицательности подкоренного выражения) 
всегда совпадает по знаку с этим трехчленом, поэтому 
имеем:

t..2 л\ ~χΓ3 ι з ){** χ 2)>ο,ν. ■ ~ " * \ χ2_χ_ 2>0'

Ο ίχ<-3 и -1<ж<2 U χ>3,
—1 U

■«· —3 U х— — I U х—2 (J х>3.
Замена множителя "уж2—ж—2 на (ж2—ж — 2) позволи­

ла перейти от иррационального неравенства к стандартно­
му рациональному неравенству в области допустимых 
значений исходного неравенства.

Пример 2. (МГУ, биологический факультет, задача 
№ 4 из пяти)

Решить неравенство
4л/9^5+1+2<2лС Т >9

Решение. Преобразуем неравенство_к стандартной 
форме квадратного (относительно неравенства:

Ц2^~**?—9 ■ 2 +2 < 0.
Трехчлен 412—9/-j-2 раскладывается в произведение 

^  (/ — 2). Поэтому исходное неравенство равно­
сильно следующему

( 2^ r ^ - i- )(2 ^ Z ?-2)<0, т. е.

(2ЛС Т _ 2-2) (2л£=7’_ 2,)<0
Так как разность (2̂  2̂ ) в области допустимых значений
имеет тот же знак, что и разность (/—g) показателей



степеней, то при замене множителей вида (#  —2е) на 
{ }—§) получаем равносильное неравенство
(л/9— х*— ( — 2)) (л/9— х2—1)<0, т, е, ^9—х2— 1<.0, 
так как "у9—хг+2> 0 как сумма неотрицательного кор­
ня и положительной константы.

Разность неотрицательных чисел совпадает по знаку 
с разностью 'квадратов этих чисел. Поэтому последнее 
неравенство равносильно системе (второе неравенство* 'о  Л  |
определяет существование корня): j a ' * т. е.\ У ■“  X ^  U|
двойному неравенству 8<хг^9.

Двойное неравенство при а<6 равносильно
неравенству (Убедительно рекомендуем читате­
лю самостоятельно убедиться в этом, решая, например, 
последнее неравенство относительно f методом интерва­
лов). Поэтому имеем:

(*+ з)(«-а )
х —8 "  (х—2^2) (х+2л]2)

Решая последнее неоавенство методом интервалов, полу­
чаем ответ:

—3<*< — 2д/2, 2л/2<х<3.
Обращаем внимание читателя на два обстоятельства. 

Во-первых, при решении неравенства мы относительно 
быстро, заменяя некоторые множители, свели задачу к 
решению.стандартных рациональных неравенств. Во-вто­
рых, (см. пример 2) мы продемонстрировали переход от 
промежутка изменения выражения / к рациональному 
неравенству, задающему этот промежуток.

Оказывается (покажите самостоятельно), любое объ­
единение конечного числа непересекающихся промежут­
ков перечисленных ранее видов легко задать одним ра­
циональным неравенством, что во многих ситуациях по­
зволяет существенно быстрее двигаться к ответу, а иногда 
получать более эффективные схемы решения типовых 
неравенств.

Пример 3. Указать какое-нибудь рациональное нера­
венство, если оно имеет ответ: —5< х^3, или х—4, или 
5<х.

Решение. Формируем множители вида (х—а), где 
о — конец промежутка множества значений переменной 
х указанного ответа: (x-f-5), {х—3), (х—4), (к—5). 
Далее в числитель дроби записываем те множители,
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которые соответствуют нестрогим неравенствам, а в
ί»_.Τ\ д\ <'у —4\знаменатель — строгим неравенствам:·

Множитель (х—4) мы записали два раза, так как равенс­
тво х—4 определяет промежуток а ^ х ^ Ь  с совпадающи­
ми концами а и Ь:

Далее пишем нестрогое неравенство со знаком 
если самый правый промежуток значений х есть луч (как. 
в нашем примере), или со знаком в противном
случае:

(*—3) (*—4)2 ^
(д:+5) (лг-5)

Полученное неравенство и является искомым.
Наконец, приводим для иллюстрации малоизвестную 

схему решения иррационального неравенства Тра­
диционные рекомендации состоят в'указании следующего 
преобразования:

{g> О, 

f>0.
Однако, система двух последних неравенств 

(0< /< £2), как уже знает читатель, равносильна одному 
неравенству f (f~ g 2) ^0. Поэтому имеем:

Ύ I /(/-**) <0.
Рассмотренные примеры позволяют уже сейчас дать 

краткое решение неравенства, указанного во введении.
Пример 4. Решить неравенство

((л2-М + 0‘+1-(;с2+'х-Н)3) (ж2 — 7\х 1+10) .
l —log*i(x2-|-3x— 18)

Решение. Разность степеней по одному и тому же 
основанию в области допустимых значений всегда совпа­
дает по знаку с произведением разности показателей на 
отклонение основания от единицы.

Так как логарифмическая функция является обратной 
к показательной, то то же самое можно сказать и о 
разности логарифмов по одному и тому же основанию 
(обоснование см. главы I I —V I).

Поэтому преобразуя данное неравенство к виду
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((*Ч *+ 1 )*+1- и Ч * + 1 )3) (1*1-2) (U t-5) _
Iogra2— )ο§χι{χ*-\-3χ—18)

(мы воспользовались свойством модуля m2= |m|2), далее 
осуществляем, указанные замены, а также— замену мно­
жителей вида ( |дс| — а) на (|дс|2—а2), т. е. на 
(х—а) (х+а) (см. пример 2, замена разности 
(л/9—Xе— 1) на'((9 — х2) — 1)):

((х+ 1) -ЗХ(х2+х+1) ~  1) (х-2) (х+2) (х-5) (х+5) ^  
(х2- (х 2+3х-18)) (х2— I) ■

После очевидных упрощений получаем:
(х-2)2х(х+1) (х+2) (х-5) (х+5) _

3(6—х) (х— 1) (х+1)
Так-каю условие существования числителя и знамена­

теля дроби исходного неравенства>сводятся к ограниче­
нию: х*+3дс— 18> 0, то сразу, получаем ответ из системы:

{(х-2)гх(х + 2) (х—5) (х+5) _Л Гх< -6 ,
(6-х) (х-1) | 3<х<5,

х2+3х— 18> 0, Lx> 6.
Естественно у читателя может возникнуть вопрос о 

правомерности замен множителей при решении нера­
венств примеров 1—4, но именно об этом пойдет речь 
в последующих главах.

Г л а в а  11. МЕТОД ЗАМЕНЫ МНОЖИТЕЛЕЙ 
(Основная идея. Перечень некоторых видов заменяемых множителей.

Примеры.)

Любое неравенство приводимо к виду
(М>-М2-...-МП1)/(М’г М’2-...-М'Пг) V0 (1)

где символ «V» обозначает один из четырех возможных 
знаков неравенства: < , ёС. 2>, >·.

Очевидно, что замена любого множителя М на совпа­
дающий с ним по знаку в области определения неравен­
ства множитель L (и имеющий в этой же области те же 
корни, что и заменяемый множитель), приводит к равно­
сильному неравенству в указанной области определения. 
Этот бесхитростный факт и определяет основную идею 
метода замены множителей.

Многие известные преобразования неравенств можно
9



описать в терминах замены соответствующих множите­
лей. Например, деление обеих частей неравенств с · ((χ)Ί> О 
на положительное число с равносильно замене знакопо­
стоянного множителя с на единицу.

Здесь важно зафиксировать внимание читателя, что 
замена множителя осуществляется только (!) при усло­
вии приведения неравенства к виду (1). То есть, когда 
требуется сравнить произведение множителей с нулем. 
Это крайне важное замечание необходимо учесть тем, кто 
пожелает взять на вооружение метод замены множителей.

Наша цель последующего изложения состоит в указа­
нии наиболее типичных замен, практически используемых 
в решениях неравенств.

Основная часть замен обусловлена двумя следующими 
утверждениями.

Утверждение 1. Функция f(x) есть строго (!) возраста­
ющая тогда и только тогда, когда для любых двух 
значений л  и Ь из области определения функции разность 
(а—Ь) совпадает по знаку с разностью (f(a)—f( b)).

Утверждение 2. Функция f(x) есть строго убывающая 
тогда и только тогда, когда для любых двух значений а 
и b из области определения функции разность (а—Ь) 
совпадает по знаку с разностью (f(b)—f( а)).

Обоснование сформулированных утверждений непо­
средственно следует из определения строго монотонной 
функции. ^

Замену множителя М на множитель L будем обозна­
чать следующим образом (во втором случае подчеркива­
ется необходимость учета области допустимых значений 
ОДЗ):

одз
M++L или Λί ·«-*■ L.

В введенных обозначениях утверждения 1 и 2 примут 
вид:

/ о д з  v
Утв. (а-Ь) ~  m - m v -

Утв. 2 (μ )^ (α -*)~ (Κ 6 )-Κ β ))). 
(Направленность стрелок в обе стороны означает возмож­
ность обратной замены множителя L на М, что равносиль­
но замене М на L для обратной функции).

Например, если неравенство рассматривается на про­
межутке 0<леС-|-, то возможны замены:
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(tgx—1) -м. (X—J.) H (ctgx— 1) -И- x).

Также для иллюстрации укажем некоторые виды за­
мен, использованных в рассмотренных примерах 1 —4:

_  одз
1) {ф  —лш'| ■*-*■ (а—6), или, что то же самое при 

неотрицательности чисел а и 6,
(а—Ь) ■+*■ (аг-Ь2)

(См. пример 1: а=х£—х—2, 6=0; пример 2: а=9 —х2, 
6=1 пример 4: а=|х|, 6=2 и а= |х(, 6=5);

2) (2 °— 2") «ч- (а— Ь)
(См. пример 2: л/9—х2,Ь— —2, и а=л/9—-х2, 6=1).

Г л а в а  III. ЗАМЕНА ЗНАКОПОСТОЯННЫХ МНОЖИТЕЛЕЙ 
(Типы знакопостоянных множителей. Варианты замены. Примеры.)

Замена знакопостоянных множителей — это есть один 
из случаев замены, не вытекающих из утверждений 1 и 2.

Поэтому в принятых ранее обозначениях замены мно­
жителей можем записать следующее:

(ax*-f-6x+c)-*4.a (при £)<0), (3.1)
(ах2+ 6х+с) -*-► с (при D <0), _ (3.2)

или

\ а>0.
(адг'+бх+е) 1 (при О<0 и а> 0), (3.3)

|О<0.
\о<0.

(ах2-|-6х-1-с) ·**■—1 (при /)<0 и а<0), (3.4)
Сумма значений показательных функций.
Так как область значений показательной функции 

у —а? представляет собой все положительные числа, то 
любая сумма значений показательных функций является 
знакопостоянной положительной величиной. Поэтому 
имеем:

одз
а^ч-И, (3.5), (3.6)

одз
(аЧа**··.) ~  1, (3.7)

It



и т. д.
Сумма неотрицательных слагаемых, если ни в од­

ной точке области определения неравенства.все слагае­
мые одновременно (!) не равны нулю. '

Очевидно, что при объявленном ограничении на сла­
гаемые, сумма всегда является положительной величиной. 
Поэтому в силу определения арифметического корня и 
неотрицательности модуля любого числа получаем право 
на следующие замены

( ά Η α ^ Κ .  +  α ^ Γ ^ Ι ,  (3.8)

_  т//+У«*о.одз
(VF+V*) — ι. (3.9)

^ УГ+1г1̂ о.одз
(л/Г+lgl) ~  1. (3.10)

m + isi*o
((l/l + l*l) ~  I. (З.П)

ГО<0.(в>О.ОДЗ
bjf+ax2+ Ьх+с) 1, (3.12)

/о< о,{а>0.
(1/1+о*2+Л*+с) -*-► 1, (3.13)

*>°
(Ι/ Ι+ ί)~ 1 . (3.14)

н т. д.
Пример 5. Найти какое-нибудь рациональное выраже­

ние, знакосовпадающее с данным:
а) 3* —12.3~*+1; б) jc2—31jc — 11 —2х—3;

в) х2+ х — 1 + 2 У х+ 3· V*2—47
Решение. а) Так как 3-Х=1/3Х, то имеем

3-_ I2 .3 - + I- W + .»;—»  Поэтому о3 3
силу (3.5) и (3.7) исходное выражение совпадает по 
знаку с разностью (3х—3), которая в силу утверждения 
I (см. гл. II) совпадает по знаку с разностью (х— I).

Ответ: (х— 1).
б) Так как по свойству модуля |х— 1 |2=(дс— 1)2 = 

х2 — 2х+1, то, выделяя квадрат (х— I)2, исходное выра­
жение преобразуем следующим образом:

г2—3U— I I — 2х-3=(х2+-2х+1)-3|лг-1|-4=
= |*-1|2-3|х-1| -4 =(|jc- 1|-4) (U — I |-hI).
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Поэтому в силу (3.14) исходное выражение совпадает по 
знаку с разностью (U — 1|— 4), которая (на основании 
монотонного возрастания функции y = t2 при ίΞ^Ο) в силу, 
утверждения 1 совпадает по знаку с разностью 
(\х— 112 — 42). Опять, пользуясь свойством модуля 
| m |2 — m2, получаем, что исходное выражение совпадает 
по знаку с разностью( (х— I ) 2 — 42), которая преобразует­
ся к виду: (дс—5) (д с 3). Ответ: (х—5) (х + 3).

в) Замечая, что выражение (х2-\-х — 1) равно сумме 
подкоренных выражений, сразу получаем, что

1+2VjT^-V^5--4=(V^+3+"V-t2̂ 4) .
И так как подкоренные выражения (* + 3) и {х2 — 4) ни 
при каком значении переменной х одновременно в нуль не 
обращаются, то полученный квадрат разности в области 
допустимых значений является положительной величиной. 
Поэтому один из возможных ответов есть 1.

Ответ: 1.
Теперь легко понять решение неравенства следующего 

примера.
Пример 6. Решить неравенство

(3*-12.3-Ч-1)(л«-3|*-1|-2х-3)  ̂ Л
х2+х— 1 -\-2njx+Z‘~\jx' — 4

• Решение. Первый множитель в числителе в силу при­
мера 5а) совпадает по знаку с (дс— 1), второй множитель 
в числителе в силу примера 56) совпадает по знаку 
с произведением (дс—5) (jc-j-З), а знаменатель в области 
допустимых значений является положительной величиной. 
Поэтому неравенство равносильно системе

{ (д: — 1) (дг—5) (дг+ 3 »  О,
*+3>0, 
г2—4>0,

откуда получаем ответ: — 3 < х ^ — 2, х> 5.

Г л а в а  IV. ЗАМЕНЫ МНОЖИТЕЛЕЙ С МОДУЛЕМ 
(Типы множителей. Примеры)

В предыдущей главе мы уже указывали некоторые 
множители, содержащие модули. Опорная информация, 
позволяющая указать удобные замены, заключается в 
двух основных свойствах модуля:
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\т\г*=тг н |m|>0 для всех m,
а также в монотонном возрастании на множестве неотри­
цательных чисел функции y= t2.

При рассмотрении примеров 4 и 56} мы уже демон­
стрировали использование указанных свойств. Поэтому

(4.1)

(4.2)

(4.3)
(4.4)
(4.5)

Очевидно, что если множители М и L знакосовпадающие, 
то множители (-— Λί) и ( — L) также знакосовпадающие. 
Поэтому наряду с заменами (4.2) — (4.4) можно указать 
и такие:

8> о
or- im ~ te-f)te-H ). (4.2)'

g>o
Ч в-\  (4.3)'

(V iiT - ifi) (4.4)'
Удобно указать и некоторые частные случаи приведен­

ных замен (отметим здесь, что (4.3) есть следствие (4.2), 
(4.4)— следствие (4.1) и (4.2), можно обнаружить и 
другие взаимосвязи):
|/| — (шР+Ьх+с)**^—ах?—.Ьх—сДО+ш^+бх+с) (4.6) 
при а> 0 и /><0,
{ax*+bx+c— |/|)-«-*-(αχ2+6χ+β+/)(αχ2+6χ+ί:—f) (4.6)'
при α>0 и D^O.

Пример 7. Решить неравенство
(U _2| - 4 - jc2)(U+4| - л/^-я-2)^ л

(ll_4 _4 )(|3 + x |- U - 5 |) '
Каждый множитель как в числителе, так и в знамена; 

теле есть разность неотрицательных чисел. Поэтому заме­
няя их на разность квадратов, получим равносильное 
неравенство в области допустимых значений. Имеем:

приводим сразу типы замен:
Ofl-l*l)~tf-g)(f+<r).

( W - * ) ~  (f-g) (f+g).

(Ifl —Ve) **· (f*—g),
(1Л—\Л*Г) *«·(/*-«) (Ρ+βλ 
(VfTT - V iF  **(f-g) (f+g))
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(U —2| — 4 — x2)(|x+4l -  V - * - 2) _____
( | I - jc|-4 )(|3+ x | - | jc-5|)

‘ f  ( > 212 —(4 +д:а)2) ( tx+412 —(Уж2—Jr-τ _  ft
. (l I -х12- 4 2)(|3 + х |*-^ -5 1 2)

\хг— x—2^0.
Далее, пользуясь указанным свойством модуля: 

|m|2 = m2 и раскладывая на множители разности квадра­
тов, получим:

{(('*—2)2— (4-f-дс2) 2) ( (дс-J-4)2—х*+х-|-2 ) _  А 
« I —х)*—4») ((3-Ь*)*— (х—6)*) 

х< — I и *>2,

I
( —х2+ х-6) (х2+х+2) (9х+18) ^ А 

( _ * _ 3 )  (5—х) 8(2*-2> ’
х<  — I U*>2,

(Знакопостоянные множители ( — 6) и (х?+х+2)
(как трехчлены с отрицательным дискриминантом) можно 
заменить на единицы со знаком старшего коэффициента, 
т. е. на ( — I ) и 1 соответственно; остальные упрощения 
очевидны).

Г ( — 1)1 (хН-2)  ̂ Л (  (х+2)
о  < (дс+З) (ж-^) (х—I) v' o \  <х+3) (х - 5 )(х - 1) ^ и* 

V x < - lU * > 2 ,  V x<  — iu x > 2 ,

ί — 3 < χ < — 2 U I < χ < 5 , _ [  —3 < χ < —2, 
* *1 χ <  — 1[)χ> 2, "~1.2< χ< 5.

Ответ: - 3 < χ < - 2 , 2<χ<5. χ ζ & ' , Λ )  V С К  5)
Пример 8. Решить неравенство

(л/х+9—У*2—x+ l) (2Х2—х+1 — |х+ И) ,̂л / а\
|χ+5|+Χ-2χ*-1 -

Приводим подробную последовательность равносиль­
ных преобразований, обоснование которых читатель легко 
найдет после знакомства с решениями предыдущих при­
меров.

(А) .. (т^+ 9-У<г-«+ 0 ((2»г- «+ 1 > - 1 х + Ч )^ „
|x-f 5| — (2х— х + 1)
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((Vi+9)2- (V *2-*+  l f )  ( (2x*-x+1)2-|x+  П2)
~ --------------- | , + 5| Μ ^ - χ + 1) ζ---------------

{((x+9) -  (x2-x+  l))((2x*—x+1 )2-(x+1)2) ^
(x+5)z—(2xz—дг-f- l)z ‘ Ό-

x> — 9,

{(—x2+2jc+8)(2jc2—x+1 — x— 1) (2x2—дс+1+x+l) n 
(х+5—2x*+x— 1) (χ+5+2χ*—x+1) < ’

x>-9.

{( _ χ2+2χ+8)(2χ2-2χ)(2^+2) _  
(-2xz+2x+4)(2xz+6) 

x>-9,

{( _ ! )  (x*—2x—8)2x(x— l)2(x2+ 1) _
(-2) (xz- x-2)2(x:4+3) 

x> — 9,

{x(x— 1)(x—4)(x+2) Γ- 2 < χ< - 1 ,
(x+l)(x—2) ~

x > — 9, *-2<x<4.
Ответ: — 2< x<  — l,0< x<  1.2<x<4.Г л а в а  V. ЗАМЕНА МНОЖИТЕЛЕЙ С ИРРАЦИОНАЛЬНЫМИ 

ВЫРАЖЕНИЯМИ
(Типы множителей. Решение стандартных иррациональных неравенств.

Примеры)

Часть множителей с иррациональными выражениями 
и их замена были рассмотрены в главах III и IV. Посколь­
ку степенная функция у — tn при п> 0 является строго 
возрастающей на множестве неотрицательных чисел (а 
при нечетном натуральном показателе п — на всей число­
вой оси), то в силу утверждения 1 справедливы замены:

(a—b)++(c£ — bn),при п> 0, 0 и 0. (5.1)
(a—b)++(a2k~~{'—b2k~~{)при к натуральном. (5.2)

Практически задачи конкурсных экзаменов на нера­
венства содержат корни только второй или третьей степе­
ни, при этом подавляющая часть задач содержит корни
16



только второй степени, работа с которыми и вызывает 
основные трудности у школьников. Поэтому и мы основ­
ное внимание уделяем работе с квадратными корнями, 
полагая, что этого достаточно для безошибочной ориента­
ции в других случаях.

Объявленные замены (5.1) и (5.2) позволяют легко 
получить следующие замены (в дополнение к предыду­
щим)

одз
(V f-Vg)~ (f-g ). (5.3)

VF-^-MS·4) И (5.5)
ОДЗ

(V w - V g )w 2-g2 (5.6)
_   одз(v«—vi m-·♦«*-? (5.6)'

Любопытна замена
одз

(VF+Vg)~(f+g). (5.7)
которая перекликается с заменой (3.9). Замена суммы 
(VT+Vg) ПРИ возможном одновременном равенстве нулю 
подкоренных выражений на сумму (f+g) позволяет учи­
тывать эту возможность. Напомним, что, если легко уста­
новить отсутствие общих корней равенств f—Ο и g=0, то 
сумма (VF+Vg) как множитель заменяется на единицу 
в соответствии с (3.9).

Сумма вида (V f+ g)) заменяется по правилу: 
одз

(VH -g)^ l при g> 0 (5.8)
и

одз
(VF+ g)^f—g2 при g<0. (5.9)

Замены (5.8) и (5.9) позволяют легко получить из­
вестные преобразования стандартных иррациональных 
неравенств.

1) V r< g^VF-g< o-f
'<f> 0;{g>0,

f—g2< 0/ 
0:

2  h- 2973 17



Kf>  0.

щ  * > · - » * - «  > °~  { £ “ ■ » { · ? £ * .

4) v r > * ~ v r - i ~ { ;* ^ ·  и

Пример 9. Решите неравенство
(л/х+ТО-Зх) ( |* +14| -2х) <0.

В этом неравенстве уже нельзя множители 
"Vx+lO—Зх) и (|х+14|~ 2х) рассматривать как раз­
ности неотрицательных чисел, так как выражения Зх и 2х 
з области допустимых значений (т. е. при х+10^0) 
иогут принимать как положительные, так и отрицатель­
ные значения. Однако, если область допустимых значений 
исходного неравенства разбить на два промежутка 
— Ю ^х^О  и х~> 0 (точка х=0 есть точка смены знака 
выражений Зх и 2х), то легко заметить, что на промежут­
ке — Ю ^х^О  мы имеем произведение двух положитель­
ных чисел, и поэтому исходное неравенство ложно, а на 
втором промежутке каждый множитель есть разность 
цвух неотрицательных чисел, а, следовательно, можно 
воспользоваться методом замены множителей. Итак, 
имеем:

(V*+l0—Зх) (|хНг14|—2х)<0-о 
— 10^х< 0 ,
(л/хЧПО—Зх) ( |х+141—2х)<0(ложно),

{х> О,
L 4\ϊ+ ί0-3χ)(1χ+  14t-2x)<0»

ί*>0>_____ ^
^  l((v * +  loJ~~(3x)2)(|χ + 1412—(2jc)2) <0,

^  ίχ> ®ν
Чх+10-9х2) ((χ+14)2-(2χ)2)<0,

2)
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θ \  θ(9χβ—х—10) (x + 14-2x) (χ+14+2χ)<0.ί
- {

x> 0,

(- 9 ) (x+1) («--£+ 0 4 -x ) (Зх+ 14 )< в.^  

/x> 0 ,

(x - 14) <0

(т. к. при x>0 (x + 1) и (Зх+14) — положительные числ»),

Ответ: -у-<х< 14.
Ясно, что решение примера 9 наводит на мысль, как 

‘действовать в произвольной подобной ситуации: область 
допустимых значений неравенства разбить на промежутки 
знакопостоянства выражений, которые необходимо возво­
дить в квадрат, чтобы воспользоваться методом замены 
множителей; далее на каждом из полученных промежут­
ков решать исходное неравенство и полученные ответы 
объединить. Для иллюстрации рассмотрим следующий 
пример.

Пример 10. Решить неравенство

Выделяем на первом этапе в каждом множителе зна­
копостоянные выражения уже известных видов (корни 
и модули):

При этом все множители мы привели к разности, чтобы 
разобраться со знакопостоянством оставшихся выраже­
ний.

Область существования всех множителей определяет­
ся системой неравенств для подкоренных выражений: 
х+18^0 и х2-1 ^ 0 . На втором этапе эта область

2* I·

(х + у ^ и - 2 )(У Р И Т —х)
|2х—8|+2х—х2

(л/χ+Τβ- (2 -x ))(V x 2- 1 -х ) ^ 0 
(|2х—8| — (х2—2х))



нулями выражений (2—х), х и (х2—2х) разбивается на 
следующие промежутки зйакопостоянства этих- выраже­
ний:

первый промежуток: — 18<х< — 1, 
второй промежуток: 1<х^2, 
третий промежуток: х>  2.
При этом на первом, промежутке для всех х выполня­

ются неравенства 2—х>0, хсО, х2—2х>0. Поэтому 
исходное неравенство можно решить методом замены
множителей (V *2— 1 —х> о) при —18<х< — 1:

{(^ Г р 8 - (2 - х ))(У Т Г Г - ^  „
|2х-8| -  (xz-2x) >U’ ·̂

-18<х<-1,

{ (ж-Ц8- (2-х)*) _ „
\2х—8)2— (х2—2х)* ’

-18<х*£-1,

{ (х-7) (х+2)
(дг-2V2) (х+Ый) (х2—4*+8) ’

-18< x< -J,
ί (х+2) (х+2л/2) > 0, fx< - 2V2 (J х> -2,
I — 18<х< — 1, I — 18<х< — 1,

— 18<х< —2-̂ 2 U —2< х<  — 1,
Аналогично на втором промежутке i% .x ^ 2  для всех 

х выполняются неравенства 2—х ^ О, х > 0, х2—2х<0, 
поэтому множители в числителе (У х+ 18— (2—х)) и 
(~\/х2— 1 — х) можно заменить на соответствующие рае- 

ности квадратов ((Ух+18)2— (2—х)2) и
1)2- х 2),а знаменатель как положительное чис­

ло при всех х из промежутка 1^х< 2 заменить на 1. 
В итоге получаем:

{ (V H - I8 - (2— д ) ) ( У ^ Л —х )^  л
|2х—8| — (х2—2х) ’"«■

<*<2,
^  |((х+18) -  (2- x)2)((xs-  1) —х3)> О,

U<x<2,
30



{:
(— x2-f-5*4-14) ( — I ) > Ο, ̂  ίχ2—5дс—14> Ο,

U  < л:< 2,
т. е. на промежутке 1 .̂лс^ » 2  исходное неравенство'не 
имеет решений.

Наконец, на третьем промежутке (дс>2) выражение 
(2 — дс) неположительно, и, следовательно, множитель 
(л/*-Ь18— (2—дс)) есть положительное число, а выраже- 
ния х и (дс2—2дс) неотрицательны, поэтому множители
(-\jx2 — I —х)) и (|2дс—8| — (дс2 — 2дс)) можно заменить на 
разности квадратов ( (У *2— 1)2—лг2) и 
(|2дс—8|2— (дс2—2дс)2). Имеем:

(V*+18— (2—дс) )(л/х2— 1 — х)з—оГ»----->0,.

{
{ |2дс—8| — (х2—2дс)

Д>2,

 Г>  °> J  (**— 2дс)2-  (2дс—8) 2>  О,\2х-8\2-(х*-2х)2 ~ U >2,

lV —2х—(2лг—8)) (дг—2х-\-2х—8)> О,

^  ί(*·-4,+8) (,· -» )>  0. Л * ’- 8 >  0,
U>2, Vjr>2,

Т. е. на третьем промежутке исходное неравенство выпол­
няется при дс> 2-̂ 2.

' Объединяя ответы для каждого промежутка, получаем 
ответ задачи: — 18<лс<—2-̂ 2, —2<дс<—1, 
дс> 2л/2.

Г л а в а  VI. ЗАМЕНА МНОЖИТЕЛЕЙ С ПОКАЗАТЕЛЬНЫМИ И 
ЛОГАРИФМИЧЕСКИМИ ВЫРАЖЕНИЯМИ

(Типы множителей. Решение стандартных неравенств и неравенств 
повышенной сложности. Примеры.)

При овладении материалом предыдущих глав читатель 
легко самостоятельно может установить, что разность
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степеней по одному и тому же основанию всегда по знаку 
совпадает с произведением разности показателей' этих 
степеней на отклонение основания степени от единицы. 
Другими словами, выражение вида (af—ae) имеет тот же 
знак, что и выражение (f—g) (α— 1) при а>0 (если 
а— 1, то оба выражения равны нулю).

Сказанное равносильно тому, что разность логариф· 
мов по одному и тому же основанию всегда по знаку 
совпадает с произведением разности чисел этих логариф­
мов на отклонение основания от единицы. Другими слова­
ми выражение вида (lo g j—logog) имеет тот же знак (в 
области существования логарифмов), что и выражение 
вида (f—g) (а— 1).

Для обоснования двух сформулированных утвержде­
ний достаточно рассмотреть два случая: 0 < а<  1 и а> 1, 
и воспользоваться монотонностью показательной и лога­
рифмической функций в каждом случае.

Приведенные утверждения позволяют исключительно 
эффективно решать очень многие неравенства,, которые 
принято относить к разряду задач повышенной слож­
ности.

В частности, легко получить следующие полезные схе­
мы решения неравенств:

1) а!>  а“ -«■/ (/ - * )  < а-1 )> 0 , 
*а>  0;

{(/«-D (в—1)>0,
/ >  о ^ >  о ,  *

а> 0;
{
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{№**—1)(α—1»0, 
l>  0. 
o >  0;

'—a*' 0,
ТГаГ> 0 ·̂  1 f2~ gi

a!1'
7) ~cF̂ ~~arβ e V a> 0 ,a# l;

1l z £l> oa. bgJ.-tOggg.  ̂ i  h-g2 '
} logafz—logafi U ,g (>0,

va>0 и ачь 1, и т. д. ,
Строгое обоснование перечисленных схем предлагает­

ся провести читателю самостоятельно в качестве полез­
ных упражнений.

Укажем основные типы множителей, содержащие по­
казательные и логарифмические выражения, и им соот­
ветствующие замены.

(af—ag) ■*-*■ (f—g) (а— 1), (6.1)

(a1—g)**+ (f-logag) (а— 1), (6.2)

(g-af)g*4 (logag—f) (а—1), (6.2)'
одз

(iogaf logag) -«■ (f—g) (a— 1), (6.3)
одз

(loga/-g) ** (f-a«) (a — 1), (6.4)
ОДЗ

(g-logj) ~  (a*-f) (a — I), (6.4)'
ОДЗ

l o («—!)* _  (6.5)
ОДЗ

(l0gj+\0gag) ~  (fg-1) (a-  1), (6.6)
ОДЗ

(logaf+g) ~  (fa*-1) (a— 1) * (6.7)
ОДЗ

(k logj-m ) ++ (a-  1), (6.8)
ОДЗ

(m-AlogJ) (aw—/*) (a-1). (6.8)'

m



Естественно, что между многими заменами
(6.1) — (6.8)' существуют взаимосвязи, но замены указа­
ны здесь по причине их частого присутствия в решениях 
конкретных неравенств методом замены множителей (см. 
главы IX, X и приложение).

Пример 11. Решить неравенство

Мы представим только последовательность равносиль­
ных преобразований, указывая иногда над знаком равно­
сильности номера замен.

Решение.

log2(x*—2*—7)‘—log»(Ju*—2*—7)* 
Зх4—13*+4 ^=0

log2(x2-2x-7)5-log3(x2-2x-7)8
Зх2— 13х+4 < 0"

51og2(x2—2х—7) —8(loga2)log2(x2—2х—7)

<0-0-

(*—4) (х - у )

(5—81og32) log2(x2—2х—7) <65). <6.8)

(*—4) ( x - i - )

(З5—2я) (3— 1) ((х2—2х—7) —1) (2— 1)
< 0,

(х — 4)

х2—2х—7>0,
(243—256) -2· (х—4) (х+2)

Vx< 1 1 +Y8,
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{*< -2 U x> 1/3, ^ < - 2 ,
кф*, 1+л/8<дг<4,.

х< 1 —л/8 U *> 1 +л/8, V *> 4
Ответ: х ^  — 2, 1+т/8<*<4, х> 4.

Пример 12. Решить неравенство
( 8 - х 3) (2х- ! )  ( V * + ^ - V 2 * + 3 0 ) ( | x — 2 1 - 4 — * 2) logf*2 ___

( | x | 2 l _ l — l x l 5- ) ( l o g , +2o ( 12— W >  - f o g , + 2o(2 0 - 2 U I ) )  < W '

Решение. Первый множитель в числителе заменяем 
в силу (5.2) на (2—х), второй в силу (6.2) — на х, третий 
в силу (5.3) — на (х+20— (2х+30)), четвертый в силу
(4.6)— на ((х—2)—4—х2) ((х— 2)+(4+х2)), пятый в 
силу (5.2) и (6.5) — на (х — 1) (5— 1).

Первый множитель в знаменателе в силу (6.1) и (4.2) 
заменяем на (Зле—6) (х— 1) (х + 1), а второй в силу (6.3) 
и (4.2) —на (х—8) (х+8) (х+ 19).

Получаем в области допустимых значений рациональ­
ное неравенство, равносильное исходному:

( 2 — х ) х ( - х - Ю )  ( — х 2+ х — 6 )  (х2+ х + 2 )  ( х — 1) ( х + ! )
( Э х - 6 )  ( х — 1) ( х + 1 )  ( х - 8 )  ( х + 8 )  ( х + 1 9 )  '* ' ·

Область существования всех множителей в исходном 
неравенстве представляет собой два промежутка: 
— 10<х<С0 и 0<х<10. В этой области множители 
(—х— 10) и (х+19) знакопостоянны, и поэтому их заме­
няем, соответственно на ( — 1) и 1.

Знакопостоянны и трехчлены ( — х2+ х—6) и 
(x2+x+2), поэтому в силу (3.3) и (3.4) их заменяем 
также, соответственно на ( — 1) и 1:

χ ,(- Ι) (х—2) (х—1) (х+ 1)
3(х—2) (х—1) (х+1) (х—8) (х+8) ^

Решая последнее стандартное рациональное неравен­
ство в указанной области существования всех множите­
лей исходного неравенства, получаем ответ:

—8<х<-1, — 1 <х<0, 8<х< 10.

Г л а в а  V II. НОВЫЕ «СТАНДАРТНЫЕ» НЕРАВЕНСТВА И 
СХЕМЫ ИХ РЕШЕНИЯ 

(Перечень традиционных типов неравенств повышенной сложности, пе­
реводимых в разряд стандартных. Примеры.)

Познакомившись с решениями двенадцати рассмот­
ренных примеров, читатель должен согласиться, что овла­
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дев техникой применения метода замены множителей, 
можно значительно быстрее двигаться к ответу при реше­
нии достаточно широкого класса неравенств, предлагае­
мых в конкурсных заданиях. Чтобы подчеркнуть это об­
стоятельство, в последней главе широко и подробно рас­
сматриваются решения неравенств из вариантов письмен­
ных экзаменов по математике на основных факультетах 
Московского государственного университета (кстати, при­
мер 11 взят из того же источника). По этой же причине 
в главе IX специально разбираются неравенства из 
«Сборника задач по математике для поступающих во 
втузы» (под редакцией Сканави М. И.), отнесенные к 
задачам повышенной сложности.

Мы предлагаем к традиционно стандартным неравен­
ствам добавить неравенства, которые приводимы к виду
(1) (см. глава II) простейшими преобразованиями и 
сводимы после этого методом замены получаемых множи­
телей к рациональному неравенству на основании реко­
мендованных замен.

Так. к стандартным теперь можно отнести неравенства 
следующих видов:

1) (If.l- lg il) (IW —l£*l) ...(ΙΜ —Ы )< 0 ,

2) ( л^ |- л/£|)(л/Ь—V̂ iri) ...(V ^ - V ^ )< 0 .

3) (α/1—a*1) (aJ2—a2B2...(a„“—a ")< 0.

4) ( loga/i -  log0[£i) ( loge/2-  log^ ) ... ( logaJ n-  loga gn) <0
где все ft, gk, a* — линейные или квадратичные 
функции или такие, что соответствующие выражения вида 
(fk—gk), (fk+gk), {Ок— 1) методом замены приводят, 
в свою очередь, к рациональному неравенству) естествен­
но относить к стандартным.

Пример 13. Указать рациональное неравенство, равно­
сильное данному в области допустимых значений:

( loĝ loĝ +2, (лг— 1) — loĝ loĝ +a» (8—■*))
u i 3*— ι*ι9

На основании (6.1) и (6.3) на первом шаге получаем 
неравенство:

Q°g(«+a)(*— I) — l°g(«+2)(8—х) ) (**-!)
(3х—9“ ') <1x1-0
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Далее, на втором шаге, на основании (6.3), (6.1) и (4.2) 
имеем искомое неравенство

((ж -1) -  (8 -х )) (*+ 2 -1) (дс2— 1)
(х- (-Й )) (3-1) (дс-1) (дс+1) <λ 

которое приводится после упрощений к виду:
(2дс— 9) (дс+1)лс<0.

Ответ: (2х—9) (jc-Ь 1)х<0.
Комбинируя множители из замен, указанных в тексте 

книги, можно получить большее количество различных 
типов неравенств, эффективно сводимых методом замены 
множителей к простейшему классу рациональных нера­
венств. Поскольку анализ схем решений всех типов таких 
неравенств далеко выходит за рамки данной публикации, 
то мы ограничимся представлением сводной информации 
по методу замены переменных, оставляя на суд читателя 
сопоставление этого метода с традиционными.

Г л а в а  V III. СВОДНАЯ ИНФОРМАЦИЯ ПО МЕТОДУ ЗАМЕНЫ 
МНОЖИТЕЛЕЙ

Хочется предупредить читателя, что предлагаемая 
сводная информация скорее есть конспект предыдущих 
результатов по методу замены множителей, а не необхо­
димый материал для запоминания с целью овладения 
указанным методом. Поэтому Вас не должно пугать оби­
лие перечисляемых замен, большинство которых можно 
обнаружить непосредственно в момент решения конкрет­
ного неравенства.

1. Стандартный вид неравенства, когда применяется 
метод замены множителей:

(М, · Af2. ... .МЯ)) / (Μ'ι ·Μ'ι...Μ'„2) у  О,
где символ « V »  обозначает один из четырех возможных 
знаков неравенства: < , > .

2. Основная идея метода замены множителя состоит 
в замене любого множителя М на знакосовпадающий 
с ним и имеющий одни и те же корни (в области сущест­
вования всех множителей) множитель L.

Замечание. Преобразованное таким образом неравен­
ство всегда равносильно исходному в области существо­
вания последнего.

Предупреждение. Указанная замена возможна только 
тогда, когда заменяемый множитель находится в числите-
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ле или знаменателе дроби, которая сравнивается с нулем 
(!)

3. Две основные замены.
одз

(И — />)■·— (8.1)
если f(x)— строго возрастающая функция;

одз
(а - Ь )  ~  (f(b)-f(a)), (8.2)

если f(x)— строго убывающая функция;
4. Наиболее часто используемые замены (без указа­

ния учета области допустимых значений).
а) Замены знакопостоянных множителей:

(ax2+bx+c) ++ а при афО и £><0, (8.3)
{ах2+Ьхфс) **с при афО и D<0, (8.4)
(ax2+bx+c) ·*+· 1 при а> 0 и D<0, (8.5)

(ax^+bx+c) ♦*·( — !) при а<0 и £><0), (8.6)
(l/1 + lgl) ·*■*· 1 при 1/1 + lgl =ife0, (8.7)
(VT+V?) ·*-*·/при |/| + |gl^0. (8.8)

(Vf+lgl) «■*·1 при |/|+1g|*0. (8.9)
(l/l +g) ++ 1 при g>0, (8.10)
(Vf+g) ·*♦ · при g>0. (8.11)

(\f\+ax2+bx+c) ·♦-*-1 при а>0 и DcO, (8.12)
(-Jf+ox2+bx+c) 1 при a>0 и /><0, (8.13)

af ■++■ 1, (8.14)
(af+ lgl) -<-*■ 1, (8.15)

(af+Vg)-*-*- 1 при g> 0, (8.16)
(af+g) ■*-*-! при g> 0, ' (8-17)

б) Замена незнакопостоянных множителей с модулем 
и корнями:

(\f\-\8\)++(f-g) (ί+8). (8.18)
(I/I-8) ++ (f-8) (f+8), при 0, (8.19)
(8-\f\) ~  (g - f) (8+1), при g>0, (8.19)
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( \f\ — (ax?+ bx+с)) -<-► (f+ax2+bx+c) (f—ax2—bx—c)
п р и  α > 0  и D < 0 ,  ( 8 . 2 0 )

( a x 2+ b x + c —  | f | )  ++ ( a x * + b x + c + D  (a x 2 + b x + c — f )

п р и  a >  0  и  f l < 0 ,  ( 8 . 2 0 ) '

( I f \ - ^ l g ) ~ f 2- g ,  b l g - m ^ g - P ,  (8.21), (8.21)'
( V F —  8 )  * *  ( f — g 2)> при g ^ O ,  ( 8 . 2 2 )

( g — ^ I f ) + + ( g 2— f ) ,  при g ^ O ,  ( 8 . 2 2 ) '

( t f - ^ g ) + + ( f - g ) ,  ( 8 . 2 3 )

( r f - J \ g \ ) ~ ( f - g )  ( f + g ) ,  ( 8 - 2 4 )

( л / 1 г Г - л / Г )  ~  ( g ~ f )  ( g + f ) ,  ( 8 . 2 4 ) '

(VTTT— g )  ++ ( f — g 2) ( f + g 2) ,  При 0, ( 8 . 2 5 )

( g — vTTTl * *  ( g 2— f )  ( g 2+ f ) ,  при g ^ O ,  ( 8 . 2 5 ) '

( \ f \ - ^ \ ) + + ( f 2- g )  ( f2+ g ) ,  ( 8 . 2 6 )

( - l \ g \ - \ f \ ) + + ( g - f 2) ( g + f 2) ,  ( 8 . 2 6 ) '

<л/ПТ-л/igl) ( f - g )  ( f + g ) , ( 8 . 2 7 )

I f l W 2. ( 8 . 2 8 )

V T W -  ( 8 . 2 9 )

VTjr\ + + f2· ( 8 . 3 0 )

в) Замена незнакопостоянных множителей с показа­
тельными и логарифмическими выражениями:

(a!-a*)+ + (f-g) ( а - 1 ) ,  ( 8 . 3 1 )

(a1—g) ++ (f— l o g a g )  ( α — 1 ) ,  п р и  g> О, ( 8 . 3 2 )

( g — αί) -м- ( l o g e g — f )  ( а —  1 ) ,  п р и  g > 0 ,  ( 8 . 3 2 ) '

(a i- l)+ + f(a - l),  ( 8 . 3 3 )

( 1 — α ' )  W O - α ) ,  ( 8 . 9 3 ) '

( α ' ~ a ' )  ( f i — g i )

(a!i-a*2) (h~gv
( 8 . 3 4 )
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(lOgJ-logag) (/-£) (0-1), (8.35)

(lOgqf+IOgrf) (fg-1) (O -l). (8.36)

(logJ —e) **■ (f—О8) (a—t). (8.37)

(o - l). (8.37)'

(logef+g) «-► (f-o«— 1) (o - l). (8.38)
(logqf—1) +*(f—a) (ο —1), (8.39)
(1 — loge/) (a-f) (o - l). (8.39)'

logJ++ ( f - 1) (o - l). (8.40)

Г л а в а  IX. 30 НЕРАВЕНСТВ ПОВЫШЕННОЙ СЛОЖНОСТИ 
(На группы «В» «Сборника задач по математике для поступающих во

втузы» под редакцией М. И. Сканави, М.. Высш. шк., 198В)

Приводим относительно подробные решения с приме­
нением метода замены множителей. В скобках после по­
рядкового номера указывается номер задачи из указанно­
го сборника.

Решить неравенства (1—30)
I. (9.275) * i-· <0
Решение. Так как пои всех х для его модуля выполня­

ется равенство χ2=|χ·|, то числитель дроби левой части 
неравенства как трехчлен относительно |jc| раскладываем 
на множители (знаменатель преобразуется очевидным 
образом):

(U I- 2 ) (Ιχ Ι-5 )
 (7=3?---- <0·

Разность неотрицательных чисел совпадает по знаку 
с разностью их квадратов, поэтому в соответствии с 
методом замены множителей полученное неравенство 
можно переписать в следующей равносильной форме:

(|х |2—22) (|* |2—52) ^
(7= з? -

Пользуясь упомянутым свойством модуля (U l2=x2), 
приводим, наконец, неравенство к стандартному виду для 
дальнейшего решения его методом интервалов:



(χ-2 ) (χ+2) (де—5) (х+5)
(7 = зр  < 0 ·

Полагая, что проблем в решении методом интервалов 
читатель не имеет, сразу указываем ответ: —5<дс<—2,

2. (9.263) (4x2+2jc+ 1 1.
Решение. Трехчлен (4х‘ -\-2х+1) имеет положитель­

ный коэффициент при дг и отрицательный дискриминант, 
и поэтому он больше нуля при всех х. Отсюда следует, что 
областью допустимых значений неравенства является вся 
числовая прямая. В соответствии с методом замены мно­
жителей выражение вида (af— 1) можно заменить на 
(совпадающее с ним по знаку в области допустимых 
значений) произведение f(a— 1). Поэтому, перенеся еди­
ницу в левую часть, исходное неравенство записывается 
в следующем равносильном варианте:

(*2—х) ((4х2+2х+1) —1)> 0.
Раскладывая далее на множители, получаем стандарт­

ное неравенство:
х2(х - 1 ) (2х+ 1)> 0.

Откуда имеем ответ: * <  — 2-’ х> *·
*+5

3. (9.274). (х2+х+1) ,+2> (* 2+ JC + l)3
Решение: Если разделить обе части неравенства на

положительное при всех х выражение (дг+дс+1)3, то 
полученное неравенство можно решить по точной анало­
гии с решением предыдущего примера.

Однако известно, что разность (а1 — ае) в области 
допустимых значений совпадает по знаку с произведением 
(f—g) (о— i)· Поэтому после переноса в левую часть 
(дс2+ х+ 1)3 исходное неравенство можно в силу метода 
замены множителей представить в виде

( 7 ^ - 3  W + * +  П -  0>0.
После очевидных упрощений последнее неравенство 

приводили к стандартному (для последующего решения 
методом интервалов) виду:

(—2х— 1) х (*+1)
(ж+2)

Откуда получаем ответ: —2 < х ^ — t; — θ,δ^χ^Ο.
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4. (9.278) ( ^ ) ,‘+7l< (- £ ),‘,-3*+21
Решение: Как и при решении предыдущего неравен­

ства после переноса в левую часть получаемую разность 
степеней заменяем на разность показателей, умноженную 
на отклонение основания степени от единицы:

(U+7| — U 2—Зх+2|) ( i i - l ) < 0 .
14

Далее разность модулей как разность неотрицатель­
ных всюду чисел заменяем на разность их квадратов
(положительный множитель (-Ц—  1) «отбрасываем»):

)х+7)2—) дг2—3x-J-2|2<0,
используя свойство модуля |α|2=α2 и раскладывая полу­
чаемую разность квадратов на множители, приходим к 
неравенству:

(х2-2х+9) (х2—4х—5)>0,
которое равносильно неравенству х2—4х— 5>0, откуда 
получаем ответ: х<  — 1; х>5.

5. (9.272) |24*2- '-5 |< 3 .
Решение. Используя свойство модуля |α|2=α2 и право 

замены разности неотрицательных чисел на разность их 
квадратов, получаем следующую последовательность рав­
носильных преобразований исходного неравенства.

Ι24*2- ' —5| <3-^ |24*2_1-6 |2- 3 2< 0 φ>·

(24*2-1— 5)2—32<0-о- 

■фх (24*2-1—8) (г4*2-1—2) <0о-

о- (24*2-1— 23) (24χ2~ 1—21) < 0.
Как известно (см. пример 3.) множитель вида (af—о*) 

можно заменять на произведение (f —a) (о —1). Поэтому 
получаем следующее равносильное неравенство

((4х2— 1) —3) ((4х2- 1 )- 1 )< 0 ,
которое после элементарных преобразований принимает 
вид
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Откуда получаем ответ: — 1.
6. (9.265) 1<Зиг-ж,<9.
Решение. Естественно, что опираясь на монотонность 

функции у —31, можно перейти сразу к соответствующему 
неравенству между показателями. Однако, ради демонст­
рации метода замены множителей мы предлагаем другой 
путь.

Так при а<.Ь двойное неравенство a< t< b  равно­
сильно неравенству (t—a)(t—b )<0, то исходное нера­
венство можно переписать в виде

(3''г- "_1 ) (З1' 2- '1—9)<0,
то есть

(З1'2-*! —3°) (З1*1-*1 —32)<0
Множители вида (а1 —ае) можно заменять на произ­

ведение (f—g) (α—-I). Поэтому переходим к следующе­
му равносильному неравенству

|х2— jc| (U 2— х| — 2) < 0.
Множители вида |/|, ( If l—а) можно заменить на /2 

и (f2—a2) соответственно (а^О ). Поэтому имеем следую­
щую последовательность равносильных преобразований:

\хг—х\ (\х2—х] — 2)<0-*> (x2—xf ( (х2—ж)1— 22) <()<► 
о  х'2{х— l)2(jr — дг-f 2)

• (xi —x—2) <0-е- (т. к. х2—дс-{-2>0 для всех х) о
о-х (х—1) (х-Н)(*—2) 0.

Откуда получаем ответ: — 1<х<0, 0< х<  1,1 <х<2.
7. (9.219) ·3ϋ*ΓΗ+8 О 1*-114
Решение. Поскольку это неравенство очень похоже на 

предыдущее, то обойдемся без комментариев, приведя 
только последовательность равносильных преобразова­
ний. Итак, имеем:

з2"- "+ з <3,Л~" -е-

о  (3|,_и)2-4-Зи_и-|-3<0<Ф- 
(3·'-ι·_1) (З1*-11 —3) <0 о
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-о- |х— 11 (|х— 11 — 1) <0 -о· 
o (x - \ )*  ((x— l )2— 1 )< 0o  

о (х — l ) 2(x—2)x-c0-o-0<x<J
или l< x < 2 .
Ответ: 0< jr< l, 1 i<x<2.

8. (9.246) logx2(3—2x)> 1.
Решение. Как известно, разность (log j— 1) в области 

допустимых значений, т. е. при /> 0, а> 0 и аф  I, совпа­
дает по знаку с произведением (/—β) (α— 1). Поэтому 
после переноса единицы в левую часть неравенство преоб­
разуется к виду

((3—2х) —л2) (х2—1)> 0
при условии 3—2х>0 и  х=̂ =0.

То есть для определения х имеем систему

Откуда получаем ответ: —3< х<  — 1.
9. (9-255) )θξχ(Χ2+3χ—3)>  1.
Решение. По аналогии с предыдущим примером име­

ем:
logt(x2-b3x—3)> 1 -о- logj,(x2-)-3x—3) —1;>0-»-

(*-1 )2(*+3) (х-И ХО  
х<3/2

, <х—1)2(х+3)>0,

х=Ф 1,

I 2 ’v х>0,
_ /оТ оОтвет: < х<  1, х> 1.
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10. (9.300) logxI_3729> 3.
Решение. Так как 729=93, то неравенство преобразу­

ется к виду ^ 2_39> 1.
Далее, как в примерах 8 и 9, имеем

*Н *-2 ) (х+2) (х—2-\j3) (χ+2-д/З) <0-ф>-
-о- — 2-\j3<x<— 2 или 2<х<2д/з

Ответ: —2-\/3<х<—2, 2<х<2-д/3.
Замечание. При переходе к одному неравенству 

(12—х2) (х2—4)^>0 мы воспользовались тем, что если 
х2̂ 3  (отрицание х2>  3), то это неравенство всегда 
ложно, т. е. (12—х2) (х2—4) <0.

Решение. Здесь, как и в предыдущем примере, предва­
рительно преобразуем неравенство на основании логариф­
мических тождеств:

Далее действуем по аналогии с решением примеров

II. (9.270) -2.

,0β'Τ Γ 2Γ > -2 - 1 > log*s= 27^2*

i 8—2*■о log*— з— < 2.

8— 10:

8—2х 8—2х пlog*— 5— <2 <о> log*— ---- 2s£0 -о-



{

Условие хф \ мы обеспечили тем, что (ж— 1) постави­
ли в знаменатель в первом неравенстве.

После упрощений система приводится к виду

/ (х+2)(ж—1) , х—1
{ - -..^ 3 - > 0 т ί _ > 0

ν 0<х<4 ν 0<х<4,
откуда получаем ответ: 0< *< 1, -ί-ϊζ*<4.

12. (9.252) log^x3-Η)' logjt+ι*> 2
Решение. В силу тождества Ioga6-logea =logc6 исход­

ное неравенство равносильно системе
log*+i(*3+1)> 2, 
х> О, 
хф 1.

Так как разность (logaf—b) совпадает по знаку в 
области допустимых значений с произведением 
(f—ab) (a— 1), то полученную систему можно переписать 
в виде

f((Ji3+ !)-£+ 1)2)«ж + 1) - 1 »  О,
I Х> о ,

1х=̂ 1.
Далее следует очевидная последовательность равно­

сильных преобразований системы:
(х+1)(х2—2х)х>0, (  х~ 2>0,
х>0, х> 0, о х > 2
хф 1, χφ 1.

(множители (ж+1) и х положительны в силу второго 
неравенства системы, поэтому обе части первого нера­
венства можно разделить на них).
Ответ: *>  2. +

13. (9.301) У -> 3.
Решение. Можно воспользоваться формулой перехода 

к новому основанию и Переписать неравенство в виде
log<s-*) (35—х3) > 3,

после чего решать его по аналогии с решением предыду­
щих примеров.
36
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Можно перенести всё в левую часть неравенства и 
преобразовать следующим образом

loga(35—х3)—log„(5—х)3 ̂
l°g e (5—х) > 0 '

Далее вспомнив, что разность логарифмов по одному 
и тому же основанию в области допустимых значений 
совпадает по знаку с произведением разности чисел эти  ̂
логарифмов и отклонения основания от единицы (т. е. 
разность вида (lo g j— logag) можно заменить на 
(f—ё) (β— 1), получаем, что исходное неравенство рав­
носильно системе

((35—х3) — (5—χ)3)(α—1) Л

{ ((5—*)—1) (а—1) >υ>
35—х3> О,

6— х> 0.
То есть имеем

Г (дс—2) (х-3) (х—4)> О,
b < V 3 5 .

при а > 0 и аф  1.
Откуда при указанных а получаем ответ: 2<х<3 (т. к.
"Уз5 больше трех и меньше четырех).

14. (9.254) log3log02log32— jk> 0. (1)
Решение: Будем решать методом замены множителей 

вида (logJ —b) на (f—ab) (а— 1). Имеем:
(!)-«► (iog0.2log3z^y-l) (3-1)>0-е-



^  ί (τ+5- ' ) (32-'> ( f+ r-32C!) ,32- |,<0·^
{  χ -  1 η
l l + 5 > 0 '

Ο
(- 6 ) ( — χ — I I )  

(χ+5)2 
л*'< —5 U х> I.

<0, \χ+\\ <0,
I  χ<  —5 U х> 1.

ο  χ<  — 11.

Ответ: χ<. — 11.
15. (9.253) log,(x+ l)<log,^(2—χ).
Решение. Так как сумма вида logâ +logag по знаку 

совпадает, в области допустимых значений с произведени­
ем (fg— 1) (а— 1), то данное неравенство равносильно 
системе

(предварительно мы преобразовали log,/^2—х) к виду

Откуда получаем ответ: 0<х<1, (1 4-л/5)/2<х <2.
1о 8—12*

16. (9.266) 5°*д *"6 >25.
Решение. Естественно воспользоваться монотонным 

возрастанием функции у= б* и перейти к неравенству 
показателей. Но мы ради популяризации метода замены 
множителей и приобретения навыков в технике его приме­
нения будем по возможности все основные этапы решения 
неравенства демонстрировать именно методом замены 
множителей. Это замечание касается и решения других 
примеров.

Итак, исходное неравенство приводим к виду

Разность в левой части неравенства имеет вид а!—а®, 
которая, как мы уже знаем, совпадает по знаку с произве­
дением (f—g) (α— 1). Поэтому полученное неравенство

(-!og,(2-x)),
т. е. системе:

* - ! ) ( * - ! ) >  0,

зв



равносильно следующему  ̂logt 8̂- —  2̂  (5 — 1) > О,
т. е. неравенству logx-̂ T — 2> О.

Разность в последнем неравенстве имеет вид logaf—b, 
которая, в области допустимых значений совпадает по 
знаку с произведением (f—af>)(a— 1). Поэтому данное 
неравенство равносильно системе

/ 8— 12х ,\

■ 8— 12х т. е. системе--- s->0,х—6
. ЛГ> 0.

(  - (x-2 )3(x- l)  ̂ Q
< ЛГ — 6
1|<дг<6.

Так как в силу двойного неравенства множитель (х—6) 
в знаменателе дроби всегда меньше нуля, и основание 
куба совпадает по знаку с кубом, то система преобразует­
ся к виду

(х—2)(х—1)> 0,
2уСдгСб. 

о
Откуда получаем ответ: -^-<дс<1, 2<лс<6.

17. (9.237) logjog^*— 12)<1.
Решение. После переноса единицы в левую часть нера­

венства выражение вида logaf—b заменяем на произведе­
ние (f—ab)(a— 1 ) и получаем в области допустимых 
значений равносильное неравенство.
Поэтому исходное неравенство равносильно системе

(log2(4 '-12)-*) (Ж- ΙΧ Ο , 
log2(4'-12)>0, 
дс>0, χφΐ.

Поеобразуя в первом неравенстве множитель 
J 'og2(4x— 12) — х) и log2(4*— 12) во втором неравенстве



точно по такой же схеме, получаем следующую равно­
сильную предыдущей систему:

ί ( ( 4 * - 1 2 ) - 2 « )  ( 2 - 1 )  ( ж - ΐ χ θ ,
4 * - 1 2 > 0 ,

( ( 4 ‘ — 12) — 2 ° )  ( 2 — 1 ) > 0 ,  
х> Ο,χφ 1,

которая после очевидных упрощений принимает вид:
{ ( 2 * — 4 )  ( 2 * + 3 )  ( * - 1 ) < 0 ,

4х—13> О, 
х> 0, хф 1

Множители вида (d — а8) заменяются на произведе­
ние (f—g) (α— 1), множители вида (,α'—b) при Ь> О— 
на (/— logoft) (α —1), множители вида (af+b) при 
Ь> О— на 1.
Поэтому имеем

{(дс_2 ) (*-1)<0, 
х— log„13> О, 
хф 1.

Откуда получаем ответ: log413<x^2.
18. (9.247) 1од3(4^+1) + 1од41+13>2,5 (2)
Решение. Полагая, что читатель уже ориентируется 

в заменах при применении метода замены множителей, 
приведем просто последовательность равносильных пре­
образований исходного неравенства.

(2)«». log3(4'+1) + ' -2,5> 0 ч*.loga(4A+ l)
1о ^ ( 4 ж+ 1 ) - 2 , 5 1 о 8 з ( 4 ж+ 1 )  +  1

-о----------------   >0-0-
1 ° 8 з ( 4  + 1 )

I
( ( 4 х + 1 ) — З 2) (3— 1) ( ( 4 д - ) - 1 ) — З 2 ) _______

( 4 4 1 - 4 ° )  ( 4 - 1 )

^  ( 2 2jt— 2 Э) ( 4 е— V3+fi > 0 < о  

^  (2х—3) (2-1) (x-log4(V3-l) (4 -^ )> 0 ^

(х—у ) (x-log4(^ - l)> 0 ^ x < lo g 4(^ - l )  U *> y . 
Ответ: х <  log4 (\Д— 1); х> 1,5.
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19.(9.248) !о & (3 '- 1 Н о д ± (3'+2- 9 )>  -3 . (3)
э

Решение. Первоначально преобразуем логарифм 
logj_(3x+2—9) к виду — (2-Hog3(3*— 9)). Далее после 

Т
переноса ( — 3) в левую часть неравенства полученное 
выражение раскладываем как трехчлен относительно 
log3(3*—9) на множители, затем решаем неравенство ме­
тодом замены множителей. Итак:

(3) 4* log3(3*- I) (-  (2+ log.,(3*- 1)+3>0-ο· 

log£(3*-1) +2+log3(3'-l))-3<0
*Mlog3(3x- l)+ 3 ) (1овз(3Л— 1) — I ) < 0о

(множитель вида loga/-f 6 совпадает в области допусти­
мых значений по знаку с произведением
( / а * - ! )  (я - · ))·

ί((3*-1)·33- Ι )  (3-1) <(3*-1)-3') <3— 1)<0,
1зж— 1> о, ~

( 28 ((3х- 27-) (3X- 4 )< 0 ,^ J (.T-log^) (х— log34) <0, ^
\х> 0, Vx> о,

28^ lo g T 2 f< JC < lo g 34.

28Ответ: log3̂ -<A <  log34.
20. (9.267) (2х+3 · 2_JI) 2,овг’г_1о*2(*+6)>  i (4) 
Решение. Будем в скобках в виде (Λί ι-ο-Μς) перед

знаком равносильности указывать замену множителя М\ 
на М2 (совпадающего с Μι по знаку в области допусти­
мых значений), которая используется при переходе к 
последующему неравенству.

(4) ^  <2'+3.2-'):!'°в2," '0в5<Д·^-1> 0, 
((a'-l)4>f(e-l))4> 

о  (2log2x-log2(*+6))(2Χ+3·2~Χ- 1)> 0

41



{(log**?-4og2(*+6M2T-2'+a) 
 ?  > 0.

x> 0,
D< 0

((log j— log„g)*>(/—g),2* 1, (at2+bt+c)o а) о

..................  . с+ 2)(х-3)> 0 ,^
J  (* * - (* + $ ) (2 - 1 ) · 1> 0, i (x + 2)

V>0· l/>°-

Ответ: x> 3.

fx—3> 0,
*A r, o x > 3 .  |x > 0 ,

21. (9.269)   f-TTT (5)y log , Vx+3 l°g  i (x+1)
T  T

Решение. Переносим все в левую часть и далее реша­
ем методом замены множителей.

l°g0,5(*+ 0— l°g0,5V* + 3(5) о  —---------< 0 о
lgo.sVx+3-log0.5(x+l)

{ ((x+ l)-VJ+3).(0,5-l) ^  ^
blZ+3-i) ((х+1)—1) (0.52—1) "  

х+1>0.
(Разности ((х+1)—^х+З) и (Vx+3— 1) как разности 
положительных чисел можно заменить на разности квад­
ратов).

( ( х + 1 ) 2 — ( х + 3 ) ) .

е - > 0,((х +3)— 1)х 
j +  1> о,

/ (х—1) (*+2)
Ιχ+ 1> 0,

(  х— I
■о·' х — 1<х<0 (J х>1.

1х+1>0,
Ответ: — 1<х<0, х^1.
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22. (9.271) log, (x—3) — log | (дс + 3)— log rf32> 0 (6)
2 2 jt—3

Решение. Первый этап — подведение к виду, удобно­
му для применения метода замены множителей.

(6) logj(x—3) -f log^x-f 3)—

1 · > 0 οlog2(JC+3)— log2(jc— 3)

.. (log^-ЬЗ)—log2(JC—3))*£ 
logs(x+3)-log,(x-B)

.. (logs(jt+3)— log^x—3) — 1) (logs(*+3)—logs(*—3 )+ l). Л .. 
»og2(Jc+3)-10g2(jc-3)

(log2(*+3)— loga(2(jc—3))) (log2(2(x-b3))—loga(x—3)) ^ ^
log2(JC+3)— logs(jc—3) υ

Теперь все множители имеют вид log„/— logag, и их 
можно заменить на произведение вида (f—g)(a— 1). Это 
второй этап:

( ((*+3)-2(*-3) (2 (*+ ЗЫ *—3) ^
(*+3)-(*-3) ’*>

U > 3 v

ί(χ+9)(*-4)>0 
1дс> 3,

ί 9- : > 0 <

Ответ: 3<ж<9.

0 ’̂ 3 < х < 9
1дс> 3

3». (9.249) lo g ^ ± ^ < 0 .
Решение. В области допустимых значений неравен­

ство loga/<0 равносильно неравенству (f — 1) (а— 1) <0. 
Поэтому исходное неравенство равносильно системе

{
( т = = г - ‘ )  <<>-'><»■■log,*

1 — logpX
(Условие р> 0 не указывается, т. к. в системе параметр
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р присутствует в роли основания логарифма, а требование 
р ф \  обеспечивается первым неравенством), т. е. после 
упрощения получаем:

ilog^(logp*:+1) (р— 1) <0,
\ 1 — logp*> 0.

В  соответствии с методом замены множителей log^x заме­
няем на произведение (х— 1) (р — 1), (logpJC+1) — на про­
изведение (рх— 1) (р— 1), (1 — logpjc) — на произведение 
(р—х) (р— 1) и приходим к следующей равносильной 
системе:

f (* - l)  (xp - l) (р— 1)'3<0, (7)
•|(р _ *) <je>— 1)> 0.
U>0,p>0.

Последняя система с параметром р требует рассмотре­
ния двух случаев: 0< р<  1 и р> 1 (при остальных значе­
ниях параметра р исходное неравенство не имеет смысла 
и потому не имеет решений).

Случай: 0< р<  1. Тогда система преобразуется к виду

{(χ— 1) (X— )> о ,
Рр—х<0,

х>0,

т. е. имеем (с учетом того, что 1 < ~ )

Iх<1 (J х> —, 
Р

χ>Ρ·
Откуда при 0<р<1 получаем ответ: р< х<  1 или
x>-UР

Случай: р>  1. Система (7) принимает вид

i
(х — I) (х— <0,  

Р
О сд 'С р , 
р> I.

Поэтому при р]> 1 получаем ответ:
Объединяя ответы обоих случаев, получаем решение 

исходного неравенства:

р < х< 1  или дг> —  при 0 < ^ < 1 .
Р

14



— <х<1 при p> 1; нет решений при р<0 н р=1.
Р

24. (9.283) logfV5—log,5V5+-|-<0 (8)
Решение* На основании логарифмических тождеств 

имеем следующую последовательность равносильных пре­
образований неравенства (8).

. . .  (  1 Y 3 5 -
<8) ·*■ V 5 to 5 7 ' - 2 i ^ r + T < u -“ ·

(  *  t  1I 51og|x—6log$x +1 <0, J (logsx— 1) (logsx— =-) <0,
Iх*'· U ) .

Множители вида loge/—b при сравнении произведения 
с нулем можно заменять на совпадающие с ними по знаку 
произведения вида (/—а*)(а— 1). Поэтому последняя сис­
тема преобразуется следующим образом

|(*_5) (5-1) (х-5Т ) (5-1) <0.

Откуда получаем ответ: У5<х<5.
26. (9.216) log5x+ logx4-<-gtf(,2— -g·-* - (9)о lOg:X
Решение. Первоначально на основании логарифмиче­

ских тождеств переходим к рациональному неравенству 
относительно logs*:

(9)

21og5X+(l—21ogs3) logsx—logs3 <0-«-

f!

logsx

(logsx+ γ )  (logsx—logs3)
^ --------------i------------------- < 0 .logsx

Далее методом замены множителей:  ̂logsx Η—̂  заменя­

ем на (χ·52 — 1) (5— 1),(logsx—log*3) заменяем на 
(х—3) (5— 1) и logsx заменяем на (х— 1) (5— 1). После
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чего получаем систему, равносильную исходному нера­
венству:

(WiT , - l r 3> “ '<*<*·
Vx> о, о,

Откуда имеем ответ: < jc<3.
ι/5

26. (9.236)
log2(x— I ) — log^x-f i)-t- log t + 1  2> 0. (10)

x— 1

Решение. Данное неравенство решаем по точной ана­
логии с решением неравенства примера 22. Поэтому при­
водим только подробную последовательность равносиль­
ных преобразований исходного неравенства (10).

(10) logj(x— I) — log2(*-f-1)4-, ч- ,. ,--- — <0
'«ка *— 1 1

ц l- (lo g z (x 4 - l)- lo g 2 (^ - t))^  » .. 
log2(jr-h I)— Iogs(x— I)

„ (1— logafr+l)— log«(x— 1)) (1 log2(x+ D— loga(x— 1)) _ ft 
logj(x4-1>— logs(x— I)

^ {\ogi2(x-l)-\ogJix+l)\og№x+l)-\ogix - l ) )^  
log^Jc+O-log^-l)

( (2(jc-I) ~(x+ 0) (%x+1)- (x - 1) Л
H  (x-hi)—(дс—D ^

vx>  1,

3) (x+3)> 0,
\x> 1.

(x—3> 0, ̂  3.
(.*■> 1.

Ответ: x>3.
27. (9.284) |log3x|<|logr§-|.
Решение. После переноса в левую часть полученную 

разность модулей как разность неотрицательных чисел 
заменяем на разность квадратов:

46



|log3*l — Mogi^-I < 0 -o -  llogjxl2— Ilog j|-I2< 0 .

Пользуясь свойством модуля |α|2=α2, последнее нера­
венство преобразуем к виду

(logjx—log-r^-) (logax-f· logr^-) < 0 .

Заменяем разность  ̂logsx— log3-|-̂  на (3— 1),
а сумму^log3X-+·log3-0 — на ί χ·-4— 1̂  (3— 1), и полу­
чаем равносильное неравенство в области допустимых 
значений:

Откуда для определения х получаем: 
ίχ (х—3) (*+3) <0,
Ъоо, ^

*о < х < г. /
1х>0, /

Ответ: 0<*<3.
28. (9.273) 8.3^+^ + 9 ^ +,>9^. (11)
Решение. Первоначально преобразуем исходное нера­

венство к квадратному относительно, например, 3^. За­
тем полученный относительно 3*'~ квадратный трехчлен 
раскладываем на множители, и далее неравенство решаем 
методом замены множителей.

(11) о 8-3^-3^'+(з^ 2-9+(з^)2>0о -

-о- 9 · (3 ^ 2+ 8 · 3 ^ 3 ^  - ( з ^ 2> 0

- «- (э- з^ - з^ ) (з ^ '+ З ^ ) > 0 о

о ( з 2 ̂ _ 3тД) (3^+ 3^ >0 о  
Первый множитель заменяем на произведение 
(2-\-*\Jx—^x) (3— 1), а второй как положительное чис­
ло — на 1:

(2 -f-V*—Λ/*) ·2> 0 ^ ( ν * ) 2— V *— 2< 0 ЧФ-
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^  (\fx+ l)(Sfx-2)K0.
Первую скобку заменяем на единицу, а вторую как 

разность неотрицательных чисел — на разность четвертых 
степеней и получаем (с учетом ОДЗ):

( „ 1)4^|I ’
U > o ,

Откуда имеем ответ: 0< х<  16.
29. (9.262)

'“«■ 'Т Т Й Г^ Т  " 2)
Решение. Мы ранее уже получали, что неравенство 

logof—6<0 в области допустимых значений равносильно 
неравенству (f—ab)(a— I) ^0. Поэтому неравенство (12) 
равносильно системе

{(т> |х—3| ' т. е. системе
х2ф\,
х> 0.

{;
2х i—j

- V ?
и “ 31 <о.С*— 1) (*+1)

<х>0.
Разность в числителе как разность положительных 

чисел заменяем на разность квадратов этих чисел, и 
учитывая свойство модуля |α|2=α2, получаем ((х+1)> 0 
при х> 0):

Vx>0,

/  (5-х) (х-1) β - ^ °·
(х—3)*(х—I) ·°·|ί^ : 3

Ответ: х^5.
30. (9.268) log|x_ 4)(2x2—9х+4)> I (13)
Решение. Как и в предыдущем примере имеем:



{ ( ( 2 х 2 — 9 х - ) - 4 )  —  | χ — 4 | )  ( I * — 4 |  — 1 ) > 0 ,

2χ2— 9α'-|-4> Ο,

\χ—4|> 0 .
В первом неравенстве системы разности неотрицатель­

ных чисел заменяем на разности их квадратов, и, помня, 
что |α|2=α2, получаем:

Г л а в а  X. РЕШ ЕНИЕ ИЗБРАННЫХ НЕРАВЕНСТВ КОНКУРСНЫХ
ЭКЗАМЕНОВ

(Из вариантов вступительных экзаменов по математике в МГУ им. 
М. В. Ломоносова)

§ 1. Механико-математический факультет 
1974 год (задача № 2 из пяти)

1.1. -\/1 — logs(x2 —2х-|-2) <logs(5x2 — 10х-|- 10).
1.2 . Vlogi (24-4*—2x2) >  log2 (1  -f 2x—x2) .
Решение.
1.1. λ / Ι  —  lotrsix*—2x4-2) <log5 (5x2— 10x-(- Ю). 
Естественно при взгляде на неравенство среагировать 

на то, что log5 (5x2— IOx-f-Ю) =!ogŝ > · (х2—2x4-2 ))= 
=  14- log5(x2—2x4-2). То есть исходное неравенство 
имеет вид:

f ( x - 4 )2( ( 2 x - l ) 2- l )  (х —5) ( * - 3 ) > 0 ^  
1(2х— 1) (х—4 )>  0,

Ответ: х<0, х>5.

Λ / Ώ <  14*/». где (= log6(x2—2x4-2).

49



Полученное иррациональное неравенство представля­
ет исключительно богатый материал для демонстрации 
разнообразных приемов решения. Рассмотрим несколько 
вариантов.

Вариант 1. Неравенство УП^7< 1 +* относится к ти­
пу -у/«Р> которое, как известно, равносильно системе 
неравенств φ>0, 0 и /<φ2. Поэтому получаем:

{ I + 0 , /

^ + 3<>0·

Вариант 2. Если в неравенстве типа <р правая 
часть φ легко выражается через лЦ, то выгодно ввести 
вспомогательную неизвестную р—л!Г . В нашем случае, 
если принять p=-yjl — t, то t = i—pi, и неравенство отно­
сительно переменной р имеет вид р < 2—р2, т. е. 
р2-)-р—·2<0. Откуда получаем, что — 2 < р < 1. Так как 
по определению арифметического корня р^О, то оконча­
тельно для переменной р получаем двойное неравенство 
0 ^ р <  1, которое после возведения в квадрат всех частей 
позволяет получить соответствующее двойное неравенство 
для переменной t: 0 </£^1.

Вариант 3. Так как левая часть неравенства 
УГ—7<1-И есть монотонно убывающая функция от t, 
а правая часть — монотонно возрастающая функция от U 
то решениями неравенства являются все значения пере­
менной t из области существования неравенства (опреде­
ляемой неравенством 1 — t^O ), удовлетворяющие усло­
вию t> <0, где ίο— значение переменной t, при котором 
левая часть неравенств равна правой части. «На глаз» 
видно, что У Г—7= 1 -И при /=0 . Откуда ответ: 0 < ^  1.

Комментарий. Для школьника, претендующего на вы­
сокую оценку по математике на вступительных экзаменах 
в высшие учебные заведения, все приведенные варианты 
решения иррационального неравенства у  i — дол­
жны быть знакомы. Первый вариант является основным 
и приводится во всех пособиях для поступающих в виде 
схемы:

{ Ф> О,
1>0, 
f<  φ2·

50



Второй вариант известен как способ рационализации 
иррациональных уравнений и неравенств. Третий вариант 
часто предоставляет единственную возможность решения 
неравенств повышенной трудности.

Решим теперь исходное неравенство с применением 
метода замены множителей. Имеем

V H-TugsU7— 2jT+2) < log5<5x2 — 1 Οχ -f10) о· 
д / —2х+2) < 1 -f logsOc2—2x-f 2 )

«> \J\ — logs(x? — 2x + 2 ) < 1 +(1 — ( а/ПЛо^х’^ х ^ ) 2) -о- 
O  ( VI — )og5(TS— 2x +2))2-(-a/I — logsCx2—2x+2) —2<0-«*

O  (y/l-|ogg(x} - 2 x + 2 )- l) (V l~ lo g s(x2-2 x + 2 )+ 2 )< 0 .
В первых скобках разность неотрицательных чисел 

веняем на разность их квадратов, а во вторых скобках 
• оюжительное в области допустимых значений выраже­
ние заменяем на единицу и получаем равносильное не­
равенство

(V r^og^F^ lx ^ ) ) 2 — 1 < 0 , т. е. имеем

i ( l —Iogs(jc2- 2x-f2))- l< 0 , Λ • - ^ 'i
U-logsijc2—2*+ 2)> 0 , SV
Далее вспомнив, что неравенство а <φς- 0  равносиль­

но неравенству ". < 0  и, что множители вида logaf—c
т -

совпадают по знаку в области допустимых значений с 
произведением (/—аг) (а— 1), получаем

{

((х2—2x-f 2 )—5) (5—1) х2—2х—3
({х*-2х + 2)-1) (5-1) хг-2х+1

х*-2х + 2>0.

-t» (Jf + >)(Jf ,>3- ^ 0 < » - l< t< l U 1<хСЗ.(ж — I Г
Ответ: — 1 ■С *-< 1, 1 <Г х С  3. 

Для трех nouitaviouinx аналогичных неоавенств при- 
ноиим только последовательность равносильных преоб­
разований.

1.2 . -v/loo . (2  + \х — 2х*1 >  log λ i + Ίχ —χ2)



~ \ / γ ( ,^ 1 + 2 χ - χ 2)+1)>  \ogil + 2x-x2) ч *  

о  2 (^ γ {^ 1 + 2 χ - χ 1) + 1)) - ^ J± (]Qĝ l+2x-xt)+ i)-

- К 0.
(На первый взгляд последнее. преобразование кажется 
затруднительным. Однако. устно возводя

+ 2х—дс*)+1) в квадрат, получили подкорен­
ное выражение -y(log2(l + 2x—дс2)-!-1), которое затем,·
умножая на два, преобразуем к виду 
(log2(l +2х—дс2) + 1), откуда после вычитания единицы 
приходим к правой части предыдущего неравенства:

loga<l +2jc—дс2) = 2 ^ ~ +2x—xt) + 1 1 ) ) .

Теперь левую часть последнего неравенства как трех­
член относительно og2<1 + 2χ-**)+  О раскладыва­
ем на множители и получаемое неравенство преобразуем 
методом замены множителей, т. е. имеем:

("^ γ (Ι°β ί(1  +2х—х2)+ 1 — 1) (-y/y<log2(l +2х—хг)+ 1 )+ у)<

< 0 -«-

► "д / у  (logaO +2ж—х*)+ i)— 1 < 0  о

( V y < ,0̂ 1+ 2x- jc2)+ |) )  -  · < 0

^  |  y ( io g2(l +2х—х2)-!-!)— 1 <0, ̂
* ЧодаО + гх-х2)- !- !^ ,

-о- — 1 <log2( l+ 2x—х2)<  1 I-f 2х—х2<2ч>-
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С -С  -  V ¥ ) )  G -С+V ? ) )
--------------- Ϊ ^ Ϊ Ρ -------------

о  i - У | ^ < 1 и 1 < *<  1 + v |-

Ответ: 1— ф 1 « < 1 + · ^ γ ·

1975 год (задача № 1 из пяти)

2.1. 98—7хЧ 5*_48>49^+5ж~49.
2.2. logvs(*24-4* 4-6)4-6V logaC**+ 4 x + 6 ) ^ t S .  
Решение.
2 .1. 98-7*,+δχ-4β>49χ,+5*-49-^

ο·(7*,+5χ_49) ί-(-7*,+5χ~49·7—98< 0ό ·

-ο ·(7*,+5_49+ 14) (7*,+ίχ_4β— 7 )< 0  ·»■

^ . 7»·+β*—*·— 7<0-«*-((де*+5ж— 49) — 1) (7 - 1 ) < 0

χ2+ 5χ -50 <  0 ·«► (χ + 10) (χ -  5) <  0 -1 0  <  * <  5.
Ответ: — 1 (Χ *< 5 .

2.2. \og^x24-4jc4-6)4-6Vlog3(jc!!4*4jc4‘6)>8 -о 
-о- 2 logj(*2 4-4дг+6)4- eyiog^x2+ 4x4· 6) >  8 -о- 

(У  log3(*2+ 4 *+ 6))24-ЗтЦоцЖх*4-4дг+6)—4 >  0 -о-

l+ 2x-x '-2  χ —2χ+ 1 '

-^ (V log3 (^+ 4 jc+ 6 )- l) (Vlogs(xz+ 4x+ 6)+ 4) > 0 «^

■ Vlog3(Jcz+ 4 x + 6 )- 1 > 0  (Vlog3(x1!+4x+6))2- 1 >0<«►

^ J lo g 3 (x 4 4 x + 6 )- l> 0 ,^ .  
llog3(jc2+ 4x—6 ) >0,

•o- log3(*2+ 4x+ 6 )— 1 ^ 0



/((χ2+4*—6)-3) (3-1) >0,
lx2-H*+ 6>0, "°"

x2-|-4.r-|-3>0 <>■ —3 \Jx̂ & — 1 ·
Ответ: дг̂ 1—3, x ^  — l.

1976 год (задача № 2 из пяти)
о , 7 2
0 .1. у _ 2 з * _ ,

3.2. 1 ^
W - '  ш - ю

Решение.
3  1 - 7  ^  2  7 (3 * — 1 ) — 2 ( 9 * — 2 )  > f l
α·'* 9*-2 =■" 3'-1 ' (9*—2) (3'—1)

2·9*—7·3*+3
f(3*_3) V3x- ^ y  

(9*—2) (3'—1) (3-—л/2) (3'—1)
^ j i - iH £± t o ^ cU4> 

(jc - l- lo g j2 Jx

-о· — Iog32<x< 0  U -̂ -log32 <x< 1 о

о  — log32<JC<0 (J -̂ -1одз2<дс< 1. 

Ответ: — log32< j c < 0, 4-log32 < x < l .

3.2.  ■--- < ---- ----- -«►
(*)-■ ( ж У - ' °

„  (К Г 2*—10) - 2 0 0 - « - ! ) ____
(Ю-» - 1) ( 10—**'— 10)

/10" у)2—2 - 1 0 ~ у — 8 

(10“ *-1 H IO "2* - 10) ^

^ J1 0 ^ H W 2 ± 2 )
(10"*— 1) ( 10 м— 10;
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о (10~У- 4) -о :: ( 10" 1) (10—2у—10)

<=> ( - У - Ig4) (10— 1) (у+  Ig4) ^  „
( - у ) (—2у— 1) (10—I ) 2 "  У(2у+1)"

ч> — lg4<y< — i- U У> 0· 

Ответ: — lg4<«/<— ΐ-, у>0.

1981 год (задача № 1 из пяти)

4 1 _ £ = L _ > n4 ,1 * ln«» ,/V_4\_l sS?U*-оу»-
42 _3 > > 0 .лг—4*—5 —

« ·  2 Ϊτ > ιτ τ ·
Решение.
4  1 Ух—S ^, ·1· 1л» J*—A\ _« *^υ ^

ч> | ((x-4)-V2) (л/2-1) ^ ° ’·«'ί х-4-л/2>0’ 
Vx—5>0, 'X>5,

^ Jx < 5  U у х>4+л^.
\х>5,

Ответ: х=5.
4 « «og^-З)

Г (((х—3) — 1) (->/2— I) )2 _ f  (ДГ-4)2
-о-< (х+1)(х-5) ^  х—5 ^ “’ч*

^х-3>0, Vx>3,

{х=4 U х> 5, . ,, ^ _-o-x=4U*>&.
х >  3,

Ответ: х= 4 , х>5.
4.3. — >22— 1 " "  4 '—3
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-о-ОСгС log*3 и χ>  1.
Ответ: 0<x<log43, jO I .  

1983 год (задача № 1 из пяти)

к  i  ^  У В + х — х*
2х+5 ^  х+4

К 9  ^  -.» -2.Г-Х3
  х + 1 0  2 х + 9  '

Решение.
β·1· " ' ' д-— — <»2 х + 5  ^  х + 4

уб^ь*^хг1 _—.-■--- !— )>о ·«■v '2x+5 х+4.1 7

y fe + x - x ^ - x - l)
~  (2х+5)<х+4)

f  (64-х— хг) ( —χ— 1)
«►< <2х+5Их+4) ^

^б-f-x—хОО,

Г (*+ 2 )(х-3 )(х+ 1 )^ л 
-»-{ (2х+5)(х+4) *,

V—2<х<3

ί(χ+2)(χ—3) <х+1)3*0, i —2< x<  — l U 0 3 ,
1 w  1 О
1-2< х< 3, 1-2< х< 3,

-«» —2< х<  — 1 U *=3.
Ответ: —2<ж< — 1, Х=Л.

к о Vft*~2x--x̂  ' у8 —2к—х®
б *2 · х + ю  ^  г х + э

^ b t t b W



^ -j8-2x-xbK- l)  ^
(*+10)(2*+9)

{(В—2у—дс3) (ж—I)
(*+ 1θ)(2*+ 9 )

8 - 2 x - * 2> 0
( x + 4 ) ( x - 2 ) ( x - l )  ^  л

f (*+IO)(2*+9) -'w*
<(jc+10)(2*+9)>0, ^
V—4<jr<2

2 )(x — l)> 0 , · ί —4 < *< 1  U i> 2 ,
~ \ - 4 < jc< 2 ^ l - 4 < * < 2

о  — 4 < j t <  1 U x — 2.

Ответ: —4< jc< 1, x *  
1986 год (задача № 3 из шести)

«.I. 4
1 . I .лт 1°8^  * —log**6.2. З 4 

' Решение.

6.1.

■«■ ( —2 +-jJog5* )—ilos& !> 0 ·»

4*-k)g2X—8>0 - o

<> (loga*—2^5)(logaX+2->/§) >0·*·

^ - 2 ^ (2 ***- 1 )3 *0 .^
U > o

_Гд < 2 - ^ и *> 2 ^•w1 1 wU>o,



-»-0<jc<2_2>'5 U x > f ^ .

Ответ: 0 < д с ^ 2 ~ 2̂ , ж ^ 2 2А

β.2. 3 ^ < 4 - χ ^ ° β̂ό -*

<0-о-12—log О ■«■

-o> (2-\/3— !og3*) (2л/3+ log3jc) <  О -о- 

- j r ) ( a - l ) ( 3 * * . * - l ) ( 3 - l ) « ) . ■w*

ί(*-3 ^ ) (x-3-2V5) >0, /х^З-2'" и х>32%Гз
lx>  0, 1х> О,

^0< x< 3 -2V3 U 
Ответ: 0 < х < 3 “ **\ х^г32Л

1987 год (задача № 2 из шести)

7· I · logvg.^ (*2+ 4х + И -  4̂ /3) <  2.
7-2. logVTT_vs(x2+ 2 jc +  16-2V 55) < 2 .
Решение.
7.1. 1 < ^ _ ^ (* 2+ 4 х + 1 1 - 4 У З ) < 2 ч >

^  ί((χ2+ 4χ+ 11-4УЗ) -  (У&-У2)г)((Уб-У2) - 1 ) <0, 
1х*+4х+11 -4л/3>0, ^

^ |(х '+ 4 х + 3 )(У б - (л̂ + 1 ))< 0 ,
' > { 2 ^ + 7 - 4 л / 3 > 0 ,

^  ̂ +4*+3) (6_  (V2+ 1)2)<0,
^  ' ( х + 2 ) 2+  > / 4 9 - л / 4 8 >  0 ,  * *

- « - ( х + 3 ) ( * +  1)(3—2 л /2 )  < 0
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<*-

-о- (ж+З) (ж+1) (З2-  (2л/2) ̂ <0 -о-
-»-(ж+3)(ж+1)<0-«>· —3<ж< — 1.

Ответ: — 3< *<  — 1.
7.2. к ^ ^ о с Ч г х + ш - г л / й х г ^  
Г((ж2+2ж+16-2л/55)- (л/П-л/5)2) (л/ГГ— yjS-1) <0, ̂  
1л*+2*+1в—2л/55>0

^|(*»+ 2*)((л/ТТ)2-Ь/5+ 1)2) <0. ^
I  (jc-h l)2-h 15—2-V55> О

О | ж ( ж + 2 ) ( 5 - 2 л / 5 ) < 0 ,  

и1(ж+ l)2+V225-V220> 0,‘

— ж(ж+2)(52-  (2л/5)2) <  -о-ж(ж+2)(25—20) «)< ►

-о· ж(ж+2)<0 -<*— 2<ж<0.
Ответ: —2<х<0.

1988 год (задача № 2 из шести)

8Л· Ι(>^_4χ24-^> 0 .
8-2. log_5,2_ 6 6*> 0.
Решение.
8·1· >θβ5Λ - ^ ""> 0^

* — 1) ( (5ж—4ж2) — 1) >  О,{ ( 4 - ' - 1 ) ( ( 5  

4-Λ>0.

5 ж — 4 ж2>  О,

О

{ ( — х )  ( — 4 ж 2+ 5 ж — 1 ) >  О, 

5

0<ж<т .

/4дс2—5дс+1> 0, , (ж -  -J-) (ж— 1)> О,
„  5  ^  J  <*■

Г а д ' т  \ о < , < 4 .
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/*<4- U *> 1. - e^ J -̂ 0<x<— U 1<*<—.i _ 5 4 4

Ответ: 0<x<4-,l < jc c 4-
4 ч

8·2· ,ог_ 5х»,б,6'> 0 ^
' (6х— l) ( ( — 5хг— 6x) — l ) >  0,
; б*> о.
— 5x2— 6x>0,.

f  *(—5jc2—6jc—1)>0,
{  6 ο-Ι 5 < X < ° '

ЪХ-

{;

,5x2+ 6*+ l> 0 , ,(* + !) (*+ .!_ )>  0,
J  6 o j  4 <
1 ~ r < * < 0 . i  6
v * { ~ τ <χ<°·

{χ< — 1 U x< —

о — =-<*< — 1 U — —<ж<0 .
о  5

Ответ: — |-<x< — 1, — ^-<дс<0 .

1989 год (задача № 2  из шести)

х — \ —- л ]  - ψ + χ — χя i  Y J  > 0 .
I g ( 4 x + 1 ) — Ig5 

9.2Ψ V2 -^+ 2x+x-_2_ ^ q
logs^y-^+log^
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Решение.
χ— I—κΙ-ψ+χ—χ1

9.1. —д д -Ьг-г е— > 0 ·

- / 1
 ̂ (JC — 1) — V-Z-+X—X1

o | -------- —i  -»■
i  ((4дг4-1)—5) (10— I) ^ υ·
\4 *+ l> 0

·«· r   ------- >0~

1 < > - т

J  I /4*’ - β « + ΙΪ.Ο .
» 4 ’ или * 2**—2x—
v2 x *-2 x - l< 0 , U > 1 .

{:
t 4*»_β*+ |> 0,

·«*·— —< *< 1  или \ 1 4-V3 о
4 l ' < * < - ¥ -

♦  u i± £ < , < i+ £

(т. k. 4jc*— 6 x + 1 при дс— 1 меньше нуля). 
Ответ: —~r < 'x < \ ,

9.2. _V2- ^ + 2̂ - 2 <0>^  
<og,̂ -5 ~*J+log^

, t/ - J + 2 x + 2 - ( 2 - x ) ^  
((5/2—x) (2 — 1) (3—1) ^



, - ^ * Ξ = 2 = Α < ο
-»-1 -о-

1'< τ·

♦ ( х < 5 ’ ЯШ { ( —хг+2х+2)— (2—дс)*<0,*о*
l x < 2"· 1- jc2+ 2x + 2 > 0 ,jc<6/2,

б Г*< 2>«Ф-2<ДГ<-£Г или {**—Зх-Ь1>0,̂

«►2 <χ< 'g- DM t - yU-^A^ '

Ответ: 2<jc<-|-, l_T/S<jr<£j£

1990 гот (задача № 3 из шести)

10.1

~  Т + Г  —  Γ-fТ "  — < 0

(1—χ8) ̂ (<*4*4· О2(
М

{(1 —х) (х*4 *+ D— (**+*+ 1?
U M  ^  ♦

1 — *> 0 ,

„  f  +х-4 1 )« 1  —Jfl — _  ..

---------------
f **+?£ ~ΐ>π f у±!>>я,

*  J X + l ^ ~
'X ^ I, '* < !.



f-2< x<  —1 ( j0< x< l.
'x<  1.

Ответ: —2 ^ х < — 1, O ^ x ^ l.

§ 2. Факультет вычислительной математики 
и кибернетики

1975 год (задача № 1 из пяти)
1.1. y F - M * — 5— 2х+ 3>  0.
1.2. yP- j-x— 2х-|-1;>0.
Решение.
1.1. Уха+4х—5—2х у З >  0-4Ф- 

-о· Ух*У4х— 5— (2х— 3)

f  2х—3 ^ 0 ,
{ 2х—3<0, 

х2+4х—5^0, или S (хг+4х—5) — (2х—3)2̂ >0, 
ix2-f4x-5>0.

/ ,< 1  ί .^ ±-от 2 ’ \\\"'" 2' о х < —5 и
Vx< —л II r:> i чЗх2— 16х+14<0,

U 1 < х < U 4~<^< —  о х< — 5 0

Ответ: xs=̂  —5, 1 ^х<С-^~У^.

1.2 . У У У х —2x4-1>  0  -о
о  Ух5У х—(2х— 1 )> 0о

{ ., _ .  0 f2x-1^0.
1 или ^(ха4-х)—(2х—1)2> 0 ,^

* + х —  Кх’+х^О,



плп 1 .5 + V I3 _____   5+VT3ИЛИ '2*'^;-^--6^”" —1 и б ""

Ответ: J t s .-  1, 0 < χ < 3+ ^2.6
1977 год (задача № 1 из пяти)

2.1, 2i*+,-2 l(-^ )2x+3+ 2^0.

2.2. З4-3*—3G^-i-)*"3*+6>0.
Решение.
2.1. 22l+,- 2 l(i- )2'+3+2>0-«>

^-2.4'—-̂ г + 25»0-©· 16.(4')2+16·4Χ-21> 0^ 

( 4'+-J·) (« ‘~ )> 0 - 4 · - Α > 0 · = .

·#· (* — log-— ) (4 — 1) >0-»·

з
•o-x l̂ogt—.

q4 oc
^ * _ .^ . .2 7 х+6>0 35(27x)2—54-27x—729«) ·

о
Ответ: x^ log 4-j|-.

2.2. 34_3x—35(-|-)ί_3Χ+6>0-»-
34 35
27* 9

^  ( 27*- ^ - ) ( 27*+ -^-)«) -*► 27*-~-<0 о

-o-(x—logjr^-) (27—1) 1—log275.
Ответ: * < 1— log275. 

1978 год (задача № 1 из пяти)
3.1. ( х - з ^ + ^ г ^ о * ^



Решение.
3.1. (х—3)л]хг+ х—2'^0о· 

ί(χ—3) (ж*+л:-2) >0 . |(х -3 )  (жЧ-2)(лг— 1) > 0 ,
^ l x 2+ x —2>0, **\(х+2)(х— 1)^0, ^

/-2<х<1 U *>3, . . .  , м
~ W - 2 U * > I .  ^ '= - 2 U « IU * > 3 .

Ответ: х— —2, х=1, х̂З.
3.2. (х+гЬ/х2—2х-3>0<»·

[(х+2)(х2-2х-3) >0. i(x+2)(x +'t)(x-3)>0,
lx2—2х—3>0 l(x+ l)(x-3)>0,

/-2< х< -1 U x>3, n . _  .. . , - ,77 -«►—2< χ< -1 и χ>3.Vx< —1 U χ>3,
Ответ: — 2̂χ< — I, χ>3. 

1982 год (задача № 3 из шести)

4.1. iE£+frTi >2.JC
Aii .1 At

4.2. ~ i' <2x+3.
У3х‘-3

Решение.
4.1. SJ±1>2̂
^  У ^ М х - 3 - 2 х  ^  ^2-х~(Ъ-2х1

X X

{3—2x<0, Г 3—2x^0,
2—x>0, или {  (^2—x)2— (3—2x)2^ n 
x>0, l  x ’

^  3 3
( X 2 ’ ( "  "* 2 ’ 3-о I или I e -о—-<x<2 или{x<2. < 4x2-Ux+ 7^.0 2
vx> 0, l  x ■"
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о ί*< 1

3 ( Х < 29о —<Сх^2 или I О
2 \  7[

|х-<0 U 1 < х < — ," н
3 3о·—<>х%2 или х<0 (J 1<дс<-5--»-дс<0 (J 1 <х<2.2 2

Ответ: л<0, 1<х<2.
4.2. 2х + 3 «t>vJx'-3

3(2х—3) (2x4-3)- (2x4-3h/3F-̂ 3
Узх1— 3 

(2x4-3)(3(2х-3) -л/Зх^-З

-<0,

λ/3-λ/ ^ Ϊ

{2х—3<0, ί2χ-3>0,
2x4-3^0, или W2x4-3)(32(2x-3)i-30c3- l) )< 0 ,^  
г2—1> 0, vjc2—1>0.

o S  2 ' 55~ "  2 ’ или i 2 ’ -ί>{  Т ^ < 4  илн{
V x<  — 1 (J х> I, V(J х> I, V И х — 36x4-28 ̂ 0 ,

/■«>!· 
о  I или J

| к х < у ,  [~ < х < 2

■о> —^-<х< — 1 у J<x<2.

Ответ: — |~<х< — t, 1<х<2.

1984 год. (задача № 4 из шести)

5.1. -д/7—log2x3-|- log2X4>  4.
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5.2. — 3 4- log;,*6 < V 7 + log2*2

Решение.
5.1. -yjl — loggX2 + log2Jf,‘>  4 o

— log2JC2+2log2JC2 —4> 0

o -^ 7 — log2̂ —2(-\/7 — logi*2)2 4- l©> 0 o -
•o2(-\j7 — log2x2)1—~\j7 — log2Jt2—10<0 o

(V 7 ~ ·°82^ + 2 )(V 7 ~*°g2«2 £-) < θo

^ V T = i5 S ?- 4 < :o  ·»■ (V 7—|og^2)2——p-<°-i>

{7—loga*2—~ < 0 , 3 . ,4 4e--^<logsJr<7

7-log2*2>0, 4

t

logax2- 7 •ο·------A ’ β

t E s * * * ·  -  <0 >
,*,o. (ж-г*^)<,+^*>

■о- —27/2< л:< —2w  U 2ЗГ8< х^ 27/2. 
Ответ: —2!/2< ж < —23/β, 23/8< x< 27/2.

5.2. — 3 -f log2x6 <C"\/7 + logjjc2 ·«►
-»· —3+3log2jr6 —-^7+log2x2<0 -o

3(*̂ /7-f- log2JC2)* —^/7 +  log2JC*—24 < 0  

■»· (V 7 +  *0g2JC2— 3) (л/7+ log***+-|- )< 0

«•V7+tog/-3 < 0  <иУ7+ ,0̂ г»2 -3*<c0
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/7+tog2x2-9<0,
17+ log^O,

logix2+7 _  /  (-2У ~ 8!) <0. . x2- ^
Vx̂ fcU.

(x—2_7/2) (x+27/2)
~  — <x-TO+ 2)
-о- — 2<x< — 2-7/2 U 2“ 7/2< x<2.

Ответ: — 2< x<  — 2“ 7/2, 2“ 7/2<x<2.
1985 год (задача № 4 из шести)

6.1. 2<°gi-3ui(42x2—!4(х| + 1) ^   ̂ ^
•og,_3UI(x—|-)2

6.2. — <2.  (В).
' o g , - 4«> (IOxJ + 5 * + - j · )

Решение
6.1. Область существования логарифмов определяется 
системой:

{42х2-14|х| + 1>0,
1-3|х|>0, 1-3|л|*1 ,

5 )1 л" /6
в которой первые три соотношения в силу тождества 
л2= |х|2 равносильны требованию

0<i,i < ^ f -  и -Ц £<м  <4-
Е

Очевидно, что в этом случае х— £-<0, и, следователь-О
но неравенство (х — 1-̂ 2<0 истинно, а знаменатель ис­
ходного неравенства (А) преобразуется следующим об­
разом:

log, _ам (л  — j r ) 2= 2l0g, _3t,| l* - ~ l = 21og, _ аы ( | — *)· 

Поэтому в силу логарифмического тождества



lOga/ . ,

неравенство (А) равносильно системе
'tog(5/o_*)(42x2-  14|х| + 1)- 1 <0,
-Л , , 7~V^  7 +  J7  . , I
0 < l ' l<:  « - U 42 < U I < T

Так как разность (loggf— 1) в области допустимых 
значений совпадает по знаку с произведением 
(f—g )(g — 1). то последняя система (а, следовательно, 
и исходное неравенство (А )) принимает вид:

((42«’-  141x1 + 1)- ( f — * ) )  ( { £ _ . ) - 1 )<0.

(АО

{
{о <  )х\ < - ^  и ^ - < \Х\ < -3-·7 - V 7  , ,  7 + V 7  

42 42
Условие неравенства единице основания логарифма: 

-̂|— л:̂  Ф 1 обеспечено вторым соотношением системы, 
так как

7~\/7 1 , _ 7-f~V7
42 "  6 ' '  42

Поэтому система принимает вид (при х<0):

{

-I5-V197---  1 „ — 15 + V Ί 97
84 ^ 6 ~ 84 ^  ·

1 7+т^ ,, 7-л/7
 42~ U 42 <Л<0

Далее, сравнивая константы, определяющие концы 
полученных промежутков переменной х, устанавливаем, 
что

—15— /Ϊ97 1 7 + У 7 < — L < Z l l ^ L <
84 ~ 3 '  42 6- 42

.. -15+>/197 
84
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Поэтому в случае х<сО получаем первую часть ответа 
исходного неравенства (А):

* 7+ V? -15+VT97 < г < ---1 I— I ----- !_I_<1хс0
3 42 U 84 ^

Случай: х>0. Так как теперь \х\ —х, то неравенства
(А·) переписываются в виде

{
(42-бдг-13·6«-+ I) (л+ 4 ')з> 0,

то есть в виде:

{
( χ _ ^ ϊ ) ( χ _ η ψ ι ) > 0 _

(множитель ^  больше нуля).
Устанавливая, как и ранее, что

^ 1з-7йт ^ 7 + φ  _ I3+VT4T  ̂ ι
^  84 ' 4 2  '  42 ^  84 ' 3 ’

получаем вторую часть ответа неравенства (А):
^  13— Л Т Г , 13+лЯ4Т ^ 10<«<— и - ^ _ < 4 < т

ответ: - ± < х < _ ± ь 1 , л т ^ л < х< 0.

13-VTiT 1Э+УШ , I 
0 < u < I Js4— < χ< 7

Комментарий. Рассмотренное неравенство (А) являет­
ся «рекордным» по технической трудоемкости в практике 
конкурсных экзаменов по математике на факультет вы­
числительной математики и кибернетики Московского го­
сударственного университета (по мнению авторов), что 
предопределяет необходимость выбора абитуриентом оп­
тимального (т. е. с наименьшими временными затратами) 
пути решения этого неравенства.

8 2 0*1 4) ^ g
•°gi-4B>(,0jci+5jr+-0
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Так как 1—4дс2 должно быть больше нуля, то 
|лг| —4<0. Поэтому log,_4x<UI —4)г = 
s=2log,_4X-| 1*1 —4| =
=2logi_4xj(4 — |αΊ ). Отсюда имеем:

(В) ♦ — <1 0
Iogl_4tj ^Юх* + 5а*+— )

»Ofir,_̂ 44 — |х|)—log,_4f. (lO*2+ 5 A + l)
о ------------- I - ■ ■ -V------- <0

logi -i»'\Ι0χ2+5χ+--■)
Так как разность (log0f —logag) совпадает по знаку 

в области допустимых значений с произведением 
(f—g )(a — I) (в частности, logog— с произведением 
(f— 1)(α— I)), то последнее неравенство равносильно 
системе

((4 - 1 х\) -  (10*»+5*+ у) )  ((1 -4хг) - 1) 

(( l0 * 4 5 * + i- )- 1) ((I -4*г) -1)
<0,

I -4х2> 0. 
Юх2+ 5х + 4-> 0,

то есть системе:
(10х2+5дс+ |дс| —3,5) 

(10х2+5дс—0,5)ί0<**<1/4,
20х2+10х+1>0

Далее, как и при решении неравенства (А), рассмат­
ривая два случая: *< 0 и *>0, решим соответствующие 
системы:

- T < JC< 0’ ί θ < Χ < γ .
20x* +10х+1>0. и < ιη , 'ίχ κ , в с
Ю **+4х-ад. „  I i —— ~ - ^ 0 . 
H to-Ito-HS >u' 10*'+5χ 0.5

Объединяя ответы, получим ответ для неравенства (В ):
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10 2 

1987 год (задача № 3 из шести)

7.1. log(x+l)»8-l-31og4(4f+l)>9^-. (А)

7.2. Х1о&9(дг-2)+1о&,_2)аЛ/3>1-^-. (В) 
Решение.
7.1. На основании логарифмических тождеств нера­

венство (А) преобразуется к виду
3 I . 3, , , 37
T to i^ T + ry^ T 0̂  ' 4 ’

т. е. к виду
61og2(x+1)—371og2(x+1)+6 > 0.log2 (*+ 1)

Числитель как трехчлен относительно log^x-H) рас­
кладываем на множители и получаем неравенство, кото­
рое далее решаем методом замены множителей:

б (^ 2 (х +  I )—- (lOg^JC+l) —6)
>0-^

(
»Og2(*-H)

((X+0 - V 2) ((*+ Ь)—26) 
(*+1)-1 

х+1>0,

{(*— (л/2—!)) (х—63) >Q
х ’

*> -1,

^ ίθ < χ ^ ψ - 1  U ^ 6 3 t<>0<;jc 6̂ 2-1 и*>63. 
l*> -1, "  ^

Ответ: 0 <  х <С У2 — 1, дс^бЗ.
7.2. Неравенство (В ) решаем по точной аналогии с



решением неравенства (А). Поэтому приводим только 
последовательность преобразований.

1 ^ 13(В) ^ T log3(x-2)

51og3 (л-2 ) —261og3(jf —2) +5
 -----j--;-- гг-------- >0-»loga(Jt—2)

(51oga(JC—2) — i-) (log3(x—2) —5)
5  > 0 ^

l o g3( * - 2 )

(U -2 ) _ν3 )((χ- 2 )-3 6)

{o S  (x—2) — 1
U - 2 >  0,

>0

{
(x-(2+V3))(x-245)

x—3
U >  2,

i3<j(<2+V3 U л>245,
(jc> 2

-^3< jc< 2+V3 U л>245.
Ответ: 3<л<Г2+Уз, л>245.

1988 год (задача № 4 из шести)

8.1. 8*>6*9U“ " (А)
8.2. 25*+|>10-32и-"+ | (В)
Решение.
8.1. Естественно перейти к одному основанию: 

8х>6*9и-11 о  (З10®*8)*—3|ов>6· З2 ,J< “ 11 > 0 -«*■
Чф. 3̂ ogrf_3lOg36+2U-ll ̂ о-о-

■*>(xlog38-(log36+2|*-11)) (3-1) > 0-и*
-*► ( (31og32)л- (1 + loga2)) -2\x- 11 >0. 

Методом замены множителей легко установить, что
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f-\g\>0<*{f> ° '
4f-g)(f+g)> о 

Поэтому исходное неравенство равносильно системе
i { 3 l o g * 2 ) * ~  <1 +  к>ва2) 3* 0 ,

U (3log32)x- 1 -  log32—2(jc— 1)) ((3log32)A:-1 -  log32+2(jc+1)) »0. 
т. e. системе

x>-a+ i
(  ”  *■V((3a—2)x—a+l)((3a+2)x—a—3)>0, где a=loga2.
Осталось сравнить между собой величину 4̂ί~ и

корни линейных множителей второго неравенства. Так 
как

U 3ο4·2 ^ ( д + ‘)(3д+2) U 3a(fl+3)-e-1 U 2a-»-3<4,

α+3 1 —fl
U -s— s-·»·3a+2 υ 2—За

-«►(a+3) U (2—За) U (1-a)(3a+2)-«- 1 U 2а-»-
<*3<4,

а+ 1 а+3 1—ато —т— < ——гтг<-За За+2 2—За'
Поэтому система, а, следовательно, и исходное нера-

а+3_____ __ I —авенство, имеет ответ: ^ _ 2 2—За '

8.2. Ответ: ~~J~. где а=1оег5.
za-t-o · э —zo

1989 год (задача № 4 из шести)
■ЛГ—Моя. . ί9.1. 1> |cosjc| ·»—— -*»/. (А)

9.2. (В )
Решение.
9.1. В силу основного тригонометрического тождества 

sin2Jt-fcos2jc= 1 и свойства модуля а2— |а|2 получаем 
следующее утверждение:
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{Icos ж(> 0, _ . . ,
. ·**■ · . „  - w u < ;  i s m  x , <  ! .

IcosAtl̂ fel, 4sinx|>0,
И так как из основного логарифмического тождества 

следует, что

Методом замены множителей мы уже обосновывали 
тот факт, что неравенство а !^  I в области допустимых 
значений равносильно неравенству f(a— 1)^0. Поэтому 
последняя полученная система неравенств равносильна 
системе:

(  ^  8 ( 2 ) s i n  х\2— \) 
i  0 <  | s i n  х\ <  1,

^21sin х\2— 1> 0, т. е. системе

{ ( 16|s i n  х\2—2 т / 3 1 s i n  дс| —  9 ) ^2х—3^0,

- ^ y - < | s i n j c | < l .

Так как переменная х находится у нас под знаком 
тригонометрической функции и вне, то далее разумно 
рассмотреть два случая: 2х—3=0 и 2х—3> 0, то есть 
последнюю систему представить в виде совокупности двух 
систем:

т. е. неравенство (А) равносильно системе:



Очевидно, что поэтому в силу моно­
тонного возрастания функции у —sin лг на промежутке 

имеем 0<sin~=-^<sin-|-<sin-2-= 1. Отсю-
3да следует, что первая система имеет ответ *= —·

Во второй системе второе неравенство является квад­
ратным относительно | sin jc| . Поэтому для нее получаем 
следующую последовательность равносильных преобра­
зований.

{
*> 3/2.
( 2 | s i n  jc| — У З )  ( 8 !  s i n  jc| + З У З )  ^ o ,  о  

- ^ - < | s i n  x\ < 1

3

l ^ l s i n x K ^ .  { ( * )  < | s i n x | J < ( ^ - )

3 3
( x> оI -»-1 «·

^ I  < 2 s i n s. v < - ^ - ,  | l < l - c o s 2 x < - | · .

I
* > T ’
-~^cos 2*<0,

{x> i·
-|-ίΐ-|-2π£<2*<— -̂+2nk U -^+2nk<2x .̂̂ -+2nk,«J C. Λ. Λ

о  — — 7-+nfe (J ^-+nk<x:<4г+л6.О -г -t О
где k= l. 2, 3, ...

Объединяя ответы двух систем, получаем ответ исход­
ного неравенства (А):

3  я  , , . л  , ,
х ~ ~ 2~· — ^—Ь я/г ^  лг < — -—
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9.2. Решается аналогично неравенству 9.1.
-|-π -f- nk, -|-Ответ: x—-z~. ——ι-яя^. i Jik, -̂ -л-|-лЛ, -̂ -л + лЛ,

k = - \ , -2, -3 , ... .

3. Физический факультет
1974 год (задача № 2 из пяти)

1.1. *2- 2 U + l|<  0. (А)
1.2. 3|дс— 1|> (х— 1)2+2 (В)
Решение.
1.1. Так .как при всех значениях х выражение х2 

и 2|дс+ 11 неотрицательны и U +  1 |2=(jt-j- I)2, то заменяя 
разность неотрицательных чисел на разность их квадра­
тов, для неравенства (А) получаем следующую последо­
вательность равносильных преобразований

х2-2\х+ 11 < 0 (*2) 2-  (2 |* + 1|)2< 0 «**·

■&(х2) 2- (2(х+1))2< 0  (х2—2(х-|- 1))(*2+2(*+1))<0^
о (х 2—2х—2) (χ2+2χ+2)<:0-«»·λ;2—2дс—2<0-»·

о 1  — л13<х<1+^3.
Ответ: 1 — \j3<.x<Z 1

1.2. Неравенство (В) в силу свойства модуля | α|2= а2 
преобразуется следующим образом.

3\х- 11 >  ( χ - 1 ) 2+ 2 \х— 112— 3 U — 11+ 2< 0 -«►

-«►(I*- Г|2— 12)(|х—1|2~22)< 0 ^
I)2—1)((дг—I)2—22) < 0 ^

■4̂·(х—2)х(х—3) (х-|-1)<0-<=>■ — 1 <х<0 (J 2<х<3. 
Ответ: — 1<дс<0, 2<ж<3.

1975 год (задача № 3 из пяти)
о« 2л2—Их+15 ^(\ «> о У 2 ^  η
*·'· 2^6 ^  5х*-|-22х—15
2.2. (2—5*)(7х2— 10х+3)<0. 2.4. <°-
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Решение

2.1. 2̂ ~ 1Ιχ+-15·<θ<» ^·*·· 2̂ *  3· <0
V — β 2Χ—2 ^

< 0  ■»■ u logi6<x<3,x—log26 2

т. к. y< log 26< 3 -»>5 <log262< 6 -»- 25<6г<26·»·

■»■32<36<64, что истинно.
Ответ: х < у . log2 6< x < 3 .

2.2. (2—5*) (7х2— 10х+3)<0 <► 
(5*°»*-бх).7 (х — (х-1) < 0«*

-«► (logs2—χ) (χ —γ )  (x— I) <0 у  <x<log62,x> 1.

Ответ: y < x <  log52, x> 1.
*>x _0 У __а>®Вз2

2А .-1
**1+я '- | 6 6(«+βι(«-|·)>ο

/ * \  з·»·(χ— log32)(x+ 5) \x— — /> 0-»- —5<x<-=-U x> log32.i/ о
Ответ: —5<χ<-|-, x> log32.

2.4. " J ·̂ ·< 0 (Зх2- x - 14)(2,0Ка6—2*)< 0«а-0 — 4

-»>3(x+2) ( * —y )  (loga5—x) <0 -»■ — 2<x<log25 U x> у  

Ответ: — 2<x<log^, x> y .

1977 год (задача № 3 из пяти)

3.1. log7x—log*y>2.

3.2. 21ogrjx —2> log, ( y ) .
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Решение.
3.1. log7x—logrf>2-i>log7x+-|~-— 2> 0чф-

(log7Ji)2—21og7x4-1 (log7x— l)2->■■·<» ; >()-«►logjjf ®"' log7x

/  <*-7>' - .
χ— I о  x> I.

lx>  0,
Ответ: x> 1.

3.2. 21og5Vx—2 > lo g jlo g s jc - f log*5—
l _  . (log**)2—2logsX+l
s*

Uog5JC—l)2
e logsx log5x

■>0^ log^xXJox— 1>0-<Ф-х> 1.log-j*
Ответ: x> 1. 

1981 год (задача № 4 из шести)

4.1. 5,ogi( *+2)<  f.
4.2. log i 0,4> 0.

χ— 1

Решение.

' ,08' ( A + 2 ^ ' — tOg3(- ~

1 (3- 1) <0,

4.1. 5"‘Л A+2 ̂  < i jog3 ( — <0 -o 

2
X* J  2+2 **

,+ ^ * ·{
/2 ~ (x + 2 )< G ,^  
lx + 2 >  0,

-«■ x> 0.
Ответ: Jt> 0.

4.2. tog | 0,4>0-<=>>к)д*-|(О,4)_1>Оч^
x -  I

79



log*_i-5-> О

ί  ( Л  ι^</.·_η_ι\^η (χ —2>0,«• i '2  * / "  ' "  л ох> 2.
I . л ι>ο,vjc—1>0,

Ответ: х> 2. 
1982 год (задача № 4 из шести)

6.1. 5*-3*+'>2(5f^j-3*^2>,
6.2. 7х- 2 х+2< 5 (7 (^ )- 2 ^ - Г .
Решение.
6.1. 5χ- 3 '+,>2(5χ- ' ~3 Х~2) ^

•о· 5х—3·3Χ—2·5χ·5-1+2·3χ'3~2>0·^·

о  5x( l  —|·)-3Χ( 3—§-)> О 5Х4 ~ 3 Х 0' 5 ' '  9 ' о у

ο ( γ )  - (§ - )>  0 <s>(*-3) ( | — 1)> ()-*►*> 3.

Ответ: *>3.
6.2. 7х—2х+2<5(7х~ ') —2х-1 о

^ 7 /_2 '.2 2-5·7χ·7-|4-2χ·2"ι<0·»-

о  7x( l  - y ) - 2 I(4 - i- )< 0  О  7Χ·|— 2Х~ < 0

О  ( у ) - ( у )  <0-о-(л:—2) (-1 - i)< 0 ^ *< 2 .
Ответ: х<2. 

1984 год (задача № 3 из шести)
6.1. 2x+3- jc3.2x<16-2^3.
6.2. *4+3χ+4> χ4·3χ+8Ι.
Решение.

6.1. 2Х+3—λ·3·2χ̂  16 —2лг3-фф- 2Χ·23—2χ·*3-(-2χ3 — 16^0 
•w> 2\S~xi) -2(8—X*) < 0 ^  (2*—2) (8—x3) <0
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««►(2х—2‘) (23—x®) <0·«>·(χ—1) (2—x) 
o x <  U *>2.

Ответ :x< I, x>2.
6.2. x4-j-3x+4̂ x 4*3x-|-81-o

«»<x4 -  x4 · 3X)+ (3*. 34 - 81) >0*~
ox\l - 3 X) - 3 4(1 - 3 x» ( M / - 3 4) (3° - 3 X)> 0  -o-

•«■(^-З*) (0 -x)> 0o< x+ 3)(x-3)x< 0-«-
—3 U 0 < х < 3 .

Ответ: х< —3, 0<х<3.
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П р и л о ж е н и е

Задачи для самостоятельного решения 
(с ответами и указаниями)

Решить неравенства.
, fr*- 7 M + to m *- » 0 + ^ - 4 * jps>

2 - log^n_4x3+ 2 x +  16-2V55) ^  '
Ответ: — 2, —2<л:^ — 1, х^5.

(I -  iog ,(*43 *-3 )) (2 - io g , )

Ответ: ~ ^ ~ э < *< 1, I <лг<2.£
3 V I-log^-2*+ 2)-logd(S*»-10jt+ 10)

( 3i l ,  ^ L 2)  (49*+*-*+7'+*-*-<Я)
Ответ: — 1одз2<дс<0, log3-̂/2 <  лс <  1.

( loĝ  (x>-2x-t-8)+2yioĝ -2TP5?- 12)л/^5 ^
/ 2 i λ

<Ό<Μ <*-<>-!> ( l0 = ^ - 1 0 = rr r f
Ответ: х=5, x^4+ ^S.

fi. У»ое»(Э^-4x+ 2)+ 1- togaflx» -4*+ 2) ̂  
^ 8 + 2 ^ г‘ ^ ф - 4 ^ + 2 ^ 3 - х - 5

Ответ: — 1 <дг<4*» 1 .4*з » -- ̂

lo tllV ?^ +3)- * X j - 4 , - A f c '+ ·~ )  - 1 : (t 

*+ь&=7+з>-1 М - Л Г Г + Ъ - ^ + г  )+3
Ответ: 4< *< 9.

7. (  ( l o g , _ i>)  _  χ

X  ( ( 'o g ^ TT^ o T r b r ) - 1 ) > 0

Ответ: — 1 <  χ <  0^Л^е< 8 — \/43,1 <  х <2, 
5 < х ^ 8+:Щ >  Χ ό {* '№ )

8. (log(3,_,)(2xj- 1) (log*(3—χ) — 1) <0.
t
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17 (д/7 —tog»»*—4+ log»*4) (lo g / —3 - V7-f log^)
2 · 5-,‘+6l_ M4- 25'r’+6iv" I6—75

Ответ: — 8 < * <  — 2, — 23/e< *^,2-7'2, 2-7/2< х< 23/3,

У К А З А Н И Я
1. Подкоренное выражение (дс2—4л>К5) неотрицатель­

но при дс  ̂— 1 или дс^5. Логарифм существует при всех 
дf е  /?. Выражение (2дс— 10) обращается в нуль при 
дс=5. В первом случае исходное неравенство преобразу­
ется к виду:

Учитывая, что дс<; — I, последнее неравенство приво­
дим к виду:

Во втором случае (т. е. при дс^5) исходное неравен­
ство приводится к виду:

2. После упрощений и замены множителей получаем 
неравенство

*= —27/2, х— 27/2.

( д г + 2 ) ( д : + 5 ) ( У д г — 4 * - 5 — ( 1 0 - 2 * ) )  ^  

2  -  l o g v n · - ^  +  + 1 6  -  2 V 5 5 )

которое равносильно неравенству

( (л/ТГ-Уб)2 -  (*2+2* + 16 -  2λ/55) ) (УТТ-Уб -1
(дс+2)(дс+5) (У*2—4дс—б2—(10—2*)2)

то есть неравенству
, (*+ 2)(*+ 5)(-3)(*2-12*+35) 
(-1)дс(*+2)((УГГ)2-(Уб + 1)2) ^

(*+2)(дс+5)
(дс+2)

>0. откуда 5 и jc=?fc—2.

(*-2) (*-5) ((У*^4л:-5 )2+(2*-10)2) 
х(х+2) >0.
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•og2(x-f 3)>0 и Iog2(x+l)>0. 
Кроме того, в области определения: 

V +Зх— 3>0,

{ V21-38— 12х Л — -<х<6.>0. 2х—6
Поэтому исходное неравенство эквивалентно системе: 

(2х+1)(х2+ х-2 ) (х—6)

{
(x“-f 2х—3) (x - I ̂ (х*—6х*+ 12х—8) > ° ’
А л/2Г-3 г **
°< J L 2 < *< G·

{
(*- l)V - 2 )< 0 , ,2Г_з
->/21—3 „ jr-- <х< 1 U I <х<2.т <х<6, 2

3. Числитель рассматриваем как квадратный трехчлен 
относительно выражения -\j 1 — logs(x2—2x-j- 2). В знаме­
нателе выделяем квадратные трехчлены относительно вы­
ражений 3* и 7*'+5*-9. Разлагая трехчлены на множители, 
имеем:

(V I — logs(x2—2х+2)— 1) (Vl-logslx2—2х+2)+ 2) ^ 

( з '- у )  (3х —3) (7*'+5х-49-|- 14)

х (8‘Т П (з ; - А < а
(7* _ 7)

Применяя метод замены множителей, получаем:
|  (I — log5(x2—2х+2)—1)х(х—log3V2)

(x —log3l/2)(x—1) (х^+бх—49—I) 
■ I — logs(xz—2х+2)^0,

{ ( ( х 2 - 2 х + 2 )  -1 )x(x-log3V2)
(x-log3I/2 )(x - l) (х+Ю )(х-5) 
-1< х< 3,

-> 0,

{(x- l)x (x- log3V2) ^
x—log3l/2 --■·»■ — log32<x<0 U log3y2 < x < l.

-l^Lx<3
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4. Решение аналогично решению неравенства 3. 
В числителе и знаменателе выделяем и разлагаем на 
множители трехчлены относительно выражений 
-\J\og2(x2—2x-\-8) и 10“ * соответственно:

-  2х -И)+3) (VIog/t'—27+S)- 2)
(lo g ^ (x - 4 )- l)(IO - '- 4 )(IO - 4 - 2 )(- 0 (- 2 * - l)(- .t )
Заменяем множители (не забывая ОДЗ (!)):

(loga(-»:a—2jc-|-8)—4) <jc—5>
{ (х— 4--^ 2 )(— x— Ig4 )( — 2х— \)х ^

х—5> 0,

log2(.*2- 2 *+ 8 )> 0 ,

(  (х2— 2х-(-8— 16) (х— 5)
(x— 4 —yfi) (дс+lg4) (2х-Ь 1)* ’ ч*·

V.x>5,
Г (х - 4 )(х + 2 )(х - 5 ) 

о  \ (X - 4 - V 2 ) 'о-
1дс>5,

х—4—л/2 -и-х=5 (J .<>4+^/2.
Vx>5,

5. В числителе выделить и разложить на множители 
квадратный трехчлен относительно выражения 
Vlog9(3x2—4дг+2).

В результате числитель имеет вид:
— 2(Vfog(3jrz- 4 jr+ 2 )- 1) (л/log(3x'J —4x-f 2) -f 0,5).

Последний множитель в соответствии с правилом (5.8) 
заменяем на К Так как знаменатель является суммой 
вида Jilf+ g ), где (=■ д/8 + 26 — g=2b — 5 при 
Ь=2^3~х, то в соответствии с правилами (5.8), (5.9) 
рассматриваем два случая: (1) g=2b —5> 0 и (2) 
g = 2b — 5 <10.

Получив решения исходного неравенства в каждом из 
этих случаев, находим их объединение.

6. Логарифмы в числителе приводим к основанию 2, 
а в знаменателе — к основанию 3. Получаем:
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log2(V^—4x+3)—log^V**—4x+V*-f1 -f-1) 
Tog7F\?ô — 2)— 1о&^$х—л?+9)

г- ф + ' <о.
f  ■y/82—xz—I 
f  хг — 4x>0, 
V9x—x*>0,

/ 4—(дсН-1)
J (82—xJ) — 1 < a

Vjf+1>0, 82—^>0
Эффективность замены множителей здесь увеличива­

ется из-за наличия подобных членов в выражениях под 
логарифмами.

7. Замена множителей приводит к следующей эквива­
лентной исходному неравенству* системе:

1 (т ^ Ь я -т И т -1)»0·
2(JC—2) . Л

fr+lWx-Ц —JC— 1>0,*—1=̂0,
X

После упрощений она принимает вид:
( * _  (8-V43)) (х -  (8H-V43)) <*-2)

{ х\х—5) <0’
— 1 < л<  1 U 1<дс<2 U х> 5.

8. Замена множителей приводит к следующей эквива­
лентной системе:

{
(2х—(3*— I) )  (Зх—I — 1) (3—х—х)(дг— I) <0, 
2дс> 0,
3*—1> 0,
3—*> 0, 
х> 0,

т. е. к системе

{
(χ - 1)* (x - γ )  (х —5-)<0.
J - ^ у< х < 1  и К * < у ·

уС ж С З,
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9. Разложение-на множители и последующая их заме­
на приводят к следующей эквивалентной системе:

( * + » ) ( , + ! )  ( , + 4 - ι )

1) (**+2*+-jL_ 1)
<0,

О,
дс2—2χ+~'5·0, 

x2+ 2 x + ^ L > 0 .

10. После очевидных преобразований выделяем и рас­
кладываем на множители квадратные трехчлены относи­
тельно 3* в числителе и 23х в знаменателе, далее заменяем 
множители:

(32*+3* (1 —л/3) —л/3)23х 
( 2 6* + 2 3χ(1 - л / 2 )  - л / 2 ) 3 *

(3х +1) (3*—\Ji)23x 
** (23х+1)(^ж—χ/2)3χ

1

>0-»·

о з4- з \β х —

лЗж .,1/2
Зх-4-

X

2 1 м 1— >0^дс<— L)jc>y,

П. Т. к. y2= ly l2, то
1*/1г+3|</| —10

о

|у|2—4|у| —12 
(1</1+5)(1</|-2)

->0-»· 

\y\-2>0-»·
Ii/Ι - 6

>0

„  л ^ (У+2)(у-2) _
~  т г г >  0 ♦  Τ ί+ Щ у - Ъ  >  0

о  у  <  — 6 U — 2 < у < 2  U у >  6.

12, Переходя к основанию 5 в логарифмах первой 
скобки и к основанию 3 в логарифмах второй скобки, 
получаем:
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лч , л*—3 , 1 β χ— 1 . 
iogr>(-v -  2 ) -  1ο^ τ7 ^
---------   :-------- j---- j—>0 -o-
,0̂ - 7 5 rlog5(*_2 ) log37^2'‘ log37

(* ,-g>-^=§-')i ~ j )  

(■£=§■- ' )  < '- 2 - '  > f e - ' )  ( τ ^ Τ

>0,

x
x — 2 >  0,

£ i > »X—5
—> o,X

t — 2
f <*-(4+л/3))(*-(4-л/3)) .
\ 7=3 ^ υ> о
V2<jc< 3 Ux>5

-t»-4-V3<x<3 U *>4+V3.
13. Переходим в логарифмах к основанию 2:

(9—4log75) logtfx2—2х— 14) -(8—3log27) togj(x2 —4x—4)

(— I ) logj5-log27-(x+ ! ) ( * + y )  — ψ) ( *—5)

Проводим замену всех множителей:
' (29 — 54) (х£- 2 х -  14- 1) (28 — 73)(х2—4х—4 — 1) ^

(— 1) (jc-h 1) (JC-I- Ά ) (JC—3/2) (JC—5)
X 2— 2 x — 14> 0 
χ2—4x—4> 0

Окончательно получаем:
(x—5) (*+ 3)(*-5)(*+ Ι)

{
>0;

(х+1) (x+1 /2)(x—3/2 )(x—5) -^*< -3 U x>5.
x<l-V>5 U 1> 1+лД5.
14. Освобождаемся от логарифмов с помощью правил 

замены множителей (8.37) и (8.38), получаем эквивалент­
ную исходную неравенству систему:
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( ( * — f )  <л/5)2- 1 )  ( л /5 -  1 ) 4 э ( х - у )  ( χ —γ )

Далее освобождаемся от модулей с помощью правила 
замены множителей (8.19).

15. Переходим к новым основаниям, после упрощений 
получаем:

(2log8ll- 3 )lo g8(xa- 4 * -  I I )  (51о&3-8) log^8-2x-7 ) 

log8l Hogj3( -3 ) (*+ 2 )(*— i )  (3) (* —j )  (*-4)
Заменяем множители:

<11*—5̂ ) (лг·—4jr—11 —1>СЭ̂ —9*)<ле*—Аг—7—1) ——— — —— — ——  " 1 ^о,

( h f l (8—I) (I6JC—3| — (V5)3 (л/б) —I)

(-1)(*+2)
х*—4х— 11> О, 

'х?-2х— 7>0.

Окончательно имеем:

{
(jc- 6) (jc+2)»(*-4)

(x+2f (x—l/Sf(x—4) "  V  
x<2—VT5 U до 2+ΥΪ5,
-&-X (— oo;— 2) U [6;oo).

16. В области определения имеем:
log4_*( —χ2+5χ+4)=1οβ4_χ((4—х)(х— 1)) =

-  т  ° в м  t0Kr_,(4-je)’
logio-^-*2+6*+40)=l°eio-*(10-*)(*+4))=

= l + log4_x(x— l) = l-f

= 4-log10-x(*+4)=H •og*+4(*0— JC)

ВО



Поэтому исходное неравенство равносильно системе: 
1 — log,_, (4—x))2logI+4 (10-х)

{ (1 — log*+4 ( 10—x) )2logx_ 1 (4—x) 
log,+4(10—х)фО,

■ < 0,

в которой первое неравенство после замены множителей 
принимает вид:

( ( х - 1 ) - ( 4 - х ) ) У - 1 - 1 ) 2 ( ( Ю - х ) - 1 )  ( х + 4 - 1 )  ^  

( ( х + 4 ) - ( 1 0 - х ) ) 2( х + 4 - 1 ) 2 ( ( 4 - х ) - 1 ) ( х - 1 - 1 )  ' ' ч ' "

С учетом области определения получаем:
2

(х —у )  ( х — 2 ) ( х — 9 )

( х - 3 ) 3 

1 < х < 4 ,  

кх=?*=2,

( 1 : 2 )  и ( 3 ; 4 )  и Х = у .

17. Выделяем и раскладываем на множители квад­
ратные трехчлены относительно выражений 
а = У 7 — log2x2, b=-\/7 +  logjX2 в числителе и относитель­
но сsssS'1-1·6*- 15 в знаменателе. В результате получим:

- 2( α+ 2)(α— |-)з(*— 3)
—  - - - - - - - - - - - - - - - :— -— <о.

( с + 1 5 ) ( с — 5 )

Т. к. a^O, b^tO, с> 0, то a + 2> 0, й + -̂ г> 0, с-J-15> 0.

Поэтому исходное неравенство эквивалентно следующему 
неравенству:

( у * -log,**- у )  cV7 + log^*-3)
5,- }-бд-15_51 > 0 .

Заменяя множители, освобождаемся от корней (в чис­
лителе) и степеней (в знаменателе):
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( ?  — log·»*2— у - )  (7+ tog2x2 —9)

лг̂ Н-бл:—15— 1 
7 — log2x2^ 0 ,

^7-|-log2x2̂ 0 ,

>0.

( — log2x2) (log2x2—2)
• > 0,(*+β)(*-2)

27—x2>0,
27-x2-l$sO,

Вторично заменяя множители, освобождаемся от ло­
гарифмов:

(23/4-х2) (х2—22)

{ (х+8) (х—2) >0'
—27/2< х< —2“ т/2 U 2“ 7/2< х< 2т/2.
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