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Глава 1

Элементы теории пределов

§ 1. Предел числовой последовательности
Большое значение для теории и практики имеет математическая 

дисциплина, известная под названием «Математический анализ», в 
основном занимающаяся изучением числовых функций. При этом, 
разумеется, изучается поведение каждой конкретной функции в це­
лом, на всей области определения (глобальный подход), но большее 
внимание уделяется анализу того, как ведёт себя функция около той 
или иной точки (локальный подход). Математический анализ — со­
ставная часть курса высшей математики, изучаемого в высших учеб­
ных заведениях, а наша цель — познакомить вас с некоторыми эле­
ментами математического анализа, имеющими общекультурное зна­
чение. При этом мы не будем стремиться всё строго доказать 
(в школьном курсе математики сделать это практически невозможно), 
во многих случаях мы будем полагаться на визуальные представле­
ния и интуицию.

Тот анализ, о котором мы упомянули выше, связан с понятием 
предела. В этом параграфе речь пойдёт о том, что такое предел число­
вой последовательности.

С числовыми последовательностями вы познакомились в курсе ал­
гебры 9-го класса. Напомним, что числовой последовательностью 
называют функцию натурального аргумента, т. е. функцию ви­
да у = f(x), х  € N. Числовую последовательность обозначают или 
у “  f(n), или коротко (уП). или подробнее, выписывая несколько чле­
нов последовательности: уи у 2, у з, ..., у п, ... .

Удобнее всего аналитическое задание последовательности, когда 
указана формула её п-го члена. Например, формулой уп = п2 + 1 за­

даётся последовательность 2, 5, 10, 17, 26, ..., формулой уп = — —
п

последовательность 1, —, —, —, ..., а формулой у„ = а +  (п — 1 )d —
2 3 4 5

h



арифметическая прогрессия а, а + d, а + 2d, ... со знаменателем d и 
первым членом а.

Последовательность (уп) называют возрастающей, если каждый 
её член больше предыдущего:

У \ < У 2 < У з <  ••• <  Уп- 1 <  Уп < Уп + 1 <  ••• •

Последовательность (уп) называют убывающей, если каждый её 
член меньше предыдущего:

J/1  >  У г >  Уз >  >  Уа-1 >  Уп >  Уп+i  >  —  •

Возрастающие и убывающие последовательности объединяют об­
щим термином монотонные последовательности.

Например,
3, 5, 7, 9, 11, 13, ..., 2л + 1, ... — возрастающая последователь­

ность,
6464, 32, 16, 8, 4, 2, ..., t , ... — убывающая последовательность;

а последовательность 3, 64, 5, 32, 7, 16, 9, 8, 11, 4, 13, 2, ... не явля­
ется монотонной, она и не возрастающая, и не убывающая.

Познакомимся ещё с одним свойством числовых последовательно­
стей.

Определение 1. Последовательность (г/„) называют ограниченной 
сверху, если с у щ е с т в у е т  число М  такое, что д л я  л ю б о г о  п 
выполняется неравенство у п < М. Число М  называют верхней гра­
ницей последовательности. Последовательность (г/„) называют огра­
ниченной снизу, если с у щ е с т в у е т  число т такое, что д л я  
л ю б о г о  п выполняется неравенство уп т. Число т называют 
нижней границей последовательности. Если последовательность 
ограничена и снизу, и сверху, то её называют ограниченной после­
довательностью.

Например,
— последовательность 3, 5, 7, 9, 11, 13, ..., 2л + 1, ... ограничена 

снизу (в качестве нижней границы можно взять число 3, как, впро­
чем, и любое число, меньшее, чем 3),

64— последовательность 64, 32, 16, 8, 4, 2, ..., _t , ... ограничена

сверху (в качестве верхней границы можно взять число 64, как, впро­
чем, и любое число, большее чем 64).



Обратите внимание: последовательность 64, 32, 16, 8, 4, 2, ..., 
64

, ... ограничена и снизу, ведь все её члены больше нуля. Это —

ограниченная последовательность. А вот ещё один весьма показатель­
ный пример ограниченной последовательности: 1, —1, 1, -1 , 1, —1, ... .

Итак, мы обсудили два достаточно простых свойства числовых по­
следовательностей: монотонность и ограниченность. Более сложным 
является свойство сходимости, к обсуждению которого мы сейчас 
приступим. Для этого нам понадобится понятие окрестности точки.

■ Определение 2. Интервал (а — г; а + г), где г > 0, называют окрест­
ностью точки а; число г называют радиусом окрестности.

Например, на рисунке 1, а изображена окрестность точки 2 радиу­
сом 0,1, а на рисунке 1 ,6  — окрестность точки —3 радиусом 1. 

Рассмотрим две последовательности:

-1 ,1 , - 1 . 1 ,  
’ 2 3 4 й ...... ' Й -

(!/„): 1, 2, 3, 4, 5, 6, ..., п, ...
На рисунке 2 члены последовательности (х„) изображены точками 

на числовой прямой. Обратите внимание: по мере увеличения номера 
члены последовательности всё ближе и ближе подходят к точке 0. Бо­
лее точно: какую бы окрестность точки 0 ни выбрали, с некоторого

а
—
4 3 2

*х

J _ .1 J
Рис. 1
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номера все члены последовательности попадут в выбранную окрест­
ность. Пусть, например, радиус окрестности равен ОД, т. е. речь идёт 
об интервале (—0,1; 0,1). Все члены последовательности, начиная с 
одиннадцатого, принадлежат выбранной окрестности:

“  € (-0,1; ОД), ^  е (-0,1; ОД),

~ ~  6 (-0,1; 0,1), ~  6 (-0,1; ОД), ...

Другой пример: радиус окрестности равен 0,03, т. е. речь идёт об 

интервале (—0,03; 0,03). Ясно, что 0,01 < 0,03, т. е. принадлежит

интервалу (—0,03; 0,03). Начиная с все члены последовательно-

f 1 1 1 1 )
сти — 77-г, 7777 >-------, ••• попадают в окрестность точки 0 ра-(100 101 102 103 ]
диусом 0,03 (на самом деле, последовательность (х„) попадает в эту 
окрестность даже с более раннего номера, с номера 34, поскольку 

1 3 )
х34 = —  < 77—4. Рассмотренную ситуацию обычно описывают слова- 34 100)
ми так: последовательность (х„) сходится к числу 0.

Теперь изобразим на числовой прямой последовательность (уп) 
(рис. 3). Как видите, члены этой последовательности не концентриру­
ются около какой-либо точки, про такую последовательность говорят, 
что она расходится.

■
 Определение 3. Число Ь называют пределом последовательно­

сти (х„), если в любой окрестности точки Ь содержатся все члены 
последовательности, начиная с некоторого номера.

»1



1
*г <} <1 1

> ( У
—  1

Рис. 3

В этом случае пишут: lim хп = Ь и говорят: предел последователь-
Л —

ности (х„) равен Ъ. Правильнее было бы добавлять ещё и слова «при 
стремлении п к бесконечности», но их, как правило, опускают, ведь 
уже записано, что п —» со. Используют и такую запись: х п —» Ь и гово­
рят: последовательность (хп) сходится к Ь.

Для рассмотренной выше последовательности (*„) имеем:

lim(—1)"— = 0. 
п

■
 Определение 4. Если последовательность имеет предел, то её назы­

вают сходящейся; если последовательность не имеет предела, то 
говорят, что последовательность расходится.

Приведём примеры сходящихся последовательностей:
1 1 1 1 1 1 „  1 „1) 1, —, —, —, —, —, ..., —  Имеет место равенство lim — = О;

2)1,

2 ’ 3 ’ 4 ’ 5 ’ 6 
1 1_ J _  J _  J_  
4 ’ 9 ’ 16’ 25 ’ 36 

п

—г , ... .  Здесь lim ^ r  *
71 ч “ Л‘

0;

„ , „ 3 4 5 6  
3)2, - ,  - ,  - ,  -  ’ 2 ’ 3 4 5

+  1 л + 1_______Здесь lim --------= 1;п п-*°о п
4) для стационарной последовательности с, с, с, 

место равенство lim с = с;
., с, ..., имеет

5,1 i I 1
2 ’ 4 ’ 8 ’ 16’

, ... .  Здесь lim
П->оо| 2 -  0.

Вообще, если \q\ < 1, то lim?" = О.П-»«>
А что будет с последовательностью (<?"), если |g| > 1? Пусть, на­

пример, q = 2, т. е. речь идёт о последовательности 2, 4, 8, 16, . . . .

I



Эта последовательность расходится. Вообще справедливо утвержде­
ние:

| если |<?| > 1, то последовательность (д") не имеет предела (расхо­
дится).

Мы рассмотрели лишь простейшие случаи вычисления пределов, 
о более сложных случаях поговорим в следующем параграфе.

Сходящиеся последовательности обладают рядом свойств. Мы да­
дим лишь формулировки этих свойств.

I I. Если последовательность сходится, то только к одному преде­
лу.

j 2. Если последовательность сходится, то она ограничена.

Заметим, что обратное утверждение неверно; например, 1, 2, 3, 1, 
2, 3, ..., 1, 2, 3 — ограниченная последовательность, но она не имеет 
предела (расходится). А вот если последовательность не только огра­
ниченна, но и монотонна, то она сходится.

13. Если последовательность монотонна и ограничена, то она схо­
дится (теорема Вейерштрасса1).

Приведём классические примеры из геометрии, в которых исполь­
зуется теорема Вейерштрасса.

1) Возьмём окружность и будем последовательно вписывать в неё 
правильные многоугольники: четырёхугольник, восьмиугольник,
16-угольник и т. д., каждый раз увеличивая число сторон вдвое. По­
следовательность площадей этих правильных многоугольников возра­
стает и ограничена: снизу числом 0, а сверху, например, числом, рав­
ным площади описанного около окружности квадрата. По теореме 
Вейерштрасса построенная последовательность сходится, её предел 
принимается за площадь S круга. Именно с помощью таких рассу­
ждений и доказывают формулу площади круга S = л г2 (установлено, 
что л г2 — предел последовательности площадей вписанных в окруж­
ность радиусом г правильных многоугольников).

1 Карл Вейерштрасс (1815—1897) — немецкий математик.



2) Снова возьмём окружность и будем последовательно вписывать 
в неё правильные многоугольники: четырёхугольник, восьмиуголь­
ник, 16-угольник и т. д., каждый раз увеличивая число сторон вдвое. 
Последовательность периметров этих вписанных многоугольников 
возрастает и ограничена: снизу числом О, а сверху, например, пери­
метром описанного квадрата. По теореме Вейерштрасса построенная 
последовательность сходится, её предел принимается за длину L 
окружности. Именно с помощью таких рассуждений и доказывают 
формулу L = 2лг.

Упражнения
По заданной формуле л-го члена последовательности вычислите 
первые пять её членов.

1.1. а) уп = 5л — 3;
б) -  (-1)" • (л2 -  2л);

Зл - 1
в) а„  ------- j —;л2

1.2. а) уп = s in — ;

б) хп = tg |( - l ) '1 + 1̂pj;
1 . (л — 1)(л — 2)(л — 3)(л 4)

в) а „  =  — + -------------------— ----------------- ;
Л  Л1

г) Уп -  cos лл;
д) х„ -  c tg |(- l)"  ^ | ;

е) а„ = — + л(л + 1)(л + 2).

г) Уп = 4 -  7п;
д )  х п = (-1)л + 1

2л -  1
е )  а „  =  — - — .

(л2 + Зл);

1.3. Выпишите первые пять членов последовательности десятичных 
приближений:
а) числа \/3 по недостатку;
б) числа л по избытку;
в) числа lg 3 по недостатку;

г) числа -JE по избытку;
д) числа е по недостатку;
е) числа lg 3 по избытку.



1.4 .

1.5.

1.6 .

1.7.

1.8.

Составьте одну из возможных формул га-го члена последователь­
ности:
а) 4, 8, 12, 16, 20, .. . ;  г) 6, 12, 18, 24, 30,
б) 2, 5, 10, 17, 26, .. . ;  д) 0, 3, 8 , 15, 24,

1 1 1 1  . 1 2  3 4 5
В) ’ 2 ’ 3 ’ 4 ’ 5 ’ 0) 2 ’ 3 ’ 4 ’ 5 ’ 6 .......
Является ли последовательность возрастающей: 
а) ул =  8 — 4(6 -  га); г) уп =  4 -  3(п -  2);

п , п  -  3
о) Уп =  — -гт> д) Уп = --------- ;га +  3 л
в) ап =  8 • 0,8" + 1; е) *„ =  lg(ra +  2)?
Является ли последовательность (уп) убывающей:

г) у„ = -Jn +  2 ;  

п +  1
а) уп =  V6 -  га;

я. пб )  У п  = Д ) У п  =
п + 1 *

в) -  log0il(n +  1); е) а„ =  0,2 • 4"-1?
Является ли последовательность ограниченной сверху:
а) =  3 +  2(л +  2); г) 1/„ =  12(2 -  п) +  11;
б ) д:п =  2 0,4" + 1; д) =  5 • 0,3";
в) ап =  п(п — 7); е) ап =  га(10 -  ге)?
Является ли последовательность ограниченной снизу:

3 4
л +  1’

д) хп =  log2(n + 1);
е) а п =  п2 + 4л — 5?

а) Уп = ----- г; г) упп — 1
б )  -  s i n - 2 ;
в) а„ =  4 • 2,2“;

« o n  2га +  11.9. Дана последовательность уп —------ —. Укажите верные утвер-
л — 1

ждения и обоснуйте свой выбор:
1) последовательность ограничена сверху;
2) последовательность является убывающей;
3) последовательность ограничена снизу;
4) последовательность является возрастающей.

« «о тт Зга -  21.10. Дана последовательность у. = --------- . Укажите верные утвер-
л +  1

ждения и обоснуйте свой выбор:
1) последовательность ограничена сверху;
2) последовательность является убывающей;



3) последовательность ограничена снизу;
4) последовательность является возрастающей.

1.11. Найдите натуральные решения неравенства:

а) —— <  с, если с  =  0,01; 
5"

г) —  <  с, если с =  0,01; 
3 "

б) —— <  с, если с =  0,1; ’ 2п д) —  <  с, если с =  0,1; 
4"

в) —  <  с, если с =  0,001;
o'*

е) —— <  с, если с =  0,001. 
5"

1.12. Дана последовательность у„ — —.
п

а) Постройте график последовательности.
б) Докажите, что последовательность убывает.
в) Докажите, что последовательность ограничена снизу.
г) Найдите lim у„.

Л - > « 1

1.13. Дана последовательность ул =  — .

а) Постройте график последовательности.
б) Докажите, что последовательность убывает.
в) Докажите, что последовательность ограничена снизу.
г) Найдите lim у„.

П -Ю О

1.14. Найдите наименьшее натуральное значение п, начиная с кото 
рого все члены указанной последовательности лежат в указан 
ной окрестности точки 0, и выскажите предположение о том, че 
му равен предел последовательности:

а) Уп =  (-0 ,2 ; 0,2);п г) У п

б) У п  =  Т""о1 ( -0 4 ; 0,1); п +  2 Д ) У п

в) У п  о 1 1  4  0,5; 0,5);пг +  1 е) У п

3
- ,  (-0 ,3 ; 0,3);

2
п + 2 ’

(-0,5; 0,5);

1
п2 -  1 ’

( - 0,1; 0 , 1).



Найдите наименьшее натуральное значение л, начиная с кото­
рого все члены указанной последовательности лежат в интерва­
ле (-0,01; 0,01), и выскажите предположение о том, чему равен 
предел последовательности.

1.15. а) ап = (-1)" л2 + 2 ’

а "  2Л + 1’

в)а„ = ( - ! ) » — ;

г ) а „  =  (-1 )"  + 1
(п + 2 )2 +  2 ’

Д )а „ 5 "’

е)а„ =  (- l)n + 1----.
10"

1.16. a) b„

г) Ь„

Упражнения для повторения
ИКГ 1.17. Решите уравнение и найдите его корни на указанном отрезке: 

a)2cos In \ л  Л
— -  x \ =  -1 , x  e -2л ; —

1,2 J 2]

6)V 2s + х =  cosx, х  е Зл

B)2sinl^- +  х\ =  73, х  € Зл 5л 
~2 ' ~2~

(5л  } Л л
—  -  x =  ctgx, X 6 2л

1.18. Постройте и прочитайте график функции:

а) у = 0,5х -  3 + tgx • ctgx;

Г х

Д) У = - х  +  3 -  2tgx • ctgx;
О

б ) у  ’ tgx • ctgx г) у '
\tx + 4 

tgx • ctgx'



1.19. Решите неравенство:
а) (*2 -  2х -  4)(х -  2)2 > 0;

б)
х2 - 8 * +  11 

(х -  5)2 « 0;

1.20. Вычислите:
logs 0.5

а) log5 32 “ log54’ 
log47 5 - lo g 25 

log418 + log4 0,5’

в) (x2 + 4x -  3)(x -  5)2 < 0; 
4 (x ~ 4)2

x2 - 6 x + 7 S 0 .

b)------l o g ^ ------
log8 7,5 + log8 0,3 
log4 27 -  21og4 3 
log430 + log40,3'

§ 2. Арифметические операции 
над пределами числовых 
последовательностей

В предыдущем параграфе мы отметили следующие соотношения: 

lime = с; lim — = 0; lim qn -  0, если \q\ < 1.
п —>0° П—>00 П  п —>оо

Для вычисления пределов последовательностей в более сложных 
случаях используются указанные соотношения и следующая теорема, 
которую мы приводим без доказательства.

Теорема 1. Если Нтх„ = Ь, lim уп = с, то
п —>00 Л —>00

1) предел суммы равен сумме пределов:
Ит(х„ + уп) = * + с;
П —>оо

2) предел произведения равен произведению пределов:
lim(*ni/n) = be;
Л —>О0

3) предел частного равен частному пределов:

limО
4) постоянный множитель можно вынести за знак предела:

lim(ftx„) = kb.

— =->«*<>; 
Уп



Пример Вычислить:

a )lim -^ -; 6 )lim -^-; в) lim IJ-----^- +  3|; г) lim : „
«_»ооП° П - *0 0  J I *  Л—»0о1 Л  п 1 I f i—>00 J l *  -f- 5

\T__2_
л->к>(л П 7

2га2 +  Зга -  1

Решение, а) Имеем: =  — ------- . Применив правило «предел
nd га га л

произведения», получим:

lim Дг = Ит — • Ит — ■ Пт — = 0 • О • 0 = 0.
п->°о га л -*°° га п-»°° га л->°° га

б)
з  L  1Л „  1 1 1 „  1— = Пт 3 — -  = 3 • ит — • Пт — • Пт — • Пт — !П т -

п->«> га* п->°о^ г а * )  п -> °°п  п->°° п  « - *°°га  л - *= га

=  3 0 0 0 0  =  0.

Вообще для любого натурального показателя т  и любого коэффи­
циента k справедливо соотношение

Ит — = 0.
п-*°° П т

в) Применив правило «предел суммы», получим:

7 2 ) 7 2
Н т |------- - +  3 — П т ---- П т —г- +  П тЗ  =  0 -  0 +  3 =  3.
л->«Цп га' п-*°° га л -» »  га л->°°

г) Разделим числитель и знаменатель дроби
2га2 +  Зга -  1

почленно

2n2 Зга о 3 _  J _
lim 2" 2 : 3" - 1 =  lim п2 l  п\  п2 =  lim в  .
п —>оо п г  +  5  п—*оо п  о  л - » о о  1 Э

га2 + га2 га2
А теперь смотрите: предел числителя равен 2, предел знаменате-

2
ля 1, значит, предел дроби равен —, т. е. равен 2.

Ответ: а) 0; б) 0; в) 3; г) 2. I



Теорема 2. Если знаменатель q геометрической прогрессии (Ь„) 
удовлетворяет неравенству |qr| < 1, то сумма S прогрессии вычис- 

Ыляется по формуле S —------ .
1 ~ 9

Этой формулой мы уже пользовались в курсе алгебры 9-го класса. 
Но тогда она была получена на основе правдоподобных рассуждений, 
а теперь мы можем эту формулу доказать.

Доказательство. Под суммой S геометрической прогрессии blf Ь2, 
Ь3, ... понимается limS„, где S n = + ft2 + b3 + ... + 6„. НапомнимЛ-»»
формулу суммы первых п членов геометрической прогрессии:

„ *i(9" "  1)йп ----------- : ■9 - 1

Пользуясь теоремой 1, вычислим limS„:П—*°°

S  = lim Sn — lim ----- — = lim ——— • (qn -  1) !
n —>°° п -ьоо  q  — l  n —>°o q  — i

----- • l im(9" -  1) = — (0 -  1) -  ^
q — 1 n-*a° 9 - 1 1 - 9

Итак, S :
1 - 9

, что и требовалось доказать.

Приложение к § 2
Задача о непрерывных процентах

В 10-м классе, используя наглядные представления о проведении 
касательной к графику функции, мы познакомились с числом е и с 
экспоненциальной функцией у = е*, которые играют важную роль в 
математике. Познакомим вас с задачей о так называемых непрерыв­
ных процентах.

Допустим, что банк даёт р%  годовых, например, в рублях. Это 
означает, что, положив в банк S р., через год вы получите сум-



100
му S  +  —— S  p. Обозначим x =  ——. Итак, было S  p., через год стало

100
(1 +  x)S  р.

Допустим, что по договору проценты можно получать каждые пол­
года и переоформлять вклад на тех же условиях. Тогда через пер­

вые полгода получится сумма 11 +  —JS  р. Если всю сумму перевло-

жить ещё на полгода, то в итоге через год на счёте будет
\2

1 + : 1 + 1 +  — S  р.

Это больше, чем просто за год, так как

1 +  — = 1 +  х  +  —  >  1 + х.

Если проценты можно получать каждые четыре месяца, т. е. три 
раза за год, то в итоге получится

\3

1+! 1+! г ! г 1 +  Т  Я Р -

Это больше, чем при выплатах каждые полгода:

1 +  — = 1  +  3 ----- 1-3-----+  —  > 1 +  X +  '
3 9 27

При получении процентов каждый квартал, т. е. 4 раза в год, ито-
.4

говая сумма снова увеличится. Она станет равной |l +  — I S  р ., и

можно проверить, что |1 +  —J > 11 + —J . А если представить, что 

проценты можно получать ежедневно, то за год наберётся сумма

1 +  365 J S  Р' ПрИ ЭТ° М

1 + х <  1 + -  <  1 + -  <  1 + < ... < 1 +
365 J

18 I
< ... .



Казалось бы, увеличивая частоту получения процентов, т. е. полу­
чая их или каждый час, или каждую минуту и т. п., можно неограни­
ченно увеличивать общий годовой итог | l  + —j S. Оказывается, эта

неограниченность — иллюзия. На самом деле возрастающая последо- 
( X  X*

вательность у„ = 11 Н— I , где х  > 0, ограничена сверху и, как всякая

монотонная ограниченная последовательность, имеет предел (см. 
свойство 3 в § 1). Интересно, что предел этой последовательности ра­
вен как раз значению экспоненциальной функции в точке х. И это 
верно для любых, не только положительных значений х.

Теорема 3 (второй замечательный предел). Для любого х  е R  выпол­
няется равенство

lim fl + — 1 - ех.
п )

I 1 ГВ частности, lim 1 Н—  = е ~  2,71828182845__
«-+«( п )

( х  Y*Почему предел lim 1 Н—  = ех назван вторым замечательным
Л - » ° о (  п )

пределом? Потому что существует и первый, замечательный предел, 
с которым вы познакомитесь в §4.

Упражнения
Вычислите [im хп.

п — >00

2.1. а) х„ = — ; г) хп

11
Х" 2" - 1 ’ Л)хп

в) хп = 3 • 41'" ; е )х п

119

2.1.



2.2. а) хп

б) х„

в) Хп

2.3. а) х„

б) хп

в) Хп

а) хп

б) хп

в) х„

а) х„

б) хП

в) х„

г) х„ 

Д ) х„

е) *„

5л +  2
л + 1 ’ г) х„ = 2л +  1 

л + 3 ’
8л + 5

Д) хп
7л +  4

л — 3 ’ п — 2
Зл +  1

е) хп
4л -  3

2 п + 3 3/1 +  1

л2 + 2
г) хп

л2 -  11
л2 ’ л2 ’

4 — 4п +  л2
Д) хп

5л — 4 — 2л2
2 *П* 2 * пг

2л3 +  л2 +  1
е)х„

4л3 — Зл2 + л
л3 л3

(Зл +  1)(2л -  3) 
л2

г) х„ =
(2л -  5)(4п +  3) 

л2
(4л +  3)(л -  2)

Д) хп
(5л -  4)(2л -  3)

(л +  I)2 ’ (л -  З)2
(2л + 3)(4 -  л)

е) хп
(4л -  1)(2 -  Зл)

(л -  I)2 ’ (л -  2)2

(4л -  1)(2л +  5) -  8л2 -  Юл 
л - 3

л2 (2л +  5) — л(2л2 +  5л) — 13 
л(л +  1)(л -  7) -  (л -  1) ’

л3 -  (л — 1)(л2 +  1) 
л2 +  2л

(Зл -  2Х2л -  3) -  6п2 +  20л 
п +  2

л(л2 -  3) — л(л2 — 7) — 1 
(л +  1)(л +  2) +  (2л2 + 1)’
(2л -  1)(л2 +  1) -  2л3 

л2 -  Зл

2° |



2.6. Докажите справедливость равенства:
5 -  yfn -Jna) lim — т=— = -1; б) lim -Л °\[п + 2 - 1.

2.7. Имеет ли последовательность, заданная формулой п-го члена, 
предел:

а) ап =

б )о„ =

( - 1)"*1
(" + I)2 ’ 
5 + (-1)"

в) а„

г) а„

( - 1)"
2п2 ’

(~1)" - з „ 
12

2.8. а) Сумма бесконечной геометрической прогрессии равна 2, а 
сумма первых трёх членов этой прогрессии 1,75. Чему равен 
первый член этой прогрессии?
б) Сумма бесконечной геометрической прогрессии равна 0,8, а

_ 5сумма квадратов первых двух членов этой прогрессии равна ——.
16

Чему равен знаменатель этой прогрессии?
2.9. Найдите сумму:

. Л  , п Я  , « Л  Ла) sin— Ь sn r — I- sind — + ... + sin" — h
6 6 6 6

—v я  о Л  о л  . „ л
б) cos— -  cos'5 — + cos’* — — (-1)" +1 cos" -  +

Упражнения для повторения
2.10. Решите неравенство:

а) 6* + 6*+г 222;
\2 х

б) 3 ' - 1 0 l wЯ
в) 52д;< 3*;
г) 7х+1 - 7 х »  294; 

1-1

+ 3 < О;

Д) 4 ■26- + 5 > 0;

е) 4х >

I  21



2. 11. Дана функция у = f(x), где fix) =

------ , если х  -3,
х +  2
- х 2 +  5, если —3 <  х 
log2 х, если х >  2.

=6 2,
а) Вычислите: Д-4); Д-3); Д-2); Д2); Д8);
б) постройте график функции;
в) прочитайте график функции;
г) найдите значения параметра р , при которых уравнение 
f{x) =  р  имеет единственный корень.

.  ... . m 12 13л , , . , ,2. 12. а) Дано: cost =  ———, ----- < t <  7л. Вычислите: cos(-t) — sin(—t).
13 2

7 33лб) Дано: sint =  — , 16л < t <  —— . Вычислите: cos(-f) +  sin(-t). 
^ 0  &

2. 13, Решите уравнение:
а) log3(2 +  log2(x  +  2)) =  0;
б) lo g i( l  +  log2(2* -  7)) =  -1 ;

з

в) log5(lg(x +  1)) =  0;
г) log i(l + log3(3* -  54)) =  -1.

4

§ 3. Предел функции на бесконечности
На рисунке 4 изображён график функции у =  fix), прямая у =  Ь 

является горизонтальной асимптотой графика функции при х  —> + ° ° .  
В подобных случаях используют короткую запись: lim fix) =  Ь (чита-х-»+°°
ют: предел функции у = fix) при стремлении х к плюс бесконечно­
сти  равен Ь).

На рисунке 5 изображён график показательной функции у =

у него есть горизонтальная асимптота у =  0 (при х  —> +<*>). Это зна­

чит, что справедливо соотношение lim I ̂ 1 = 0 .
х —> + °°  ( 2  /

На рисунке 6 изображён график функции у =  fix), прямая у =  Ь 
является горизонтальной асимптотой графика функции при х —> —
В подобных случаях используют короткую запись: lim fix) = Ь (чита­

ют: предел функции у =  fix) при стремлении х  к минус бесконечно­
сти  равен Ь).



На рисунке 7 изображён график показательной функции у =  ех 
(экспонента). У него есть горизонтальная асимптота у =  О при 
х —» —оо. Это значит, что справедливо соотношение lim ех =  0.

Х - , - 0 0

Если для функции у =  f(x) одновременно выполняются соотноше­
ния lim Цх) =  Ь и lim Я *) =  Ь, то их можно объединить одной запи-

X —*+00 х  —* ОО

У) ,

</ =

о xj



сью: lim f(x) =  b (читают: предел функции у =  f(x) при стремлении х
*->00

к бесконечности равен Ь). В этом случае у графика функции у =  f(x) 
имеется горизонтальная асимптота у =  Ъ и при х  —> +°°, и при х  —> — оо 
(рис. 8).

На рисунке 9 изображён график степенной функции у =  х~4, у не­
го есть горизонтальная асимптота у =  0 (и при х  —> +оо( и при 
х —> —со). Это значит, что справедливо соотношение lim х~4 =  0, т. е.

a:-*»

lim —т
Г - . О С Х 4

=  0.
Вообще для любого натурального числа п справедливо соотношение

I Пример 1 Построить график функции у =  f(x), обладающей сле­
дующими свойствами:

1) D{f) -  (-оо; +оо);
2) у = f(x) — непрерывная функция;
3) т  = 5;
4) lim f(x) =  1;

Х - Н - »

5) lim f(x) = —3.
X -4 - 0 O

24|



Решение. Нам нужно построить 
график непрерывной функции, 
определённой на (-°°; +00), у кото­
рой есть две горизонтальные асим­
птоты: у = 1 при х  —» +оо, у = — 3 
при х  —> —оо. Кроме того, график 
функции должен проходить через 
точку (0; 5). Один из возможных 
вариантов такого графика пред­
ставлен на рисунке 10. ■

Для вычисления предела функ­
ции на бесконечности используют 
следующую теорему об арифмети­
ческих операциях над пределами 
(приводим её без доказательства).

У,

У - f х)

У 1

о X

У - 3

Рис. 10

Теорема. Если lim f(x) -  Ь, lim g(x) = с, то:
ДГ-+ОС Х-*<Х>

а) предел суммы равен сумме пределов:
lim (f(x) + g(x)) = b + с;
X - > ° °

б) предел произведения равен произведению пределов:
lim(/(jc) • g(x)) = Ь ■ с;

ДС—» ° °

в) предел частного равен частному пределов:

lim g(x) ~ ( С *  0 ) :с
г) постоянный множитель можно вынести за знак предела: 

lim kf(x) = kb.
Х -»<®

| Пример 2 Вычислить: lim 2х2 + х  -  7 
5хг — Зх + 2'

Решение. Выполним некоторые преобразования алгебраической 
,  2х2 + х  — 7дроби — ;---- -— — . Разделим числитель и знаменатель дроби почлен-

5х2 
но на х 2:

Зх + 2



2х2 JL __7_
2х2 +  г  -  7 дг2 + г2 х 2 2 +  х  х2

5х2 -  Зх +  2 "  5х2 Зх 2 =  3 2 '
X2 X2 X2 X X 2

Вычислим предел числителя:
( 1 7 ) 1 7

lim 2 Н-------- - — lim 2 +  lim — — lim ^ -  =  2 + 0 — 0 = 2.
х-»«ц X  X z  j  x-»«> x — X  x -» ° ° x2

Вычислим предел знаменателя:

1
3 2  ’I 3 2

5 ------1— - 1 =  lim 5 — lim — I- lim —r  =  5 -  0 +  0 = 5.
x  x 2 )  x->°° x -*°°X  x -*°°X 2

Поскольку предел частного равен частному пределов, в итоге по­
лучаем:

lim
X—

2х2 + х — 7 
5х2 -  Зх +  2

2
5

Упражнения
3.1. Имеет ли функция г/ = f(x) предел при х —» +<», при х -» —оо или 

при х —» оо и чему он равен, если:
а) прямая у = — 5 является горизонтальной асимптотой графика 
функции на луче [—8; +°°);
б) прямая у =  4 является горизонтальной асимптотой графика 
функции на луче (—оо; —2];
в) прямая х = 2 является вертикальной асимптотой графика 
функции, а прямая у = 0 является горизонтальной асимптотой 
графика функции на луче [3; +°о);
г) прямая у — 5 является горизонтальной асимптотой графика 
функции на луче (—°°; 4];
д) прямая у =  —4 является горизонтальной асимптотой графика 
функции на луче [6; +°°);
е) прямая х = —3 является вертикальной асимптотой графика 
функции?

3.2. Распределите функции, графики которых изображены на рисун­
ке 11, а —з, на четыре группы:
1) не имеют предела ни при х -» +оо, ни при х -» —
2) имеют предел при х —> +°о;
3) имеют предел при х —» —оо;
4) имеют предел при х -4 оо.
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а б

Рис. 11 (начало)

3.3. Постройте эскиз графика функции у = f(x), обладающей сле­
дующими свойствами:
а) lim f (x)  = 1 и f (x)  г  Она (—» ; + °о);

Х -З+ОО

б) lim f (x)  = —2 и f (x) <  О на (—°°; +°°).
Х - * - 0 О
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д

Рис. 11 (окончание)
ж 3

3.4. Постройте эскиз графика функции у — /(х), обладающей сле- 
“ “  дующими свойствами:

а) функция убывает и lim f (x) = 6;
Х -.+ »

б) функция возрастает и Цщ /(х) = 6.
Х -» + 0 О
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3.5. Постройте эскиз графика функции у =  f(x), обладающей сле­
дующими свойствами:
а) функция ограничена сверху и lim f(x) =  —2;

б) функция ограничена снизу и lim f(x) =  —2.
Х - » + ° о

3.6. Постройте эскиз графика функции у =  f{x), обладающей сле­
дующими свойствами:
а) функция возрастает и ограничена и lim f(x )  =  1;

б) функция убывает и ограничена и lim f(x ) =  1.
х-»°°

3.7. Постройте эскиз графика функции у =  f(x), обладающей сле- 
“ “ “  дующими свойствами:

а) D(f) =  (—00; + 00), у =  f(x) — непрерывная функция, ДО) =  2, 
lim f (х) =  5, lim f(x ) =  — 1;

Х - .+ 0 О  Х - , - 0 О

б) D(f) =  (—00; + 00), у =  f(x) — непрерывная функция, ДО) — —4, 
lim f(x) =  —6, lim f(x) =  2.

X - . + 0 0  X - . - 0 0

3.8. Постройте эскиз графика функции у =  Дх), обладающей сле- 
— ”  дующими свойствами:

а) П(/) =  (—оо; -2 ) и  (—2; +О0), функция непрерывна на промежут­
ках (-оо; - 2 )  и (- 2 ; +оо), ДО) =  0, lim f(x) =  —2, lim f(x ) =  —2;

X  - » + 0 0  X - . - 0 O

б) D(f) =  (—00; 1) и  (1; +oo), функция непрерывна на промежут­
ках (—оо; 1) и (1; +оо), ДО) =  —3, lim f(x) =  3, lim f(x )  =  0.

Х - > + « »  X - » - ° °

3.9. Известно, что lim f(x) =  —3, lim g(x) =  2 и limh(x) =  6. Вычис-
x-»oo x —>00 x —» °0

лите:
а) lim (/(x ) +  £(х));

X —* 00

б) lim(/(x) • g(x));
X  —> 00

в) Hm2^ ) +  ^ > -

r) \im (g(x) -  h(x));
X —>00

д) lim(3g(x) -  / ( * ) ) ;
X —>°o

е) lim - WX)
x-»~ h(x) x->“> h(x) +  g(x)

3.10. Постройте график данной функции и установите, имеет ли она 
предел при х  -+ +оо или при х  —> —оо;
а) у =  2х; г) у =  2-х;
б) у =  21-2*; д) у =  22* -1;

2 - i *
в) у =  2 2 ; е) у =  2 2 * ' 2.
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Вычислите.

3.11. a) lim
( 2  3 )Ь г  +  т т  ;

б )Ы ^ + з Н ^ - з );

в> “ “ [“ £■ + 21 • В т  -  4
3.12, a) lim

х '

х  +  4 
х-><» х  — 1 ’ 

8 х  -  3
б) lim

х—*°о 2х + 1 ’ 
Зх2 + 4

в) lim

3.13. a) lim

и ®  х г +  2 ’ 

3х + 2
X ->+<*> 3 Г

б) lim
х -> + «> Зх+1 + 1

в) lim
6 - 3 *

3.14. a) lim

Зх + 2 

2 *  -  1

1 х +  4
— +

х -  1

*-»-» 2х + 1 ’

1- 4 1 + 8б )  h m  fix  о ;
х - * - о о  О  —  Л

в) lim ( 7 +  4 -9х +  2 -3х);

r)U£[Jr + Jrl;
д )Ы ^ “ 5 и ^ + 1 1;

е ) Ы ^ - 5) - ( - 3 - ^ - ) -

х  — 3
X— х +  2 ’

14х —11

г) lim
Х-*оо

д) limХ->ос

е) lim

х-*оо 7х 4- 3 
9х2 - 7  

х->°° Зх2 — 2

г) lim
х-»+«

д) lim

х->+°° 3х +  5 *
4 -3х + 3

Х-.+00 3* + 1

„ „  (Зх + 2 +  2 х  — 2
е) lim —-— ;----1------- —х->+°°1 3 х 1 х  +  1

г) lim
2х -  3

х— 2х +  3 ’

. . .  7х + 9д) lim --------;х —>--ж 8х -  3
е) lim (10 +  62х + 1 +  5 • 6х).

3.15. a) lim -
sin х

б) lim
sin x  +  cosx

x->°° x 2 +  2x

r) lim -
cosx

x->°° X

2 — 3sin2x
Д) lim

4x — 3

в) lim
x-*oo 4X 4- 3x *

e)lim
X~»°° 2X +  X
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Упражнения для повторения
3.16. Упростите выражение:

а) а ' 2,4 • а 3’7 • (а0-6)5;
б) Ь-1'9 • «г3'2 • (б4'2)3;
в) с7-3 • (с1-2)-* • ( с '2-6)2;
г) а ',4,1  .  2 ,6  . (а1,5)4’
д) б3-1 • г>-1.з • (б-2,4)3;
е) с9 3 • ( с '1-4)3 • (с1’6)”5.

3.17. Вычислите:
v 21л 15я 33л

a) cos—-----sin—------ctg4
31л

б) cos— -----2tg

11л .
в) c o s -^ -  + c tg |-

31я
г) sm —-----cos

4 4
37я

4 
13л 

3

31л 
6

25л

+ sin - 2- f \

— 2sin -
29л

д ) 81п— - 2 c t g |--- — l + cos -  3

23л .
е) cos—-----3tg —

+ tg

29л 
3 

17л
~6^

17л

19л

+ sin
35л

3,18. Найдите значение выражения:
а) logs25 • (log239 -  log213 -  log224);

3
б) -( lo g 216 + 27log32)log1249;

21ogl 5 - log | 15 — log2 5 • log215 
21og25 +  log215

r) log40,0625 • (log321 + log32 -  log314);

( j  1 logs 3
2 +  (>/з)'0*3*®) 4 ;

31og| 24 -  log2 6 -  21og3 24 • log3 6 
31og324 + log36



$Jx, если x  < — 1, 
x 2, если — 1 < х  < 2,
8—, если х  3= 2. 
х

а) Постройте график функции у = f(x);
б) укажите промежутки возрастания и убывания функции;
в) укажите промежутки, на которых f(x) > О;
г) найдите, при каких значениях параметра р уравнение f(x) = р  
имеет более двух корней.

§ 4. Предел функции в точке
На рисунке 12 изображён график непрерывной функции у = f(x). 

На графике специально отмечена точка (а; Ъ), это значит, что f(a) = b.
Теперь сделаем следующее: воспользуемся тем же графиком, но 

точку (а; Ь) исключим из рассмотрения (рис. 13). Это графическое за­
дание другой функции, она отличается от функции у = f(x) своей об­
ластью определения: первая функция определена в точке а, а вто­
рая — нет. Поэтому функцию, график которой изображён на рисун­
ке 13, мы обозначили по другому: у = g(x).

Воспользуемся графиком функции у = g(x) и сделаем следующее: 
«выколотую» точку (а; Ь) расположим вне построенной кривой 
(рис. 14). Это уже третья функция, обозначим её у — h(x): от функции 
у -  f(x) она отличается значением в точке a (f(a) — Ь, h(a) *  b), а от 
функции у = g(х) она отличается тем, что функция у = h(x) определе­
на в точке а (хотя и «неудачно»), а функция у — g(x) не определена в 
точке а.

Итак, с помощью вроде бы незначительных манипуляций с одной 
и той же кривой мы получили три различные функции. Они отлича­
ются друг от друга только своим поведением в точке х  = а. Если же 
точку х  — а исключить из рассмотрения, то все три функции будут 
служить геометрической моделью одного и того же процесса. Учиты­
вая это обстоятельство, математики решили во всех трёх случаях ис­
пользовать родственные соотношения:

Иш/(дг) = b, limg(jr) = Ь, ИтЛ(х) = Ь
х-*а х—*а х-*а

ИКГ 3.19. Дана функция у = f(x), где f(x)

(читают: предел функции у = f(x) (у = g(x), у = h(x) соответственно) 
при стремлении х  к а равен Ь).
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V.

у  ■‘ А х)

о X

Рис. 13 Рис. 14

Равенство lim fix) = Ь означает следующее: если значения аргу-
х-*а

мента х приближаются к значению х  = а, то соответствующие значе­
ния функции приближаются к предельному значению Ь. При этом 
подчеркнём ещё раз, сама точка х  — а исключается из рассмотре­
ния.

Вернёмся снова к рисункам 12—14, на которых изображены гра­
фики трёх функций, обладающих одним и тем же свойством: предел 
функции при х -> а равен Ь. Какую из рассмотренных трёх функций 
естественно считать непрерывной в точке х = а.1 Ответ очевиден: не­
прерывной является первая функция у = f(x) (рис. 12), которая удо­
влетворяет условию f(a) = Ь.

Понятие непрерывности функции мы использовали, начиная с 
7-го класса. Мы говорили, что функция непрерывна, если, опира­
ясь на интуицию, считали, что её график представляет собой 
сплошную линию. Теперь же мы можем сформулировать строгое 
определение.

Определение. Функцию у = f(x) называют непрерывной в точке 
х  = а,  если предел функции у = f(x) при стремлении х к а ра­
вен значению функции в точке а, т. е. если выполняется соотно­
шение

lim/(*) = f(a).
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j Пример 1 Построить эскиз графика функции у = f(x), обладаю­
щей следующими свойствами:

Решение. Расшифруем указанные 
условия. Функция определена на луче 
[0; +°°) и /(0) = 5. Значит, график пред­
ставляет собой линию, начинающуюся 
в точке (0; 5). Далее, liraf(x) = 3, но

х -»2

/(2) = 0, т. е. limf(x) Ф /(2). Это зна-
х -»2

чит, что в точке х  = 2 функция не 
является непрерывной, (2; 0) — изо­
лированная точка графика (как на 
рис. 14).

И наконец, соотношение lim f(x) = 0
х - > + « >

означает, что у графика функции име­
ется горизонтальная асимптота у — 0 

(ось Ох). Учитывая всё вышесказанное, строим возможный график, 
он представлен на рисунке 15. I

Справедлива следующая теорема об арифметических операциях 
над пределами.

Теорема. Если lim/(х) = Ъ, lim g(x) = с, то:
х~*а х-*а

1) lim(/(x) + g(x)) = Ь + с;
х —*а

2) lim(/(i) • g(*)) = Ь ■ с;
Х —Ю

3) lim ^ Х  ̂ = — (при условии, что с ф 0); 
х-><> g(x) С

4) limfe/(x) = kb.
x —ta

1) D(f) = [0; +oo);
2) ДО) = 5;
3) lim f(x) = 3;

X—*2
4) Д2) = 0;
5) lim f(x) — 0.

X —»+ «>
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В курсе высшей математики доказано следующее утверждение: 
если выражение f(x) составлено с помощью алгебраических опе­

раций из рациональных, иррациональных, тригонометрических, об­
ратных тригонометрических, показательных, логарифмических 
выражений, то функция у  = Цх) непрерывна в любой точке, в ко­
торой определено выражение f(x).

Покажем, как это утверждение используется для вычисления пре­
делов функций.

Пример 2 Вычислить:
, х2 +  х  +  6  „  ,  С 0 8 Л Х  +  l g xa) hm ---- г---- — ; б) lim---- ------- — .

х->о ж3 +  3 х->1 2* +  1
jg,2 ^  g

Решение, а) Выражение f(x)  -------;--------определено в точке х  = О,
ж3 + 3

значит, функция у  = ft*) непрерывна в точке х  =  О, а потому
lim ft*) = ftO). Таким образом,х-»0

*2 + * + 6 О2 + 0  + 6 „В т ---- ;----—  = ——-----— = 2.
х->о х 3 +  3 О3 + 3

_ , ,  соялж + lg xб) Выражение f ( x) —---------------  определено в точке * = 1, зна-
2х + 1

чит, функция у =  f(x) непрерывна в точке ж = 1, а потому 
limft*) = ftl). Таким образом,дг-»1

созяж + Ig*  cos л +  lg l —1 + 0 1lim---------------- = --------------- = ----------= — .
х-,1 2х + 1  21 + 1  3 3

Ответ: а) 2; б) —-

В примерах 2а и 26 вычисление пределов было весьма простым: 
достаточно было найти значение функции, предел которой вычисля­
ется, в точке, к которой стремится аргумент ж. К сожалению, этот 
приём срабатывает не всегда.

ПримерЗ Вычислить: a) lim ------— ; б) lim — - .х~*-2 х2 + х  -  2 х->з 5х — 15
Решение, а) Если подставить значение х  =  —  2 в заданное выраже­

ние, то и в числителе, и в знаменателе получится 0 (в таких случаях в



математике принято говорить «имеется неопределенность вида

(ноль на ноль)»). Про значение функции в точке —2 ничего сказать 
нельзя (его просто нет). Что делать? Находящуюся под знаком преде­
ла алгебраическую дробь можно сократить:

х2 -  4 =  (,х -  2)(х +  2) _ х - 2
х2 + х -  2 "  (х -  1)(х + 2) ~ х - 1 '

Значит, функции у - х - 2
И у - совпадают при усло-

х2 + х — 2 ~  ’  х - 1
вии х ф  —2. Но напомним ещё раз: при вычислении предела функ­
ции при х  —> —2 саму точку х = —2 исключают из рассмотрения. Зна­
чит,

х2 - 4
llm -----* - » - 2  х ‘  + X  —

lim
х - 2 - 2 - 2  _  4 

- 2 - 1  3 '

б) Если подставить значение х =  3 в заданное выражение, то и в 
числителе, и в знаменателе получится 0; как видите, опять имеется 

Онеопределенность вида —. Чтобы избавиться от неопределенности, по­

ступим так: домножим и числитель, и знаменатель дроби
■Jx  +  1 — 2 

5х -  15
на выражение, сопряжённое числителю, т. е. на ух  +  1 +  2. Что это 
даст? Смотрите:

•Jx +  1 — 2 _ (six +  1 -  2)(slx +  1 + 2 )  _

5х  -  15 (5х -  15)(V* +  1 +  2)
(slx + l f  — 22 _ х  + 1 - 4  =

5(дс -  3)(slx +  1 +  2) 5(х -  3)(slx +  1 +  2)
____________ х  — 3_______________________1

5(* -  3  )(у1х  +  1 +  2) b(slx +  1 +  2) ‘

Значит,

О
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Выражение f(x) =
5(Vx + 1 +  2)

определено в точке х — 3, а зна­

чит, функция у =  f(x) непрерывна в этой точке, т. е. lim/(x) = f(3):
x-*S

lim
5 (V* + 1 + 2) 5(V3 + 1 + 2) 2 0 '

4 1
Ответ: a ) —; 6 ) — .

3 '20
Наше знакомство с понятием преде­

ла, как вы, наверное, заметили, зача­
стую опирается на интуицию и нагляд­
ные представления. Тем не менее и на 
этом уровне можно получать важные 
результаты, полезные в приложениях.
Рассмотрим один из таких результатов.

Возьмём числовую окружность, вы­
берем достаточно малое положительное 
значение t, отметим на окружности точ­
ку M(t) и её ординату, т. е. sin t; значит, 
t — это длина дуги AM, sin t — это дли­
на перпендикуляра МР  (рис. 16).

Для достаточно малых значений t 
длина дуги AM  примерно равна длине
отрезка МР, т. е. выполняется приближённое равенство sin t 

sin tследовательно, ----

Рис. 16

равенство. Если t 
sinfло, то также------

t

t, и,

и 1. Чем меньше t, тем точнее это приближённое 

- достаточно малое по модулю отрицательное чис- 

1. Естественно предположить, что

, sini 
lim-----
( - *0  t 1.

В курсе высшей математики доказано, что это предположение вер- 
г >  ■■ s i n !

но. Равенство lim---- =  1 называют в математике так: первый заме-!—>о t
(

чателъный предел (а о втором замечательном пределе lim 1 Н—  =  ех
п )

м ы говорили в приложении к § 2).



| Пример 4 Вы числить:

a) lim -
х -*0

sin  2 х
б)*

5х

Решение, а) Имеем:

Цш
х ->0

cos2x — cos4*

.. sm 2 *
urn ---------
х->о 5х

lim
х—*0

s in 2 x
2х

2
5

— lim 
5 х->о

s in  2* 
2 х  ‘

П олож им  t — 2х  и  зам етим , что если х  —> 0, то и  t  —> О. Значит,

2 , .  s in 2 *  2 ,  s in f  2 „ 2
- l i m — —  =  —lim -------— — • 1 — —.
5 х->о 2* 5 (->о t  5 5

И так , lim
х -»0

б)

s in 2 *
5*

lim
х ~*0

cos2x — cos 4*

6 lim
x -*0

= lim
x-*0

sin  Эх 
3*

2 s in 3 x s in x
— lim  6

x ->0

sin 3 x  s in * )  _  
3* x

l im — —  =  6
x -»0 *

1 1  =  6 .

Ответ: a) —; 6) 6. 
5

Упражнения

4.1. Распределите функции, граф ики  которых изображ ены  на рисун­
ке  17, а — е, на две группы : те, которые имеют предел при 
*  —> —2, и  те, которы е не имею т предела пр и  *  —> —2. У кажите, 
чем у равен  предел ф ункции при *  —» —2, в тех случаях , когда 
этот предел существует.

Постройте эскиз граф и ка ф ункции у  =  f (x),  обладаю щей у к азан ­
ны м и свойствам и.

4.2. a) lim f ( x )  = 1;
х —>-4

б) lim /(* )  =  - 4 ;
х -»2

в) lim f ( x )  = -4 ,5 ;

г) lim  f ( x)
X —> —1

‘ - 7 ;

д) lim  f ( x)  = 2;
x-*-5

е) l im f tx )  =  2,5.
x-»7
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Рис. 17

4-3. а) lim /(;c) =  2 и Д1) =  2;
Х-»1

б) lim /(jc) =  2 и /(1) не существует.
X —>1

а) lim fix) =  3 и f(x) >  О на +<»);

б) limf(x) — -3  и f(x ) <  0 на (-°°; + °°).
х -*2

j j ;  a) lim /(x) =  —2 и f(О) > -2 ;
т т ^ т  х —>0

б) lim /( * )  =  —2 и /(О) <  0.
х -*0
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4.6. a) lim Д х) = 5 и lim f ix)  = —1;
mmmm x -» -3  X-»—<»

6) lim Д х) — 5 и lim Дх) = 2.
x->-3 x->+°o

4.7. a) lim f ( x)  =  5 и lim  f i x)  = —2;
x -» -3  x —

6) lim f ( x)  = 5 и lim f(x) = —3.
x —>-3 x —>5

4.8. a) !>(/) = (—■oo; +°o), у  = Дх) — непрерывная функция, ДО) =  —1, 
lim f i x)  = 3, lim f i x)  — 1;

x —>-2 x->+oo

6) £>(/) =  [0; +oo), j/ - Дх) — непрерывная функция, ДО) =  2, 
lim f(x) — 1, lim Дх) = 2.
X—»1 X—>+°°

4.9. a) D(f) = (—oo; —1) u  (-1 ; +°o), функция непрерывна на проме- 
“  жутках (-0°; - 1 )  и ( -1 ;  +о°), ДО) = 2, lim f ( x)  = О, lim Дх) =  6.

х -» -1  Х-»°°

б) £>(/) =  (—оо; +оо), функция непрерывна на промежутках 
(—oo; - 1 )  И ( - 1 ;  +оо), ДО) = 2, lim Д х) = О, Д -1 ) = - 2 ,  
lim f(x)  = 3, lim Д х) = 0. 1

4.10. На рисунке 18 изображён график функции у  = Дх). Найдите:
а) lim f ix);  г) lim  Дх);

Х-»-оо

б) lim f(x);
х-*-2

в) Д -2);

д) lim Дх);
х—>2

е )  Д2).
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Вычислите.

a) lim(x2 -  2x -  4);
x—>2 r) lim(x2 + 2 x -  7);X-»l

6) lim x (x 2 +  x  — 6);
x—>—1 д) lim x (x 2 — x  +  9);x-»-2

в) l i m j x  +  6 ;
x-+3

e) lim J x  +  5 .
x—»—3

x  +  7
a) lim ------- ;

*->i 3 — x
r) lim 2* " 1 ;

*->5 x  -  2

«  4x  +  3o) lim ----------;
x^-0,5 x  +  2

„ 9j: +  1
я) T '  3 - - 5 ;

3

. 2 x 2 +  1
B) I™  ;

x->Ja x 2 — 4
. 3x2 +  1

e) lim .
x->S X2 — 1

4.13. a) lim 3* — 2cos

б) limlog3(5* +  7);
х -*4

в) lim
x -> -2

lg(4 — 3jc) +  ln(2x +  9)

r) lim 2* +  5 sin
x -*3 ^

2* -  x  
я ж )

Д) lim

18 J’

log4 2x
x - > 8 * - l o g ^ ( * - 5 ) ’

e) lim (lg(6x +  118) +  ln(2x +  7)).
ДГ-4-3

4 1 4 - a) lim --------- 2 ;
*-*o3x — x 2

6) lim
x 2 - 9

x-*3 x  — 3 ’ 
x  — 2в) lim

x - » 2 X 3 - 8

r) lim -
4 jc

Д) lim

c2 - 8 x ’ 

x 2 - 4

e) lim

2 1 + 2 ’  

X +  1
-1 X3 +  1



4.15. а) lim
х —►—Г

б) lim

х + 2
x->s2x2 + 3 х -  2 ’ 

Зх2 + 5 х - 2  
1 Зх - 1  ’

х2 — 4х -  12

г) lim
х->о:

д) lim

2х - 1
х-*оя2х2 — 7х + 3 ' 

Зх2 -  И х + 6

в) lim
X — >6

4.16. a) lim

х  —  6 

•Jx — 2

е) lim

х  — 3 

х + 5
x-t-5 х 2 +  Зх — 10 

х2 -  4
х->4 2х — 8 ’

б) lim

4.17. a) lim —*->osin2x 
sin3x

в) lim —:
Зх

б) lim

х-*о s in 7 x ’ 
s in x

х->о 4х

4.18. a ) l i m ^ 2*

г) lim
*->о 2х

х—*2 six —  1  —  1

, sin5xд) lim — ---- ;
х~*о 2х

х
е) lim ----------.

x-»o2sin4x

4.19. a) lim —

x->osin2x

Зх2

cosxб) l im ------ .
* ctgx

x->osin2x • s in 3 x ’ 
sin4x

sinx  • sin5x 
~ 6 x 2 !

6) limjc->osin6x’
sin x  • sin5x • sin6x

r) lim
x->0

, , sin2x д) lim ; 
x—>o sin7x

в) lim
x-»0 2X2

e) lim  —
3x2 • cos2x

x .osinSx • sin4x

Упражнения для повторения

4.20. Исследуйте функцию у  = f(x) на чётность, если:
а) /(х) = х 5 — 4х • cosx; г) Цх) = 6х4 — х2 • cosx;
б) Дх) = 2х2 ■ sin Зх; д) Д х ) -----log2W ' tgx;

2COSX х 5 — 4
в) Д х ) ---------- х; е) Дх)

cos3x
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4.21. Докажите, что число Т является периодом функции у = f(x), 
если:

а) f(x ) = sin—, Т =  6л;
О

2х
б) f(x) = cos— , Т =  —6я;

в) f(x) = 2tg2jr, Т -

4.22. Решите уравнение:

а) (ч/50Г • ШУ = 0,1;

б )  3  - -  1 0 - 25;

в) ( S T  ■ (2>/3 f *  =  36;

D 5- - +  1 2 ‘ 6 = 42.

с) f(x) — cos — , Т — 8л;
4
Зхд) f(x) -  sin— , Т = -12л;
4

1 4л
е) fW  = —ctg3x, Т =  — .

х + л, если х  <  —я,
ИИ1 4.23, Дана функция у = f(x), где f(x) = s in *, если —л ^  х <  л, 

six — л, если i  >  л.

а) Постройте график функции j/ =  f(x);
б) укажите промежутки возрастания и убывания функции;
в) укажите промежутки, на которых f(x) >  0;
г) найдите, при каких значениях параметра р уравнение f(x) =  р  
имеет более двух корней.

§ 5. Приращение аргумента.
Приращение функции

В название нашего учебного предмета входит словосочетание «эле­
менты математического анализа». Что же анализируют? Анализиру­
ют, в частности, поведение функции у =  f(x) около конкретной точ­
ки Ха, анализируют, как меняется значение функции при изменении



значения аргумента. Для этого используют понятия приращений ар­
гумента и функции.

I
 Определение 1. Пусть функция у = Дх) определена в точках х0 и Х\. 

Разность х j  — х0 называют приращением аргумента (при переходе 
от точки х0 к точке х,), а разность ДХ[) — f(x0) — приращением 
функции.

Приращение аргумента обозначают Ах (читают: дельта икс, А — 
прописная буква греческого алфавита «дельта»), приращение функ­
ции обозначают Ау или Af.

Итак, X j  — х0 =  Ах, значит, х г =  х0 +  Дх. 
f(xj) -  Лх0) =  дУ (или Af), значит,

дУ =  fixо +  Дх) -  Дх„).

Термин «приращение» не следует истолковывать буквально, как 
«прирост»: и Дх, и Ау могут быть как положительными, так и отри­
цательными числами.

I Пример Найти приращение аргумента и приращение функции 
у = fix), где Дх) =  х2, при переходе от точки х0 =  2 к точке:

а) X! = 2,2; б )х2 = 1 ,99 .
Решение, а)

Дх =  X! — х0 =  2,2 — 2 =  0,2;
Ау =  Дх!) -  Дх0) -  2,22 -  22 =  4,84 -  4 =  0,84.

б)
Дх =  х2 — х0 =  1,99 — 2 =  —0,01;

Ду =  Дх2) -  Дх0) =  1,992 -  22 =  3,9601 -  4 =  -0,0399.

Ответ: а) Дх = 0,2, Ау = 0,84; б) Дх = -0,01, Ау = -0,0399. I

Используя понятия приращений аргумента и функции, можно 
дать другой вариант определения непрерывности функции в точке, 
который оказывается полезным для многих приложений. Смотрите: 
функцию у =  fix) называют непрерывной в точке х  =  а, если 
limf(x) = Да); другими словами, Дх) —> Да) при х —» а, т. е.
х-*а

fix) — Да) -» 0 при х — а -» 0. Но х -  а =  Дх и Дх) -  Да) =  Ау. Зна­
чит, функция у = Дх) непрерывна в точке х  =  а в том, и только в 
том  случае, когда в этой точке Ау -> 0 при Дх —» 0.



Как видите, теперь у нас есть два варианта определения непре­
рывности в точке:

функция у = f(x) непрерывна в точке х = а:
1) предел функции в точке ра- 2) при стремлении прираще-
вен значению функции в этой ния аргумента функции к ну-
•гочке: лю приращение функции так-
limf(x) = f(a). же стремится к нулю: Ау —> О
* ■ "  при Ах - »  0 .

Первый вариант чаще используют в теории, второй — в приложе­
ниях.

I Определение 2. Функцию у = Дх) называют непрерывной на про­
межутке X,  если она непрерывна в каждой точке промежутка.

Уточним, что означает непрерывность функции в концевой точке 
промежутка. Например, как понимать непрерывность функции в точ­
ках а и Ь отрезка [а; Ь]? Для точки а определение непрерывности бу­
дет выглядеть так:

если Ах > 0, Ах —> 0, то Ду -» 0.
Для точки Ь определение непрерывности в терминах приращений 

будет выглядеть так:
если Ах < 0, Ах —» 0, то Ду -» 0.

Например, справедливы следующие утверждения: функция у = х3 
непрерывна на всей числовой прямой; функция у — %[х непрерывна на 
луче [0; +°°); функция у = log„ х непрерывна на открытом луче (0; +°°).

Упражнения
5.1. Найдите точку x lt в которую переходит указанная точка х0 при 

указанном приращении Ах аргумента:
а) х0 = 0, Ах = 0,01; г) х0 = 1, Ах = 0,02;
б) х0 = 2, Дх = —0,02; д) х0 = 3, Ах = -0,01;
в) х0 = -1,21, Ах = 0,01; е) *0 -  -2,23, Ах = -0,02.

5.2. Найдите точку х0, которая переходит в указанную точку Ху при 
указанном приращении Ах аргумента:
а) Ху = 3,001, Дх = 0,001; г) Ху = 4,003, Дх -  0,003;
б) X! = 4,998, Дх = -0,002; д) Ху = 1,999, Дх = -0,001;
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в) Х\ =  —3, Дх =  0,О5хо; е) х х = —2, А х  =  -0 ,0 5 х 0.

5.3. Найдите приращение функции у  =  Зх + 1 при переходе от точки 
Х() -  2  к  точке x lt если:
а) Х\ =  2,1; в) х± — 2,02; д) Xj = 1,8;
б) Хх =  2,2; г) Xi = 2,01; е) х , = 1,9.

5.4. Найдите приращение функции у = х 2 — Зх  при переходе от точ­
ки Хо =  —1 к точке Xi, если:
а) Х \  =  —1,2; в) х 1 = -1 ,5 ; д) X! = -0 ,8 ;
б) X! -  -1 ,1 ; г) х , = —0,9; е) Xi = —0,5.

Найдите приращение функции у  = •Jx + 2 при переходе от точ-
ки Хо =  2 к точке Xi =  х 0 + Дх, если
а) Дх =  0,25; в) Дх = -0 ,3 1 ; д) Дх =  0,89;
б) Дх =  0,56; г) Дх = -0 ,0 4 ; е) Дх = -0 ,7 9 .

Найдите приращение функции у  = s in x  при переходе от точки
X q = л к  точке X i = х0 4- А х , если:

» л л 5л
а) Дх =  - ; в) Дх = - - ;

4 д )Д х  = - т ;

Л * л Л
б) Дл: =  —;О г) А х  = - —; е) Дх = ——.

5.7. Найдите приращение функции у  =  log2x при переходе от точки 
х 0 = 1 к точке X! -  х0 + А х , если:
а) Ах  = 1; в) Ах = -0 ,7 5 ; д) Ах  -  7;
б) Дх =  3; г) Ах = —0,5; е) Дх -  —0,875.

5.8. Найдите приращение А х  аргумента при указанных изменениях 
’ начальной точки Хо и точку Х\ =  Хо + Дх:

а) Хо = 2 увеличивается на 5 %;
б) х0 = 1,1 уменьшается в 1,5 раза;
в) х0 “  5 уменьшается в 2 раза;
г) х0 = 3 уменьшается на 2 %;
д) х0 = 2,1 увеличивается в 1,5 раза;
е) х0 = 3 увеличивается в 3 раза.

Выразите приращение Ду  данной функции у  =  Дх) через прира­
щение Дх аргумента при переходе от точки х к точке х + Дх.

5.9. а) Дх) — 4х + 5; г) Дх) = 3 -  2х;
б) Дх) =  3 -  х 2; д) Дх) = 2х2 + 1;

I



в) f ( x )  = - ;
X

e ) f ( x )  =
X

5.10. а)Д х) = 2*+1;
б) Дх) = lg  x ;
в) Д х ) = c o s x ;

r) f i x )  -  3*;
д )  f i x )  = In x;
е) Дх) = sin  x.

5Л1. a) Дх) = k x  + 6;
6) f ( x )  = ад:2 + b x  + c;

r) f i x )  = k x ;  
д) Дх) = а х 2;

в) f ( x )  = log„  x ; e) f ( x )  -  —.
X

Упражнения для повторения
5.12. Известно, что logs 2 -  а и log63 =  Ь. Выразите через а и Ь;

а) log524; в) log554;

б) log536; г) log5 72;

5.13. Вычислите:
а) log3 81 • (log6 4 + log6 9);

б) logj 125 • (lg 300 — lg3);
5

log2 8 -  log2 343
в )  ---- 6 7----------- 1----- .

log2j3 12
5.14. Решите уравнение:

а) s in x  • -v/4 — x 2 = 0;

б) cosx • -J4x — 3 — x2 =  0;

в) tg x  ■ V9 -  4x2 = 0;

д) log56,75;
2

е ) l o g s - .

r) log2 16 (lg5 + lg 20);

Д) logi 777 • (log12 432 -  log123);
5 81

lo g ^ 5 s /2 - lo g ^ lO
6 log3js4 5

r) cosx • yj9 — x 2 =  0;

д) s inx  • \Ibx -  2 — 2 x2 = 0;

е) ctgx • 7l 6 — x2 = 0.
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Итак, в главе 1

Познакомились с новыми свойствами числовых последовательно­
стей:

— ограниченность снизу;
— ограниченность сверху;
— сходимость;
— расходимость.
Выяснили, что такое:
— окрестность точки;
— предел числовой последовательности;
— предел функции на бесконечности;
— предел функции в точке;
— приращение аргумента;
— приращение функции.
Изучили арифметические операции над пределами числовых по­

следовательностей и над пределами функций.
Узнали, какие два соотношения специально выделяют в курсе 

высшей математики: 
sin*— lim------ = 1 — первый замечательный предел;

* - * о  *

— lim
П-*00

Узнали два варианта определения непрерывности функции в точке:
— «на языке пределов»: lim f(x) — f(a);

х - * а

— «на языке приращений»: Ду —» О при Ах  —> 0.

Вопросы

1. Что такое числовая последовательность?
2. Какую последовательность называют возрастающей; убывающей?
3. Сформулируйте определение ограниченности последовательности 

сверху (снизу).
4. Приведите примеры последовательностей, которые ограничены 

только сверху (только снизу).
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5. Может ли возрастающая последовательность быть не ограничен­
ной сверху, а убывающая — не ограниченной снизу? Если да, то 
приведите примеры.

6. Какой числовой промежуток называют окрестностью точки а  ра­
диусом г?

7. Дайте определение предела последовательности; сходящейся по­
следовательности.

8. При каких значениях знаменателя q сходится бесконечная геоме­
трическая прогрессия?

9. Верно ли, что из сходимости последовательности следует её огра­
ниченность? Верно ли обратное, т. е. что из ограниченности по­
следовательности следует её сходимость?

10. Какая связь имеется между пределом функции на бесконечности и 
наличием у неё горизонтальной асимптоты?

11. Сформулируйте теоремы об арифметических операциях над преде­
лами последовательностей, функций.

12. Что называют приращением аргумента х  при переходе от х0 к х х1
13. Что называют приращением функции у =  f(x) при переходе аргу­

мента от х0 к Xi?
14. Сформулируйте определение функции, непрерывной в точке х =  а:

— «на языке пределов*;
— «на языке приращений».

Тест

1. Укажите формулу, которая задаёт последовательность
5, 9, 13, 17, ... .

а) уп = 4л +  1 в) уп =  Зга + 2
б) у„ = 6га -  1 г) уп =  га + 4

2. Укажите последовательность, которая не является монотонной.
а) хп =  (3 — га)2 в) хп =  — ОД"-2
б) х п =  га3 +  1 г) хп =  ( - l ) n + 1

3. Укажите свойство, которое всегда следует из сходимости последо­
вательности.
а) последовательность убывает
б) последовательность ограничена сверху и не ограничена снизу
в) последовательность монотонна
г) последовательность ограничена



22 j" 
34. Дана последовательность уп =  — . Укажите верные утверждения.

а) последовательность сходится
б) последовательность является убывающей
в) последовательность ограничена снизу
г) предел последовательности больше нуля

Вычислите lim
П -* О 0

(Зга -  4)(2 -  5га)

6. Найдите Urn

7,

\j5x +  6
2х — 3)

х + 1

Найдите приращение функции у =  х2 +  2х — 3 при переходе от 
точки х =  0 к точке х +  Ах =  0,1.

8. Установите соответствие между пределом и его значением.
sin jc cos х

A. lim
* - » о  —х

1) -0,5

„  sin(-x)Б. lim--------х-*о 2х
2) -1 ,5

„  sin3x В. lim— -— н о  -2х
3) -1

9. Укажите прямую, которая является горизонтальной асимптотой к 
2х — 1графику функции у =
х +  2

а) У = 2
б) У =  —2

в) У =  1
г) у =  -0 ,5

10. Укажите функцию, которая является непрерывной в точке х =  2. 
х3, если х  «  2,
14 — 2х, если х >  2а) У =

б) У =

в) У =

г) У =

Зх, если х  ^  2,
2х +  3, если х >  2

co sjix , если х  <  2, 
•Jx — 1, если х > 2

2 * ' 2, если х < 2, 
log2 х, если х >  2



Дополнительные задачи

1. Для последовательности уп =  —2л2 + 19л — 42, л е N, найдите все 
значения л, при которых:
а) у„ =  0; г ) у „ > у п + 1;
б) уп >  0; д) уз < уп;
в) Уп <  Уп + й е) Уп принимает наибольшее значение.

2. Перечислите все элементы последовательности о„ = —3 + 0,1л, 
п е N , которые принадлежат окрестности точки а  радиусом г:
а) а =  -3, г — 0,2; в) а =  -3 , г = 0,5; д) а = 4, г = л '2;
б) а =  -3, г =  0,1; г) а =  -2 , г =  0,2; е) а = л, г — 0,15.

3. Найдите наибольшее значение г, при котором в окрестности точ­
ки а  радиусом г нет ни одного члена последовательности

хп =  1 +  —, л е N: 
п

а )  а =  3; в) а = 0; д) а = 1,12;
б) а — 2,01; г) а  =  0,99; е) а =  1.

б.

Найдите наименьшее значение л, начиная с которого все члены 
Юл +  21последовательности хп = ---------- , л е N , принадлежат окрестно-

л + 1
сти точки 10 радиусом г:
а) г = 1 0 ; в) г = 2 ;  д )г  =  0,1;
б) г = 5 ;  г) г =  1; е) г =  0,01.

5. В последовательности гп — ап +  3 п е N, значение коэффи-
(2 +  а)п -  3 ’

циента а  наудачу выбирают из чисел 1, 2, ..., 10. Найдите вероят­
ность того, что limz„:

П - *  00

а) положителен; г) больше 0,5;
б) больше 1; д) больше 0,7;
в) равен 0,5; е) меньше 0,8.
Для бесконечной геометрической прогрессии, знаменатель кото­
рой по модулю меньше единицы, по известным двум из трёх зна­
чений S , 61; q вычислите третье:
а) bi — 4, q =  0,5; г) S  =  —3, q =  -0 ,3 ;
б) &! =  -6 , q =  -0 ,2 ; д) S  = V2 +  1, 6i =  1;
в) S  =  2, q =  0,3; e) S  =  1 000 000, bj = 1000.
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7. В бесконечной геометрической прогрессии первый член наудачу 
“  выбирают из чисел 1, 2, 3, 4, 5, а знаменатель — из чисел 0,5 и 

0,9. Найдите вероятности событий:
а) второй член прогрессии меньше 5;
б) второй член прогрессии меньше 0,5;
в) третий член прогрессии равен 1;
г) третий член прогрессии меньше 3;
д) сумма прогрессии равна 10;
е) сумма прогрессии больше 20.
При вычислении пределов бывает полезным раскрывать скобки по 
формулам сокращённого умножения или по формуле бинома Нью­
тона. При этом нужными для решения оказываются не все число­
вые коэффициенты, а только один или два из них.
Например:

= limХ->°°

, (х + 2)5 -  ж4 (ж + 1)1хш------------ ------------=ж4
(ж5 + 5 • X4 ■ 2 + а3ж3 + а4ж2 + ахх  + 32) -  (ж5 + ж4) 

ж4

' lim 9 + - = 9 + 0 = 9.

8. Вычислите пределы функций при ж 
”  (2ж + 1)3 -  8ж3 . х“

а)

б)

в)

24х
(ж+4)3 -  (ж3 +12ж2)’ 
(ж + З)3 -  ж(ж + I)2

г)

Д)

е)

(ж + 2)3 -  ж2(ж +  1)’ 

ж5 -  (ж + З)5 
(ж -  З)4 :

ж7 + (1 -  ж)7
(ж + I)6

9. Вычислите пределы функций при ж —> 0:

а)

б)

в)

(1 + ж)3 -  1

(1 -  Зж)3 -  1

8 -  (2 -  ж)3

(1 + ж)4 -  1

(1 -  ж)5 -  1 
10ж ;

(1 + 4ж)5 -  (1 + 5ж)4
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10. График какой функции окажется выше графика другой функции 
«на плюс бесконечности*, т. е. при всех достаточно больших зна­
чениях х :
а) f ix)  = 2х  -  1 или g(x) = х  +  10;
б) f ix )  = х 2 -  100 или g(x) = х  + 100;
в) f (x ) = Зх3 + 2х2 + х  или g(x)  =  4х4;
г) f ix)  = 2х5 — Ьх4 — 7 или g(x) = х ь + Зх2;
д) f{x) — 5cos Ъх или g(x) = х  — 50;
е) f(x)  = 2х или gix) = ж20?



Из истории математики

Приближение сложных объектов и ситуаций простыми является 
одной из фундаментальных математических конструкций. Иррацио­
нальные числа приближают рациональными, бесконечные десятич­
ные дроби — конечными, площади криволинейных фигур и объёмы 
пространственных тел приближают площадями многоугольников и 
объёмами многогранников, непрерывные процессы — дискретными, 
вместо перемещения точек и тел с переменной скоростью в первом 
приближении рассматривают равномерные движения и т. п.

Обычно процесс приближения, или аппроксимации1, организуют 
так, чтобы он сходился, т. е. чтобы при уменьшении погрешности 
приближения результат всё ближе и ближе подходил к некоторому 
окончательному ответу, к своему пределу.

Теория пределов последовательностей и функций составляет осно­
ву современного математического анализа. Первые строгие, формаль­
но-логические определения и доказательства теории пределов появи­
лись в первой трети XIX в. Основы этой теории были предложены в 
работах великого французского математика Огюстена Луи Коши 
(1789—1857). Именно он стал трактовать (около 1820 г.) бесконечно 
малые величины как переменные, стремящиеся к нулю, и предложил 
использовать для этого технику, основанную на понятии окрестно­
стей точек. Немецкий математик Генрих Гейне2 (1821—1881) предло­
жил некоторый альтернативный подход, основывая теорию пределов 
функций через пределы последовательностей. Термины «предел по 
Коши» и «предел по Гейне» и в XXI в. присутствуют в любом курсе 
математического анализа.

Однако эти теории XIX в. стали не столько началом, сколько ито­
гом долгого исторического процесса развития естествознания. До это­
го, в конце XVII в. и в XVIII в. в основном исследовали анализ беско­
нечно малых, или просто бесконечных (см., например, двухтомный 
трактат «Введение в анализ бесконечных* (1748 г.) Леонарда Эйле­
ра), активно изучали вопросы о разложении в бесконечные ряды и 
произведения. Скажем, шотландец Д ж е й м с  Г р е г о р и  (1638— 
1675) систематически работал с бесконечными последовательностя­
ми, суммами и произведениями, писал в 1667 г. об операции пре-

1 От англ, approximation — приближение.
2 Не путать с поэтом Генрихом Гейне.
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дельного перехода и о «...сходящейся последовательности много­
угольников, окончание которой есть круг...».

До этого базовой техникой исследования сложных фигур и тел 
был метод неделимых, связанный в основном с именами Б о н а -  
в е н т у р ы  К а в а л ь е р и  (1598—1647) и Иоганна Кеплера (1571— 
1630), который в своей «Новой астрономии* использует понятие не­
делимых при формулировке своих трёх законов движения планет. 
Принцип Кавальери и его метод неделимых оказали самое серьёзное 
влияние на математиков XVII в. вплоть до Лейбница и Ньютона, ино­
гда метод называли «царской дорогой» в геометрии. Один из предше­
ственников математического анализа Джон Валлис (1616—1703) раз­
работал алгебраический вариант метода неделимых, который изло­
жил в своей «Арифметике бесконечного* (1656 г.).

Методу неделимых предшествовал метод исчерпывания. Сам тер­
мин появился в средневековой Европе, но, по существу, оказался пе­
реформулировкой и систематическим использованием результатов 
античных математиков Архимеда (287—212 до н. э.) и Евдокса (408— 
355 до н. э.), которые никакого специального названия методу не 
давали, но широко его применяли, неявно основываясь именно на 
понятии предельного перехода.

Метод Евдокса изложен в X  книге «Начал» Евклида и звучит при­
мерно так: «...если от большей из двух величин отнять больше поло­
вины, а от того, что останется, — ещё больше половины, то когда-то 
получится величина меньше меньшей из заданных величин». В со­
временных терминах это можно записать так: если 0 < у п + 1 < 0 ,5у п, 
то, начиная с некоторого номера, все у п будут меньше наперёд задан­
ного положительного числа; кратко, lim у„ = О. В «Началах» Евкли-

П —

д« последовательные приближения многоугольниками по методу Ев­
докса успешно применялись для теорем о площади круга, объёмах 
конуса и цилиндра. Развивая метод Евдокса, Архимед получил ряд 
эимечательных фактов: площадь сферы в 4 раза больше площади её 
большого круга, объём цилиндра, описанного вокруг шара, в 1,5 раза 
больше объёма шара и т. п.

В свою очередь, в античной философии, предшествующей Евдоксу 
и Архимеду, уже широко обсуждались рассуждения, основанные на 
предельном переходе, типичным примером которых является пара­
докс Зенона (V в. до н. э.) об Ахиллесе, который «никогда* не дого­
нит черепаху.
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Глава 2

Производная

§ 6. Определение производной
Начнём с рассмотрения двух задач, совершенно различных но сю­

жету: первая задача — физическая, вторая — геометрическая. Как 
вы увидите, они в процессе решения приведут к одной и той же (но­
вой для вас) математической модели.

Задача 1 (о скорости движения) По прямой, на которой заданы на­
чало отсчёта, единица измерения (см) и направление, движется мате­
риальная точка. Закон движения задан формулой s = s(t) (t — вре­
мя (с), s(t) — координата точки на прямой в момент времени t). Най­
ти скорость движения тела в момент времени t.

Решение. В момент времени t материальная точка занимает поло­
жение М  (рис. 19): ОМ = s(t).

A s

— I---------1------------------------ 1--------------* ■
О М  P x

Puc. 19

Дадим аргументу t приращение At. Материальная точка в момент 
времени t + At займёт положение Р: OP = s(t + At). Значит, за At се­
кунд движущаяся точка переместилась из точки М  в точку Р. Имеем: 
МР = ОР -  ОМ = s(t + At) — s(t). Итак, МР = As (см).

Найдём среднюю скорость иср движения материальной точки за
Asпромежуток времени [1; t + Atl: oCD = — . Предел средней скоростиAt

движения за промежуток времени [1; t + At] при условии, что At вы­
бирается всё меньше и меньше, точнее, при условии, что At 0, на-



зывают мгновенной скоростью движения в момент времени t и обо­
значают и(£). Таким образом,

Asv(t) = lim — . Дя—*о At

| Задача 2 (о касательной к графику функции) Дан график функции 
у = f(x). На нём выбрана точка М(а; Да)), в которой к графику функ­
ции можно провести касательную, не параллельную оси ординат 
(рис. 20). Найти угловой коэффициент касательной.

Решение. Дадим аргументу приращение Ах и рассмотрим на гра­
фике точку Р с абсциссой а + Ах. Ордината точки Р равна f(a + Ах). 
Угловой коэффициент секущей МР, т. е. тангенс угла между пря­
мой МР и осью Ох, можно найти из прямоугольного треугольни- 

Аука MPL: kKK = - —. Если мы теперь устремим Ах к нулю, то точка Р Ах
начнёт приближаться по кривой к точке М .  В учебнике для
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10-го класса мы говорили о том, что касательная — это пре­
дельное положение секущей МР при приближении точки Р по гра­
фику к точке М. Значит, угловой коэффициент k касательной вы-

Д учисляется по формуле k = lim k„K, a feceK = --- . Таким образом, для
Ах

углового коэффициента касательной мы получаем следующую фор­
мулу:

Эту формулу мы вывели при условии, что касательная не парал­
лельна оси ординат. Если же касательная к графику функции в точ­
ке а параллельна оси ординат (рис. 21), то уравнение такой касатель­
ной имеет вид х — а, об угловом коэффициенте говорить в этом слу­
чае некорректно. I

Подведём итоги. Две различные задачи привели к одной и той же 
математической модели — пределу отношения приращения функции 
к приращению аргумента при условии, что приращение аргумента 
стремится к нулю. Многие задачи из различных областей знания 
приводят в процессе решения к такой же математической модели. 
Значит, эту математическую модель надо специально изучить: ввести 
для этой модели название, дать определение и научиться работать с 
этой математической моделью.
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Определение. Пусть функция у = f(x) определена в некотором ин­
тервале. Возьмём точку х0 и з  этого интервала и дадим аргументу 
приращение Лх такое, чтобы не выйти из этого интервала. Найдём 
приращение функции Ду = f(x  + Дх) — f(x) и составим отноше- 

Ду
ние ——. Если существует предел этого отношения при Дх —> О, то Дх
указанный предел называют производной функции у = f(x ) в точ­
ке х 0; обозначают f'(x0) или, кратко, у'.

Итак,

Г(х0) 11»Дх-> 0  Дх

Рассмотренные выше задачи 1 и 2 позволяют истолковать произ­
водную с физической и геометрической точек зрения.

Физический (механический) смысл производной состоит в сле­
дующем. Если s = s(t) — закон прямолинейного движения, то произ­
водная выражает мгновенную скорость в момент времени t:

v(t) = s'(t).

Вообще, если некоторый реальный процесс протекает по закону 
s = s(t), то производная s'(f) выражает скорость протекания процесса 
в момент времени t. С математической точки зрения производная 
f'(x) выражает скорость изменения функции у = f(x) в точке х.

Рассмотрим, в частности, постоянную функцию у = С. Скорость её 
изменения равна нулю (ведь значения функции не меняются от точки 
к точке). Это значит, что

(СУ -  0.
Геометрический смысл производной состоит в следующем. Если 

к графику функции у = f(x) в точке с абсциссой х = а можно провести 
касательную, непараллельную оси ординат, то f ( a ) выражает угловой 
коэффициент касательной:

k = Па). ____

Угловой коэффициент прямой — это тангенс угла между осью аб­
сцисс и прямой. Значит,



Рассмотрим, линейную функцию у  = kx  + от. Фактически любая 
прямая является касательной к самой себе, значит, производная этой 
функции равна к:

(кх + т)' = к.

В частности,

(*)' = 1.

Упражнения
6.1. Движение точки по координатной прямой задаётся уравнением 

s = s(t), где t — время (в секундах), a s(t) — отклонение точки 
от начального положения в момент времени t (в метрах). Найди­
те среднюю скорость иср движения точки, если:
а) s(t) = 4t + 3, = 2 с, t2 — 4 с;
б) s(t) = t2 + 2, ti =  0 с, t 2 = 1 с;
в) s(t) =  t2 +  4 1 ,  fj =  3 c, t2 —  3,5 с;
г) s(t) = 5t + 1, tj = 5 c, f2 = 6 c!
д) s(() = t2 + 6, fj — 2 c, <2 = 5 c;
е) s(f) = t2 + 31, ti — 1 c, t2 = 1,2 c.
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6.2. Известны закон движения точки по координатной прямой 
s(f) =  34 +  1 и время движения от t0 =  0 до 4 =  40 +  At. Найдите:

a) s(t0) и s(40 +  Д4);

б) As;

6.3. Известны закон движения точки по координатной прямой 
s(t) =  2 t  +  3 и время движения от t =  1 до 1 +  At. Найдите:
а) s(l) и s(l +  At);
б) As;
в) среднюю скорость оср;
г) мгновенную скорость движения в момент времени 4 = 1 .

6.4. Известны закон движения точки по координатной прямой 
s(4) =  k t  +  т и время движения от t0 до t0 +  At, где to — фикси­
ровано. Найдите:
а) s(«o +  At);
б) As;
в) среднюю скорость иср;
г) мгновенную скорость движения в момент времени f0.

6.5. Известны закон движения точки по координатной прямой 
s(4) =  t2 +  1 и время движения от t =  3 до 3 +  At. Найдите:

a) s(3) и s(3 4- At);

б) As;

6.6. Известны закон движения точки по координатной прямой 
s(t) =  t2 +  2t и время движения от t =  2 до 2 +  At. Найдите:
а) s(2) и s(2 +  At);
б) As;
в) среднюю скорость оср;
г) мгновенную скорость движения в момент времени 4 = 2.

6.7. Известны закон движения точки по координатной прямой 
“ ““ s(4) =  42 и время движения от 40 до 40 +  At, где 4о — фиксирова­

но. Найдите:
а) s(4„) и s(40 +  At);
б) As;
в) среднюю скорость оср;
г) мгновенную скорость движения в момент времени 40.



6 .8 . Известен закон движения точки по прямой s = s(t). Найдите 
мгновенную скорость движения точки в момент времени <, если:
а) s(t) = t; в) s(() = 3t + 4; д) s(t) = 1;
б) s(t) = 2,51; г) s(t) = 4t — 7; e) s(() = t + 10.

6.9. На рисунке 23, a—г изображён график функции у =  f(x) и каса­
тельные к нему, проведённые в точках с абсциссами Х\ и х2. 
Найдите угловые коэффициенты этих касательных.

6 .10. Используя рисунок 23, а—г, найдите значения f'(x,) и f'(x2).

Рис. 23
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6.11. Найдите скорость изменения функции в произвольной точке х:
а) у = х  — 4; г) у = 100;

2х — 3б) у  = 6 -  х; Д) У = — ~— ;
в) у  — —6,8.x; е) у = 9,1х + 1,9.

6.12. Найдите скорость изменения функции у = х2 в точке х0, если:
а) х0= 1; г) х0 = —4;
б) х0= -1 ;  д)х0=О,5;
в) х0 = 3; е) х0 = 0.

6.13. На рисунке 24 изображён график функции у  = g(x) и восемь то­
чек на оси абсцисс: x lt х2, ..., х8. Верно ли утверждение:
а) угловой коэффициент касательной положителен в четырёх 
точках;
б) угловой коэффициент касательной положителен в трёх точ­
ках;
в) угловой коэффициент касательной отрицателен в трёх точ­
ках;
г) угловой коэффициент касательной отрицателен в двух точ­
ках;
д) угловой коэффициент касательной равен нулю в трёх точ­
ках;
е) угловой коэффициент касательной равен нулю в двух точ­
ках?



Рис. 25

6.14. На графике функции у =  f(x) (рис. 25) отмечены точки А, В, С, 
D, Е , F. Установите соответствие между каждой точкой и утвер­
ждением, верным для этой точки:
а) ордината и угловой коэффициент касательной положительны;
б) ордината и угловой коэффициент касательной отрицательны;
в) ордината положительна, а угловой коэффициент касательной 
равен нулю;
г) ордината положительна, а угловой коэффициент касательной 
отрицателен;
д) ордината отрицательна, а угловой коэффициент касательной 
равен нулю;
е) ордината отрицательна, а угловой коэффициент касательной 
положителен.

6.15. На рисунке 26 изображён график функции у =  f(x). Приведите 
“ “  примеры таких целых значений аргумента х, и х2, при которых

выполняются условия:
а) Г(Х!) -  0, Г(х2) > 0; г) Г(х,) < О, Г(х2) =  0;
б) А х ,)  > 0, Г(х2) >  0; д) Г(х.) < 0, Г(х2) <  0;
в) f i x i) < 0 , Г(х2) >  0; е) f ( x x) > 0 , Г(х2) <  0 .

6.16. На рисунке 27 изображён график функции у =  f(x) и касатель- 
ные к нему, проведённые в некоторых точках. Пользуясь рисун­
ком, сравните с нулём значения производных в точках касания:
а) ГС-4); в) fX -6); д) f ( 2);
б) Г(0); г) Г(7); е) f ( - 12).

6.17. На рисунке 27 изображён график функции у =  f(x). Сравните:
-----  а) П ~ 8) и П - 1); в) f ( - 3 )  и f(0); д) Г(-2) и Г(2);

6 ) f ( l )H f(5 ) ;  г )Г (З )и А -З ) ; е) и f(2).

| б 5



Рис. 28
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6.18. На рисунке 28 изображён график функции у = f(x). Пользуясь 
рисунком, укажите верные и неверные утверждения, ответ объ­
ясните:
а) f  (*i) = 0; в) f  (*„) < 0; д) f \ x 3) = f  (х5);
б) f  (х2) = 0; г) f  (х6) > 0 ; е) f  (х6) < f  (х2).

6.19. На рисунке 29, а, б изображены график функции у = f(x) и ка­
сательная к нему в точке х0- Найдите тангенс угла наклона каса­
тельной.

6.20. На рисунке 30, а, б изображены график функции у = f(x) и ка­
сательная к нему в точке х0. Найдите угловой коэффициент ка­
сательной.

б

Рис. 29
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Рис. 30

Рис. 31
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6.21. На рисунке 31, а, б изображены график функции у  = f(x) и ка­
сательная к нему в точке х 0. Найдите значение производной в 
точке касания.

6.22. На рисунке 32 изображён график функции у = f(x), заданной на 
интервале (а; Ь). Установите количество точек, в которых каса­
тельная к графику функции параллельна прямой у = —10.

Упражнения для повторения
Вычислите предел. 

2х2 -  6х6.23. а) Пт
——■ х -»0 Зх

б) Пт х -  4
х—*4 s[x — 2

6.24. а) И т-
ж —»о

б) Пт-
х ->0

S i n  X  CO S X

6.25. Найдите сумму бесконечной геометрической прогрессии
"™“ 2 1 1

3 ’  3 ’ 6 ’ ’
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ИКГ 6.26. а) При каких значениях параметра р  уравнение sin2x 
1 — cosx

= О на

промежутке [0; р] имеет три корня?
„  „  cos2xо) При каких значениях параметра р уравнение---------- = О на

1 + sinx
промежутке [0; р] имеет четыре корня?

§ 7. Алгоритм нахождения производной
Определение производной, сформулированное в предыдущем па­

раграфе, удобно переформулировать в виде некоторого пошагового 
алгоритма действий по нахождению производной.

Алгоритм нахождения производной функции у = f(x)
1. Зафиксировать значение х, найти f(x).
2. Дать аргументу х  приращение Ах, перейти в новую точку 

х  + Ах, найти f(x + Ах).
3. Найти приращение функции: Ду  = f(x + Ах) — f(x).

Ay4. Составить отношение ——.Ах
Ау5. Вычислить lim — .лх-*о Ах

Приведём несколько примеров использования алгоритма нахожде­
ния производной.

Функция у  — X2

1) Зафиксируем х. Найдём /(х) = х 2.
2) Дадим аргументу х  приращение Ах, перейдём к х  + Ах. Тогда

f(x + Ах) = (х+ Ах)2.
3) Найдём приращение функции:

Ay = fix + Дх) -  f(x) = (х + Ах)‘г -  х 2 -  
= х2 + 2хАх + (Дх)2 -  х2 = Дх(2х + Дх).



4) Найдём отношение - —: 
Ах

ДУ 
Ах

Дх(2х +  Дх) „ , А
------------------ = 2х  + Ал-.

Ал:

5) Вычислим
До

l im ---- . Так как х  — фиксированное число, а
д*->0 Дд

Ах -» 0 , то
До

lim —-  = lim (2х +  Дд:) = 2х. 
Дх->0 Ах д*-*о

Итак,

(л:2)' =  2х.

2 ;

2>/5.

Если f(x) — х 2, то, в частности,
/ '( 0) =  2 0  =  0 ; / ' ( 1) =  2 1  =

М ) - * • ( - ¥ ) — I s « л -

Функция у  =  X3

1) Зафиксируем х. Найдём f(x) =  х3.
2) Дадим аргументу х  приращение Дд:, перейдём к х  + Ах. Тогда

f{x +  Дх) = (х +  Дд:)3.

3) Ду  =  fix +  Ах) — fix)  =  (д +  Дд)3 — х3. Используем формулу 
а 3 -  Ь3 =  (а — b)ia2 + ab + Ь2) разности кубов для а  =  д  +  Дд, Ь =  х. 
Тогда

а — Ь =  Дд 
и

Ду =  Дд((д +  Дд)2 +  (д  + Дд)д + д 2) =  Дд(3д2 +  ЗдДд +  (Дд)2).
Д у

4) Найдём отношение ——:
Дд

Ду _ Д д(3д2 +  Зд  +  Дд +  (Дд)2)
Дд Дд

=  Зд2 + Зх(Дд) +  (Дд)2.



Ду
5) Вычислим lim ---- . Так как х  — фиксированное число, ад*->о Дх

Дх -» 0, то

lim ^  = lim  (Зх2 +  Зх(Дх) +  (Дх)2) =  Зх2 + Зх • 0 + О2 =  Зх2.
Д х —>0 А  Г  Д х —>0

Итак,

(х3)' = Зх2.

Если Дх) =  х 3, то, в частности,

Г(1) = 3 - 1 2 = 3; = Г Ш  = 3 • ( S t  = 15.

Функция у  =  —

1) Зафиксируем х (для определённости полагаем, что х > О);

ПХ)  ’  I '

2) Дадим аргументу х  приращение Дх, перейдём к х + Дх 
(х + Дх >  О). Тогда

/(х  + Дх) =  —~ т —• х + Дх
3) Найдём приращение функции:

1 1 х  — (х + Дх) Дх
Ду  = /(х  + Дх) -  /(х) = х  + Дх х х(х + Дх) х(х  + Дх)

Д у
4) Найдём отношение ——: Дх

ДхА у ____________________________
Дх х(х + Дх)Дх х(х + Дх)

Д у
5) Вычислим lim - —. Так как х — фиксированное число, а Ах-*0 Дх

Дх -» 0, то
А У .. -1lim - — — lim

Длг->0 Дх Хс->0 х(х + Дх) X2
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Итак,

Если f(x)  — —, то, в частности, 
х

п — Г I-I-- г Ш - ^ -  4
Функция у = sfx

1) Зафиксируем х > 0; f(x)  = -/х.
2) Дадим аргументу х приращение Дх, перейдём к х + Дх 

(х + Дх > 0). Тогда

f (x  + Дх) = six + Ах.
3) Найдём приращение функции:

Ду - f(x  + Дх) -  f(x) = six + Дх -  sfx.

Д У.4) Найдём отношение :
Дх

Др six + Дх -  7х
Дх Дх

Д</5) Вычислим Нш - —. Как и в предыдущих случаях, учитываем, Д*-»о Дх
что х — фиксированное число, а Дх —» О:

Ду  _ six  + Дх -  sfx 
Дх

Нш 
Л-е—»о Дх

Для вычисления этого предела домножим и числитель, и знамена- 
m ,  six + Дх — sfxюль дроои -------- ----------- на выражение, сопряженное числителю,Дх
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т. е. на J x  + Ах  + J x  (мы уже применяли этот приём ранее — 
см. пример 36 из § 4). Получим:

J x  + Ах  -  J x  _ (Jx + Ах  — j x ) ( j x  + Ах  + Jx )  
Ах Дx ( J x  + Ах + -Jx)

_  (jx + Аз:)2 -  ( J x f  _  (*  + Ах) — х
Ax(Jx + Ах + Jx) Ax(jx + Ах + Jx)

________ 1
J x  + Ах + yfx'

Д у 1 1
Значит, lim —- = lim . ■ ■ ----- j= = —т=. Итак,

д*->оД* &x-*oJx + A x + J x  2 j x

Если /(*) =  Jx ,  то, в частности,

г Ш  = 1 _ 1
2^Jb 2 ^ 5 '

Упражнения
Найдите производную функции.

7.1. а) у = 0 ,2* + 8; 

б) у = —2,7* -  5;

в) у = -4 (3 *  + 1);

г) у -  7(2* + 3);

Д) У = 

е )у  =

6* —5
4 !

9 — 2х 
3 '

7.2. а) у = 3(2* -  5) + 4*;

б) у = | ( х  + 4) -  (1 -  0,5*);

в) у = 2(* -  3) + 3(* -  2);

г) У -  - | ( 3 *  + 2) — *;

д) у = 4(* -  3) -  (2* + 1);

е) у = —5(* + 1) + 6(1 — *).
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7.3. Используя алгоритм вычисления производной, найдите произ­
водную функции:

а) у =  2х2;

6 )у  =  х 2 - х ; г) у =  х2 +  Зх.

Найдите значение производной данной функции в точке Хо-
7.4. а) у =  7, х0 =  2;

б) у =  —5х +  2, х0 =  3;

2х  -  5
в) у  -  — -— , *о  : -6;

г) у =  ж, * 0  =  - 1 ;
д) у =  4х X, Хо — 0;

6 - х
е) у = -» *о —

7 .5. а) у =  * 2, х0 =  - 5 ;

б) У =  *о : х
- 2 ;

в)у  =  у/х, х0 =  9;

г) у =  ж3, х0 =  4;

д) у =  —, х0 =  -3 ;

е) у =  т/х, ж0 =  25.

7 .6. Найдите скорость изменения данной функции в точке х0
а) у =  х3, х0 =  - 2 ;
б) у =  six, х0 =  64; 

, 1 1
в ) У = х ’ Х° =  Г

г) у =  ж2, х0 =  0,5;

д) у =  т/х, х 0 -  225;

е) у  =  —, ж0 =  1 ,2 .ж

7 .7. Найдите угловой коэффициент касательной к графику функции 
у = /(х) в точке с абсциссой х0:

а) у =  —, х0 =  2 ,5 ; г) у =  —, х0 =  -0 ,3 ;
ж х

б) у =  т/ж, ж0 =  1,44; Д) у =  т/ж, * 0  “  д!

, з 2
в) У = х3, ж0 = е) у =  х2, хо — 0,02.



7.8. Найдите тангенс угла наклона касательной к графику функции 
у = Дх) в точке с абсциссой х0:

7.9.

7.10.

7.11.

7.12.

7.13.

a) у =  yfx,  x0 = 1; •-J II Н
1 X О 4̂

б) У ----- , Xo = - 2 - ;x  4
д) у = —,  х0 =  0,12;

X
в) у =  x 2, x0 = 0,5; е) у =  х 3, х0 =  - 1 .
Найдите угол наклона касательной к графику фунт 
в точке с абсциссой х0:

а) у  =  х 3, хо = -щ; г) у = х 2, х0 =  -0 ,5 ;

б) у = л/х, Хо = д) у  =  Vx, х 0 = 0,75;

в) у =  —, Хо = V2; е) у = —, Хо =  —V3.
д: X

Решите уравнение /'(л:) = а , если:

a) fix) = х 2, а = —15; г) Дх) = х2, а  = | ;

б) f{x) = х 3, а = 12; д) Дх) = х3, а  =  4,5;
в) /(х) = >/х, а  =  1,5; е) /(х ) = >/х, а  = 2.
Решите неравенство f ' (x)  > а , если:

а) Я*) = х2, а = ОД; г) Дх) = х2, а  = - | ;

б) Дх) = х 3, а  = 6; Д) Дх) = х3, а =  jjp

в) 1(х) =  —,  а  =  —1,96; е) /(х ) -  — ,  а  =  -3 .
X

Решите неравенство /'(х ) ^ а у если:
а) Дх) =  х2, а =  - 1 ; г) Дх) -  х2, а  =  0;
б) Дх) =  х 3, а =  27; д) Дх) =  х3, а  =  108;

в) /(х) =  — ,  а =  -2 ,2 5 ;
X

е) /(х ) =  — ,  а  — -0 ,0 4 .

При каких значениях аргумента угловой коэффициент касатель­
ной к графику функции у  = Дх) равен угловому коэффициенту 
касательной к графику функции у = g(x), если: 
a) Дх) -  х 2, g(x) -  х3; б) fix) -  х 2, g(x)  -  v k ?
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7.14. При каких значениях аргумента скорость изменения функции 
у  =  Дх) равна скорости изменения функции у  = g(x), если:

а) /(*) = g{x) = х I 2; б) f(x) = g(x) = х3?х х
7.15, Используя алгоритм нахождения производной, докажите, что:

а) (ах2)' =  2ах; в) (ах2 +  с)' = 2ах;
б) (ах2 +  Ьх)' = 2ах +  Ь; г) (ах2 + Ьх + с)' — 2ах + Ь.

Упражнения для повторения
Постройте и прочитайте график функции.

7.16. а) у  = 

ИКГ 7.17. а) у  -

х4 -  4х3 + Зх2
б) ух2 -  Зх

2х, если х  <  3,
8(х — 2)-1, если х >  3; б) У

(х  -  3)(х + 1) 
х 4 -  2х3 -  Зх2 '

х~2, если х <  О, 
In х, если х > 0.

7.18. Решите уравнение:
а) log2 \13х + 13 + log4(5x -  1) = log^  3;
б) ln2x + ln(ex) = 1пе3.

§ 8. Дифференцируемые функции
Алгоритм нахождения производной начинается с вычисления раз­

ностей Ах — (х +  Дх) — х  и Ay = f(x + Дх) — f(x). Слово «разность» 
на английском языке звучит как difference, на итальянском как 
differenza, а на испанском — diferencia. Видимо, по этой причине 
для процедуры нахождения производной функции в истории науки 
был выбран специальный термин — дифференцирование функции. 
Соответственно, для тех функций, для которых эта процедура даёт 
конечный ответ, также есть похожий термин.

I Определение. Если функция у  =  Дх) имеет производную в точке х 0,
то функцию у  — Дх) называют дифференцируемой в точке х (>



Для дифференцируемой функции есть формула приближённого 
вычисления её значений.

Если функция у  = Их) дифференцируема в точке jc0, то 
f(x) ~ f(x0) + f'(xо)(х -  х0). ( 1)

/ Дг/Смотрите, по определению f  (х0) = lim ----. От этого точного ра-
д *-> о  Д д г

венства перейдём к приближённому равенству:

f  (хо) ~ -г—.Ах

Г ( х о )  ~
f(x0 + Ах)  -  f(xо) 

Ах
f(xо + Л*) -  f(xo) «  f ’(xо) • Ах. 

Обозначим х0 + Ах буквой х. Тогда Ах — х  — х0 и поэтому 

f(x) ~ f(xо) + f \ x 0)(x -  х0).

| Пример Найти приближённое значение для 74,5.
Решение. Речь идёт о вычислении приближённого значения функ­

ции у  = у[х в точке х  = 4,5.

Производная функции у = \[х равна —j=. Воспользуемся форму-
2 \ х

лой (1):

■Jx » J x ^  + ^ = ( х  ~  *>);

* V4 + ^ j ( 4 , 5  -  4);

,—  0,5>/575 *  2 + -  =  2,125.
4

Ответ: ^4,5 ® 2,125.
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Вычисление на калькуляторе показывает, что 74,5 = 2,12132... 
Отсюда следует, что формула (1) даёт вполне пригодное для практики 
приближение.

Работа современных калькуляторов основана именно на подоб­
ных (1) приближённых формулах. Исторически, сначала математи­
ки создали такие приближённые формулы, затем по ним были со­
ставлены таблицы вычислений, а потом эти таблицы были записа­
ны в память калькуляторов и более сложных вычислительных 
машин.

Выясним, какая взаимосвязь существует между понятиями непре­
рывности и дифференцируемости функции в точке. Если функция 
у — fix) дифференцируема в точке х0, то выполняется приближённое 
равенство fix) ~ fix о) + f'(x0)(x — jc0) , которое становится всё точнее 
по мере приближения х  к х0. Значит,

lim fix) = lim (/(лц,) + f i x 0)(лг -  х,,)) = fixо).
* - » ч >  * - > ч >

Полученное равенство lim fix) = fixо) означает, что функция 
*->*0

у  = fix) непрерывна в точке х0.
Итак, если функция у = fix) дифференцируема в точке, то она и 

непрерывна в этой точке.
Обратное утверждение неверно. Например, функция у = \х — 1| не­

прерывна везде, в частности в точке х — 1 (рис. 33), но касательная к 
графику функции в «точке стыка» (1; 0) не существует. Если в неко­
торой точке к графику функции нельзя провести касательную, то в 
этой точке не существует производная, т. е. функция у = \х\ не диффе­
ренцируема в точке х  = 1.

Ещё один пример. На рисунке 34 изображён график функ­
ции у = ifx. Эта функция непрерывна на всей числовой прямой, в 
том числе в точке х — 0. И касательная 
к графику функции существует в любой 
точке, в том числе в точке х = 0. Но в 
этой точке касательная совпадает с 
осью Оу, т. е. перпендикулярна оси аб­
сцисс, уравнение касательной имеет 
вид х  = 0. Углового коэффициента у та­
кой прямой нет, значит, не существует 
и производная в точке х = 0, т. е. функ­
ция у = s[x не дифференцируема в точ­
ке х — 0. Рис. 33



График функции помогает сделать вывод о её дифференцируемо­
сти. Если в точке х = а можно провести касательную к графику, не 
параллельную оси ординат, то в этой точке функция дифференцируе­
ма. Если в точке х = Ь касательная к графику функции не существует 
или она параллельна оси ординат, то в этой точке функция не диффе­
ренцируема.

В математике принята такая терминология: если из условия А 
следует условие В, то В называют необходимым условием для А; ес­
ли из условия В следует условие А, то В называют достаточным 
условием для А. Проведённые выше рассуждения о связи дифферен­
цируемости и непрерывности мы можем теперь завершить следую­
щим выводом:

■
 непрерывность функции в точке является необходимым, но не до­

статочным условием для дифференцируемости функции в этой 
точке.

Рассмотрим рисунок 35, на нём изображён график некоторой 
функции у = f(x).

Функция претерпевает разрыв в точке х = —2, в остальных точ­
ках она непрерывна. Функция не дифференцируема в точках х = -2  
(точка разрыва), х  = 1 (точка излома графика функции, в которой 
касательная к графику не существует), х  = 4 (в этой точке касатель­
ная к графику существует, но она перпендикулярна оси абсцисс). 
Точки, в которых функция непрерывна, но не дифференцируема, бу­
дем называть критическими точками. Иными словами, критиче­
ская точка функции у = f(x) — это такая точка х, в которой функ-
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ция непрерывна, но f'(x) не существует. На рисунке 35 две критиче­
ские точки: х = 1 и х = 4.

Обратите внимание ещё на две точки графика, представленного на 
рисунке 35. В точках х = —4, х = 2 касательная к графику функции 
параллельна оси абсцисс. Такие точки будем называть стационарны­
ми точками. Иными словами, стационарная точка функции 
у  =  f(x) — это такая точка х , в которой f'(x) =  0.

Упражнения
Д у

8.1. Найдите приращение функции Ди и lim ——, если: .......  Д1 -.0  Ах
а) у  =  0,4х, х 0 = - 1 ,  Ах =  0,25;
б) у  =  х 2, х0 =  1, Ах =  0,01;
в) у  = \[х, х0 =  4, Ах =  0,41;
г) у  = -5 х  + 6, х0 =  0, Ах - 0,15;
д) у = х3, х0 = 2, Дх = 0,1;

е) у  =  —, х0 =  3, Дх =  0,2.х
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8.2.

8.3.

Используя формулу f(x) ~ f(x0) + f'(x0)(x — х0), найдите прибли­
жённое значение функции:
а) у = х3 при х  = 1,001; г) у = х2 при х  = 0,998;

б) у = — при х = 9,95; д) у = — при х  = 1,009;
X  X

в) у -  \[х при х  = 0,96; е) у = \fx при х = 9,3.
Используя формулу f(x) ~ f(x0) + f'(x0)(jc — х0), вычислите при­
ближённое значение:

а) в) 1,023; д) ,/2,04;

б) о г) 4>922; е) -Уб/б.2,008
8.4. Куб с ребром 10 см равномерно отшлифовали со всех сторон, в 

результате чего каждое ребро уменьшилось на 0,05 см. Вычис­
лите приближённо объём куба после шлифовки.

8.5. На рисунке 36 изображён график функции у = f(x). Укажите 
“  точки, в которых функция не дифференцируема.

8.6. На рисунке 37, а—г изображены графики некоторых функций. 
Для каждой функции укажите точки, в которых производная 
равна нулю (стационарные точки), и точки, в которых производ­
ная не существует (точки разрыва и критические точки).

8.7. На рисунке 38, о—г изображены графики некоторых функций. 
Используя рисунок, укажите стационарные и критические 
точки.

8.8. Изобразите схематично график функции, обладающей следую- 
щими свойствами:
а) функция непрерывна и дифференцируема на промежутке 
[—7; 5] и имеет две стационарные точки при х  = —3, х  = 2;
б) функция непрерывна на отрезке [—4; 6], но не дифференци­
руема в точке х  = 1, стационарных и критических точек не име­
ет;
в) функция определена на промежутке (—5; 5), имеет разрыв 
при х = 0, имеет критическую точку при х = — 2 и стационарную 
точку при х  = 3;
г) функция непрерывна на промежутке (—6; 3), не дифференци­
руема при х  = —1, имеет одну критическую точку.
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Упражнения для повторения

8.9. Известно, что cosa
числите:
а) sin(a — Р);
б) cos(a +  р);

8 4 л  л „
= , cosP =  —, — < а < л ,  0 < Р < —. Вы-

в) cos(a -  Р); д) tg (a  + Р);
г) sin(a + р); е) tg (a  -  Р).

8.10. Постройте график функции:

а) у  = sin2 л: + 2cos 2х; б) у 2cos2— I- cos—. 
4 2

8.11. Решите уравнение: 
“ “  а) cos2x = 1 -  3sin 2х;
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§ 9. Уравнение касательной 
к графику функции

Пусть функция у  = fix) дифференцируема в точке х  = а. Это зна­
чит, что в точке М(а; /(а)) можно провести касательную к графику 
этой функции. Составим уравнение касательной. Это уравнение, как 
уравнение любой прямой, не параллельной оси Оу, имеет вид 
у = kx  4- т, поэтому задача состоит в нахождении значений коэффи­
циентов к и т .

Если у — kx + т — уравнение касательной, то к = f'(a), так что 
один коэффициент мы уже знаем. Далее, касательная проходит через 
точку М(а; Да)), а это значит, что, подставив координаты точки М  в 
уравнение у  = кх + т, мы получим верное равенство Да) = ка + т, 
откуда следует, что т = Да) — ка. Остаётся лишь подставить найден­
ные значения коэффициентов к и т в уравнение у — кх  + т:

у = кх + т;
У = кх + (Да) -  ка); 
у = Да) + к(х -  а);

у  = Да) + Г(а)(х -  а). ( 1)

Итак, мы вывели уравнение касательной к графику функции 
у -  fix) в точке х — а.

Для процедуры нахождения касательной удобно использовать по­
шаговый алгоритм.

Алгоритм составления уравнения касательной 
к графику функции у = fix )

1. Обозначить абсциссу точки касания буквой а.
2. Вычислить Да).
3. Найти f i x )  и вычислить f'ia).
4. Подставить найденные числа а, Да), f'ia) в формулу (1).

Пример 1 Составить уравнение касательной к графику функции 
У •= х3 в точке х  — —1.

Решение, fix) = х3. Воспользуемся алгоритмом.
1) Обозначим абсциссу точки касания буквой а. По условию а  =  — 1.



2) Вычислим Да), т. е. Д-1): Д-1) =  (—I)3 =  —1.
3) /'(*)  -  (х3)' =  Зх2; /'(-1 ) =  3 • (-1 )2 =  3.
4) Подставим найденные числа а, Да), f'(a) в формулу (1):

у = -1  + 3(х +  1); 
у =  3* + 2.

Ответ: у =  Зх + 2. I

■ Пример 2 К графику функции у =  -Jx провести касательную так,
х

чтобы она была параллельна прямой у -------1.
4

Решение. Воспользуемся алгоритмом составления уравнения каса­
тельной, учитывая, что в данном примере f(x ) = -Jx. Но обратите 
внимание: здесь, в отличие от предыдущего примера, не указана аб­
сцисса а точки касания.

Начнём рассуждать так. Искомая касательная должна быть парал­

лельна прямой у =  — — 1. Две прямые параллельны тогда, и только 4
тогда, когда равны их угловые коэффициенты. Значит, угловой коэф­
фициент искомой касательной должен быть равен угловому коэффи­

циенту заданной прямой: =  -у. Однако кшс =  f \ a ). Таким образом,
4

значение а мы можем найти из уравнения /'(а) 1
4'

Имеем: f(x) = -Jx; f'(x) = f'(a) 1
2 yfa

Интересующее нас

уравнение f'(a) 

уравнение:

1 1 — теперь можно записать так: —т= 
4 У

1
4'

Решим это

—ч= =  —; 2\[а =  4; \[а = 2 ,  а  = 4. 
2 Va 4

Теперь для составления уравнения искомой касательной можно 
действовать по алгоритму.

1) a = 4.
2) Да) = 74 =
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3) f ( a )  -  i .
4

4) Подставив значения а — 4, Да) = 2, / '(а )  = — в формулу (1), по-
4

лучим:

V “  2 + “ (* -  4); У = 7 *  + !•4 4

Н а рисунке 39 изображён график функции у  =  -/г , проведена пря­

мая у  =  — х  +  1 — касательная к графику функции у = \[х в точ- 
4

х
ке (4; 2) и прямая у  ------- 1 (пунктиром), которой параллельна каеа-

4
тельная.

Ответ: у  = — х  + 1. ■У 4

|  Пример 3* Из точки (0; —4) проведены две касательные к парабо­
ле у =  х 2 (рис. 40). Н айти угол между этими касательными.
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Решение. Заметим, что и здесь, как в примере 2, не указаны аб­
сциссы точек касания. Тем не менее будем придерживаться алгорит­
ма составления уравнения касательной, учитывая, что в данном при­
мере f(x) = х 2.

1) Пусть х = а — абсцисса точки касания.
2) Па) = а2.
3) f \x )  = 2х, Па) = 2а.
4) Подставив значения a, f(a) = a2, f'(a) = 2а в формулу (1), полу­

чим:
у = а2 + 2а(х — а); 

у — 2 ах — а2.
По условию касательные проходят через точку (0; —4). Подста­

вив в уравнение у = 2ах — а2 значения х  = 0, у = —4, получим: 
—4 = 2а • 0 — а2; а2 = 4; а = ±2. Подставив значения а = 2, а = -2 
в уравнение у = 2ах — а2, получим, соответственно, у — 4х — 4, 
у = —4х — 4. Уравнения касательных составлены.

Осталось ответить на вопрос задачи: чему равен угол а между ка­
сательными? Обратите внимание на прямоугольный треугольник, об­
разованный правой касательной и осями координат, с острым ут­

лом — между касательной и осью ординат. Катеты этого треугольника

а 1равны 4 и 1, a tg — — —. Значит,

а 1 1 — = aretg - ,  а  = 2arctg —. 2 4 4

Ответ: 2arctg —.4

Упражнения

9.1. а) На рисунке 41, а, б изображён график функции у = f(x) и ка­
сательная к нему, проведённая в точке х  = а. Найдите тангенс 
угла между касательной и положительным направлением оси 
абсцисс.
б) На рисунке 42, а, б изображён график функции у = f(x) и ка­
сательная к нему, проведённая в точке х  = а. Найдите угловой 
коэффициент касательной.



Рис. 41

9.2. а) На рисунке 43, а изображён график функции у =  f(x), опреде­
ленной на интервале (а; Ь). Найдите количество точек, в кото­
рых касательная к графику функции параллельна прямой у =  6. 
б) На рисунке 43, б изображён график функции у = f(x), опреде­
лённой на интервале (а; Ь). Найдите количество точек, в кото­
рых касательная к графику функции параллельна прямой 
У =  -4.
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—I—г У. к

У= f

О X

9.3. а) На рисунке 44, а изображён график производной функции 
у =  f(x), определённой на промежутке (а; Ь). Найдите точки, в 
которых касательная к графику функции у = f(x) параллельна 
оси Ох.
б) На рисунке 44, б изображён график производной функции 
у =  f(x), определённой на промежутке (а; Ь). Найдите точки, в 
которых касательная к графику функции у — f(x) параллельна 
прямой у =  100.

9.4. а) На рисунке 45, а изображён график производной функции 
у = f(x), определённой на промежутке (а; Ь). Найдите точки, в 
которых касательная к графику функции у = f(x) параллельна 
прямой у — х  4- 6.
б) На рисунке 45, б изображён график производной функции 
у = f(x), определённой на промежутке (а; Ь). Найдите точки, в 
которых касательная к графику функции у =  f(x) параллельна 
прямой у = — 2х -  5.
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б
Рис. 44

9.5. Найдите угловой коэффициент касательной к графику функции 
у — f(x) в точке х =  а, если:
а) f(x) = х2, а =  4,5; г) Дх) =  Xs, а — 1,2;
б) /(х ) = \[х, а  =  6,25; д) f(x) =  -Jx, а =  0,25;

в) f(x) -  —, о = § ; е) /(х) -  — , а =  0,9.
х  7 х

9.6. Найдите угол наклона касательной к положительному направле­
нию оси Ох:
а) проведённой к гиперболе у =  — в точке а =  1;

х
б) проведённой к ветви параболы у =  \/х в точке а =  0,75.
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9.7. Найдите абсциссу а точки касания прямой и графика данной 
функции, если известно значение производной в точке каса­
ния:
а) у = х 3, у'(а) = 12; г) у = х 2, у'(а) = -6 ;

б) у = —, у'(а) = -1 6 ; д) У = —, у'(а) = -0 ,0 9 ;

в) у  = 4 х , у '(а) = 3; е) у = - /г , у '(а) = 0,1.

9.8. Составьте уравнение касательной, проведённой к графику функ- 
ции у  = f(x) в точке х  =  а:

г) f(x) = д:3, а = -2 ;
д) f(x) =  ./к , о = 9;

а) f(x) = ж2, а = —3;
б) Дх) = 4 х , а = 4;

в) f (x)  = а  ■ х
е) / ( х ) ----- , а = 2.х
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Рис. 46 Рис. 47

Рис. 48 Рис. 49

9.9. Составьте уравнение касательной, проведённой к графику функ­
ции у — f(x) в точке х  =  а на указанном рисунке: 
а) рис. 46; б) рис. 47; в) рис. 48; г) рис. 49.

9.10. Найдите абсциссу точки касания, если известно, что касатель­
ная к графику функции у = f(x) параллельна указанной прямой: 
a) f(x) =  х3, у =  -2 ; г) f(x) =  х2, у =  1;

б) f ( x )  =  - ,  У =  5X
х;

в) f(x) = -Jx, у =  0,5х  +  1;

Д) f(x) -  —, у =  3 -  4х; 
х

е) f(x ) = у = х -  3.
9.11. Составьте уравнение касательной к графику функции г/ =  f(x), 

параллельной заданной прямой:
а) f(x) = х3, у =  Зх -  5;

б) /-(х) = </ -  1 -  4х;
X

B)f(x) =  -Jx, у =  х +  1 ;

г) Яде) = х 2, у =  -2 х  +  1; 

Д) Я *)  -  —, у -  - х  +  6;
X

е) f(x) =  -Jx, у = ^ х  -  3.
4
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9.12. а) Составьте уравнение касательной к графику функции у — х2, 
проходящей через точку М(О; —9).
б) Составьте уравнение касательной к графику функции у =  -Jx, 
проходящей через точку Р(0; 2).

9.13. Из точки А проведены две касательные к графику функции 
у - х2. Найдите угол между касательными, если:

а) А О; -

б) А(0; -!
B)T :_w
г) А(0; -16).

9.14. а) Найдите значение параметра р, при котором прямая у =  х +  р 
“““ “  касается параболы у -  х2.

б) Найдите значение параметра р, при котором прямая 
у =  0,5х +  р  касается графика функции у =  %[х.

9Л5. а) Найдите значения параметра р, при каждом из которых пря­

мая у =  р — 0,04х касается гиперболы у =  —.
х

б) Найдите значения параметра р, при каждом из которых пря­
мая у =  Зх +  р касается кубической параболы у =  х3.

Упражнения для повторения

9.16. Упростите выражение:

sin j —  + a]
tg (n  -  a), 2 J

*»lf n] cos(3n + a ) ’
Г  2 ]

б)
cos(4n -  (3) ctg I f - » )

tg(n +  P) tgl

Решите уравнение.
9.17. a) sin 2х +  sinx = sin Зх;

б) sinx + sin5x = 1 — 2sin2x;
в) cos Зх =  cos 5х + sin 4х;
г) 2cos2x — sin3x = 1 + sin 7x.

9.18. a) 2sin2x + 3tgx — 5; 6) Vl — sin4x =  -\/6cos2x.



§10. Арифметические операции 
над производными

В этом параграфе речь пойдёт о правилах нахождения производ­
ной суммы, произведения и частного функций.

Теорема 1. Если функции у =  Дх) И } = g(x) дифференцируемы в 
точке х, то и их сумма дифференцируема в точке х, причём про­
изводная суммы равна сумме производных:

Ш х )  + g(x)) ’  =  f \ x )  + g'(x).

Доказательство. Воспользуемся алгоритмом нахождения производ­
ной.

1) Введём обозначение: f(x) + g(x) = h(x). Для фиксированного 
значения х имеем:

цх) -  ах) + g(x).
2) В точке х  + Дх имеем:

Л(х + Дх) = Дх + Дх) + g(x + Дх).
3)
д У  =  И х +  Дх) -  Л(х) = (Дх + Дх) + g(x + Дх)) -  (Дх) + g(x)) =

= (Дх +  Дх) -  Дх)) + (g(x +  Дх) -  g(x)) = Д/ + Дg.
Итак, Ay = A f + Ag.
4)

ДУ _ д/ + Ag A f | Ag
Ax Ax Ax Ax

5)

l i m ^ .
Д д :—» 0  A x

Итак,

lim + — | = lim + lim ^  
Ддг-»о1Ад: A x  I Дх->оАх ax ->o A x

(Дх) + g(x)Y = f ix )  +  g'(x).

f i x )  + g'(x).

Обычно эту теорему формулируют в виде следующего правила: 
производная суммы равна сумме производных. При этом речь мо­
жет идти о дифференцировании суммы любого числа функций.

|  Пример 1 Найти скорость изменения функции у  = х2 + j x  — 2х +  5 
в точке х = 16.



Решение. Скорость изменения функции в точке х — 16 — это, на­
помним, значение производной в указанной точке. Имеем:

у ' =  (ж2 +  7ж -  2х +  ь )  =  (ж2) ' +  (V I) ' +  (—2х +  5)' =

=  2ж +  -Д =  +  (-2 ) =  2 х - 2 +  -Д = ; 
2\[х 2\[х

у'(16) =  2 • 16 -  2 +
1

2̂ 1б

Теорема 2. Если функции у — fix) и у = g(x) дифференцируемы в 
точке х, то и их произведение дифференцируемо в точке х, при­
чём производная произведения вычисляется по следующему пра­
вилу1:

(f(x)g(x))' =  f(x)gix) + f(x)g'(x).

Доказательство. Воспользуемся алгоритмом нахождения производ­
ной и тем, что равенство fix +  Дх) — fix) -  Дf  можно записать в виде 
f(x +  Дх) =  fix ) +  Д Л

1) Введём обозначение: fix)g(x) =  Л(ж).
2) В точке ж +  Дж имеем:

Л(ж +  Дж) = fix  +  Дx)gix +  Дж) =  (/(ж) +  Af)igix) +  A g) =
= fix)gi х) + Afgix) +  fix)Ag +  AfAg.

3)

4)
Ah
Ax

Ah =  hix +  Дж) — й(ж) =
“  (f{x)g{x) +  Afgix) +  f{x)Ag +  AfAg) -  fix)gix) =  

=  Afgix) +  fix)Ag + AfAg.

Afgix) + fjx)Ag +  AfAg 
Ax

A f  Д g A f  A g
T -g ix )  +  T-П х ) + ~ - 1f--A x .Ax Ax Ax Ax

5)
Ah

lim —— =  lim . 
Д х -> О Д х  Д х->01Д ж

I Af , , A g  A f  A g \—  в М  +  — Пх) + — -Ax Ax Ax
=  f'ix)gix) +  g’(x)fix) + f'ix)g'ix) ■ 0 =  f'(x)gix) +  fix)g'ix).
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Поскольку lim —  =  h'(x), a h(x) =  f(x)gix), то получаем, что 
Д*-»0 Ax

(ftr)g(x))' =  f\x)g(x) +  f(x)g'(x). |

Обычно эту теорему формулируют в виде следующего правила:

I
 производная произведения двух функций равна сумме двух сла­

гаемых: первое слагаемое есть произведение производной первой 
функции на вторую функцию, а второе слагаемое есть произведе­
ние первой функции на производную второй функции.

5 Пример 2 Найти угловой коэффициент касательной к графику 
функции у =  х3\[х в точке х — 1.

Решение. Угловой коэффициент касательной к графику функции в 
точке х =  1 — это, напомним, значение производной в указанной точ­
ке. Имеем:

у' -  (х3^ ) '  -  (x3)'VT + х3Ш ) ' = Зх2Л  + х3 •
2yjx

у (  1) =  3 • I2 ■ >/Г +  I 3 • -~ 1 =  =  3,5.

Отметим два полезных следствия из доказанных теорем.

I
 Следствие 1. Если функция у =  fix) дифференцируема в точке х, 

то и функция у =  kf{x) дифференцируема в точке х, причём 
(kf(x))' =  kf'(x).

Доказательство. Для функции у =  kf(x) воспользуемся правилом 
дифференцирования произведения и учтём, что производная посто­
янной функции у =  k равна нулю:

{kf(x)Y =  h'fix) + kf'(x) =  0  • fix) + kf'(x) =  kf'(x). |

Обычно доказанное следствие формулируют в виде следующего 
правила: постоянный множитель можно вынести за  знак произ­
водной.



Следствие 2. Если функции у =  f(x), у = g(x), у =  h(x) дифферен­
цируемы в точке х, то и любая их линейная комбинация, т. е. 
функция у = kif(x) + k2g(x) +  k3h(x), дифференцируема в точ­
ке х, причём

(k j(x )  +  k2gix) +  k3h(x)Y =  k j'(x )  +  k2g'(x) -I- k3h'(x).

Например,

Зд3 2x2 7
—— I----- 43 x =  3(x3)' -  - (x 2)' +  7

IT
xj

-  4' ■■

=  3 • Зд2 - 3

=  9 д 2

2 з :  +  7 - | - ^ - | - 0 =  

4д _ 1_
3 x2 '

Теорема 3. Если функции у =  f(x) и у -  g(x) дифференцируемы в 
точке д и в  этой точке g(x) *  0, то и их частное дифференцируемо 
в точке х, причём производная частного вычисляется по следую­
щему правилу:

7 (*)Г _ ГШ (х) -  qx)g'(x) 
g(x) (g (x)f

Идея доказательства этой теоремы та же, что была использована 
при доказательстве теорем 1 и 2, но технически доказательство до­
вольно громоздко, поэтому мы его не приводим.

I Пример 3 Найти производную функции у 

х *  2,5.
2х — 5

точке

Решение.

У'
[ д3 У = (д3)' • (2д -  5) -  д3(2д -  5)' 
[гд — 5J (2д — 5)2

_ Зд2 • (2д -  5) -  д3 • 2 _  4д3 -  15д2 
(2д — 5)2 -  (2д — 5)2 ’
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Упражнения

Используя правила дифференцирования, найдите производ­
ную функции.

10.1. а) у  = х 2 + 4;
б) у  = - х 2 -  5х;
в)  у  = 6х2 + 2 х  -  3;

г) у  = 2х2 -  9;
д) у = х2 + 8х;
е) у  = —4х2 -  6х + 1.

10.2. а) у  -  х 3 -  2 х 2 + х ; 
б) у  = -2 х 3 + 15х2;

г) у  = —х 3 + 4х2 — 3;
д) у  -  10х3 -  18х;

в) у = | х 3 + | х 2 -  х  + 4; е )у  = | х 3 - | х 2 + 2х — 1.

10.3. а) у  — Vx + Зх2; г) у = -б х 3 -  V x;

б) у = l j x 3 -  -  + 4;
3 х д) у = 0,05х2 + — -  х;

X

в) у =  —2 \[ х -----+
х 3

е) у = -  — f  + 10Vx. 
х  6

10.4. а) у  =  х 3 (l + Vx); г) у =  х 2 (Vx -  2 );
"" б) у =  — 2х2(х3 -  4); Д) У =  Зх3(х2 + 5);

в) у  =  4л/х - (1 -  5х2); е )у  = |г  +  ^ х 3 j • 2-Vx.

IOjS ^  а) у  =  (х2 + 2х)(х2 -  4);
б) у =  (х3 + 2)(х2 -  х);
в) у  =  (2х2 +  Зх -  1)(х3 -  1);

г) у  =  (2х2 -  1)(х2 + Зх);
д) У =  (X2 -  3)(х3 +  х);
е) у  =  (—5х2 -  х  +  4)(х3+  2х2).

10.6. а) у  =  I— + 2х | ■ Vx; г) У = + х2] • Vx;
{ X  )

б) у -  [7 -  ^ j(2 x  -  5); Д) У =  ( х + ^ ) (5;Г ~  3):

в) у =  (X3 -  2х)|-^ +  х21; е) у  =  (4х -  5х2) |з х  -  —|.
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10.7.

10.8 .

10.9.

10.10.

а) у
1

в ) у  =
1

д) У =
1

Зх + 1 ’ X3 + 1’ 2х2 + х ’

б) у
1

г) У =
1

е) у  =
1

Ах — 1 ’ х 2 — 5 ’ х2 -  Зх + 2

а ) у
2х + 1

в) У =
X2

д) У =
4 - х 3

х - 1  ’

1
со Н 1 2х — 1 ’

б) у = 6 — 5х
х  + 2 ’ г) у  =

4х  + 3
х 3 ’ е) у  =

х2 - 7
5 -  4х

а) у
Г х

в) у =
х 2 + 2х

д ) у  =
2\[х — х

х  + 2 ’ —Ayfx х2 ’

б ) у
1 - х

г) у  =
Г х

е ) у  =
4х2 + х

2-Jx ’ X2 - х ’ 7х  + 1 '

а ) у
х 2 + 2л: — 5

г) у  =
2Х3 -  х 2 + х -  3

Зх -  4 ’ Зх -  1

б) у - 1 + Зх -  х 2 
0,5х + 1 ’ д) У  =

х 2 — 7х + 5
2х2 -  1 ’

в) у
х 3 + 2 х 2 - З х  + А

е) у  =
х 3 + 2х2 - Зх

2 х  + 1 * х2 + х
10.11. Найдите значение производной заданной функции в точке х(1, 
“ если:

а) у = х 3 — 3* + 5, х0 = —1;
б) у  =  (х2 -  2)(2х3 + 1), х„ = -2 ;

. 0^ + 1
в) у = — Х 0 = 4;

V *

г) у = х 3 -  6хг + 7, х 0 = 2;
Д) У -  (4х2 + 3)(х3 -  1), х0 = 1;

2s[x
е)у

0,5х2 ~  2 х о =  1.

10.12. Найдите скорость изменения заданной функции в указанной 
точке:

а) у 2 х -  А б ) у  -  *о -  1;5дг + 1

100 i



4 8
в) у =  X3 -  ~1= ,  х 0 -  9; д) У -  -7= +  Зх2, х0 =  16;

Vx vx
, 1 3 1 2

г) У =  +  ~ ,  х0 =  ~ 2 ;  е) р -----=—  -----, х0 = - 1 .х 2 + 1  х х6 - 1  х
10.13. Материальная точка движется по прямой по закону s =  s(f). 

Найдите скорость её движения в момент времени t0 (в секун­
дах), если:
а) s(f) =  f2 -  20, f =  0,5 с; г) s(f) =  t2 +  12, t =  1,5 с;
б) s(t) =  f2 +  41, t =  2 с; д) s(f) =  f2 — 5t, t =  1 c;
в) s(f) =  f2 -  2f +  3, t =  3 c; e) s(f) -  t2 +  3f +  2, t =  2,5 c.

10.14. Найдите угловой коэффициент касательной к графику данной 
функции в точке с абсциссой а:
а) у =  х 2 +  Зх -  2, а =  0;
б) у =  - х 3 +  2х2 -  4, а -  - 1 ;
в) у =  ^ х 3 -  0,5х2 + Зх -  1, а =  2;

г) у =  —х 2 +  4х +  3, а =  1;
д) у =  х 3 -  х2 +  2, а =  - 2 ;
е) г/ »= — 2х3 +  х2 -  х  +  1, а =  1.

10.15. Найдите тангенс угла наклона касательной, проведённой к гра­
фику данной функции в точке а:
а) у =  -Jx (х +  1), а  =  3; г) у =  2-Jx (х  -  2), а  =  4;

б) у

в) у

4х + 1 
2х — 3 ’

а - 2;

- 1;

д) р =

е )  р -

6х — 5 1
--------- , а — —;
Зх +  2 3

X 3 X 2 X  ’

10.16, Найдите угол между осью Ох и касательной к графику функ- 
” “ “  ции у =  f(x), проведённой в точке с абсциссой х =  а, если:

а) у =  х 3 — 5х2 +  6х -  4, а  — 1;
б) у =  - 5 х 3 +  4х2 +  х — 10, а =  О.

10.17. Решите уравнение /'(х) 
“ “ “  а) /(х) =  —х 3 +  2х2 -  1; 

б) Дх) =  х 3 -  5х2 +  Зх;

в) у
х 2 +  Зх 
2х — 3 ’

если:
г) Дх) =  х3 -  12х +  9;
д) Дх) -  - х 3 +  2х2 +  4х -  3;

0,5х2 — 4х
е) У = ------- — ----•
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10.18. Найдите абсциссы точек, в которых угловой коэффициент каса- 
“ “ “  тельной к графику данной функции равен к:

а) у = х2 -  3* + 9, k =  1;
б) у  =  х3 -  Зх2 -  9х + 1, к = 0;

г) у  =  х2 + 4х — 7, к  =  2;
д) у  =  х8 -  6х2 + 12* -  3, к =  3;

0.
10.19. Составьте уравнение касательной к графику функции у  = f(x), 

проходящей через точку с абсциссой а:
a) f(x) = х а -  6х2, a =  2; г) Дх) =  Зх3 -  5х2 -  2, а  =  2;
б) /(лг) =  — +  Л -. а  =  1

х х2

в) /(х )
12

Д) Я*) = х3 -  3 \/х , а = 1; 

х, а  =  9; е) f (x)  =  -^ r  +  6\[х, a  = 1.

10,20. Составьте уравнение той касательной к графику функции 
у = g(x), которая параллельна указанной прямой:
а) g{x) = ^ х 3 -  2, у  =  9х -  1;

О

б) g(x) = - х 3 +  Зх2 -  6х, у  = 2 -  х;
. . . х 2 -  4х + 3

В) g (x )   ---------- ----- , у  = 2х +  1 ;
х  -  2

г) g(x) = - х 3 + 4, у = 5 -  12х;

д) g(x)  = —  -  Зх2 + 10х -  2, у  =  х;
О

е) g(x) ■
х2 + Зх -  4 

х  + 1
, у  = 7х + 3.

10.21. Составьте уравнения касательных к параболе у  = х2 — Зх + 1 
“ " в точках с ординатой, равной 5.

10.22. Составьте уравнение каждой из тех касательных к графику 
“  функции у  = х 3 — Зх2 + х  + 1, для которых угол между каса­

тельной и осью Ох равен 45°.



10.23. Решите неравенство f'(x) >  0, если:

a) fix) =  х 2 -  х3;

б) f(x)
х2 + 5  
З х - 2 '

в) fix) =  Vx(x2 -  8х);

г) fix)  =  

Д) fix) =

i * 3 +  Зх2;
О

х 2 + 12  
2х +  1 ’

е) f(x) =  ч/х(6х -  х 2).

10.24. Решите неравенство f i x )  <  0, если:

а) fix) =  \ х 3 +  4х2 +  6х;
О

б) fix) -  ix2 -  5)(х -  1);

г) fix) =  20х -  0 ,5х2 -  \ х 3\
О

д) fix) =  ix2 -  7)(х -  2);

в) fix) =
Зх +  1 ’

е) fix)
2 х - 1  

2х3 '
10.25. а) Найдите значение параметра р , при котором 
“ у =  р — х  касается параболы у — х 2 — 2х +  4.

б) Найдите значение параметра р , при котором
2

у — 2х — р касается гиперболы у —-------- .

прямая

прямая

Упражнения для повторения

10.26. Решите уравнение:
а) log3x  -  2log*3 =  - 1 ;
б) logs х  +  21og* 5 =  3;

10.27. Решите неравенство:

а)
х2 +  4х +  4 

3х - 2 7
»  О;

0,2х -  0,008
б) ------ :--- < 0;

х2 -  10х +  25

в) log7x — 61og*7 =  1;
г) log2x  +  9 log* 2 =  10.

в)

г)

25 -  0 ,2*
— =----------- > 0:
4х2 +  4х  +  1
х 2 +  6х +  9 „-------------- >  0.

10.28. При каких значениях параметра Ь уравнение 

9* +  2Ь - 3 *+I +  9 =  0
не имеет корней?



§11. Дифференцирование
тригонометрических функций

При дифференцировании функций следует различать правила и 
формулы. О правилах дифференцирования (производная суммы, про­
изведения, частного, производная линейной комбинации функций) 
мы говорили в предыдущем параграфе. Знаем мы и формулы диффе­
ренцирования конкретных функций — их пока совсем немного: нам 
известны производные функций у — С, у  = kx  + т, у = ж2, у = х3,

у  = у  = у[х. На протяжении всей главы 2 запас формул дифферен­
те

цирования будет постоянно пополняться. В этом параграфе речь пой­
дёт об отыскании производных тригонометрических функций.

Выведем формулу дифференцирования функции у  = sin ж. В про­
цессе рассуждений нам понадобится первый замечательный предел 
, sinilim----- = 1 — с этим соотношением мы познакомили вас в 5 4. И, как(->0 t
обычно, будем действовать по алгоритму из § 7.

1) Для фиксированного значения ж имеем: f(x) = sin ж.
2) f(x + Ах) = sin (ж + Дж).
3) Ay = Дж + Дж) — Дж) — sin(x + Дж) -  sin ж. Преобразуем полу­

ченное выражение, воспользовавшись формулой «разность синусов»

эт(ж  + Дж) — sin ж =  2 sin (ж + Дж) -  ж (ж + Дж) + ж ---------------------cos------------------- --

2 sin— cosДж 2ж + Дж 
2

значить новой буквой, например t. Тогда получим: ——Ах
А у  _  sintcos(JC + t )

t



Ay sintcos(x + t)5) lim —  = lim ---------- 1л*-»о Ax Дх->0 t
AxДалее, рассуждаем так: Ax —» 0, a t =  значит, f —» О, и под

знаком предела вместо условия Ах —> 0 можно записать t —> 0. 
Таким образом,

Ay sintcos(x + 1)  sint , . ..lim —— = lim ------------------- = lim -------• limcos(x +  f).
Ax->0 Ax Лх >0 f  !->0 t  (->0

Получили произведение пределов, первый из которых равен 1, 
второй в силу непрерывности функции у = cos(x + t) равен cosx, и

А Упроизведение пределов равно cosx: limДд:-> 0  Ах
водная рассматриваемой функции у  = sinx. 

Итак,

cosx — такова произ-

(sinx)' = cosx.

В частности, для функции у  =  sinx значение производной в точке 
х = 0 равно cos 0, т. е. 1. Это значит, что угловой коэффициент каса­
тельной к графику функции у  =  sin x  в точке х =  0 равен 1, т. е. каса­
тельная образует с положительным направлением оси абсцисс 
угол 45° (рис. 50). А теперь вспомните: когда в 10-м классе мы строи­
ли график функции у =  s in x , мы обратили внимание на то обстоя­
тельство, что синусоида выходит из начала координат как бы под уг­
лом 45°. В то время мы не смогли дать объяснение этому факту, зато 
теперь дали.

Рис. 50
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Используя рассуждения, аналогичные тем, что мы провели при 
выводе формулы дифференцирования функции у = sin х, можно по­
лучить формулу дифференцирования функции у = cos х:

(cos х)' = —sin х.

Пример 1 Доказать, что функция у = 2sin*  — 3cosx удовлетворя­
ет уравнению1 2 у ' — 3 у = 13cosx.

Решение. Имеем:
у' = (2sinx — 3cosx)' = 2(sinx)' — 3(cos x)' = 2cos * + 3sinx.

Значит, 2у ' — 3у = 2(2cosx + 3sinx) — 3(2sinx — 3cosx) = 13cosr. 
Таким образом, мы доказали, что функция у = 2sinx — 3cosx удовле­
творяет уравнению 2у' — Зу = 13cosx. |

j Пример 2 Найти производную функции у = sin 2х.
Решение. Воспользуемся тем, что sin 2* = 2sinxcosx, и правилом 

дифференцирования произведения:
(sin 2*)' = (2sinxcosx)' = 2((sinx)'cosx + sinx(cosx)') =

= 2(cosxcosx + sinx(-sinx)) =  2(cos2x — sin2x) = 2cos2x. |

Выведем формулу дифференцирования функции у = tg x . Вос- 
sinxпользуемся тем, что tg x  = ------ , и применим правило дифференци-
cosx

рования частного:

(tgx)'
smx 

^cosx
cos х cos х -  sinx(—sinx) 

cos2 x

(sinx)'cosx -  sinx(cosx)'
T,cos* X

cos2 x  +  sin2 x

Итак,

(tgx)' 1
COS2 X

1 Уравнения, в состав которых входит аргумент, функция и производная
функции, называют дифференциальными уравнениями.



Рис. 51

Аналогично выводится формула дифференцирования функции 
У = ctgx:

Если f(x) =  tg x , то f'(x) =  — \—, в частности /'(0) =  cosO =  1. Это 
cosz х

значит, что угловой коэффициент касательной к графику функции 
у = tg x  в  точке х  =  0 равен 1, а потому эта касательная образует с по­
ложительным направлением оси Ох угол 45°. Это обстоятельство сле­
дует учитывать при построении графика функции у =  tg x  (рис. 51).

j Пример 3 Составить уравнение касательной к графику функции 
Зл

у =  tg х  в точке я: =  — .
4

Решение. Здесь Дх) =  tgx. Воспользуемся алгоритмом составления 
уравнения касательной к графику функции (см. § 9).

1) Обозначим абсциссу точки касания буквой а. По условию 
Зл
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1

(Зл ) (3л ) Зя
2) Вычислим f(a), т. е. /1 —  1; /1 —  1 = t g —  = —1.

3) / '(* )  -  (tgjc)' = 1 ; Г  * * | .
cos2 * ( 4 р Зя 

cosz ——
4

,V2)
2

=  2 .

Зл
4) Подставим найденные числа а = — , /(о) = — 1, f'(a) = 2 в урав-

4
нение касательной 1/ = /(а) + f ( a ) (x  -  а):

у  = -1  + 2 * -
Зл I
4 J’

„ , Зл</ = 2 х - г - т .

Упражнения
Найдите производную функции.

11.2.

11.3.

11.4.

11.5.

б) у

а) у -
б) у  ■■
в) у

а) у ■
б) у  ■■
в) у

а) у  ■
б) У

s in *  — 2; в) у  = —sin * + 4*; д) у  =  3* — cos*;
cos* +  7; r ) y  = tg *  + *; e) у = c tg *  -  9.

1
—sin *  + —;

* в ) y =  sin *  + *3; д) у = *2 + cos*;

V* — cos*; т)У =  tg*  + -Jx; e) у  -  c tg *  -  —.
*

2cos*; r ) у  = —3sin*
0 ,5 sin*  — *; д) у  — l ,2 co s*  + 2*;
- 4 t g *  + 1; e) у =  l ,5 c tg *  + 3.

sin *  + cos*; r) у = 2 tg *  + cos*;
4 c tg *  -  cos*; Д) У = s in *  - 2cos *;
3sin* -  tg * ; e) у  = sin *  - c tg* .

2* cos*; в) у ■■= * 3 ctg *; Д) У ”  (tg^  + l)sin*;
—* 2 sin  *; r) у -  yfx tg*; e) у  = (sin* — 2)cos3
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11.6. ь) У ~

б) у =

в) у =

------ ; г) У - ------ ;
C O S X sin x

1
Д )У =

1
cos* — c tg *s in *  + cos*

1
е) у =

1
t g *  — s in * ’ t g *  -  c t g * '

11.7. а) у = sin *  cos *;

б) у  = cos* ctg* ;

в) У =  —
S i n  X  C O S X

г) у  =  sinx  tg x ;

д) У

е )  у

t g * ’

c tg*

11.8. Найдите значение производной данной функции в точке х0:

а) у  = s in * , *о = gl

б) у  = 2cos*, *о =

в) у = 3 tg  *, х„

5л 
6 ’ 

2л  

~ 3 ’

т)у = cos* , *о =

, о • Злл) у — —2sin*, *о = — ;
4

Я
е) у -  c tg  *, *ь = - .

4

11.9. Найдите угловой коэффициент касательной к графику данной 
функции в точке *0:

а) у  -  s in *  -  cos*, *о = ---- ;
4

б) у = 2 sin *  -  tg * , *о =

г) у  == sin  *  + cos * , *0 = 0;

д) У = 3 tg *  -  cos* , *о = —
о

. 1 А 5л
в) у = - C t g *  + cos*, *0 =  — ; 4 6

е) у  = s in *  + c tg * , *о 

11.10. Найдите скорость изменения функции в точке *0: 

а) у  = 3 s in *  — *, * 0 = 0;

л

2 '

г) у  = 2* -  Зсоз*, *о = —;

б) у  = 2* + *о = j ;
4  4

*  Л
в) У =  - C O S * ,  * 0 =  — ;л 2

д) У =  3ctg*  -  2*, *о = ;
4

. 2* •е) у  =  — s in * , *о =  л.
Я
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11.11. Найдите тангенс угла между осью Ох и касательной, проведён- 
ной к графику функции у  = f(x) в точке х  = а:

дс2 л
а) Дх) ■------ sinx , а =

Л  c t

X2 лб) Дх) -  -УЗсозх н----- , о =  —;
л 3

в) Дх) = 4 c tg x  + Зх, а  =
О

г) f(x) = х  cos x t а  = Зл;
X3 лд) Д х ) = V 2 s in x -----г , а =  —;
л 2 4

е) Дх) =  —3 tg x  +  2х, а —
6

11.12. Найдите абсциссы точек, в которых угловой коэффициент каса- 
тельной к графику функции у = g(x) равен к:
а) g(x ) = 3 sin x  — cosx, к =  О;
б) g(x) = —2cosx + х, k =  2;
в) g(x) = 3,5х + 3ctgx , k = —i ;

г) g(x)  =  V 3sinx +  cosx, * = 0;
д) g(x) = tg x  -  3x, * = 1;

е) g(x) — cosx  s in x  — 3, k =

11.13. Найдите точки, в которых касательная к  графику функции 
у  = Дх) параллельна данной прямой:
а) Дх) = s in x , у  = —х  + 4;
б) Дх) = —3ctgx , у  = 4х — 2;
в) Дх) = -УЗх — 2cosx, у =  8;

г) Дх) = cosx, у = | х  -  3;

д) Дх) -  tg x , у = х -  2;
е) Дх) — х  -  \/2 sm x , у = 1 + 2х.
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11.14. Найдите угол между осью Ох и касательной, проведённой к 
графику функции у  =  /(*) в точке х =  а:

, „ л 2 л
а) у =  2sin *, а  -  —; г) у =  -c o s * , а =  —,

б) у

в) У

s in *co s* , а  =  

1 Зл
» ® ~  х »cos* 4

л
2 :

г- л
Д)у =  tg *  -  V2sin*, а -

е )у  =
3

------ . аsin*
2л
"з"'

11.15. Решите уравнение f'(x) =  g'(x), если:
а) /(*) =  *  s in *, g(*) =  —cos*;
б) f(x) =  s in *c o s * , g(x) =  sin2*  -  cos2* .

11.16. а) Докажите, что функция у — 4cos *  — 3sin *  удовлетворяет 
уравнению 4у -  3у' =  25cos*.

б) Докажите, что функция у =  —------ c tg * удовлетворяет урав-
sin *

нению у =  у' sin * .

11.17. а) Докажите, что ( tg *  — c tg *)'
4

sin2 2*

б) Докажите, что tg *  +
1

1 +  sin*

Упражнения для повторения

ИКГ 11.18. Постройте график функции:
a ) y  =  3W; в )у  =  2 ^ ~ 2;

б) у  =  0,5l*+1l; - 1 .

11.19. Решите уравнение:
_  а )  2 » 2+2х - 5  _  2 8 - 2 Х - Х 2 -  7 -

б) 8 +  з2"*-*2 =  г*2 * * .

I  i n



11.20. Решите неравенство:
log5(x2 + Ьх) + 2 з* log5(x2 + 4х  -  5) -  logo,2 ^ -

§12.  Дифференцирование функций вида
у = f(kx  +  т)

В предыдущем параграфе в примере 2 мы получили такую фор­
мулу:

(sin2x)' — 2cos 2х. (1)
Обсудим эту формулу. Мы знаем, что (sint)' = cost. Формула (1) 

показывает, что если вместо t подставить 2х,  то формула дифферен­
цирования «почти» сохраняется, появляется лишь «поправочный» 
множитель 2.

Рассмотрим ещё один пример. Найдём производную функции 
У — /О), где f(t) = t3, t = ^ х .  Речь идёт о дифференцировании функ-

f  1х\  , т. е. у  = —х3. Это нетрудно:чии » - [ 2

у' -  |  • (х3)' = |  • (з*2) = I* 2.

А
что

3теперь смотрите: — хг 1
2

f. Таким образом, получилось,

(2)

Обсудим эту формулу. Мы знаем, что (t3)' = 3t2. Формула (2) пока­

зывает, что если вместо t подставить ~х,  то формула дифференциро­

вания «почти» сохраняется, появляется лишь «поправочный» мно- 
1житель —.
2



Оказывается, справедлива следующая теорема (мы приводим её 
без доказательства, ограничимся иллюстрирующими справедливость 
теоремы формулами (1) и (2)).

I
 Теорема. Производная функции у = f[kx + т) вычисляется по 

следующему правилу:

(f(kx + т))' = kf'(kx + т).Если, в частности, к = 1, то (f(x + т))' = f'(x + т). Отсюда следу­
ет, что

((* + З)2)' = 2(х + 3),
1 V 1

х  — 2,5 J (х -  2,5)2’

ctg и т. п.

Пример Найти значение производной функции у = f(x) в указан­
ной точке:

а) Пх) = V l l - 2 * ,  * = 1; б) f(x) = t g | - |  + | | ,  а: -  0.

Решение, а) Известно, что (у/х) = —\=. Возьмём эту формулу за
2 yjx

основу, но при этом учтём два обстоятельства:
1) под знаком квадратного корня напишем не х, а 11 — 2х;
2) укажем «поправочный» множитель, равный (—2), — это коэф­

фициент при х. Таким образом,

( V l l - 2 * ) '  = ( -2 )  • 1
2у1 \ 1 - 2 х

1
•711 —  2*

Осталось вычислить /'(!)■ Имеем:

/'(1) =
1

Vll  — 2 -1
j.
З -

| ш



б) Известно, что (tg x )' =  ~г— . Возьмём эту формулу за основу,

но при этом учтём два обстоятельства:
1) под знаками тригонометрических функций напишем не х ,  а 

X  л
~2 + V

2) укажем «поправочный* множитель, равный |—^|, — это коэф­

фициент при х. Таким образом,

i-i-f*5 Ж - cos'.а|—— +  -
2 4

2cos2(—— +  — 
I 2 4

Осталось вычислить / '( О). Имеем: 

1
П О ) -  —

2cos2- £ ]
2 J

=  - 1.

Ответ: а) — ; б) —1. 
3

Упражнения
Найдите производную функции.

а) у  =  (4х -  I )2; в) у =  (7 -  0,2л:)3; д ) » -

б) У -  (5 -  Зх)2; г) у  =  (1 ,5 *  +  2)3; е){/ =

* ) У  ( 2
2

B)j/ ( з  ) ;
Д) j/

6 ) у  ( 3
2

е) {/

3
8 Х +

4 2
9 Х 3

2л: + 1  
15 J ’ 

2 -  5х'г
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12.3. а) у

б) у :

в) У = ~

З а + 2 ’

1
7 — 0,2а ’ 

0,25

г) у
- а -  1

д)!/ = - ^ з ’

12.4.

12.5.

—4х  — 0 ,5’

а) у  = -Уба + 1;

б) у  = V6 -  5л;

а) у  — cos За:;

б) г/ =  sin

е )у  ■
10

в)

г)

-0,3а: -  8

11 -4 а :у  =  1

/9 + 8х 
У = У ~ М ~ '

г) у = sin  4х;
л(л  ) (

1а  " И ; д) у — cos

(2л а
Ч~з~_  3 J ;  е) у = sin  |

X л— Н----
2 6

12.6. а) у = tg  6а; в) у -  c tg  2а; д )у  tg

б) у = t g ( - f ) ; г) У -  c tg  ̂  -  З а | е) у -  c tg

—х  + 2л 
3 ’

2а: + л 
12

12.7. Используя формулы тригонометрии, преобразуйте данную 
функцию и найдите её производную:
а) у  =  2sin 2а: cos 2а:; г) у  = cos 2а: cos а: — sin 2а  sin а;

б) у  -  sin2За:; д) у = 2cos2 7 ;4
в) у = cos2 а: — sin2 ас; е) у = sin  За: cos ас — cos За: sin а:.

12.8. Найдите значение производной в точке а 0:

а) у = cos За:, а,, = —;

б) у  -  (3 -  10а)2, х0 -  0, 1;
в) у = V2a + 1, х 0 = 4;

г) у = t g 2a ,  ао = —;

д) у = (0 ,5а + З)3, а 0 = -2 ;
е) у  = n/З — 4 а , а 0 -  -5 ,5 .
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12.9. Найдите угловой коэффициент касательной к графику данной 
яттшт функции в точке с абсциссой а: 

ч . (л Л ) л 
У (6 ) 12

2 ,-------- 1
б )р  =  -V 4  -  3х , а  =

„ я) я
В) у  =  ctg  Зх +  -  , а  =

г) У - +  (3 -  0,5х)2, а  =  - 6 .

12.10. Составьте уравнение касательной, проведённой к графику дан- 
ной функции в точке с абсциссой а :
а) у =  2%/Зх — 5, а  =  2;

б) р — V3 co s—, а  =  я;
3

в) у =  л/7 — 2 х , а =  3;

г) р — \/2sin2x, а  =
8

12.11. Составьте уравнение касательной, проведённой к графику 
функции у =  g(x) параллельно указанной прямой:
а) £(х) -  (6х -  17)2, у — 12х 4- 7;
б) 4? (ж) =  х  +  \j2x — 1, у =  2х +  5;
в) Ж *) =  (11 _  5х)3, у =  4 — 15х;
г) g (x ) =  2х  +  V5 -  4х , р =  х.

12.12, Решите уравнение f'(x) =  0 , если:
1 2

а) /(х) =  —sin4x +  sin2x — — sin3x;
2 о

б) Ях) =  (2х -  5)3 +  (2х -  5)2 +  х;
в) /(х) =  x 2V 3 -  2x;

г) /(х) =  0,2cos5x —cos3x +  —sin4x; 
3 4

д) Ях)

е) Дх)

(1 -  Зх)3 -  (1 -  Зх)2 +  Зх;

•J4x -  1"
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12.13. Составьте уравнение касательной к  графику данной функции, 
проходящей через точку В:
а) у  = -Jx + 4 , В(О; 2,5);
б) у  = (2х  -  I)2, В(О; -3 ) .

12.14. Найдите корни уравнения f ' ( x ) = О, принадлежащие промежут­
ку [1; 5], если функция задана формулой:
а) f(x) = 2cos2 х  + sin 2х -  2х;
б) f(x) = sin2 я: — cos 2х + 2.

Упражнения для повторения
12.15. Найдите значение выражения:

2̂ »0,25 j

Э) ~ ~ ^ ~ 2  ПРИ С = 81:
2

р5 — 2,25
б) --------- при р  — 32.

р5 + 1,5

12.16. Решите неравенство:
ч , 2х2 -  4х  -  6

а) logo,5—  ------ — —  «  -1 ;4 х - 1 1
б) logi(x -  I)2 + 51og05(x -  1) > -1 .

12.17. а) Даны функции f(x) - д г2 и g(x) = х0,25. Докажите, что 
2(/(х)) 1 = g(16x«).

2
б) Даны функции f(x) = х~3 и р (х ) = х 3. Докажите, что 
9(Дх)) 2 = g(27x9).

12.18. Используя монотонность функций, решите уравнение:
1a) -J2x — 1 =

х - 1 ’
б) 2х + 3 +  Ух  = 0;

2 ,—в )  --------1- 2 = v Зх;
х — 1

г) Vx + 2х3 = 3.
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§ 13. Дифференцирование 
степенных функций

Продолжим изучение формул дифференцирования. В этом пара­
графе мы поговорим о том, как находить производные степенных 
функций у = хг. Начнём со случая, когда показатель степени — нату­
ральное число. Кое-что о дифференцировании функций у  = хп, п е N, 
мы уже знаем: х ' = 1, (ж2)' = 2х, (х3)' = Зх2. Пользуясь правилом диф­
ференцирования произведения, найдём производные ещё двух функ­
ций: у  = х*, у  = х5.

Имеем:
(х4)' = (х3 • х)' = (х3)' • х + х3 • х ' = Зх2 • х + х3 • 1 -  4х3; 

итак, (х4)' = 4х3;
(х5)' - (х4 • х)' -  (х4)' • х + х4 • х ' =  4х3 • х  + х4 • 1 = 5х4; 

итак, (х5)' = 5х4.
Рассмотрим пять формул: три формулы, которые мы знали рань­

ше, и две, которые только что получили:
х ' = 1;

(х2)' = 2х;
(х3)' = Зх2;
(х4)' = 4х3;
(х5)' = 5х4.

Естественно предположить, что для любого натурального показа­
теля п справедлива формула дифференцирования:

(хпУ = лх"-1. I (1)

Для доказательства формулы (1) воспользуемся известным вам из 
курса алгебры 9-го класса методом математической индукции.

Мы знаем, что х' = 1. Эту формулу можно переписать так:
(х1)' - l x 1-1.

Значит, формула (1) верна для п = 1.
Предположим, что формула (1) верна для натурального числа 

п = k, т. е. предположим, что верно равенство (х*)' = fex*-1. Докажем, 
что тогда формула (1) верна и для следующего натурального числа 
п =  h  +  1 , т. е. докажем, что (х* + 1) ' =  ( k  +  1)х*.



В самом деле,

(х* + 1)' = (х* ■ х)' = (х*)' •*  + **• (*)' = kxk l ■ х  + х к ■ 1 =
= ( к  +  1)х*.

А далее рассуждаем так. Во-первых, мы убедились в том, что фор­
мула (1) верна при п = 1. Во-вторых, мы доказали, что из того, что 
формула (1) выполняется для п = k, следует, что она справедлива и 
для п — h + 1.

Что это значит? Это значит, что, поскольку формула (1) выполня­
ется при п -  1, она верна и при п = 2; раз формула (1) выполняется 
при п = 2, она верна и при п = 3 и т. д. Вывод: формула (1) верна для 
любого натурального числа п. I

Опираясь на формулу (1), можно найти производную функции
1

I/ = х ", п е N .  Для этого надо переписать выражение х " в виде —— и 

воспользоваться правилом дифференцирования частного:

(x-nv  = (_LT = (1)' • *" -  1 • (*")' _  О х " - п х " - 1 
1 ’ [х"1 (х")2 (xnf

= - п х - " - 1.
Итак, для любого х  *  0 справедлива формула 

( х п)'= - п х - " ’ 1.

Формулы (1) и (2) можно объединить в одну: 

(хп)'= mxm~l , т е Z.

( 2 )

( 3)

Далее, мы знаем, что (л/т) = —j=. Eh’y формулу можно записать
2 у1х

следующим образом:

Обе формулы (и (3), и (4)) являются частными случаями следую­
щего утверждения.



Теорема. Если х >  О и г *  О — любое действительное число, 
то производная степенной функции у =  хг вычисляется по фор­
муле

(хг)' -  тхг 1.

В некоторых случаях эта теорема справедлива не только при х >  0. 
Если, например, показатель степени — натуральное число, то форму­
ла (х"У =  пх" * 1 справедлива для любого х; если показатель степе­
ни — целое отрицательное число, то формула (хт У = т х т ~1 справед­
лива для любого х *  О.

Пример 1 Найти производную функции: 

а) У -  2х7 -  б) у =  V(З х - 1 ) 2.

Решение, а)

У' = 2х7 =  2(х7)' -  3(х 5)' =  2 • 7х6 -  3 • (—5х“5-1) =  

=  14х6 +  i f ;
X е

б)

у  =  (V( З х - 1 ) 2 )' = (ЗХ -  l ) 7
2=  3 • -(З х  -  I)7

66 -5=  -(Зх  -  1) 7 -----,
7 7^/(Зх -  I)5

! Пример 2 Составить уравнение касательной к графику функции 
у =  \[х sin лх в точке х  =  1.

Решение. Здесь /(х) = ^х sin лх. Воспользуемся алгоритмом состав­
ления уравнения касательной к графику функции (см. § 9).

1) Обозначим абсциссу точки касания буквой а. По условию 
о = 1 .

2) Вычислим До), т. е. Д1); /(1) = %/Гsin л = 1 -0  = 0.



3) Найдём f'(x) и f'(a):

f'(x) =  (З /х зтл х ) — (x 4 ■ sinax) =  (x4 ) sinax +  x 4(sinax)' =

1 т-1 1 -2
—x *  sinnx +  х 4(лсовлх) =  — x  4 sinnx +  лх4 cosax; 
4 4

1 - 2  I  1
/'(1) =  — • 1 4 • sin л +  л • l 4 • cos л = — • 1 • 0 +  л • 1 • (-1) =  —л.

4 4

4) Подставим найденные числа a  =  1, f(a) =  0, f '(a )  =  —л в уравне­
ние касательной у =  f(a) +  f'(a)(x — а):

у =  0 — л(х -  1); у =  - л х  +  л. 

Ответ: у  =  -л х  +  л.

Упражнения
Найдите производную данной функции.

13.1. а) у =  х7; в) у -  - 5 х 10; д) у =

г) у =  4х6; е) у -  •б) у =  - х 18;

с 12

7Г’
Зх8 
12 ‘

13.2. а) у =  х 4 — 2х2 +  х;

б) у =  - З х 5 +  х 3 -  6х;

в) у =  —х3 — О.бх2 — 4;
О

г) у =  —х 4 -  —х 3 +  2х2;
4 3

х® 2х3 х
Д * У ~  6  3  2 ’

ч х 12 7х® х5 ,
12 4 10

13.3. а) у =  х 2; 

б) у =  - х ' 4;

в) у =  —5х 4;

г) у -  Зх-0,6;

Д) г/ = 10 ’
е)г/ = - — •
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13.4. а) у  = хЗ; в) у = 1-2,5.

б) у
13.5. а) у

б ) у

13.6. а )у

б) у

13.7. а )у

б) у

13.8. а ) у
б) у

в) У

13.9. а )у

б )У

в) У

13.10. а) у

б) у

в) у

13.11. а) у

б)г/

г) у  = X 3;
-  ХЛ;
= Х&-

1
X2'7 *

г3.2 ’

в) у
г) у  ■■

Х-Я;
у~ '/б.

в) у = 

г ) у  =

1

__2_
" А

■■ (х2 + х)(х3 -  2);
■ (х5 + x3)-Jx -  1; 

х4 -  2х2
4х — 5

■ (4х + 7)5;

? 4
1

(1 - 4х)<: 

х3 + х~3 -  3\[х; 

х4 -  х~4 + 2 Ух; 

0,5х4 -  xsfx -  -J2-,

в) у ------- 2"!
х 3

. 2
г) У -

X6
__4̂

&  

3
А ’

д ) y  = tfc;

е) у  = Я ? .

Д) У -  (Зх)^; 
е) у  -  (2х)^.

А .
ХЛ ’

V§ + i

я) у  —

е)у y S - i  '

Я) У =

е)У •

3

1
^ з "

г) 1/ = (х3 + Зх2)(2х2 -  1); 
Д) г/ = slx + 2 (x 4 -  2хг ); 

х2 -  Зх
е ) ! / “ ^ Т Т -

г) у = (3 -  5х)10;

Д) У = 

е) У =

2 -

(2х -  5)®

г )  ! / = бЬг + 2 ^ Г ~ ^ :

9
д) у = х5 -  -rj= + х-2;

<Jx
е) у = Xs -  6ху[х — х0,7.

х2^ ; в) 1/ = х3 </х; Д )!/ = Vx(x + ?/х);

X3
Г)" “ ; е) у  = х2(4х  -  ^х).
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13.12. Найдите значение производной функции у =  f(x) в точке х0, 
если:
а) f(x) =  х 5 -  4х2 +  Зх, х0 =  1;
б) f(x) =  х *  — 2\[х, а =  9;
в) Дх) =  0,5(2 -  5х)-5, а  =  0,2;
г) /(х) =  - х 4 +  2х3 -  5, х0 = - 1 ;

е) Ях) -  х  0,5 +  х 1,5 +  Зх, а =  4.

13.13. Найдите угловой коэффициент касательной к графику функ­
ции у =  g(x) в точке с абсциссой х  = а , если:
а) g(x) =  х® — Зх2 +  4, а  =  -1 ;
б) ё(х) =  х -4 -  6Vx, а =  1;
в) #(х) -  12(2 -  хГ°-5, а  =  -2 ;
г) g(x) =  х5 -  х3 -  Зх, а  =  1;
д) g(x) =  -  2, а  =  4;
е) g(x) =  -32(17  -  х)-°-75 +  9х, а  =  16.

13.14. Найдите угол, который образует с осью х  касательная к графику 
функции у =  Л(х), проведённая в точке с абсциссой х =  а , если:
а) h(x) =  х 4 -  4х3 -  4х2 +  1, а  =  —1;
б) Л(х) =  ^(Зх +  2)2, а  =  2;

I  2
в) Л(х) =  (Зх -  I)3 +  2, а  =

г) Л(х) — - х 5 +  7Х3 -  х  +  2, а  =  0;

д) Л(х) =  —з(х  -  >/2) 3 , а  =  -Л  +  1;

е) Л(х) =  5^(3х — 2)2 — 5х, а  =
О

13.15. Составьте уравнение касательной к графику данной функции в 
точке х  =  а:
а) у =  х 4 -  Зх3 +  2, а  =  2; г) у =  —х4 +  5х2 — 4, а  =  2;

з
6) у =  2х3 -  3, а  — 8; д)у  =  3 +  х  4, а  =  1;

е) у =  ^5х +  2, а  — 6.
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13.16. Составьте уравнение касательной к графику функции у  = f(x), 
параллельной указанной прямой:
а ) f(x) = 8 six — 4 ,  у  =  2х + 3;
б) f(x) =  (х  + 2 ) _ 3 , у  = 2 - З х .

13.17. Решите уравнение f \ x ) = Ъ, если:

а) f(x)  =  - х 4 + х 2 -  5, Ь = О; г) f(x)  =  1 - х *  -  х 3 + 8, Ь = О;
4 4
2 -  - -б) f{x) = - ( 4  -  З х ) 2, Ь = - 1 ;  д) « х )  = (2* + 5) 2, Ь = - 8 ;
о

в) /(л:) -  —х\[х — 2 х , Ь = 3; е) f(x)  =  1,5 six3 — х ,  b = 1.
3

13.18. Решите неравенство:
^  а) у ' < 0 , если у  = —х 4 + х 3 — 4;

х 3
б) у ' > 0, если у  — ——  Зл:2 + 9* +  7;3

1 -  1 —

в) у  < 0 ,  если у  =  0,6л: 3 +  1,5л 3 — 1;
г) у '  > О, если у  = х 4 + х 3 + 6;

х 3д) у '  < 0, если у  =  ——  х 2 + х  — 1;
О

е) у '  ^  О, если у  = — х1,25 — 1—х0*76.
5 3

13.19. Составьте уравнение касательной к графику функции у  = /(х), 
проведённой из точки N(0; О), если:
а ) /(л )  = - х 4 х  - 4 ;  б) у = Ух2 -  3.

Упражнения для повторения
13.20. Вычислите:

а )2  + lo g ^  (s in ^ j +  log jj jc o s |J ;
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6
6) log! cos — — sin — +  logi cos — I- sin — ;

6

в) logs 2tg -  -  log3 1 -  tg2 — ;

r) lo g ^  [cos -  -  sin —  +  lo g ^  cos ^  + s i n -  ;

fl)lo g i I cos —  I +  log! I sin
12

e) 1 +  log2 tg  — -  log2 1 -  tg 2 -  .

13.21. Решите уравнение:
а) log4(2x +  2 x  —10) =  x  — x lo g t  2;

б) 101*2* +  x ‘*x =  20;
в) log3(5x +  3x — 6) =  x  log:j 10 — log9 4x;
r ) 51о«52* +  x ‘og5X =  io .

13.22. Решите неравенство: 
2*  -  8

a) • ? 0 ;

6)
6

7х +  48 7X+2’

в)

г)

25 -  0 ,2х <
х2 +  6 х  +  9 "

8х +  44  „„
— т------ <  23.

13.23.  Постройте график функции: 

а) у =  3sin 2х; г) у  =  - 2 c o s - ;

1 л ) 1 2л)г1 * " з )  +  1; д) У =  c tg [x  +  — j

в) у =
1 1

cos* — —; е) у  = s in x  1—  
2



1
§ 14. Дифференцирование показательных 

и логарифмических функций
Среди показательных функций наиболее важной для приложений 

является функция у = f(x), где f(x) = ех. Её графиком, напомним, яв­
ляется экспонента, обладающая следующей особенностью: касатель­
ная к графику функции у = е* в точке (0; 1) образует с осью Ох 
угол 45° (рис. 52), угловой коэффициент этой касательной равен 1. 
Это значит, что для функции у = е* значение производной в точке 
х  = 0 нам уже известно: /'(0) = 1.

Введём в рассмотрение функцию у = g(x), где g(x) = f(x — а), т. е. 
g(x) =  ех~а. На рисунке 52 изображён график функции у = g(x): он 
получен из графика функции у = f(x) сдвигом по оси Ох на |а| еди­
ниц масштаба. Касательная к графику функции у  = g(x) в точ­
ке х  =  а параллельна касательной к графику функции у = f(x) в точ­
ке х  = 0 (см. рис. 52), значит, она образует с осью Ох угол 45°. 
Используя геометрический смысл производной, можем записать, 
что g'(a) = tg45° = 1.

Вернёмся к функции у  — f(x), где /(х) = ех. Имеем: 
f(x) = 4х = еа ■ е ~ а = еа ■ g(x).
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Значит, f'(x) = еа ■ g'(x), в частности f'(a) = еа ■ g'(a). Но g'(a) = 1, 
значит, f'(a) = еа.

Мы установили, что для любого значения а справедливо соотно­
шение f \ a ) = еа. Вместо буквы а можно, естественно, использовать и 
букву х; тогда получим, что f'(x) = е*, т. е.

( 1 )(е 1) ' =  е*.

Быть может, у вас возник вопрос, почему для вывода формулы 
дифференцирования функции у — ех мы не воспользовались, как в 
предыдущих параграфах, обычным «пятишаговым» алгоритмом из 
§7. Дело в том, что мы не смогли бы вычислить предел на пятом ша­
ге алгоритма (разумеется, в курсе высшей математики с вычислением 
этого предела проблем нет).

Опираясь на теорему из § 12, получим более общую формулу:

( 2)(е*1)' -  kek‘.

Формула (2) означает, что функция у = екх удовлетворяет диф­
ференциальному уравнению у ’ = ку. Это уравнение представляет 
собой математическую модель многих процессов реальной действи­
тельности (радиоактивный распад, динамика вклада в банке 
и т. д.).

Пример 1 Найти стационарные и критические точки функции
у = е2хк[х.

Решение. Напомним, что стационарная точка функции у = f(x) — 
это такая точка х, в которой f (x )  = О; критическая точка функции 
у — f(x) — это такая точка х, в которой функция непрерывна, но f'(x) 
не существует (понятия стационарной и критической точек мы ввели 
в §8).

Воспользовавшись правилом дифференцирования произведения 
функций и формулой (2), найдём производную заданной функции:
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Итак, у' = е2*(10х +1)
Ь%[х*

Заданная функция у = е2х\[х непрерывна

в любой точке х и дифференцируема всюду, кроме точки х = 0; 
х = 0 — критическая точка заданной функции.

Стационарные точки найдём из уравнения у' = 0. Имеем:
е2* ( 1 0 х  +  1)

0; 10х + 1 = 0; х = -0,1.

Ответ: х = 0 — критическая точка, х  = —0,1 — стационарная 
точка.

Выведем теперь формулу дифференцирования показательной 
функции с произвольным основанием а > 1, а 1. Для этого нам по­
надобится так называемое основное логарифмическое тождество 
(а1о*« ь = Ь):

а* = (е1п“)* = еЫах.
Для нахождения производной функции у = е1па х воспользуемся 

формулой (2):

Итак,
(еЫах)' = 1па • elnax = In а • (eiua)x = 1па • ах.

(ах)' = а* In а. ( 3 )

| Пример 2 Составить уравнение касательной к графику функции 
у = 3х в точке х = -1 .

Решение. Здесь f(x) = З-'. Воспользуемся алгоритмом составления 
уравнения касательной к графику функции (см. §9).

1) Обозначим абсциссу точки касания буквой а. По условию 
а = —1.

2) Вычислим Да), т. е. Д-1);

3) Найдём f \x )  и f'(a):

П х ) -  3*1п3; / '( - ! )  = ^1пЗ.



4) Подставим найденные числа а = —1, Да) 
уравнение касательной у  = f(a) + f'(a)(x — а):

з ’ Па) -1пЗ в

2/ = ~ + ^1пЗ(ж + 1) = ^1пЗ • х  + |( 1  + 1пЗ) =

= ^1пЗ • х  + ^-(lne + 1пЗ) = ^(х1пЗ + 1пЗе). 
3 о 3

Ответ: у = — (ж1пЗ + 1пЗе).

Теперь поговорим о дифференцировании логарифмических функ­
ций. Самый простой вид имеет производная логарифмической функ­
ции по основанию е, т. е. функция у = In ж (натуральный логарифм):

(4)

Но, как и в случае с функцией у — е*, в школьном курсе математи­
ки строго доказать эту формулу не удастся. В приложении к настоя­
щему параграфу мы дадим обоснование формулы (4), исходя из гео­
метрических соображений.

|  Пример 3 Составить уравнение той касательной к графику функ­

ции у  = In ж, которая параллельна прямой у = —ж + 1.

Решение. Абсцисса х  = а точки касания здесь не указана. Но по­

скольку искомая касательная параллельна прямой у = — х  + 1, угло-
е

вой коэффициент касательной равен угловому коэффициенту данной

прямой, т. е. (In ж)' -  —. Значит, — = —, х  = е; такова абсцисса точки 
е х  е

касания.
Теперь всё готово для использования алгоритма составления урав­

нения касательной к графику функции у — /(ж), где f(x) — In ж.
1) а = е — абсцисса точки касания.
2) Вычислим f(a), т. е. f(e); f(e) = lne = 1.

1



4) Подставим найденные числа а =  е, f(a) =  1, f'(a) — — в уравне-
е

ние касательной у =  f(a) + f'(a)(x  — а):

У -  1 +  - ( *  -  е); У =  - х .  е е

На рисунке 53 построены график функции у =  In ж, прямая

у =  — х  +  1 и проведена искомая касательная.
е

Ответ:;/ = - х .  I

Завершая параграф, выведем формулу дифференцирования лога­
рифмической функции по произвольному основанию а > 0, а *  X. 
Воспользовавшись известной из курса 10-го класса формулой перехо­

да к новому основанию логарифма log„ Ь log„q
l o g e f t j ’ получим

loga X
\ п х
---- . Далее, имеем:
In а

— Г 1 (1, _ г 1 1  1
1па J 1па 1па х xlna
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Итак,

(log„ х)' = 1
Arina'

( 5)

Приложение к § 14

На рисунке 54 изображены графики взаимно обратных функций 
у •  f(x) и у = g(x). Эти графики симметричны относительно прямой 
у -  х. Предположим, что в точке М(х0; у 0), взятой на графике функ­
ции у  = f(x), существует невертикальная касательная к графику; эта 
касательная составляет с положительным лучом оси абсцисс угол а. 
Тогда f' (xо) = tg a .

Возьмём на графике обратной функции у = g(x) точку ЛГ, симме­
тричную точке М  относительно прямой у = х. Точка М ’ имеет коор­
динаты (у0; аг0) , в этой точке к графику функции у -  g(x) тоже можно 
провести касательную, причём она симметрична касательной к гра­
фику функции у  =  Д ат) в точке М  (ось симметрии — прямая у  =  х). 
Новая касательная составляет с положительным лучом оси Оу угол а,

а с положительным лучом оси Ох — угол

g'(yo) “  tg  -  -  a  = ctga = tg a

. Поэтому

1
П * о ) '
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Таким образом, мы получили следующее правило вычисления 
производной обратной функции:

I производная обратной функции есть величина, обратная произ­
водной данной функции.

Строгого доказательства этого утверждения мы здесь не приво­
дим, ограничимся геометрическим истолкованием.

Кратко это правило можно записать так:

Ух = — , если х ' *= 0. 
ху

Если у  =  1пх, то

Ух = (1пх)' = —
1

(е"У е>

Так как у  = 1пх, то еу = х. Следовательно, 

(In хУ = —.
X

Упражнения
Найдите производную данной функции.

14.1. а) у = е*; в) у = е* 3; д) у = —Зе*;
б) у  = -«*; г ) у  = ех+2; е ) у - 4 е х.

14.2. а) у =  е2*; в) у = е_х; д)у = е1_3х;
б) у = г) у = е '0,5*; е) у = е3-х.

14.3. а) у -  е* -  7х; в) у = +  х3; д) у  = ё
б) у — 6х -  в1; г) у = е8* + х2; е) у = еЕ

14.4. а) у = (2х -  9)е"х;; г) у -  (7 -  4х)ех;
“ “ “  б) у = е*-1(0,2х + I)6; д) у = (Зх + 2)4ех+в;

е2х-1 е4-3х
в ) * х2 1 е )у  4 .X4

- Л - ,
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14.5. а) у = ^ с о в З х ;

б) у ■■ е1 6* sin —; 
2

г) у  = е xsin3*; 

Д) У — е6хН ’ з ’

в) у  = е2-Ъх tg  (—0,4*); е) у  = е2х c tg —.
о

14.6. а) у = 4Х; в) у  = 0,2Х~*; д) У -  2х;
(2)2х f i r 1б)Нз) ;

г )  у  — 1»5х+6; е> V = J

14.7. а )у  = 32* - 1 + * 4; г )  у = 0 ,5 3jt+2 -  * 3;
“ ™“  б) у  =  - 2 *  • 10**; д) У = 3* ■ ОД *1;

0,8* 3 - 5 *
в ) ;/  .4 *  -  3 e ) i ,=  1,2х ■

14.8.

14.9.

Найдите значение производной в точке *0:
а) у  = е1 +  х3, х0 =  О; г) у  = е* — х4, х0 =  1;
б) у  = е2х+3 -  5, * 0 = - 1 ;  д) у  = е9_3х + *, х0 — 3;
в) г/ =  еху[х, х0 =  1; е) у  = ех$[х, х0 =  1.

Найдите скорость изменения функции в точке х0:
а) у  =  e*(*2 -  1), х0 =  - 1 ;  г) у  = е2х(3 -  5*), х 0 =  0;

•Jx е3* " 1
б) У = - г г ,  *о = 1; д) У = ,г -  . *о =  1;

в) у  = 2х • sin 2х, х 0 = 0;
&

е) у  = 3-* • tg * , *0 =  0.

14.10. Найдите угловой коэффициент касательной к графику задан- 
ной функции в точке *0:
а) у  -  0 ,4е05х + 3, *0 = - 2 ;

б) у  =  0 ,52х+1, * 0 =  -0 ,5 ;

г) у  = 20е01* -  * , х0 -  Ю;

д) Н!),хо=3 ’

в) у =
*  -  2 , *о -  0;

, 3 * + 4
е) У = %  = 1-

е 3
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14.11. Найдите тангенс угла между касательной к графику заданной 
“ “ “  функции в точке х 0 и осью абсцисс:

а) у =  2е~х +  1, х0 =  0; г) у =  ех — х 3, х0 =  1;
б) у =  е5* -6 +  х , х 0 =  1,2; д) у =  е8' *  +  е, х 0 =  5;

х  — 1
в) у =  х  • 3х, * 0  -  О; е) у =  ~ ^ Г <  хо =  1-

14.12. Найдите угол между осью Ох и касательной, проведённой к 
графику функции у =  f(x) в точке х  =  а:
а) Дх) =  | « вх+1, а  =  - 4 ;  

о 6

б> « * > =  а  =  ->/3;

в) Дх) =  х  +  0 ,51п2 , а  =  0;

г) f(x) =  _ ^ e4l_1, а  =  0,25;

Д ) / ( * )  =  ех̂ ~ 3, а =  sfe;

е) Дх) =  х  +  O.lbiio, а =  0.
14.13. Составьте уравнение касательной, проведённой к графику

функции у  =  /(х) в точке х =  а:
а) Ях) -  е*, а  =  - 1 ; г) f(x) =  е~х, а  =  0;

б) Ях) =  хе3х+1, а =  ——; д) f(x) =  хе1_8х, а  -  0,2

в) у =  2X+1, а  =  - 1 ; е) у =  52* -1, а  =  0,5.
14.14. Через какую точку графика функции у =  е3х + 4 надо провести 

касательную, чтобы она проходила через начало координат? 
Составьте уравнение этой касательной.

Найдите производную функции.
14.15. а )  у  =  1 п х ; г ) у  =  1п (х +  3 ) ;

б ) у  =  2 1 п х ; Д) У =  1п (2х +  1 ) ;ся1ч,IIт

е ) у  =  1п(1 -  х ) .

14.16. а )  у  =  х  +  1 п х ; г )  у  =  х 2 -  1 п х ;

б )  у  =  х 3 In х ; Д) У -  V x l n x ;

1 п х s i n *
в )  у  -  ;

COS X
е ) У =  ------ •

I n *
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14.17. а) у = log3x;
1

р)У = x 3lgx;

б) у = log0l5*;

14.18. а) у  = log2(4x + 1 ) ; 
б) г/ = log0,2(4 -  5х);

в) У

г) у  ■

log2x ’
2

logs
е) У

lg *
г) I/ -  log5(3 -  2х);
д )  г/ =  lo g ! (3 x -2 ) ;

в) у  = lg (-x ); е) у  =  logo i(lOx).
14.19. Найдите значение производной данной функции в точке х0:

а) у = Xs + 1пх, х 0 = 1;
б) у  = log3 х + 1, х0 = 3;
в) у  = х* -  In х. х0 = 1;
г) у = log0,5* + х, х 0 =  4.

14.20. Найдите угловой коэффициент касательной к графику задан- 
ной функции в точке Хо:

х2
а) У = 1пх’

х0 = е;

б) у = х31пх, Хо =  1;
в) у  = (х2 -  4)lg(x + 2), х0 = -1 ;  

1пх
г) у  = х0 = 4;

д) р = x lg x ,  х0 = 1;
е) у  = (х2 -  l) lo g 2(x -  1), х 0 : 2 .

14.21. а) Найдите точку графика функции у = 2е4 0,5jr, в которой ка- 
сательная образует с осью х угол a — 135°.
б) Найдите точку графика функции у  = —V31nx, в которой к а­
сательная образует с осью х угол а  =  150°.

14.22. Составьте уравнение касательной к  графику функции у = g(x) в 
“ точке х =  а:

а) g(x) =  log3x, а  =  9;
б) g(*) =  ^ x in x , а  = 1;
в) g(x) =  (х -  2)log2x, а  = 2;
г) g(x) = lg х, a =  1;
д )  £(х) = х -21пх, а - 1 ;

е) £(*) =  (5х -  l)log5x, а  =  —.
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14.23 .  а) Касательная к графику функции у  =  4 * — 4 • 2х — 14х In 2 па- 
раллельна прямой у — х  In 4. Найдите абсциссу точки касания, 
б) Касательная к графику функции у  = 0,5 • 25* + 8 • 5х парал­
лельна прямой у = 9х In 5. Составьте уравнение этой касатель­
ной.

14.24. Составьте уравнение той касательной к графику функции 
у = f(x), которая проходит через начало координат, если:
а) Я*) —  In* + 1; б) f(x) = In2*.

14.25. а) При каких значениях параметра р прямая у = 2х + Зр -  3 
является касательной к графику функции у = 1п(2х — 3)?
б) При каких значениях параметра а прямая у = 2х + р + 3 яв­
ляется касательной к графику функции у  = 1п(2х + 3)?

Упражнения для повторения
14.26. Андрей сделал в банке вклад на сумму 250 000 р. при условии, 

что в конце года сумма вклада увеличивается на р % и никакие 
другие операции с вкладом не производятся. Через год в этом 
же банке и на таких же условиях сделал точно такой же вклад 
его приятель Алексей. Ровно через год после этого они оба за­
крыли свои вклады. При этом выяснилось, что Андрей полу­
чил на 33 600 р. больше, чем Алексей. Какой процент годовых 
начислял этот банк?

14.27. При каких значениях k прямая у = kx  не имеет общих точек с
2 — 1*|графиком функции у = —---- г—г?

*2 —  2 |*|
14.28. При каких значениях параметра р имеет решения уравнение: 

a) ^sinxcosx = — ; б) cos2^  = рг — 8?



Итак, в главе 2

Определили следующие понятия:
— производная;
— дифференцируемость функции в точке;
— стационарная точка функции;
— критическая точка функции.
Выяснили, в чём состоит:
— физический (механический) смысл производной;
— геометрический смысл производной.
Сформулировали алгоритмы:
— нахождения производной;
— составления уравнения касательной к графику функции. 
Получили необходимые для вычисления производной:
— правила дифференцирования;
— формулы дифференцирования.

Вопросы

1. Что такое средняя скорость движения по прямой за данный про­
межуток времени?

2. Что называют мгновенной скоростью движения в фиксированный 
момент времени?

3. Сформулируйте определение производной функции в точке.
4. Сформулируйте алгоритм нахождения производной.
5. В чём состоит геометрический смысл производной?
6. В чём состоит физический (механический) смысл производной?
7. Как по графику функции определить наличие её производной в 

фиксированной точке?
8. Запишите формулы дифференцирования функций:

У =  с, у  =  kx  +  т, у  =  х 2, у  =  X3, у  = —, у =  у[х.
X

9. Сформулируйте правило вычисления производной суммы функ­
ций.

10. Сформулируйте правило вычисления производной произведения 
двух функций.
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11. Сформулируйте правило вычисления производной частного функ­
ций.

12. Сформулируйте правило вычисления производной линейной ком­
бинации функций.

13. В чём состоит правило дифференцирования функции вида 
у = f(kx  + от)?

14. Запишите формулы дифференцирования тригонометрических 
функций:

у =  sin*, у  = cos*, у = tg*, у = ctgx.
15. Запишите формулу дифференцирования степенной функции 

у = х г.
16. Запишите формулы дифференцирования функций у -  е?, у = ах, 

у = In*, у = log„*.

Тест

1. Движение точки по координатной прямой задаётся формулой 
s(t) = 2t2 -  31 + 1. Найдите скорость движения точки в момент 
времени t = 2.

2. Найдите угловой коэффициент касательной к графику функции
у — —  в точке с абсциссой *0 = -0,5.

* г
3. Укажите производную функции у  = \[2х.

4. Укажите выражение, равное производной функции у

а )~ c o s |^ -  * б) - c o s * в) sin*

Злsin|—  -  *

Злг) — sin —

5. На рисунке 55 изображён график дифференцируемой функции 
у = /(*). На графике отмечены точки L, М , N, Р. Укажите невер­
ное утверждение относительно произведения угловых коэффици­
ентов касательных в этих точках.
а) ' Ьы > 0 в) км ' к^ < 0
б) kN ■ kP > 0 г) hi • kN • kP > 0
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6. На рисунке 56 изображён график производной функции у =  f(x). 
Укажите количество стационарных точек.

7. Найдите тангенс угла между касательной, проведённой к графику 
функции у =  х2 ■ \[х в точке х0 =  1, и положительным направле­
нием оси абсцисс.

a)2i б>| ■>» г*1!
8. Дана функция у — 32х. Решите уравнение у' =  320 In 2.
9. Дана функция у =  ln(4x -  1). Решите неравенство у' <  12.

, 1 1 , 1 1а )  - < х < -  в ) х < - х > -

1 1 , 1
б) Х < 3 ’Х Ф 4 Т ) Х > 3

10. Составьте уравнение той касательной к графику функции 
у =  4х1 -  In х, которая параллельна прямой у =  — 1.
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Дополнительные задачи

Напомним, что
если из условия (утверждения, высказывания) А следует условие 
(утверждение, высказывание) В, то В  есть необходимое условие 
для А, а А есть достаточное условие для В.
Например, равенство х = 2 — достаточное условие равенства 
х2 = 4, так как если х  — 2, то х 2 = 4.
Другой пример: непрерывность функции в точке — необходимое 
условие её дифференцируемости в этой точке (см. конец § 8).

1. Докажите, что каждое из условий «а»—«е» является достаточным 
условием справедливости равенства х 3 — 1х2 + 6х = 0:
а) х в = 0; г) х = 0 или х = 6;
б) х  = 6; д) х(х  — 10) — 2(х -  18);
в) х3 = х2; е) \х — 1| «  0.

2. Докажите, что ни одно из условий в упражнении 1 «а»—«е» не 
является необходимым условием справедливости равенства 
х3 — 7х2 + 6х = 0. Для этого укажите значения х, при которых это 
равенство верно, а соответствующее из условий неверно.

3. Докажите, что каждое из условий «а»—«е» является необходи­
мым условием делимости натурального числа п на 24 без остатка:
а) п — целое число;
б ) п >  19;
в) п — чётное число;
г) 0,5га — чётное число;
д) 5га кратно 40;
е) га2 кратно 9.

4. Докажите, что ни одно из следующих условий «а»—«е» не являет­
ся достаточным условием делимости натурального числа га на 36 
без остатка:
а) га — чётное число;
б) 0,5га — чётное число;
в) га кратно 3;
г) га кратно 3 и кратно 4;
д) га — чётное число, кратное 9;
е) га при делении на 24 даёт остаток 12.
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Какие из условий «а* — «е» на дифференцируемую функцию 
У — f(x) в упражнениях 5 и 6 являются необходимыми условиями 
того, что она на интервале (—2; 5) имеет график, представленный 
на рисунке 57?

5. а) Д-1) >  0; г ) /'(2) = 0;
б) /(1) > 0; д) Г(3) = 0;
в) Г(1) < 0; е) / '(-1 )  • Г(4) <  0.

6. Эта функция:
а) возрастает на (—2; 1];
б) возрастает на [2; 3];
в) не монотонна на (—2; 5);
г) непрерывна на [—1; 1];
д) имеет на (—2; —1] всюду положительную производную;
е) имеет на (—2; 5) всюду положительную производную.

Какие из условий «а »—«е* на кусочно-линейную функцию у = f(x) 
в упражнениях 7 и 8 являются необходимыми условиями того, что 
она на отрезке [—3; 4] имеет график, представленный на рисунке 58?

Рис. 58
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7.. a) f ' ( - 1,5) > 0;
б ) П О )  =  0 ;
в) не существует f'(0);
г) f  (3,9) = 0;
д) Г(—2,9) = f(-2,09);
е) /'(-2 ,9) + /'(-1 ,9) > 0.

8. Угловой коэффициент касательной к графику функции:
а) положителен при х = —2,5;
б) положителен при х = — 1;
в) положителен при х = 3,7;
г) одинаков при х  = 0,5 и х  = 1,9;
д) равен нулю при х  = 3,9;
е) различен при х  = 2,5 и х  = 3.

9. Какие из условий «а»—«е» являются достаточными для справед­
ливости равенства /'(1) = 3:
а) fix) = 3 -  0,5(5 -  6х);
б) f(x) = х2 + ж -  11;
в) f  ix) = х3 -  хг + х;

г) f(x) = ~j= + i x j x \
six

д) f(x) = 3 + lnx;
е) fix) = sin(juc)?
В математике часто приходится иметь дело с ситуациями, когда 
одно условие А  является и достаточным, и необходимым для вы­
полнения другого условия В. В таких случаях говорят, что усло­
вия Л и В эквивалентны (равносильны) , или же что условие В 
есть критерий условия А. Типичные примеры даёт геометрия.

10. Для каждого из условий «а»—«е» выясните, является ли оно до­
статочным, необходимым, эквивалентным условию А — «четы­
рёхугольник является параллелограммом*:
а) в четырёхугольнике есть две равные стороны;
б) в четырёхугольнике есть две параллельные стороны;
в) в четырёхугольнике есть две равные стороны, которые парал­
лельны друг другу;
г) четырёхугольник является ромбом;
д) диагонали четырёхугольника пересекаются;
е) диагонали четырёхугольника в точке их пересечения делятся 
пополам.
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В условии упраж нений 11— 14 все функции дифференцируемы . 

11. Д л я функции у = у (х)  -  ( Я * ) ) 1 обоснуйте, что:

а) у(х) =
/(*)’

б) у (х  + Дд) ■
/ ( х  +  Д д)’

г) Ду
Д /

/(* )Д /(д  + А х ) ’

А / 1
Дд / ( д ) / ( д  + А х ) ’

П х )

f 2(x)'

12. И спользуя теорему о производной частного (см. теорему 3 в § 10) 
и  ф ормулу из упраж н ен ия  11 «е», докаж ите теорему о производ­
ной частного.

в) lim  у ( х  + Дд) !
Дд:-*0

у(х); е)
f ( x )

13. Д л я  ф ункции у  = у (х )  =  /(Ад + от) обоснуйте, что:
а) 1/(0) =  Д т ) ,  у(1) =  /(А + от);
б) у (х  +  Дд) = /((k x  +  т) +  АДд);
в) И т  у ( х  + Дд) =  у(д);

А н О

г) Ду  =  /((Ад +  от) + kAx) — /(Ад +  от);
Ду _  /((Ад +  от) + АДд) — /(Ад +  от) АДд 

Д Дд АДд Дд"’
е) (/(Ад +  от))' =  А/'(Ад +  от).

14. К акие и з следую щ их ф ункций являю тся реш ением  диф ф еренци­
ального уравн ен ия у '  =  2у ,  а  какие не являю тся:
а) у  = 2 +  е*;
б) у  = 1 +  2е*;

в) у  =  е ,
г) у  =  - г е 2*;

д) I/ = 2е 2л;;
е) у  = е* +  е~
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Глава 3

Исследование функций 
с помощью производной

§ 15. Исследование функций 
на монотонность

На рисунке 59 представлен график некоторой возрастающей диф­
ференцируемой функции у  = f(x) и проведены касательные к графику 
в точках х = а, х  = Ь, х  = с, х  =  d. Первые две (смотрите!) составляют 
с осью Ох острый угол, т. е. у обеих прямых угловые коэффициенты 
положительны. Но мы же знаем, что угловой коэффициент касатель­
ной равен значению производной в абсциссе точки касания. Таким 
образом, f'(a) > 0, /'(&) > 0. А в точках х  = с, х  = d касательные па­
раллельны оси Ох, значит, f'(c) = 0, f'(d) = 0. Вообще в любой точке 
х  из области определения возрастающей дифференцируемой функции 
выполняется неравенство f ( x ) S* 0.

На рисунке 60 представлен график некоторой убывающей диффе­
ренцируемой функции у = f(x). Проведём касательные к графику в 
точках х  — а, х  = Ь. Обратите внимание: обе они составляют с осью 
Ох тупой угол, т. е. у обеих прямых угловые коэффициенты отрица­
тельны, а потому f'(a) <  0, f'(b) < 0. А в точке х  = с касательная па­
раллельна оси Ох, значит, f'(c) =  0. Вообще в любой точке х  из обла­
сти определения убывающей дифференцируемой функции выполня­
ется неравенство f \x )  О.

Как видите, между характером монотонности функции и знаком 
её производной есть определённая связь: если дифференцируемая 
функция возрастает на промежутке, то её производная во всех 
точках промежутка неотрицательна; если дифференцируемая 
функция убывает на промежутке, то её производная во всех точ­
ках промежутка неположительна. При этом во избежание недо­
разумений берут только открытые промежутки, т. е. интервалы или



открытые лучи. Дело в том, что для функции, определённой на отрез­
ке [а; 6], не очень корректно ставить вопрос о существовании произ­
водной в концевой точке (в точке х  =  а  или в точке х  =  Ь), поскольку 
в точке х =  а  приращение аргумента может быть только положитель­
ным, а в точке х  =  Ь — только отрицательным. Но в определении 
производной такие ограничения не предусмотрены.

Итак, по характеру монотонности функции можно судить о знаке 
её производной. Но гораздо важнее то, что верно и обратное: по знаку 
производной можно судить о характере монотонности функции.

Теорема 1. Если во всех точках открытого промежутка X  выпол­
няется неравенство f'(x) г  0 (причём равенство f ( x )  =  0 либо не 
выполняется, либо выполняется лишь в конечном множестве то­
чек), то функция у =  fix ) возрастает на промежутке X.

Теорема 2. Если во всех точках открытого промежутка X  выпол­
няется неравенство f'(x) «  0 (причём равенство f( x )  =  0 либо не 
выполняется, либо выполняется лишь в конечном множестве то­
чек), то функция у — f{x) убывает на промежутке X.
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Эти теоремы доказывают в университетских курсах математиче­
ского анализа. Мы ограничимся их обоснованием с помощью физиче­
ской модели «Производная — это скорость».

Предположим, что материальная точка движется по прямой, 
к — s(t) — закон её движения. Если s'(t) > 0, т. е. скорость движения 
положительна, то точка удаляется от начала отсчёта. Значит, функ­
ция s = s(t) возрастает. Если скорость s'(t) отрицательна, то точка 
приближается к началу отсчёта, функция s = s(t) убывает. Если ско­
рость движения сначала была положительной, затем в какой-то мо­
мент времени обратилась в нуль, а потом снова стала положитель­
ной, то движущаяся точка в указанный момент времени как бы при­
тормаживает (останавливается), а потом продолжает удаляться от 
начальной точки. Так что и в этом случае функция s = s(t) возрас­
тает.

Пример 1 Доказать, что функция:
а) у = х 7 — 7х4 + 28л — 5 возрастает на всей числовой прямой;
б) у = убывает на луче [3; +оо).

л
Решение, а)

у' = (х7 -  7х4 + 28х -  5)' = 7л6 -  28л3 + 28 =
= 7(л6 -  4х3 + 4) = 7(х3 -  2)2.

Производная 7(л3 — 2)2 равна нулю только в точке \[2, а в осталь­
ных точках числовой прямой она положительна. Значит, производ­
ная функции удовлетворяет условиям теоремы 1, а потому сама функ­
ция возрастает на всей числовой прямой, 

б)

у ' -
(In л)' • л — In л • х'

1
—  ■ л  
л___ 1пл • 1 1 -  1пл

Если л 6 (3; +оо), то л > е, 1пл > 1пе, т. е. 1пл > 1, -— < О.л2
Таким образом, производная у' на (3; +°о) отрицательна. По теоре­
ме 2 из этого следует, что сама функция убывает на открытом луче 
(3; +оо).

Для того чтобы доказать убывание функции на луче [3; +°°), рас- 
1плоуждают так. Функция у = ---- непрерывна на (0; +°°) как частноел



непрерывных функций. Значит, она непрерывна и на [3; +оо). После 
этого используют следующее правило:

|
если функция возрастает (убывает) на открытом луче (а; +00) и 
непрерывна на луче [а; +°°), то она также возрастает (убывает) на 
луче [а; +°°).

Такое же правило верно и для перехода от (—°°; ft) к (— ft], от 
(a; ft) к [а; 6] и т. д. Кратко: концевые точки включают в промежу­
ток монотонности непрерывной функции. I

| Пример 2 Исследовать на монотонность функцию у = х3 — Зх2 + 4 
и построить её график.

Решение. Исследовать функцию на монотонность — это значит вы­
яснить, на каких промежутках области определения функция возра­
стает, а на каких убывает. Согласно теоремам 1 и 2, это связано со 
знаком производной. Найдём производную данной функции:

у ' = (х3 -  Зх2 + 4)' = Зх2 -  6х  = Зх(х -  2).
Заметим, что у ' = 0 при х =  0, х  =  2. Область определения данной 

функции — вся числовая прямая. На рисунке 61 схематически указа­
ны знаки производной на промежутках области определения: на от­
крытом луче (—°°; 0) производная положительна, на интервале 
(0; 2) — отрицательна, на открытом луче (0; +°о) — положительна. 
Значит, на луче (— 0] функция возрастает, на отрезке [0; 2] убыва­
ет, на луче [2; +°о) возрастает.

+  -  о +  I

0 2 *
Рис. 61

Чтобы построить график функции у =  х 3 —  Зх2 +  4, составим таб­
лицу значений функции, куда обязательно следует включить значе­
ния функции в концевых точках промежутков монотонности (х =  О, 
х  =  2) и ещё несколько значений:

X -1 0 1 2 3
У 0 4 2 0 4



Отметим точки (—1; 0), (0; 4), (1; 2),
(2; 0), (3; 4) на координатной плоско­
сти. Через отмеченные точки проводим 
линию, учитывая найденные промежут­
ки возрастания и убывания функции и 
то, что в точках х = 0 и х = 2 производ­
ная обращается в нуль, касательная к 
графику функции в этих точках парал­
лельна оси абсцисс (стационарные точ­
ки). График заданной функции изобра­
жён на рисунке 62. |

А что будет, если на всём промежут­
ке производная функции равна нулю?
Здесь уже без всяких дополнительных предположений получается не­
обходимое и достаточное условие, критерий постоянства функции.

Теорема 3. Пусть X  — открытый промежуток. Тогда:
а) если функция у = f(x) постоянна на X, то f'(x) = 0 для всех
х е X;
б) если f \x )  = 0 для всех х е X,  то функция у = Дх) постоянна на X.

Утверждение «а» (необходимое условие постоянства функции) мы 
уже обсуждали и доказывали. Кратко, (С)' = 0 (С от англ, constant — 
постоянный). Аккуратное доказательство утверждения «б» (доста­
точное условие постоянства функции), как и доказательства теорем 1 
и 2, приводят в курсе высшей математики. Но физическая модель 
«Производная — это скорость» делает утверждение «б» практически 
несомненным. Смотрите: если скорость точки всё время равна нулю, 
то нет и самого движения, т. е. положение точки неизменно.

Упражнения

15.1. а) На рисунке 63 изображён график дифференцируемой функ­
ции у = Дх). Среди отмеченных точек а, Ь, с, d, е и g укажите 
те, для которых справедливо неравенство f'(x) < 0. 
б) На рисунке 64 изображён график дифференцируемой функ­
ции у = Дх). Среди отмеченных точек а, b, с, d, е и g укажите 
те, для которых справедливо неравенство /'(х) > 0.



15.2. а) На рисунке 65 изображён график функции у  =  f(x).  Распре­
делите неравенства / '( а ) > 0, /'(ft) > 0, /'(с) <  0, / '(d ) <  О, 
f' (e) < О, f'(g) < О в две группы: верные и неверные.
б) На рисунке 66 изображён график функции у = f(x). Распре­
делите неравенства / '(а )  > О, /'(ft) > О, /'(с) < О, / '(d ) <  О, 
/'(е) < О, f'(g) > О в две группы: верные и неверные.

15.3. На рисунке 67 изображён график дифференцируемой функции 
у  = f(x). Сравните с нулём значения выражений:
а) П а )  + Г(ЬУ, в) /'(ft) • /'(d); д) е • /'(е);
б) П а )  + Нс);  г) Н с )  ■ f'(g); е) 6 • /'(ft).
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15.4.  На рисунке 68 изображён график производной функции у = f(x). 
Определите, верным или неверным является высказывание:
а) функция у — f(x) возрастает на (—°°; —4];
б) функция у = f(x) возрастает на [—1; +°°);
в) функция у = fix) убывает на [-3; О];
г) функция у -  fix) возрастает на [1; +00);
д) функция у = fix) убывает на (—оо; —1];
е) функция у = fix) убывает на [-1; 1].

15. 5.  На рисунке 69 изображён график производной функции 
у = fix). Определите, верным или неверным является высказы­
вание:
а) функция у — fix) возрастает на [—6; —3];
б) функция у = fix) убывает на [7; +°°);
в) функция у = fix) возрастает на [—2; 5];
г) функция у = fix) убывает на [-10; —3];
д) функция у = fix) возрастает на (— -8];
е) функция у = fix) возрастает на (0; 6).

Рис. 69
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15.6. На рисунке 70 изображён график производной функции 
у = f(x). Укажите, на каком из данных промежутков функция 
у = fix) возрастает, а на каком убывает:
а) [—10; -8 ]  и [-2 ; 2]; г) [-3 ; 0] и [9; 11];
б) [0; 3] и [8; 9]; д) [-16; -12] и [4; 7];
в) [-7 ; -4 ] и [5; 6]; е) [12; 15] и [-1 ; 3].

15.7. На рисунке 71 изображены графики производных функций 
у = fix), у = gix) и у = Цх). Опишите характер монотонности 
(убывает или возрастает) каждой из функций у = fix), у  — gix) 
и у = Щх) на промежутке:
а) [-3 ; -1]; в) [0; 2]; д) [3; 5];
б) [1; 3]; г) [-2 ; 0]; е) [-6 ; -3 ].
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15 .8.  а) Изобразите эскиз графика производной функции у  =  fix), ес­
ли известно, что функция у  = fix) возрастает на луче (—°°; — 1] 
и убывает на луче [—1; +оо).
б) Изобразите эскиз графика производной функции у  =  f(x), ес­
ли известно, что функция у  = fix) возрастает на луче [3; +°о) и 
убывает на луче (-оо; 3].

15. 9. Изобразите эскиз графика функции у  = fix), если промежутки 
постоянства знака производной / '(х )  представлены на указан­
ном рисунке:
а) рис. 72; в) рис. 74; д) рис. 76;
б) рис. 73; г) рис. 75; е) рис. 77.

“  I + I
— + I — 1 + I ~  у

-5  3 X -4  0 4 *
Рис. 72 Рис. 73

-  I  + 1 “  1 + — I + .  “  . w

- 7  -1  2 з * —2 6 х
Рис. 74 Рис. 75

*  , + | “  , + -  .  + . -  . _ . + у

-6  1 3 X - 3  0 2 5 х
Рис. 76 Рис. 77

15.10. Докажите, что данная функция возрастает:
а) у  =  cos 2х + 4х; в) у  = cos Зх  + 5х;
б) у  = 2х + Ух; г) у = 3х + 2$х.

15. 11.  Докажите, что данная функция убывает:
а) у  = cos* — Зх ; в) у = s in 2х -  4х;

б) у  =  Ь  + lo So.5* ; г) у  = +  l o g 0 ,3  X .

15.12.  Докажите, что функция:
“ “ “  а) у  = —4*3 — 2х  + 7 убывает на (-оо; +о°);

б) у  = х 3 — х 2 + 5х — 1 возрастает на (—°°; +00);
в) у  = —Xs — 2х3 — Зх  +  6 убывает на (—°°; +°°);
г) у  = 2х3 — 7х + 11 убывает на (—°°; +°°);
д) у  = 2*3 + 2*2 + Зх  +  7 возрастает на (—оо; +°°);
е) у  = 2х5 — х 3 + 4х — 3 возрастает на (—оо; + оо).



15.13. Докажите, что данная функция монотонна на всей числовой 
“  прямой, и укажите характер монотонности:

а) у =  8 — 16ж — 4ж3; в) у =  log2*  +  sin ж 4- 2ж;
б) у =  cos 2х +  4ж — 6; г) у =  log! х  — х3 — Зх.

15.14. Докажите, что функция:
2х -  1

а) у = --------убывает на (—°° ; 3);
х  — 3
3 *  -  5

б) у = ------— возрастает на (1; + °°);

в) У =

ж -  1 
4ж -  13 
2ж — 5

возрастает на (2,5; + °°);

4ж — 5
г) у = --------убывает на (2; + °°);

ж — 2
6ж -  5 ( 1

д) у =  —------ возрастает на —°°; — I;
Зх 1  ̂ о )

, 6ж +  13
е) у =  —-----— убывает на (—°° ; —1,5).

2ж +  3

15.15.

15.16.

Исследуйте данную функцию на
а) у =  2ж2 — 8ж +  13; г) у
б) у =  Зж3 -  ж2; д) у
в) у =  ж4 -  8ж2 +  19; е) у

монотонность.
=  Зж2 +  6ж -  11;
=  ж3 -  6ж2;
=  ж4 -  2ж2 -  5.

а) у =  ^ж3 +  ^ж2 — 12ж +  2; г) у =  ж3 +  2ж2 -  4ж +  18;

б) у =  ж4 -  -ж 3 + - ж 2 - 1 4 ;  
У 3 2

д) у =  ^ж4 +  ^ х 3 -  Зж2 -  17;

в) у =  бж5 +  5^ж 3 -  9ж + 25 е) у =  \х~- -  З^ж3 +  9ж -  21. 
5 3

15.17. а) у =

б )  у

(ж -  2)2 ’ 
2ж

ж2 + 1 :

в) у

г) у ■■

ж -  2 ’
3

(ж +  I)2 ’

д )  у =

е )  у =

Зж
ж2 + 2 ’ 

2 Х 3 

Зж +  1

15.18. а) у = У2ж +  1;
б) у =  У2 — ж +  2ж;

в) у =  УЗ -  2ж;
г) у =  УЗ — ж +  Зж.

154 |



15.19. а) у
б) у

15.20. а) у

б) У

в) у

15.21. а) у

б) у 

в )У

г) У

у =  3х +  X17; 
у = х -  1п(х +  1).

In ж 
у ------- ;X 

2 х

у  =  >Jx +  3 +  In (5 -  х).

s in *  +  c o s *  +  у/х +  5 * ;
2

s in 3 * — co s2 * — 2 * 3 — 6е*;

2 c o s*  — s in *  — *5  -  4x; 

co s^  — s in ^  +  ifx  +  2e3z.
Ci Ci

2X +  In*;
2 *2 -  In *;

*

I n * ’

fi.
ex ’
•Jx +  6 +  In (2 — *) ;

в)
r)

r)

Д)

e)

ИКГ 15,22. При каких значениях параметра р  функция возрастает на всей 
~—“  числовой прямой:

а) у  =  * 3 +  р х ; в) у  =  р х 3 +  * ;

б) у  =  х 3 +  х 2 +  р х  — 8; г) у =  —* 3 -  рх2 +  9 *  -  10?
3

ИКГ 15.23. При каких значениях параметра р  функция убывает на всей 
числовой прямой:
а) у  =  2рх -  х 3; в) у  = - р х 3 -  (р +  1)*;
б) у =  - х 3 — р * 2 -  4 *  +  8; г) у  =  — х 3 — 2х2 — р х  +  8?

15.24. При каких значениях параметра р функция у — х3 — 3 *  убыва- 
—““  ет на отрезке:

а) [р +  1; р  +  3]; б) Р - 3 ;  - р  +  -

15.25. При каких значениях параметра р функция у  =  Xs — 3 *  возра­
стает на отрезке:

а) [р — 2,5; р — 0,5]; б) р  -  2р +  2

15.26.
Используя свойство монотонности функции, решите уравнение.
а) х 3 +  7 =  1 7 - х ;
б) х 5 +  4х3 +  5х -  10 =  0;
в) 18 -  2х5 -  6х3 -  10х =  0;

г) 15 -  2х3 =  4х — 9;
д) х 6 +  6 * 3 +  5х -  12 =  0;
е) 10 -  х 5 -  2х3 -  7х =  0.
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15.27. а) х5 + х3 + 7х -  51 = Щ7 -  5х ;
“  б) 102 -  2х5 -  4х3 -  2х = Уб + 5х.

15.28. a) sin3x — 4cosx — l l x  = х7 — 4;
б) 6sin-^ + 5cos2x + 12х = 5 -  х5.

15.29. a) 6 s i n ^  + 4 c o s ~  + 17х = 32 -  7х3 -  2х5; 

б) 4 s i n ^  — Зсовях — 20х — х5 + 5х3 —19.

Упражнения для повторения

15.30. Дана функция у = f(x), где /(х) =
-Цх  + л, если х < —л, 
sin х, если —л < х < л.
Цх -  л, если х  > п.

а) Постройте и прочитайте график функции у — f(x).
б) При каких значениях параметра р  уравнение f(x) = р 
три корня?

15.31. Решите уравнение:
а) lg (x  + ч/б) = - l g ( x  -  ч/б);
б) log2(x -  6) + 21og2 six -  7 = 1;
в) log3 х 5 = 121og5 sfx\
г) lg(x  -  ч/7) = - lg ( x  + V7);
д) log5(6 -  x) + 21og5 s/9 -  x  -  1;
е) 41og3sfx = log3 x  — 3.

15.32. Решите неравенство:

*>3' (if* - • (jf + ■* « 01
6) 3 • 25* -  8 • 15* + 5 • 9* > 0;

r) 4 • 16* — 11 • 28* +  7 • 49* «  0.
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15.33. Сравните числа а и ft, если:
— a) а = sin 3 sin 5, ft = sin 4 sin 6; 

6) a = sin 9 cos 5, ft = sin 11 cos 7.

§16. Исследование функций 
на экстремум

Для наглядности дальнейших рассуждений начнём с построения
—х, если —4 « х < О,

графика кусочной функции у -(х  -  I)2 + 1, если О « х « 3,

График состоит из двух прямолинейных участков (у = —х, 
- 4  ^  х < 0; у = х — 6, 3 < * ^  8) и части параболы (у = -(дс — I)2 +- 1, 
О ^ х  « 3). Начнём с параболы. Её вершина находится в точке (1; 1), 
на концах отрезка [0; 3] функция у = -(х  — I)2 + 1 принимает значе­
ния 0 и —3 соответственно, а в точке х = 2 функция принимает значе­
ние 0. Через указанные четыре точки ((0; О), (1; 1), (2; О), (3; —3)) 
строим часть параболы (рис. 78). На том же чертеже строим участок 
прямой у = —х на полуинтервале [—4; 0) и участок прямой у = х — 6 
на полуинтервале (—3; 8]. В итоге получаем график заданной кусоч­
ной функции (см. рис. 78).
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В учебнике для 10-го класса мы выработали определённый поря­
док ходов (из восьми пунктов) для чтения графика. Прочитаем по­
строенный график.

1) Область определения функции: D(f) = [—4; 8].
2) Функция общего вида (ни чётная, ни нечётная).
3) Функция убывает на [-4; 0], возрастает на [0; 1], убывает на 

[1; 3], возрастает на [3; 8].
4) Функция ограничена и снизу, и сверху.

У в & ш л  1 /наиб  4 .

6) Функция непрерывна в своей области определения.
7) Область значений функции: E(f) = [—3; 4].
8) Функция выпукла вверх на отрезке [0; 3].
Читать построенные графики мы с вами учились, начиная с 7-го 

класса, этот процесс постепенно (от класса к классу) «обрастал» всё 
новыми и новыми свойствами. Вот и теперь мы можем несколько обо­
гатить этот процесс.

9) Функция дифференцируема во всех точках интервала (—4; 8), за 
исключением точек х  = 0, х  = 3.

Понятие дифференцируемости функции мы обсуждали в § 8. В том 
же параграфе мы договорились точку, в которой функция непрерыв­
на, но не дифференцируема, называть критической точкой, а точку, 
в которой касательная к графику функции параллельна оси абсцисс 
(т. е. точку х, в которой выполняется равенство f '(x ) = 0), называть 
стационарной точкой. Дополним процесс чтения графика рассма­
триваемой функции ещё одной позицией.

10) х  = 0, х  = 3 — критические точки, х  = 1 — стационарная точ­
ка.

Познакомимся с двумя новыми свойствами функций.

I
 Определение 1. Точку х  =  х0 называют точкой минимума функции 

у = f(x), если у этой точки существует окрестность, для всех точек 
х  ф х0 которой выполняется неравенство f(x) > f(x0). Значение 
функции в точке минимума обозначают так: ymin.

I
 Определение 2. Точку х  =  х0 называют точкой максимума функции 

у = f(x), если у этой точки существует окрестность, для всех точек 
х  * *о которой выполняется неравенство f(x) < f(x0). Значение 
функции в точке максимума обозначают так: утях.

Вернёмся к графику функции, представленному на рисунке 78, и 
добавим в процесс чтения графика ещё одно свойство.



11) У заданной функции: 
х — 0 — точка минимума, причём ymin = О; 
х = 1 — точка максимума, причём утах = 1; 
х  = 3 — точка минимума, причём ymln =  —3.
Точки минимума и максимума функции объединяют общим тер­

мином — точки экстремума (от лат. extremum — крайний). Если 
х “ Хо является точкой минимума (максимума) функции у = f(x), то 
довольно часто и соответствующую точку (х0; f(x0)) графика функции 
также называют точкой минимума (максимума).

Обратите внимание на различия в обозначениях: уИХ„6 — это наи­
большее значение функции на всей её области определения или на 
рассматриваемом промежутке, а утах — это значение функции в точ­
ке максимума. Для сравнения, чемпион России — это «самый-са- 
мый» во всей стране, глобально, а чемпион школы — это «самый-са- 
мый» только локально, в пределах одной школы. Как говорят, yaallб — 
глобальное понятие, а утях — локальное понятие, оно определяется 
поведением функции только в некоторой окрестности точки максиму­
ма. Например, для функции, график которой представлен на рисун­
ке 78, унаиб = 4, а утах = 1. Разумеется, аналогичны и различия ме­
жду У найм и утт. Например, унаш1 — это всегда одно число, если оно 
вообще существует, а у , ^  может в каждой из точек минимума прини­
мать своё отдельное значение.

Как искать точки экстремума функции? Ответ на этот вопрос дают 
две теоремы.

I
 Теорема 1 (необходимое условие экстремума). Если функция у = f(x) 

имеет экстремум в точке х0, то в этой точке производная функ­
ции либо равна нулю (стационарная точка), либо не существует 
(критическая точка).

Посмотрите на рисунок 78. У функции, график которой представ­
лен на этом рисунке, две точки минимума (критические точки х = О, 
х  — 3) и одна точка максимума (стационарная точка х  = 1).

Нам довольно часто приходилось строить график квадратичной 
функции у  = ах2 + Ьх2 + с. Начинали мы обычно с отыскания коор­
динат вершины параболы, служащей графиком квадратичной функ-

Ьции. Абсциссу х0 вершины мы находили по формуле Хо = — — , кото­

рую приходилось специально запоминать. Но ведь вершина парабо­
лы — это точка экстремума, в ней производная квадратичной



функции равна нулю. Так что абсциссу вер­
шины параболы можно найти и из условия
у’ -  о.

Найдём для примера координаты верши­
ны параболы

у =  2х2 -  5х2 + 3.

Имеем:

у' =  (2хг — 5х2 + 3)' =  4х — 5; 4х — 5 =  0;

Итак, вершиной параболы

у = 2х2 — 5х2 +  3 является точка

А верна ли теорема, обратная теореме 1, 
т. е. верно ли, что если х -  Хо — стационар­
ная или критическая точка, то в этой точ­
ке функция имеет экстремум? Ответ отри­
цательный. Смотрите: на рисунке 79 изоб­
ражён график функции у =  —х3; в точке 
х  =  0 производная у' =  -Зх2 равна нулю. 
Точка х — 0 — это стационарная точка, 
но не точка экстремума. А на рисунке 80 

изображён график функции у — Чх\ в точке х = О производная 
функции не существует, это критическая точка, но не точка экстре­
мума.

Как же узнать, есть ли в стационарной или в критической точке 
экстремум? Для ответа на этот вопрос снова рассмотрим графики 
функций, представленные на рисунках 78—80.

На рисунке 78 три точки экстремума. Обратите внимание: при пе­
реходе через каждую из этих трёх точек изменяется характер моно­
тонности функции. Смотрите:

— в некоторой окрестности точки минимума х — 0 слева от неё 
функция убывает, а справа возрастает;

— в некоторой окрестности точки максимума х — 1 слева от неё 
функция возрастает, справа убывает;

— в некоторой окрестности точки минимума х =  3 слева от неё 
функция убывает, справа возрастает.

Рис. 79



Если перейти к знакам производной, то:
— в некоторой окрестности точки минимума левее неё у' < 0, а 

правее неё у' > 0;
— в некоторой окрестности точки максимума левее неё у > 0, а 

правее неё у < 0.
Как в таких случаях говорят, при переходе через точку миниму­

ма (максимума) производная меняет свой знак.
Если же и слева, и справа от стационарной или критической точ­

ки производная имеет один и тот же знак, то в этой точке экстремума 
нет. Именно так обстоит дело с функцией у = — х 3, график которой 
изображён на рисунке 79: и слева, и справа от стационарной точки 
х  = 0 функция убывает, производная отрицательна. А для функции 
у  = у х , график которой изображён на рисунке 80, дело обстоит так: и 
слева, и справа от критической точки х  — 0 функция возрастает, про­
изводная положительна.

Наши рассуждения могут служить подтверждением (но, конечно, 
не доказательством) справедливости следующей теоремы.

Теорема 2 (достаточное условие экстремума). Пусть функция у = f(x) 
непрерывна на промежутке X  и имеет внутри промежутка ста­
ционарную или критическую точку х  = х0. Тогда:
а) если у этой точки существует такая окрестность, в которой при 
х < х0 выполняется неравенство f'(x) <  0 , а при х > х 0 —  нера­
венство f '(x ) > 0, то х  = х0 — точка минимума функции у = f(x);
б) если у этой точки существует такая окрестность, в которой при 
х < ха выполняется неравенство f'(x) > 0, а при х > ха — нера­
венство f'(x) < 0, то х  = х0 — точка максимума функции у  = f(x);
в) если у этой точки существует такая окрестность, что и слева, 
и справа от точки Хо знаки производной одинаковы, то в точке х 0 
экстремума нет.
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Рис. 81

Этой длинной формулировкой на практике пользоваться неудоб­
но, советуем применять условную схему, представленную на рисун­
ке 81.

Для исследования функции на монотонность и экстремумы полез­
но использовать следующий алгоритм.

Алгоритм исследования непрерывной функции у  = f(x) 
на монотонность и экстремумы

1. Найти производную /'(х).
2. Найти стационарные (f '(x ) = 0) и критические (/'(х) не суще­

ствует) точки функции у  = /(х).
3. Отметить стационарные и критические точки на числовой пря­

мой и определить знаки производной внутри получившихся 
промежутков.

4. Сделать выводы о монотонности функции и о её точках экстре­
мума.

Заметим, что если заданная функция имеет вид у = ^ Х-\  то по-
<?(*)

лезно сделать добавление к алгоритму: полюсы функции, т. е. точки, 
в которых знаменатель q(x) обращается в нуль, тоже отмечают на 
числовой прямой, причём делают это до определения знаков произ­
водной. Разумеется, полюсы не могут быть точками экстремума.

Пример 1 Исследовать на монотонность и экстремумы функцию 
у = х4 -  4х3 -  8х2 + 28.

Решение. Воспользуемся алгоритмом.
1. Найдём производную заданной функции:

у ' = (х4 -  4х3 -  8х2 + 2 8 / -  4х3 -  12х2 -  16х =
= 4х(х2 -  Зх -  4) = 4х(х +1)(х -  4).

2. Критических точек у функции нет (производная определена на 
всей числовой прямой); стационарные точки найдём из уравнения 
4х(х +1)(х — 4) = О. Получаем три стационарные точки: О, —1, 4.
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3. Отметим стационарные точки на числовой прямой; знаки про­
изводной внутри получившихся промежутков указаны на рисунке 82.

+ ____  +
- 1 0  4 х

Рис. 82

4. Функция убывает на (—°°; —1], возрастает на [—1; 0], убывает на 
|0; 4], возрастает на [4; +<»).

х — —1 — точка минимума, pml]) = 25; 
х  = 0 — точка максимума, t/max = 28;
х = 4 — точка минимума, i/min = -100. I

Пример 2 Исследовать на монотонность и экстремумы функцию

Решение. 1. Найдём производную заданной функции:

, _  (х2 + 3 ]' = (х2 + 3)'(х -  1) -  (х2 + 3)(х -  1) ' =
У х  - 1 j (х - 1)2
2х(х -  1) -  (х2 + 3) ■ 1 _ х2 -  2х -  3 _  (х + 1)(х -  3) 

( х - 1 ) 2 ( х - 1  f  ~  ( х - 1 ) 2 '
2. Производная не существует в точке х = 1, но эта точка не при­

надлежит области определения заданной функции, это точка разры­
ва, значит, критических точек у функции нет.

Стационарные точки найдём из уравнения (х + 1)(х -  3) 
( х  -  I )2

= 0. По­
лучаем две стационарные точки: —1 и 3.

3. Отметим стационарные точки и точку разрыва (полюс функции) 
на числовой прямой; знаки производной на получившихся промежут­
ках указаны на рисунке 83.

Рис. 83

4. Функция возрастает на (—°°; —1], убывает на [—1; 1), убывает на 
(1; 3], возрастает на [3; +°°).

х  = —1 — точка максимума, утлх = —2; х = 3 — точка минимума,
(/min =  6 .  I



j Пример 3 Исследовать на монотонность и экстремум функцию 
у — х* -  41пх.

Решение.
1. Найдём производную заданной функции:

у ' =  (х 4 -  41пх)' =  4х3 -  4 

4(х2 -  1)(х2 +  1)

1 4л4 —4 4(л4 -  1)
х

Цх
X X

1)(Л + 1)(х2 + 1)

2. Область определения функции у = х* — 41пх — открытый луч 
(0; +°°); в этой области производим всюду существует и обращается в 
нуль только в точке х  =  1 — это единственная стационарная точка.

3. Отметим на открытом луче (О; +°о) стационарную точку х  = 1; 
знаки производной на получившихся промежутках указаны на рисун­
ке 84.

0 1 
Рис. 84

+_
х

4. Функция убывает на (0; 1], возрастает на [1; + °°). 
х  =  1 — точка минимума, ут i„ =  1. |

| Пример 4 Исследовать на монотонность и экстремум функцию

Решение.
1. Найдём производную заданной функции:

1 _ 1 
з №  з

2. Функция у =  \[х -  ^  непрерывна на (— +°°),  а её произвол-
О

ная не существует в точке х =  0 — это критическая точка. Стационар-
„ 1 “  Ух2ные точки найдем из уравнения — .—

Щ х 2
0. Имеем: 1 — tfx2 = 0,

Ух2 = 1, X2 = 1, х  = ±1.
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3. Отметим на числовой прямой точки 0, 1, —1; знаки производ­
ной на получившихся промежутках указаны на рисунке 85.

+  +  -

- 1 0  1 *

Рис. 85

4. Функция убывает на (—°о; —1], возрастает на [-1; 0], возрастает 
на [0; 1], убывает на [1; +°°)., 2 х = -1  — точка минимума, ут1п = ——;

О

2
х  = 1 — точка максимума, j/raax — —. I

О

Упражнения
16.1. На рисунке 86 изображён график функции у = f(x), х е R . Сре­

ди отмеченных точек х2, х3, х4, х5, х6, х7 и ха укажите те, 
для которых справедливо высказывание:
а) точка х„ является стационарной;
б) точка х„ является критической;
в) точка х„ является точкой максимума;
г) точка хп является точкой минимума.
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Дана непрерывная функция у =  f(x). Используя данные о её 
производной f'(x), приведённые в таблице, укажите:
а) промежутки возрастания функции у =  f(x)\
б) точки максимума функции у =  f(x)\
в) стационарные точки функции у — f(x);
г) промежутки убывания функции у = f(x);
д) точки минимума функции у — f(x);
е) критические точки функции у =  f(x).

16.2.
X (-00; - 7) - 7 (-7 ; -2 ) - 2 (-2 ; 3) 3 (3; 5)

/'(*)
- 0 + 0 + не

сущ. ______

16.3.
X (-00; -4 ) - 4 ( -4 ; -1 ) -1 ( - 1 ;  1) 1 (1; 3)

Г ( Х )
не

сущ.
+ 0 + 0

16.4. а) Постройте эскиз графика функции, дифференцируемой на 
интервале (—7; 8), имеющей в точке х =  1 максимум, в точках 
х =  - 4  и х  =  6 две точки минимума и не имеющей на этом ин­
тервале ни наибольшего, ни наименьшего значения.
б) Постройте эскиз графика функции, дифференцируемой на 
интервале (—9; 7), имеющей в точках х =  —8 и х =  3 две точки 
максимума, а в точках х  =  — 5 и х  =  0 две точки минимума, 
наибольшее значение на этом интервале, равное 7, но не имею­
щей на этом интервале наименьшего значения.

16.5. Найдите среди данных высказываний истинные:
1) чётная функция может иметь только одну точку экстремума;
2) если нечётная функция имеет точку максимума, то она име­
ет и точку минимума;
3) периодическая функция имеет не более трёх точек экстре­
мума;
4) нечётная функция может иметь две точки экстремума;
5) если чётная функция имеет точку минимума, то она имеет и 
точку максимума;
6) монотонная функция может иметь единственную точку экс­
тремума.



Найдите точки экстремума заданной функции и определите их 
характер.

16.6. а) у — Зж2 -  9ж +  4;
б) у =  ж3 +  4ж2 -  Зж;
в) у -  ж4 -  8ж2 +  9;

г) у =  7ж -  Зж2 -  2;
д) у =  ж3 +  Зж2 -  24ж;
е) у =  2ж4 -  8ж2 -  11.

16.7. а) у =  ж ------1-3;
ж

б) у =  2ж + ---- 14;
ж

в) у
ж2 +  16

г) у =  ж -------12;
ж

7 ж
д) У =  -  +  -  +  4;

ж 7

е)у
ж2 + 3 6

16.8. а) у =  (ж -  4)4 +  3
б) у =  ->/2ж -  3 +  2
в) у =  ж -  2>/ж — 5

г) у =  (5 -  ж)4 -  1;
д) у =  л/Зж- 1 -  2;
е) у =  ж -  47ж -  3 .

16.9. а) У -  —  -  8ж2 +  15ж -  32;
О

Г) у
2ж3

5,5ж2 +  14ж +  25;

б) у =  8ж4 +  4ж -  19;

в) у =  5ж6 -  Зж3 +  7;

16.10. а) у =  ё=  *2* _  4 е дг +  Зх — 2;
г2

б) у =  4 In ж3 -  7ж +
2 ’

в) у =  5ж -  61п-7ж + ж2;

Д)У -  — -2 7 ж  +  11; 4
е) у =  Зж5 -  5ж3 — 6.

г) у : 76* +  5ж +  1;

д) у =  loinVT -  бж + — ;

е) у =  ж — 21пж3 +  ж2.

16.11. Найдите точки экстремума заданной функции на отрезке 

и определите их характер:О; —
2

а) у =  2 sin ж +
6 Г

2х
б) у =  co s---- 1- 0,5;

3

в) у =  0,5сов|ж — —
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16.12. Исследуйте функцию на монотонность и экстремумы на ука­
занном промежутке:

1 Зл) л Зл
х ------на отрезке ----• ---

1 4 J 2 2

б) у =  л/2 cos х  — х  на отрезке
5л Зл
т ; т  ■

Исследуйте функцию на монотонность и экстремумы.

16.13. а ) у  = х — 2 -  1; в ) у = X +  1

б ) у = - - 1
X

; г) у  - г - *
X

- 3;

16.14. а) у  =  |(х -  4)(2 -  х)|;
“  б) у -  |х3 -  9х|;

в) р =  х 2 — б|х —1| +  1;

16.15. а) у =  х 3е*;
б) у =  хе2х~ 3;

в) г/ - ----;
X

г) у  =  |(х -  1)(х +  3)|; 
Д)У =  |3х -  х3|; 
е) у =  4|х| -  6 -  х 2.

г) у — x V ;
д) у  =  хе3х + 4;

ех
е )  У  “  Т Г -

16.16. а) у =  х4 -  х 2 — 21п х; б) j/ =  х 4 -  Зх2 +  21пх.

16.17, При каких значениях параметра р функция р =  х ле х на интер- 
“ “  вале (р — 1; р  +  5):

а) имеет одну точку экстремума;
б) не имеет точек экстремума;
в) убывает;
г) имеет две точки экстремума?

Упражнения для повторения
ИКГ 16.18. Постройте график функции:

а) у =  sin 2|х|; в) у =  |3sinx|; д) у =  3sin |х|;
\х\ 1,

б) у =  2cos |х|; г ) у  =  co s— ; е) У =  -|совх|



16.19. Вычислите значение выражения при заданном условии: 
2

а) тт  • о .» пр и cts  * ~  2;1 + sin 21
б) tg 2t + c tg 2f, при t g t  -  c tg  t  = 4;
в) sin3t + cos31, при s in t + co s t = 0,9;

r) при tg f  = 0,5;
3 + 2cos2t ’

д) tg 2t + c tg 2t, при t g t  + c tg t  =  5;
е) sin3 f -  cos31, при sin  t — cos t = -0 ,2 .

16,20. Найдите множество значений функции:
а) у  = 5sin2 х  + cos 2х;
б) у  = 2cos 2х  — Зсозх;
в) у  = sin*  + cos*;

16.21. Решите уравнение:
а) x ifx  = 2  — х$[х;
б) 0,5\[х = (* -  7)-0'3;

, 1  6
в) Тг= •

V*

* ‘
Т~+ V

г) у — 2cos2* — 7sin2x;
д) у =  3sin*  +  4cos2*;
е) у =  sin  * — cos *.

г) 4\[х^ =  5 -  *\^*;
д) 0 ,5 ^  -  (* -  3 1 ) 1-3;

3е) у*5 = + 0,4.

§ 17. 0 построении графиков функций
Вам знакомы графики основных элементарных функций:

у  = kx  + т , у  = ах2 + Ьх + с, у = >/*, у = —, у — |х|,
*

у = s in* , у  =  cos*, у = tg x , у = c tg * , 
у -  хг (г € Q), у =  ах, у  =  loga*.

Говорили мы и  о том, как  строить графики, которые получаются 
из графиков перечисленных функций с помощью различных преобра­
зований, например у = (* — I)3 + 2, у  = sin 2*, у = — Зе* и т. п.

Во всех указанных случаях мы с самого начала имели пред­
ставление о том, как будет выглядеть график предложенной функ­
ции. Например, у  = V* — ветвь параболы, у — s in *  — синусоида, 
У — (х — I ) 3 + 2 — кубическая парабола, сдвинутая на одну единицу 
вправо по оси Ох и на две единицы вверх по оси Оу, у = —Зех — экс-



понента, растянутая от оси абсцисс с коэффициентом 3 и затем сим­
метрично отражённая относительно оси абсцисс.

А как быть, если вид графика заранее неизвестен? Тогда прихо­
дится строить график по точкам. Но эти точки надо выбирать со 
смыслом, искать особо важные точки графика, которые определяют 
его вид. Таковыми являются, например, точки экстремума. Смотри­
те: в предыдущем параграфе мы для функции у =  х* -  4хя — 8х2 +  28 
в примере 1 нашли три такие точки — точку минимума (—1; 25), точ­
ку максимума (0; 28) и точку минимума (4; -100). Эти точки отмече­
ны на рисунке 87, а  (без соблюдения масштаба). А на рисунке 87, б  с 
помощью этих точек построен очень примерный эскиз, дающий пред­
ставление о виде графика функции.

В тех случаях, когда речь идёт о построении графика незнакомой 
функции, когда предварительного представления об эскизе графика 
нет, полезно иметь некий план, некую схему исследования свойств 
функции, которая поможет составить представление о её графике. 
Когда представление о виде графика сложится, можно приступать к 
построению графика по точкам.

1) Начинать следует с нахождения области определения функции 
(если эта область не задана) и с указания её точек разрыва.

2) Далее, полезно исследовать функцию на чётность, поскольку 
график чётной или нечётной функции обладает симметрией (соответ­
ственно относительно оси Оу или относительно начала координат), и, 
следовательно, можно сначала построить только ветвь графика при 
х >  0, а затем дорисовать симметричную ветвь.

а б
Рис. 87
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3) Если lim f(x) = b, то прямая у  = Ь является горизонтальной
Х -* < »

асимптотой графика функции у = f(x). Об этом мы говорили в § 3.
i j /

4) Если f(x) = -----  и при х = а знаменатель q(x) обращается в
Я(х)

нуль, а числитель отличен от нуля, т о т  = а  — вертикальная асим­
птота графика функции у — f(x).

5) К особо важным точкам относятся:
— стационарные и критические точки;
— точки экстремума;
— точки пересечения графика с осями координат.
При необходимости следует выбрать ещё несколько контрольных 

точек.

I Пример 1 Построить график функции:
а) у = 2х3 + Зх2 - 1 ;  б) у  = Зх4 -  16х3 + 24х2 -  11.
Решение, а) Функция определена и непрерывна на всей числовой 

прямой, не является ни чётной, ни нечётной. Для построения её гра­
фика достаточно найти стационарные точки, критические точки, точ­
ки экстремума и ещё несколько контрольных точек.

Найдём производную заданной функции:
у' = (2х3 + Зх2 -  1)' -  6х2 + 6х = 6х(х + 1).

Критических точек у функции нет (производная определена на 
всей числовой прямой); стационарные точки найдём из уравнения 
бх(х + 1) = 0. Получаем две стационарные точки: 0 и —1.

Отметим стационарные точки на числовой прямой; знаки произ­
водной на получившихся промежутках указаны на рисунке 88.

+ -  +
— 1 О х

Рис. 88

Функция возрастает на (—оо; —1], убывает на [-1 ; 0], возрастает на
[0 ; + » ) .

х  = — 1 — точка максимума, г/тах =  0; 
х  = 0 — точка минимума, ут1„ = — 1.
Итак, мы знаем две точки графика: (—1; 0) и (0; —1). Добавим ещё 

пару контрольных точек. Если х  = 1, то у = 4; если х  =  —2, то у = —5.
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На рисунке 89 отмечены точки (—1; 0), (0; —1), (1; 4), (-2 ; —5) и 
построен график функции у  = 2х3 + Зх2 — 1.

б) Эта функция, как и функция из пункта «а», определена и непре­
рывна на всей числовой прямой, не является ни чётной, ни нечётной. 
Для построения её графика достаточно найти стационарные точки, кри­
тические точки, точки экстремума и ещё несколько контрольных точек.

Найдём производную заданной функции:
у' = (Зх4 -  16х3 + 24х2 -  11)' = 12х3 -  48х2 + 48х -  

= 12х(х2 -  4х + 4) = 12х(х -  2)2.
Критических точек у функции нет (производная определена на 

всей числовой прямой); стационарные точки найдём из уравнения 
12х(х — 2)2 = 0. Получаем две стационарные точки: 0 и 2.

Отметим стационарные точки на числовой прямой; знаки произ­
водной на получившихся промежутках указаны на рисунке 90.

-  _ +  ■+

Рис. 90
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х — 0 — точка минимума, ут1а — —11; 
х = 2 — стационарная точка, не являю­

щаяся точкой экстремума, у = 5.
Итак, мы знаем две точки графика функ­

ции у  = Зх4 -  16л;3 + 24х2 — 11: (0; -1 1 ) и 
(2; 5). Добавим ещё одну точку: если х = 1, 
то у = 0.

На рисунке 91 отмечены точки (0; -1 1 ) ,  
(L; 0), (2; 5) и построен график функции 
II — Зх4 — 16л:3 + 24х2 — 11. Обратите внима­
ние на поведение графика в точке (2; 5). Мы 
установили, что х  =  2 — стационарная точка, 
но являющаяся точкой экстремума. В этой 
точке производная функции обращается в 
нуль, а это значит, что касательная к графи­
ну функции в этой точке параллельна оси аб­
сцисс (касательная проведена на рисунке 91 
пунктиром). Подобную точку называют точ­
кой перегиба. I

Пример 2 Построить график функции: 
2х + 1 „  х2 + 5

а ) у  = х 2 +2 б) у
х 2  -  1 '

Решение, а) Функция у 2 х + 1
.  . ■ определе- х2 + 2

Рис. 91

на и непрерывна на всей числовой прямой, не
является ни чётной, ни нечётной. Вертикальной асимптоты нет (зна­

менатель дроби 2х + 1 
х2 + 2

нигде не обращается в нуль), о горизонтальной

асимптоте следует подумать. Чтобы найти горизонтальную асимптоту

графика функции, надо вычислить lim 2х + 1
*-*» х2 + 2

Пределы такого вида

мы находили в §3. Основной приём — деление и числителя, и знаме­
нателя на переменную в старшей степени. Имеем:

.. 2х + 1  х:lim —;— — = lim

2х 1

х - е *  X2 + 2 х-*°° X2 
X2

2 = lim
Х - » ( 0

1
■ н— о

1 + ■

0 + о
1 + 0

-  0.

| ш



Это значит, что у графика функции у = 2х + 1 
хг +2

есть горизонталь­
ная асимптота у =  О (ось абсцисс).

Найдём стационарные точки, критические точки, точки экстрему­
ма и добавим ещё несколько контрольных точек.

Найдём производную заданной функции:

, _  [2х +  1|  = (2х +  1)'(*2 +  2) -  (2х +  1)(х2 +  2)' _
У U 2 +  2} (х2 + 2)2

= 2(х2 + 2) -  (2х + 1) • 2х —2х2 -  2х +  4 =
(х2 +  2)2 “  (х2 +  2)2

_  - 2 (х 2 +  х  -  2) _  —2(х +  2)(х -  1)
(х2 +  2)2 (х2 +  2)2

Критических точек у функции нет (производная определена на 
всей числовой прямой); стационарные точки найдём из уравнения 
—2(х + 2) (х — 1) =  0. Получаем две стационарные точки: —2 и 1.

Отметим стационарные точки на числовой прямой; знаки произ­
водной на получившихся промежутках указаны на рисунке 92.

Рис. 92

о 1х =  -2  — точка минимума, у ^  =  — ;

х  =  1 — точка максимума, j/max =  1.
Итак, мы знаем две точки графика: f—2; ——| и (1; 1). Добавим ещё

несколько контрольных точек. Если х

1 о 5у =  —; если х = 2, то у — —.
2 6

- 1  то у

На рисунке 93 отмечены точки

2х +  1

0; если х =  0, то

и построен график функции у
х2 + 2 '



б) Функция у
х2 + 5 претерпевает разрыв в точках х  = — 1, х  = X
х 2 -  1

(нули знаменателя); значит, уравнениями х  = — 1, х  = 1 задаются две 
вертикальные асимптоты графика функции. Заметим также, что функ- 

х2 + Ъция у = —---------чётная, её график симметричен относительно оси ор-
хг - 1

динат. Посмотрим, есть ли у графика горизонтальная асимптота:

х2 + 5
х2 5 

■ н---о
lim  ~ =  lim-^5---- =  lim —
x-too X 2 — 1  Л->00 х  1 х-*°о .

1 + - 1 + 0 
1 + 0

= 1.

Значит, у = 1 — горизонтальная асимптота графика функции. 
Найдём стационарные точки, критические точки, точки экстрему­

ма и добавим ещё несколько контрольных точек.
Найдём производную заданной функции:

, _  (х 2 + 5 Г _  (х2 + 5)' ■ (х2 -  1) -  (х2 + 5) - (х2 -  1)' =
У {х2 -  1 (х2 -  I)2

_  2х(х2 -  1) -  (х2 + 5) ■ 2х —12х
(х2 -  I)2 -  (х2 -  I)2 ■

Производная не существует в точках х =  ±1, но это не критиче­
ские точки, это точки разрыва. Производная обращается в нуль в точ­
ке х = 0 — это единственная стационарная точка; слева от неё у' > 0, 
справа у ' < 0. Значит, х — 0 — точка максимума, причём утак = —5.

Итак, мы знаем, что график симметричен относительно оси орди­
нат, у него есть две вертикальные асимптоты х = —1 и х = 1, горизон-
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Рис. 94

тальная асимптота у = 1 и есть точка максимума (0; —5). Добавим 
ещё две точки: если х = ±2, то у  = 3. График представлен на рисун­
ке 94. |

Упражнения
Постройте эскиз графика какой-нибудь функции, обладающей 
указанными свойствами.

17.1. а) Функция определена на всей числовой прямой; имеет одну 
" " "  точку минимума и две точки максимума; принимает только не­

отрицательные значения; ограничена снизу и не ограничена 
сверху.
б) Функция определена на всей числовой прямой; возрастает 
на (—оо; —3] и на [4; +<»); убывает на [-3; 4]; точка х  = — 3 яв­
ляется стационарной; точка х  — 4 является критической; не 
ограничена.

1761



а) Функция имеет разрыв в точке ж =  -3 ; имеет минимум в 
точке х  =  —5 и минимум в точке х =  О; не ограничена.
б) Функция определена на промежутках (— 1) и (1; + 00); 
имеет вертикальную асимптоту х =  1 и горизонтальную асим­
птоту у =  2 при х  —> °о; имеет одну точку максимума и од­
ну точку минимума; ограничена сверху и не ограничена 
снизу.

а) Функция определена на всей числовой прямой; чётная; при 
х >  О имеет одну точку максимума при х = 2 и одну точку ми­
нимума при х  =  4; не ограничена.
б) Функция определена на всей числовой прямой; нечётная; 
при х > О имеет одну точку максимума при х  =  1 и одну точку 
минимума при х =  5.

Исследуйте функцию и постройте её график.

17.4. а) у =  Ьх2 — 10х +  4;
" б) у =  2х3 -  Зх2;

17.5. а) у = х3 +  Зх2 — 4;
б) у =  -ж3 +  Зх2 -  4;
в) у =  х3 -  х2 -  х;

17.6. а) у =  х3 — 4ж2 + 7х — 4; 
” т^ т  б) у = х2 +  1 — 0,5ж4;

в) у =  Зж5 — бж3;

ИКГ 17.7, а) у : 1
ж ---- ;ж
1 — ж2

б)У = 4 ^ х 2’ 

ИКГ 17.8. а) у — \[х — ж;

б) у -  жл/ж +  2; 

ИКГ 17.9. а) у =  (ж — 1)е-1;

б) i/ = ж + е-*;

в) у =  Зж2 — 8ж + 5;
г) г/ =  2ж3 +  Зж2.

г ) у =  ж3 -  Зж2 +  4;
д) у =  -ж3 -  Зж2 + 4;
е) у =  х3 -  2х2 +  х.

г ) у =  ж3 -  Зж2 +  8ж -  6;
д) у =  5ж2 — 4 — 2,5ж4;
е) у =  Ьх — ж5.

v 3
в) у =

г) у “

3 — ж2 ’ 
ж

1 -  ж2'

в) у =  ж — V * +  1;

л/ж -  1
г) у = --------.ж

в) у =  хе1;
. е1г) у - ж + 1
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ИКТ 17.10. а) у = х  -  1пх;

1пх
б) У =

ИКТ 17.11. а) у = х  — In х;

г) у  = x(ln х  + 1). 

б) у  = 2х  + 1пх.

ИКТ 17,12. При каких значения параметра р:
“  а) уравнение Зх2 — X s = р  — 2 имеет единственный корень;

б) уравнение х4 — 2х2 = р  + 1 не имеет корней?

Упражнения для повторения
17.13, Решите уравнение:

“  a) sin x  • 1п(9 — х2) =  0;
б) cosx • lg(5x — 6 — х2) =  О;
в) c tg x  • \Jl6 -  х2 =  0;

г) tg x  • З/Эх — 8 — х 2 = 0.

17.14. Найдите значение выражения; 
a) l°g v5: у,  если logvх = 5;

6) l o g ^
X

в>

г
Гу

Гу

r ) 4 l° g ^

Г
Г

, если logух  =  6;

, если logху =  3;

+ если 1о£*г/ = 2.

17.15. Вычислите:

а) s in — — sin2— + sin 3— — ... + (—l)n+1 sin™ — +  ...;
4 4 4 4

, 5л „5л , ,  5л „5 лб) tg — + tg2y +  tg 3— +  ... + tg'1— + ...;
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n 71 .. + cos” — + 3

г) ctg—  + ctg2 —  + ctg
О О

2л
3

17.16. Решите уравнение:
а) ||х -  1| -  3| = 3 -  |* -  1|;
б) \\2х — 3| — 5| = \2х — 3| — 5.

§ 18. Нахождение наименьшего 
и наибольшего значений 
непрерывной функции 
на промежутке

Часто бывает необходимо найти наименьшее или наибольшее зна­
чение функции на каком-либо промежутке. До сих пор мы, как пра- 
нило, действовали так: строили график функции и по графику нахо­
дили наименьшую и наибольшую ординаты точек графика на задан­
ном промежутке. Но уже в предыдущем параграфе вы видели, что 
если мы о виде графика функции заранее не имеем представления, то 
построение такого графика — задача довольно трудная. А потому 
возникает естественный вопрос: можно ли найти наименьшее и наи­
большее значения функции на промежутке, не строя графика функ­
ции?

Для ответа на поставленный вопрос рассмотрим несколько кон­
кретных ситуаций.

На рисунке 95, а, б построены графики функций у — 
у ™ /2(х), непрерывных на отрезке [а; 6]. Наименьшее и наибольшее 
значения функций достигаются в концевых точках отрезка. Для 
функции у  = fi(x) имеем: уишы = /,(а), г/„аи6 = Д(Ь); для функции 
у  -  /2(х) имеем: у ваим =  f2(b), уишб = f2(a).

На рисунке 96, а, б построены графики функций у  =  gi(x), 
У “  ё'г{х), непрерывных на отрезке [а; Ь]. Функция у = gi(x)  своего 
наибольшего значения достигает в концевой точке отрезка [а; 6], a 
наименьшего — во внутренней точке отрезка, причём это стационар­
ная точка (точка минимума): г/наим = gx(c), уяаи6 = g,(b). Функция
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Рис. 95

У = ё'Лх ) своего наименьшего значения достигает в концевой точке 
отрезка [о; 6], а наибольшего — во внутренней точке отрезка, причём 
это критическая точка (точка максимума): унаиб = £г(с)> J/наим = S'Ja )- 

На рисунке 97 построен график функции у = h(x), непрерывной 
на отрезке [а; Ь]. Эта функция своих наименьшего и наибольшего зна-

Рис. 96
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чоний достигает во внутренних точках отрезка, причём сг — критиче­
ская точка (точка минимума), а с2 — стационарная точка (точка мак- 
сим ума): у вш„ = h(d),  у„а„б = Л(с2).

Вообще справедливы две теоремы.

I
 Теорема 1. Непрерывная функция на отрезке достигает своих наи­

меньшего и наибольшего значений.

I
 Теорема 2. Своего наименьшего (наибольшего) значения функция, 

непрерывная на отрезке, достигает либо в концевой точке отрез­
ка, либо в стационарной или критической внутренней точке от­
резка.

Основываясь на этих теоремах, формулируем полезный алгоритм.

Алгоритм нахождения наименьшего и наибольшего значений 
непрерывной функции у  = f(x) на отрезке [а; Ь]

1. Найти производную f'(x).
2. Найти стационарные и критические точки функции, лежащие 

внутри отрезка [а; 6].
3. Вычислить значения функции у  = f(x) в точках, отобранных на 

втором шаге, и в точках а и Ь; выбрать среди этих значений наи­
меньшее (это будет ^ваим) и наибольшее (это будет уиая6).
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Пример 1 Найти наименьшее и наибольшее значения функции 
у =  Зх4 — 8х3 — 18х2 + 35 на отрезке:

а) [-2 ; 4]; б) [2; 4]; в) [-1 ; 2]; г) [-3 ; -2 ].

Решение. Заданная функция непрерывна на всей числовой пря­
мой, в частности на каждом из заданных отрезков. Действуем в соот­
ветствии с алгоритмом. Найдём производную функции:

у ’ = (Зх4 - 8 Х 3 -  18х2 +  35) '  =  12х3 -  24х2 -  36*  =
= 12х(х2 -  2х  -  3) = 12х(х + 1)(х -  3).

Критических точек нет, а стационарных точек три: О, -1 , 3. 
а) Все три стационарные точки — внутренние точки отрезка 

[—2; 4]. Составляем таблицу, куда включаем три стационарные точки 
и две концевые точки отрезка:

X -2 -1 0 3 4

У 75 28 35 -100 3

Видим, что г/наим = -100, у ит6 - 75.
б) Из трёх стационарных точек (0, —1, 3) лишь одна (х = 3) — вну­

тренняя точка отрезка [—2; 4]. Составляем таблицу, куда включаем 
стационарную точку х  = 3 и две концевые точки отрезка:

X 2 3 4

У -53 -100 3

Видим, что унаим = -100, г/наиб = 3.
в) Лишь одна стационарная точка х  = 0 — внутренняя точка от­

резка [—1; 2]. Составляем таблицу, куда включаем стационарную точ­
ку х  = 0 и две концевые точки отрезка:

X -1 0 2

У 28 35 -53

Видим, что = -53 , г/наиб = 35.
г) Ни одна стационарная точка не принадлежит отрезку [—3; —2]. 

Составляем таблицу, куда включаем только концевые точки от­
резка:



X -3 -2

У 332 75

Видим, что ут т , = 75, унаи6 = 332. I

Пример 2 Найти наименьшее и наибольшее значения функции 
у -  s[x -  ijc  на отрезке [—8; 27].

О

Решение. Заданная функция непрерывна на всей числовой пря­
мой, в частности на заданном отрезке. Действуем в соответствии с ал­
горитмом. Найдём производную функции:

1 i - i  _  1 1 _  1 1 - У х *

з * 3 3  “  3 ^ 2  3  “  ‘

Есть критическая точка: х  =  0; есть две стационарные точки: 
х -  - 1, х = 1.

Эти три точки — внутренние точки отрезка [—8; 27]. Составляем 
таблицу, куда включаем критическую точку, две стационарные точки 
и две концевые точки отрезка:

X -8 -1 0 1 27

У
2
3

2
3

0 2
3

-6

Видим, что у„аим =  -6 , уяш6 =  —.
О

До сих пор мы говорили о том, как искать наименьшее и наиболь­
шее значения непрерывной функции на отрезке. Если же речь идёт об 
отыскании наименьшего или наибольшего значения непрерывной 
функции на незамкнутом промежутке (например, на интервале) или 
функции, имеющей на заданном промежутке точки разрыва, то, как 
правило, приходится строить график функции. Но, как говорится, 
нет правила без исключения. Посмотрите на рисунки 98 и 99. На обо­
их рисунках представлен график функции, непрерывной на интерва­
ле (а; Ъ). На рисунке 98 у функции критических точек нет, есть лишь 
одна стационарная точка, причём точка минимума, и именно в этой



Рис. 99

точке функция достигает наименьшего значения. На рисунке 99 у 
функции стационарных точек нет, есть лишь одна критическая точка, 
причём точка максимума, и именно в этой точке функция достигает 
наибольшего значения. Вообще справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Если функция у = f(x) непрерывна на промежутке X  и 
имеет внутри промежутка единственную стационарную или кри­
тическую точку х  =  х0, то:
— если х0 — точка минимума, то f{x0) — наименьшее значение 
функции на этом промежутке (см. рис. 98);
— если х0 — точка максимума, то f(x0) — наибольшее значение 
функции на этом промежутке (см. рис. 99).

\ Пример 3 Найти наименьшее и наибольшее значения функции 
у  = х  — lnx.

Решение. Поскольку промежуток, на котором следует найти соот­
ветствующие значения функции, не указан, речь идёт об отыскании 
этих значений на всей области определения функции; в данном слу­
чае это открытый луч (0; +°°). Имеем:

, , , X х  — 1
У -  (х -  In х) = 1 ---- ’ -------- .

X  X

Производная не существует в точке х  = О, но эта точка нас не ин­
тересует, она не принадлежит области определения функции. Произ­
водная обращается в 0 в точке х  = 1, причём слева от точки х  -  1 
производная отрицательна, а справа — положительна. Вывод: 
jc = 1 — единственная стационарная точка, а именно точка миниму-
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ма. Значит, согласно теореме 3 в этой точке функция у =  х  — In лс до­
стигает наименьшего значения: увши =  1 — In 1 =  1. Наибольшего 
значения у функции нет. На рисунке 100 представлен график функ­
ции у =  х  -  1пх. |

Упражнения

18.1.

Найдите наибольшее и наименьшее значения заданной функ­
ции на указанном отрезке.
а) у =  8х5, [ -1 ; 3];
б) у  =  +  1, [1; 4];

в) У =  [ -6 ; -1 ] ;

18.2. а) у =  2 cosjc, -л ; 

б) у =  0,4 sin х,
л л 
4 ’ 2

в) у =  2 tgx ,

18.3.

г) у =  6х4, [-3 ; 2]; 
Д) У -  V- х  +  2, [ -8 ;

е) 1/ =  - ,  [1; 7].

1];

г) у =  3 s in *,

д) у =  0 ,8  cos х,

2 ’ Л

Зл 
' 4 ’’

л л 
4 ; 3

хг -  6х +  11, [0; 2];
2 +  4 х -  15, [ -4 ; 1];

е) у =  —3 tg * ,

а) у ■
б) у = х ‘
в) у =  - 2 х 2 +  8х +  5, [-1 ; 5];

г) у =  х2 +  8 х -  13, [-2 ; 2];
д) У =  - х 2 -  бх +  7, [-4 ; 0];
е) у  =  З *2 -  12х -  7, [-1 ; 5].
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18.4. а) у = 0,51njc5, [1; е]; г) у  =  \п х ,

б) у  = lg x , [2; 10]; д) у = 21g*, [1; 20];
в) у = 31og0>2*, [2; 1]; е) у  =  log! * , [0,3; 3].

18.5. Найдите наименьшее и наибольшее значения функции 
у  = х3 — 9х2 + 24х — 1 на отрезке:
а) [ -1 ; 1]; в) [1; 4]; д) [-2 ; 0];
б) [ -1 ; 5]; г) [0; 3]; е) [1; 5].

18.6. Найдите наименьшее и наибольшее значения функции 
“ “ “  у  — х3 — 12х2 + 36х — 11 на отрезке:

а) [0; 1]; в) [-1 ; 7]; д) [1; 4];
б) [-1 ; 3]; г) [-2 ; 0]; е) [0; 7].

18.7. Найдите наименьшее и наибольшее значения функции 
у  =  х 4 — 8 х3 + 10х2 +  1 на отрезке:
а) [2; 3]; в) [-1 ; 6]; д) [-2 ; 2];
б) [-1 ; 2]; г) [1; 4]; е) [0; 6].

18.8. Найдите наименьшее и наибольшее значения 
9

У х  + ------- на отрезке:
х - 2

а) [—7; —1]; в) [-3 ; 1];
б )  [3 ;5 ]; г) [4; 11];

Д) [3; 8]; 
е) [ -7 ; 0].

функции

Найдите наименьшее и наибольшее значения заданной функ­
ции на указанном отрезке.

х  + 3 х  — 5 ,  „
а )У  = , [ 1, 3], г) у  = , „> [ 9; 5];х  -  4 х  + 2

З х - 5 2 ж -  3
б) у = —— г ,  [ - U ;  - 7  ; д) У = ------ г - , 6; 10];

х  + 4 х  -  5
2х2 -  3 2*2 -  7

в) у  = ------- г* . [2; 4 ; е) у  = ---- , - 6 ;  -2 ]х  — 1 X +  1

х 2 + 4х -  7
а) у  = 2 , А к» [ 4; !]»х £ + \ х  -  5

х 2 — 8х  — 11
б) у  = ----- 2----Z----- • 2; 7 •х г -  8д:
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г) у -  X2ех, [ -1 ; 2];

д) у = х  -  31пх, [е; в2];

18.11. а )у  = x V ,  [-4 ; -1 ] ; 

б) у = х  -  1пх, —; е 
е

в) у = х  + 1п(-х), [-4 ; -0 ,5 ] ; е) у — х  + е х, [ - In  4; In 2].

18.12. Найдите область значений функции:

а) у = s in x  + х, х  е
Зл л 

" ~ 2~ :  2

б) у = 2cosx — х , х  е

в) у = tg x  -  х , х  е

г) у  = sin х  + х, х  €

д) у  =  х  — cos х, х  6

е )  у = c tg x  + х ,  х  е

я  Зя 
2 ’  ~2~

я  л 
~ з :  3

я 5л 
2 ; ~2

Зя 
Л’ 2

я  Зл 
4 ’ 4

18.13. На отрезке [—3; 0] найдите наибольшее значение функции:
а) у  = 1 — х2 — 4х;
б) у  = З1-*2" 4*;
в) I/ = log5( l  -  х 2 -  4х);

г) у  = 3 -  х 2 + 2х;
д) у = 53-^+2х;
е) у = log2(3 -  х2 +  2х).

Найдите наибольшее и наименьшее значения заданной функ­
ции на заданном промежутке.

18.14. а) у = х 3 -  4х2 + 3, [0,5; +оо);
б) у = |х »  -  4х2 + 5, (—1оо; 1];

5
в) у = х -  4л/х, [О; + »);
г) у = х 3 -  Зх2 -  2, (-оо; 0,5];

Д) У = -  х 3 + 3, [ -1 ;  +оо);5
е) у = 3Vx — х , [О; +°о).
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18.15. а) у  = 0,5х + (-оо ; 0);
...... х

б) у
Ах

х2 + 4
, (0; +оо);

4л:2
в) У -  а - (-°° ; 4];х 2 +  4

г) у  = 2* +  — , (0; +°°); 
х

Д) У

е) у

Ах
х2 + 4 

Ах2 
х 2 + А

, 0 );

, [ - 4 ;  +оо).

18.16, Найдите наибольшее значение функции на заданном проме- 
жутке:
а) у  = 'Jx2 +  4х + 11, х  е [—5; -1 );

\5

б) у  =
2зс

х + 2
, х е  (—«о; -4 ] .

ИКГ 18.17. Найдите наименьшее значение функции на заданном проме- 
жутке:
а) у  = х2 -  6х + 5 + |3 -  2х|, х  € [0; 4];
б) у  = lx3 -  8| -  4х, х  е [ -1 ;  2];
в) у  = х 2 +  6х -  5 + |5 -  Зх|, х  е [—4; 1];
г) у  = |х3 +  8| -  12х, х  е [ - 1 ;  4].

18.18. Найдите область значений функции:

а) у  = х 4 + 1 ’ 
б) у  =  л/2х 6 - х ;

в) У =

г )  !/ =

Зх
х 2 + 3 ’ 
х  — \/Зх — 3.

18.19. а) При каком значении параметра р наименьшее значение 
функции у  =  х-у/х + р  равно —6^3?
б) При каком значении параметра р наибольшее значение 
функции у — ( р -  х)\[х  равно 107б?
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Упражнения для повторения
18.20. Решите систему уравнений:

log2 2х + log2 ̂  = log,, 36, 

2х  -  у  + 4 = О;

lg x  + lg(t/ + 3) = 2,
* -  2у + 4 = 0.

18.21. Решите неравенство:
*““ “  а) 5 2*(52* + 54^2* -  130) > 0;

б) 6 4*(62j: + 1 + б1 2 * -  37) «  0;
в) 7I (73*+1 + 7-з* -  8) >  0;
г) 16Ц231*1 +  24-3* -  12) < 0.

а)

б)

log3 Зх + log3 — = -1 ,
О

Зу + х -
10

0;

lg5x + lgy  =  lne, 
Зх — у  — 5 =  0;

в)

г)

18.22. Является ли заданная функция периодической: 
а) у  = x 2tg x ;  в) у  = ^cos х ;

б) г/ 1 + c o s* ’ г) у  -

18.23. Найдите наибольшее целое значение х ,  принадлежащее обла­
сти определения функции:
а) у  = lg(41 -  Зде); в ) у =  Х

б) у
-J3x + 21 

log7 ( 5 - д : ) ’

lg(37 -  4д) 

г) у  = log2(x  + 3) +  VlO -  2х.

§19. Задачи на нахождение наименьших 
и наибольших значений величин

На практике часто приходится решать так называемые задачи на 
оптимизацию  (от лат. optim um  — лучший). Как правило, это тексто­
вые задачи без какого-либо указания переменных, явных формул для 
зависимостей между ними и т. п. В сравнительно несложных задачах 
на оптимизацию речь, как правило, идёт о двух величинах, одна из



которых каким-то образом зависит от другой, причём надо найти та­
кое значение второй величины, при котором первая принимает своё 
наименьшее или наибольшее (наилучшее в данных условиях) значе­
ние.

Решение задач на оптимизацию, как и решение любой текстовой 
задачи, будем осуществлять в три этапа.

П ервы й эт ап. Составление математической модели.
В т орой эт ап. Работа с составленной математической моде­

лью.
Т рет ий эт ап. Ответ на вопрос задачи.
Н а  первом  эт апе , проанализировав условия задачи, следует 

выделить оптимизируемую величину (О. В.), т. е. величину, о наи­
большем или наименьшем значении которой идёт речь, и обозначить 
её буквой у  (или S, V, R , t — в зависимости от условия).

Одну из участвующих в задаче неизвестных величин, через кото­
рую сравнительно нетрудно выразить О. В., принимаем за независи­
мую переменную (Н. П.), обозначаем её буквой х  (или какой-либо 
иной буквой); устанавливаем реальные границы изменения Н. П. 
(в соответствии с условиями задачи) — множество X  и выражаем у 
через х.

Математическая модель задачи представляет собой функцию 
у  = f(x) с областью определения X , х  — Н. П., у  — О. В.

Н а  вт ором  эт апе  для функции у  = fix), х  е X , находим у„шы 
О/наиб) в зависимости от того, что требуется в условии задачи. При 
этом используются сведения и факты, полученные в § 18.

Н а  т рет ьем  эт апе  ответ, полученный на втором этапе — этапе 
работы с математической моделью, сверяется с условиями задачи; 
происходит корректировка результатов исследования модели и перво­
начального текста.

|  Пример 1 При компьютерной вёрстке книги печатный текст пло­
щадью 384 см2 надо разместить на прямоугольном листе бумаги, со­
блюдая поля: слева и справа по 2 см, сверху и снизу — по 3 см 
(рис. 101). Размеры листа бумаги заранее не известны. При каких 
размерах листа бумаги его площадь окажется наименьшей?

Решение. П ервы й эт ап. Составление математической модели.
По условию площадь S прямоугольного листа должна быть наи­

меньшей. Итак, оптимизируемая величина — это S.
Теперь подумаем, что принять за независимую переменную, через 

которую сравнительно несложно «добраться» до S. Обозначим бук­
вой х  (см) сторону KN  внутреннего прямоугольника KLM N. Тогда



будет равна (х  +  4) (см). Зная одну 
сторону прямоугольника KLM N  и 
его площадь, найдём вторую сторону: 

384
KL  = ----- (см). Но в таком случае

х
384

А В  --------- У 6 (см).
х

Итак, мы знаем длины двух сторон 
прямоугольника ABCD: A D  = х  + 4, 

384
KL  = ---- - + 6. Площадь прямоуголь­

ника ABCD  выражается формулой

S  = (х + 4 ) 1 ^  + 6|.

Поскольку х  — длина отрезка KN, 
то х >  0.

Подводим итоги. Математической моделью задачи является функ- 
(384ция S = (х + 4)|------- 1- 6 |, х  е (0; +°°). Нас интересует наименьшее

значение этой функции.
В т орой эт ап . Работа с составленной математической моде­

лью.
(384Найдём производную функции S = (х  +  4 )|-------t-6|. Но сначала

есть смысл выполнить некоторые преобразования:

S - ( l  +  4 > [ 5 H t « ) - 3 » 4  + i “  + t e  +  2 4 - e ,  +  ^  +  408.
( X  I X  X

с .  i„  1536 V 1536 6ж2 —1536S  =  6х + -------+ 408 = 6 ------- г -= ---------- ;------

6(*2 -  256) 6(х -  16)(* + 16)

Производная не существует в точке 1  =  0 и  обращается в нуль в 
точках х  =  16, х  =  —16. Промежутку (0; +<») из указанных трёх точек 
принадлежит только точка х -  16. При переходе через эту точку еле-



ва направо производная меняет знак с минуса на плюс, а это означа­
ет, что х = 16 — точка минимума функции.

Вспомним теорему 3 из § 18: если функция у  = f(x) непрерывна на 
промежутке X  и имеет внутри промежутка единственную стационар­
ную (или критическую) точку х  = х0 и если х0 — точка минимума, то 
Утшм = f(xo)- Значит, своего наименьшего значения интересующая 

1384 )
нас функция S = (х + 4 ) -------1-6 , х  е (0; +°°) достигает в точке

х  = 16.
Т рет ий эт ап. Ответ на вопрос задачи.
Нам нужно было найти длины сторон прямоугольника ABCD. 

Имеем:

АВ -

AD  = x  + 4 = 16 + 4 = 20;
384 384
-----+ 6 -- ------+ 6 = 24 + 6 -  30.х 16

Ответ: прямоугольный лист бумаги наименьшей площади должен 
иметь размеры 20 х 30 см. |

Пример 2 Из квадратного листа картона 18 х 18 см требуется сде­
лать коробку наибольшей вместимости. Какого размера квадраты сле­
дует для этого вырезать по углам листа картона (рис. 102)?

Решение. П ервы й эт ап. Составление математической модели.
О наибольшем или наименьшем значении какой величины идёт 

речь, что является оптимизируемой величиной? Нас интересует наи­
большая вместимость той коробки, которая получится после того, как 
у листа картона будут вырезаны четыре квадрата и выполнены соот­
ветствующие сгибы, т. е. речь идёт об объёме V  прямоугольного па­

раллелепипеда. Итак, оптимизируемая вели- 
В С чина — V.

Обозначим буквой х  (см) сторону каждо­
го из четырёх вырезаемых квадратов. Осно­
ванием прямоугольного параллелепипеда яв­
ляется квадрат KLM N, высота параллелепи­
педа равна х  (см). Нетрудно найти сторону 
квадрата KLMN: KN — 18 — 2х (см). Таким об­
разом,

V=  (18 -  2jc)2 • x = х(324 -  72х + 4х2) =

1
1
•L1
1

--------------1—

I
м 11

1
1
11К
11

1
1N  |
1

_________ 1___

-  4х3 -  72х2 + 324х.

192 I

Рис. 102



Поскольку х  — длина стороны вырезаемого квадрата, то х  > 0. 
Далее, по смыслу задачи сторона вырезаемого квадрата должна быть 
меньше половины стороны картонного квадрата, т. е. х  < 9.

Подводим итоги. Математической моделью задачи является функ­
ция V= 4х3 — 72х2 + 324х, х е (0; 9). Нас интересует наибольшее зна­
чение этой функции.

Вт орой эт ап. Работа с составленной математической моде­
лью.

Найдём производную функции V — 4х3 -  72х2 + 324х:

V  = (4х3 -  72х2 + 324*)' = 12х2 -  144х + 324 =
= 12(*2 -  12х + 27) = 12(* -  3)(х -  9).

Производная обращается в нуль в точках х  = 3, х  = 9. Интервалу 
(0; 9) принадлежит только точка х  = 3. При переходе через эту точку 
слева направо производная меняет знак с плюса на минус, а это озна­
чает, что х  = 3 — точка максимума функции.

И снова вспомним теорему 3 из § 18: если функция у = f(x) непре­
рывна на промежутке X  и имеет внутри промежутка единственную 
стационарную (или критическую) точку х  — Ха и если х0 — точка 
максимума, то унаиб = f(x0). Значит, своего наибольшего значения ин­
тересующая нас функция V = 4х3 -  72х2 + 324х достигает в точке 
х  = 3.

Трет ий эт ап. Ответ на вопрос задачи.
Нас спрашивают, какого размера квадраты следует вырезать по 

углам листа картона. Ответ уже получен: нужно вырезать четыре ква­
драта со стороной 3 см.

Ответ: 3 х 3 см. I

Упражнения
19. 1. а) Найдите такое число, что разность между ним и его квадра­

том является наибольшей.
б) Найдите такое положительное число, что разность между 
ним и его утроенным кубом является наибольшей.

19.2. а) Число 60 представьте в виде суммы двух слагаемых так, что­
бы их произведение было наибольшим.
б) Число 16 представьте в виде суммы двух слагаемых так, что­
бы сумма их квадратов была наименьшей.



19.3. а) Число 18 представьте в виде суммы двух слагаемых так, что­
бы сумма удвоенного одного слагаемого и квадрата другого 
слагаемого была наименьшей.
б) Число 6 представьте в виде суммы двух слагаемых так, что­
бы сумма частного от деления первого слагаемого на второе и 
частного от деления второго слагаемого на первое была наи­
меньшей.

19.4. Найдите значение параметра р, при котором сумма квадратов 
’  корней данного уравнения принимает наименьшее значение:

а) х2 +  (р -  2)х + р -  3 = 0;
б) х2 — (р — З)* + 2р — 10 = 0.

19.5. а) На графике функции у = -Jx найдите точку, ближайшую 
““““  к точке М(4,5; 0).

б) На графике функции у = х 2 найдите точку, ближайшую 
к точке К(2; 0,5).

19.6. а) Периметр прямоугольника равен 36 см. Какими должны 
быть его стороны, чтобы он имел наибольшую площадь?
б) Площадь прямоугольника равна 16 см2. Какими должны 
быть его стороны, чтобы он имел наименьший периметр?

19.7. Каковы должны быть размеры прямоугольного участка, пло- 
щадь которого равна 32 м2, чтобы забор, огораживающий его с 
трёх сторон, имел наименьшую длину?

19.8. Сумма катетов прямоугольного треугольника равна 15 см. Како­
вы должны быть катеты, чтобы гипотенуза была наименьшей?

19.9. Прямоугольный участок земли дол- 
жен иметь площадь 1200 м2, а забор 
должен огораживать участок с трёх 
сторон и разделять его посередине, как
показано на рисунке 103. Какова наи- ------------- ------------ “ J
меньшая возможная длина забора? Рис. 103

19.10. Из прямоугольной трапеции надо вырезать прямоугольник наи­
большей площади, у которого один из прямых углов совпадает с 
прямым углом трапеции. Чему равна эта площадь, если:
а) основания трапеции равны 8 см и 24 см, а высота равна 12 см;
б) основания трапеции равны 6 см и 8 см, а высота равна 10 см?

19.11. При каких размерах прямоугольный параллелепипед объёмом 
”™””  8 м3 с квадратным основанием имеет наименьшую площадь по­

верхности?



19.12. В основании пирамиды MABCD, объём которой равен 9, ле­
жит квадрат ABCD. Ребро МВ  перпендикулярно плоскости ос­
нования. Какое наименьшее значение при этих условиях мо­
жет иметь длина ребра MD1

19.13. Апофема правильной четырёхугольной пирамиды равна 8 см. 
При какой высоте пирамиды её объём будет наибольшим?

19.14. Периметр осевого сечения цилиндра 6 см. Какова должна быть 
высота цилиндра, чтобы его объём был наибольшим?

19.15. Найдите высоту цилиндра наибольшего объёма, который мож­
но вписать в шар радиусом 10 см.

19.16. Открытый металлический чан имеет форму цилиндра, объём 
которого равен 8л. Каковы должны быть радиус основания и 
высота чана, чтобы на его изготовление потребовалось как 
можно меньше металла?

19.17. Требуется изготовить коническую воронку с образующей 20 см. 
Какова должна быть высота воронки, чтобы её объём был наи­
большим?

19.18. а) От прямоугольника отрезают угловой квадрат, сторона ко­
торого составляет четверть меньшей стороны прямоугольни­
ка. Площадь полученного шестиугольника должна быть рав­
на 68. Найдите наименьший периметр такого шестиуголь­
ника.
б) От прямоугольника отрезают угловой квадрат, сторона кото­
рого на 10 меньше меньшей стороны прямоугольника. Пло­
щадь полученного шестиугольника должна быть равна 700. 
Найдите наименьший периметр такого шестиугольника.

19.19. Металлическая заготовка длиной 1 м имеет форму усечённого 
конуса, диаметры оснований которого равны 10 см и 5 см. Из 
неё следует изготовить стержень наибольшего объёма в виде 
прямоугольного параллелепипеда с квадратным основанием. 
Найдите размеры такого стержня.

19.20. По двум прямолинейным тропинкам, пересекающимся в точке О 
под углом 60°, одновременно выходят два пешехода по направле­
нию к точке О. Первый находится от точки О на расстоянии 
4,75 км и идёт со скоростью 3 км/ч, второй находится от точки О 
на расстоянии 4 км и идёт со скоростью 2 км/ч. Через какое вре­
мя расстояние между пешеходами станет наименьшим?



Упражнения для повторения
19.21. Реш ите систему уравнений: 

З1 • 2» = 972,
Э) I*  -  у  -  3 -  О;

3* • 8“ =  72, 
б) 3х -  8» -  1 =  0;

Зх  — \ у  — 10 =  О;

г)
3* • 4* =  108, 
3» ■ 4х -  192.

19.22. Реш ите неравенство: 
a) logiog34 ( * - 2 )  «О; 

log?( 8 r - 8 , 2 ) < 0 ;  
log7 lo g 71,96

В) lo g lo|!53(3*  — 7) =S О; 

toggflr + 1 ) ^  
loge log6 7,2

19.23. В ы числите: 
3 co sl9 6 ° -

a)

6)

12 sin  74°
cosl6°

2y/2 cos 83° +  V 2sin7° 
cos52° +  cos38°

, 5 s in 6 2  — 9 c o s ll8 °
в ) ----------------------- ------ ;

cos28°
2>/2sin68° +  5 V2  cos22°

Г cos23° +  cos 6 7°

19.24. Реш ите уравнение:
а) sin  л: — 2cos 2x  +  sin  5x = 0;
б) cos ox — s in  5x  =  s in  7x — cos 7x;
в) s in *  — cosx  =  s/lji;
r )  cos 5x  +  cos x  +  2cos 3x  =  0;
д) co s9 x  +  co s3 x  =  co sx  +  cos7 x ;
е) co sx  +  V 3 sin x  — -J2 — 0.



Итак, в главе 3

Узнали, как для функции у = f(x) по знаку её производной на ин­
тервале (а; Ь) установить характер монотонности функции.

Сформулировали определения точки минимума и точки максиму­
ма (точки экстремума) функции.

Сформулировали алгоритм исследования непрерывной функции 
на монотонность и экстремумы.

Научились использовать производную для построения графика 
функции.

Сформулировали алгоритм отыскания наименьшего и наибольше­
го значений непрерывной функции на отрезке.

Обсудили вопрос о том, как искать наименьшее или наибольшее 
значение непрерывной функции на незамкнутом промежутке.

Выяснили, как решать практические задачи на оптимизацию.

Вопросы

1. Дайте определение функции, возрастающей (убывающей) на про­
межутке.

2. Каким образом связаны знак производной функции и характер 
монотонности функции на открытом промежутке?

3. Сформулируйте определение точки максимума (минимума) функ­
ции у = f(x).

4. Какую точку для функции у  = f(x) называют стационарной, а ка­
кую — критической?

5. Верно ли, что всякая точка экстремума функции является стацио­
нарной или критической точкой?

6. Верно ли, что всякая стационарная или критическая точка функ­
ции является точкой экстремума? Если нет, то приведите при­
мер.

7. Сформулируйте достаточные условия точки максимума (миниму­
ма) функции.

8. Как узнать, есть ли у графика функции у  = f(x) горизонтальная 
асимптота; вертикальная асимптота?
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Тест

1. На рисунке 104, а  задан график дифференцируемой функции 
у =  f(x). Найдите количество точек, в которых производная функ­
ции равна нулю.

2. На рисунке 104, б  задан график производной функции у =  /(х). 
Укажите наибольшую из длин промежутков убывания функции.

У i

У - Л * )

4  / а /

б
Рис. 104
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3. Выберите верные утверждения относительно функции у  = х  + sin*.
а) Производная функции положительна при всех значениях *.
б) Производная функции неотрицательна при всех значениях *.
в) Функция возрастает на всей области определения.
г) Функция возрастает на промежутке [0; я], убывает на проме­
жутке [л; 2л].

4. На рисунке 105 изображён график производной функции у = f'(x). 
Укажите количество точек максимума функции у = f(x).

Рис. 105

5. Найдите точку минимума функции у = х2 -  81п(* + 3).
6. Учитель предложил учащимся оценить верность следующих трёх 

утверждений относительно функций, определённых на всей число­
вой прямой:
1) значение функции в точке максимума всегда больше её значе­
ния в точке минимума;
2) если у = /'(*„) существует и f '(xa) *  0, то точка х0 не является 
точкой максимума;
3) если *0 — точка максимума функции у = f(x), то f '(x0) = 0.
Аня считает, что среди этих утверждений 1 и 2 — верны, а 3 — 
неверно.
Даня считает, что верно только утверждение 2.
Саша думает, что верны все три утверждения.
Маша полагает, что 1 — неверно, а 2 и 3 — верны.
Кто из учащихся прав? 
а) Аня б) Даня в) Саша г) Маша



7. Найдите наименьшее и наибольшее значения функции 
у =  1,5\/л? -  х на отрезке [О; 8].
В )  З/наим — у  наиб ^  в )  У найм “  О» Уиаиб ~  0,5
б) Унаим Упаяб 0,5 г) У вяям  0,5, 1/наиб ^

8. Найдите наибольшее значение функции у =  V27 • tg2x на отрез-
л л

к е  —  •
2 6J

9. Укажите верное утверждение относительно функции 
у =  х3 — 2х2 +  Зх.
а) У данной функции две стационарные точки.
б) У данной функции одна точка минимума.
в) Данная функция возрастает на всей числовой прямой.
г) График данной функции расположен выше оси абсцисс.

10. Укажите неверное утверждение относительно функции у =  2 — х-0’5.
а) Данная функция определена не на всей числовой прямой.
б) У данной функции нет стационарных точек.
в) График данной функции расположен правее оси ординат.
г) У данной функции одна точка максимума.

Дополнительные задачи

Пусть у =  f(a) + f ’(a)(x - а )  — уравнение касательной к графику 
функции у =  f(x) при х = а  и пусть (Ь; 0) — точка пересечения ка­
сательной с осью Ох. Отрезок оси Ох между точками (6; 0) и (а; 0) 
называют подкасательной при х =  а (рис. 106).

Рис. 106
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Дана функция у  = fix), где f(x) = -Jx.

1. а) Найдите Д1);
б) найдите /'(1);
в) составьте уравнение касательной при х  = 1;
г) найдите точку пересечения касательной с осью ординат;
д) найдите точку пересечения касательной с осью абсцисс;
е) найдите подкасательную.

2. а) Найдите Д4);
б) найдите /'(4);
в) составьте уравнение касательной при х  = 4;
г) найдите точку пересечения касательной с осью ординат;
д) найдите точку пересечения касательной с осью абсцисс;
е) найдите подкасательную.

3. а) Для а > О найдите Да);
— б) для а > 0 найдите /'(а);

в) составьте уравнение касательной при х  = а;
г) найдите точку пересечения касательной с осью абсцисс;
д) докажите, что подкасательная в два раза больше абсциссы точ­
ки касания;
е) объясните, как построить касательную с помощью циркуля и 
линейки.

Дана функции у  = fix), где fix) = е*.

4. а) Найдите Д2);
б) найдите /'(2);
в) составьте уравнение касательной при х  = 2;
г) найдите точку пересечения касательной с осью ординат;
д) найдите точку пересечения касательной с осью абсцисс;
е) найдите подкасательную.

5. а) Для а > 0 найдите Да);
б) для а > 0 найдите f '(a);
в) составьте уравнение касательной при х  = а;
г) найдите точку пересечения касательной с осью абсцисс;
д) докажите, что подкасательная равна 1, вне зависимости от зна­
чения а;
е) объясните, как построить касательную с помощью циркуля и 
линейки.



6. а) Докажите, что для функции у =  f(x), производная которой ни­

где не равна нулю, длина подкасательной при х =  а  равна №  
Г  (а) '

б) Сравните результат пункта «а» с ответами к упражнениям 3 «д» 
и 5 «д*.

7.

8.

Найдите наибольшее значение площади треугольника ОВС, где 
О — начало координат, В — точка на графике функции

5
у -  — I- 64х5е6_4л:, 0,7 а С  — точка на оси Ох, абсциссах
которой равна абсциссе точки В. Для этого проверьте, что:
а) площадь S  =  S(x) =  0,5ух =  2,5 + 32х6ев ,х;
б) (е6" 4*)' =  -4е6- 4* ;
в) (x6ee_4x)' =  2x5e6 ix  (3 -  2х);
г) S'(x) =  0 на этом отрезке только при х -  1,5;
д) знак S'(x) при переходе через х =  1,5 меняется с «+ »  на « —»;
е) S HUl6 = 5(1,5) =  367.

Найдите наибольшее значение площади треугольника ОАВ, где 
О — начало координат, А — точка на графике функции

- точка на оси Ох,у =  -J2x +  sin2x 4л7sinx +  11, — €  х  ^  — , а В 
9 7

абсцисса которой равна удвоенной ординате точки А. Для этого 
проверьте, что:
а) площадь S  =  S(x) =  у2 -  2х + sin2х -  7sinx + 11;
б) (sin 2х)' =  2cos 2х;
в) S'(x) =  cos x(4cosx — 7);
г) S'(x) =  0 на этом отрезке только при х =  0,5я;
д) знак S'(x) при переходе через х = 0,5л меняется с «—» на «+»;
е) S naml =  S(0,5n) =  л +  4.

9. Найдите наименьшее значение периметра прямоугольника со сто­
ронами, параллельными осям координат, и с диагональю ОМ, где 
О — начало координат, а М  — точка на графике функции 
х — 3 — 41п(0,2х — 1), 6 «  х «  9,5. Для этого проверьте, что:
а) периметр Р =  Р(х) = 2(х +  3 -  41п(0,2х -  1));
б) (1п(0,2х -  1))' =  —Ц ;
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г) Р'(х) =■= 0 на этом отрезке только при х  — 9;
д) знак / ’'(ж) при переходе через х  — 9 меняется с «—» на « +  »;
е) В„а„» -  -Р(9) =  24 -  81п0,8.

10. Точка Л перемещается по оси Ох, а точка В  перемещается по 
оси Оу. Абсцисса точки А  изменяется по закону x(t) =  t2 +  2t +  6, 
а ордината точки В  изменяется по закону y(t) =  t2 — 10i +  33, где 
3,3 5,5. Найдите наименьшее значение площади треугольни­
ка АВС, где С(0; 3) — фиксированная точка плоскости. Для этого 
проверьте, что:
а) *  «  (t +  I)2 +  5 »  5, у =  (t -  5)2 +  8 > 8;
б) площадь S  =  S (t ) =  0,5x(y(f) -  3);
в) S  =  S(t) =  0,5(t4 -  8t3 +  16t2 +  180); 
r) S '(t) -  2t(t -  2)(t -  4);
д) S'(t) =  0 на этом отрезке только при t — 4;
е) S .а™ ~  S(4) =  90.



Из истории математики

Н а русском языке термин производная  функции1 появился на ру­
беже XVIII—XIX вв. в работах В. И. Висковатова (1780— 1812). Сам 
термин является дословным переводом французского слова derive 
или английского derivative. Его предложил в конце XVIII в. крупней­
ший (наряду с Эйлером) математик XVIII в. Ж . Л. Лагранж (1736— 
1813) в своём программном трактате «Теория аналитических функ­
ций»2 (1797 г.). Лагранж впервые стал систематически использовать 
для обозначения функции записи у  — fix), fix ), f, а для обозначения 
производных — f i x ) ,  f .

Программа Лагранжа состояла в максимальной алгебраизации то­
го математического анализа, который сложился после появления ра­
бот И. Ньютона (1642— 1727) и Г. К. Лейбница (1646— 1716). Основ­
ное отличие коротко можно описать так. Для Ньютона первично по­
нятие скорости изменения функции (изменяющейся величины, или 
флюенты ) и вторично понятие производной (флюксии). Лагранж, на­
против, полагал, что понятие производной, как более строгое и мате­
матически ясное, должно приводить к определению того, что такое 
скорость (см., например, «...мы  отнюдь не обладаем достаточно точ­
ным понятием о том, что такое скорость точки в любое мгновение, в 
случае, когда скорость переменна...*).

В целом отчётливое представление о производных, операциях над 
ними и их применении при исследовании функций сложилось к кон­
цу XVII в. Традиционно этот момент в истории математики связывают 
с работами Ньютона и Лейбница. Юридически расставить приоритеты 
и назвать, кто из этих великих математиков первым «открыл» диффе­
ренциальное исчисление, — вряд ли разрешимая задача. Большинство 
работ Ньютона были опубликованы через много лет после их написа­
ния, и сведения из них передавались устно или в частной переписке.

Например, основные принципы метода флюксий, которому соот­
ветствуют шаги 4 и 5 алгоритма из § 7, Ньютон разработал к концу

1 Если точнее, то производная функция, т. е. функция, которая каждо­
му х  ставит в соответствие fix ).

2 Полное название: «Теория аналитических функций, содержащая нача­
ла дифференциального исчисления, освобождённые от какого-либо рассмо­
трения бесконечно малых или исчезающих пределов или флюксий и сведён­
ные к алгебраическому анализу конечных величин».
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1665 г. в рукописи «То resolve problems by motion these following 
propositions are sufficient»1, а книгу «Метод флюксий* написал к 
1671 г., которую напечатали только в 1736 г. Источником для иссле­
дований Лейбница в 1672—1675 гг. стали задачи, традиционные для 
того времени, о проведении касательных, применениях метода неде­
лимых и результатов П. Ферма (1601—1665) об экстремумах много­
членов, использовании характеристического треугольника Паска­
л я  и в особенности работы 1673 г. X. Гюйгенса (1629—1695) о маят­
никовых часах. В 1677 г. Лейбниц в письме к Ньютону изложил свои 
результаты. Ньютон по существу не ответил: результаты он получил 
уже сам, а новый подход и новые обозначения Лейбница его не заин­
тересовали.

В 1684 г. Лейбниц опубликовал мемуары «Новый метод максиму­
мов и минимумов*2, в которых довольно полно, но чрезвычайно лако­
нично изложил свои методы и, в частности, предложил сам термин 
дифференциальное исчисление. В последующие 20 лет в других рабо­
тах Лейбница и работах его коллег метод получил самое широкое рас­
пространение в континентальной Европе. Примерно с 1699 г. нача­
лась долгая и жаркая полемика, доходившая даже до размеров ме­
ждународной распри, между сторонниками Ньютона и сторонниками 
Лейбница, а потом и между ними самими о приоритетах в создании 
математического анализа.

Если оставить в стороне эти споры, то содержательную значимость 
самого математического анализа не оспаривал никто. В начале XVIII в. 
это была, пожалуй, наиболее динамично развивавшаяся наука, от­
крывшая массу новых связей и в самой математике, и в её приложени­
ях. В 1696 г. сторонник Лейбница Г и й о м  Л о п и т а л ь  (1661—1704) 
на основе лекций и записок И о г а н н а Б е р н у л л и  (1667—1748) из­
дал первый учебник по математическому анализу «Анализ бесконечно 
малых для изучения кривых линий*, который переиздавался вплоть 
до 1781 г. и явился основным текстом для изучения дифференциаль­
ного исчисления. В нём, в частности, были сформулированы основные 
приёмы использования производной (тогда — дифференциалов) для 
исследования функций, похожие на те, которые изложены в §9 и 10. 
Примерно к 1730 г. начала математического анализа становятся уже, 
скорее, учебным материалом для университетов.

1 «Следующие предложения достаточны для решения задач с помощью 
движения *.

2 Полное название: «Новый метод максимумов и минимумов, а также 
касательных, для которого не служат препятствием ни дробные, ни иррацио­
нальные величины, и особый для этого род исчисления».



Формулы для дифференцирования тригонометрических функций 
впервые опубликованы в 1722 г. в работах сторонника Ньютона Ро­
джера Коутса1 (1682—1716).

Заметной вехой в становлении математического анализа стала 
своеобразная трилогия Л. Эйлера «Введение в анализ бесконечных» 
(1748 г.), «Дифференциальное исчисление» (1755 г.), «Интегральное 
исчисление» (1770 г.). Интересно, что в описаниях и обоснованиях 
Эйлер чаще близок к точке зрения Ньютона, но в обозначениях и 
символике следует Лейбницу, основываясь на дифференциалах dx, 
dy, dz, ... и их отношениях. Вот, например, как описывает Эйлер са­
мо дифференциальное исчисление: «...метод определения отношения 
исчезающих приращений, получаемых какими-либо функциями, ко­
гда переменному количеству, функциями которого они являются, да­
ётся исчезающее приращение...» Это, по существу, то же определе­
ние, что и приведённое в § 7.

После книг Эйлера и Лагранжа стало ясно, что строгое изложение 
теории производных и методов дифференцирования должно базиро­
ваться на строгой математической теории пределов функций. Такая 
основа была разработана к середине XIX в. в основном в работах 
О. Коши (1789—1857) и Б. Больцано (1781—1848) и активно разви­
валась до начала XX в. К. Вейерштрассом (1815—1897) и др.

Изложение основ математического анализа в XX в. не претерпело 
принципиальных изменений. Пожалуй, новым стало осознание необ­
ходимости предварительного знакомства с началами математического 
анализа уже в старшей школе. Например, это активно обсуждалось 
на Всероссийских математических съездах (см. http://old.mathedu.ru). 
В нашей стране основы (или начала) математического анализа вошли 
в содержание действующих школьных учебников по математике стар­
шей школы в 70-х гг. XX в.

1 Иногда пишут Котес.

http://old.mathedu.ru


Ответы

Глава 1

|  § 1 1.4. г) уп -  бп,- д) п2 -  1; е) у„ -  (-1)“ - 4 - .  1 9 - 1)> 2)> 3>- 1л0- х>> 3>- 4)’
Л + 1

1.11. г) 5, 6, 7, ...; д) 2, 3, 4, ...; е) 5, 6, 7, ... . 1.15. г) 13; д) 4; е) 3.
1.16. в) 2972 +  1; г) 90 001. 1.17. а) х  < 1 -  >/б; б) 4 -  S  < * < 5;
в) —2 — >/7 <  х <  — 2 +  >/7; х  — 5; г) у =  5 *  — 61п>/г +  дг2; л: >  3 +  л/2; х  “  4.
, , я  11л 13л л л 5л Зл _ п ^  n .

6 б 6 ’  2 6 6 2 ’

г) л: -  4; *  <  3 -  V2; *  >  3 +  Л .  1.20. в) 1,5; г) 0,5.

|  § 2 2.2. г) 2; д) 7; е) 2.3. г) 1; д) -2 ; е) 4. 2.4. г) 8; д) 10; е) -12 . 2.5. г) 7;
3

д) О; е) -4 . 2.8. а) 1; б) f . 2.9. а) 1; б) i  2.10. г) *  »  2; д) *  >  2; х  <  -2 ; е) х  >  0. 
О 3

2.11. а) -4 , 0, 5; г) 0, -4 . 2.12. а) б) 2.13. в) 9; г) 4.

|  § 3 3.11. г) 0; д) -5 ; е) 15. 3.12. г) 1; д) 2; е) 3. 3.13. г) 1; д) е) 28.

Г- 3 - - Д  , 1 +  л/З
3.14. г) -1 ; д) - 3 ; е) 10. 3.15. г), д), е) 0. 3.17. г) 1 -  V2; д) — ----- ; е ) ------ -— .

3.18. г) -2 ; д) 2,1; е) log34. 3.19. г) 0 < р  <  1.

|  § 4 4.14. г) 0,5; д) -4 ; е) 4.15. г) -0 ,4 ; д) 7; е) 4.16. а) i ;  б) 8.
3 7 о

5 2 1
4.17. г) 0,75; д) 0,5; е) 0,125. 4.18. а) 1; б) 1. 4.19. г) - ;  д) - ;  е) - .  4.22. в) 1;6 7 4
г) -0 ,8 . 4.23. г) -1  < р  <  1.

9Л гI § 5 5.8. г) -0 ,06 ; д) 1,05; е) 24. 5.9. г) -2Дх; д) (2х + Дх)Дх; е) ^  +  Аху 
5.10. г) 3 4 3 й*  -  1); д) ln jl +  ^ ) ;  е) 2 s in ^ c o s jx  +  ^ ) .  5.11. г) ЛДх;
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а А х
д) аД х(2х  + Д х); е ) ---- --------——. 5 .12 . г) За + 2Ь\ д) 3b — 2а ; е) а  -  2Ь. 5.13. г) 8;

х (х  + Ах)

д) 8; е) -0 ,5 .  5 .14 . г) ± 3 , ± у ;  д) 0 ,5 , 2; е) ± 4 , ± у .

|  Тест 1. а). 2. а), г). 3. г). 4. а), б), в). 5. -1 5 .  6. 4. 7 . 0 ,21 . 8. А — 3, В — 1,
В — 2 . 9 . а). 10 . в).

I  Дополнительные задачи 1. а) 6 ; б) 4; 5; в ) 1; 2; 3; 4 ; г) 5; 6; 7; ...; д) 4; 5; 6;
е) 5. 2 . а) -2 ,9 ;  б) таких элементов нет; в) - 2 ,9 ;  - 2 ,6 ;  г) -2 ,1 ; - 2 ;  -1 ,9 ;  д) 3 ,9 ;
4; 4 ,1 ; е) 3; 3 ,1 ; 3 ,2 . 3. а) 1; б) 0 ,01; в) 1; г) 0 ,0 1 ; д) 0 ,0 0 5 ; е) таких значений г  
нет. 4 . а) 1; б) 2; в) 5; г) 11; д) 110; е) 1100. 5 . а) 1; б) О; в) 0,1; г) 0 ,8 ; д) 0 ,6 ;
е) 0 ,7 . 6. a) S  -  8; б) S -  - 5 ;  в) -  1,4; г) Ьх -  -3 ,9 ;  д) q = 2 -  -J2; е) q -  0 ,9 9 9 . 
7. а) 1; б) 0; в) 0 ,1 ; г) 0 ,8 ; д) 0 ,2; е) 0 ,3 . 8. а) 12; б) 0 ,5 ; в) 7; г) 0 ,2 ; д) -1 5 ; е) 7.
9. а) 3 ; б) -9 ;  в) 12; г) 4; д) -0 ,5 ;  е) 10. 10. а), б), г), е) f  выше g; в) и д) g  вы ш е f.

Глава 2

■  § б 6.6. г) 6. 6.7. г) 210. 6.12. г ) - 8 ;  д) 1; е) О. 6.21. а) 0 ,7 ; б) - 1 ,5 .  6.23. a ) - l | ;  
б) 4. 6 .24. а) 1; б) 0 ,5 . 6.25. 6.26. а ) |  <  f  <  у ; 6 ) ^  < Р < ^

|  § 7 7.3. в) у '  -  -~гх-, г) у '  -  2х  + 3. 7.9. г) 135°; д) 30°; е) л  -  a rc tg — ,
О О

7.11. г ) х  > - у ;  д) х  < -0 ,2 5 ;  х > 0 ,2 5 ; е) * <  х  > ^ . 7 .12. г) х  < 0;

2
д) - 6  <  х  < 6; е) - 5  <  х  <  0, 0 < х  ^  5. 7.13. а ) х  — 0, х  — —; б)

7.14. а) —̂ 0 ,5 ; б) таких значений н ет. 7.18. а ) 1; б) е, е 2.

|  § 8  8.1. г) -0 ,7 5  и -5 ;  д) 1,261 и 12; е ) - - i -  и - i .  8 .2 . г) 0,996; д) 0,991;
4 8  9

е) 3 ,005 . 8.3. б) 0 ,498 ; г) 24 ,2 ; е) 2 ,55 . 8.4. 98 5  см3. 8 .9 . б) ~ ;  г) ; е)
85 85 13

8.11. а) лл , a rc tg 3  +  лл; л  € Z ; б )  j  +  ~ ,  - ~ a r c t g ^  +  п е Z .

1 § 9 9.8. г) у  =  12х + 16; д) у  =  \ х  +  1,5; е) у  -  1 -  0 ,25х .
6

9.9. в) у  *  -0 ,2 5 х  — 2; г) у  = 4 -  х. 9 .10 . г) х  — 0; д) х  — ± 0 ,5 ; е) х =  0,25.
9.11. г) у — 2 х  -  1; д ) у  -  - х ,  у  = - х  ±  2\ е) у  -  \ х  +  1 . 9.12. а) у  =  6х -  9 ,

4
у  -  —6х  -  9; б) у  — ^ х  + 2. 9.13. в) 120°; г) я  — 2 a rc tg 8 . 9 .14. а) р  = -0 ,2 5 ;

8



б) р  =  0, 5.  9. 15.  а) р  — ±0, 4;  б) р  -  ± 2 .  9.16.  a) t g2a;  б) - s i n |3. 9. 17.  в) -г—,
4

л 5л _  . я ял л 2ля л 2ля _  _ л
-  +  2ля,  —  +  2лл;  я е Z;  г) -  +  — я е Z. 9. 18.  а) -  +  ля;
0 6 4 2  30 5 6 5  4
я е Z\ б) — arctg(l ±  >/б) +  ля; я е Z.

1  § 10 10.4. г) у ' =  2,5х>/х -  4х ; д) i/' =  15х4 +  45х2; е) у' =  — .

Ю.5. г) у  =  8х3 +  18х2 -  2лг — 3; д) у ' =  5х4 -  6 х 2 -  3; 

е) у' =  -25л:4 -  34л:3 +  8х2 +  8. 10.6. г) у'
5 +  5л:*

= зх 2
4 2л

бх2 +  18

е) у ' -  -4 5 л 2 +  24л +  30. 10.7. б) у ' =

Д> V  “  ,  2* „  3 п, г - К»-»- б) У -  -

(4л -  I)2 
16

; Г) у'

г ". г) у' -

(ж2 -  5)2 ’ 
8 л +  9

л:

1 -  Зх

(х2 -  Зх +  2)2

, # 10х -  28 -  4л:2 , л п  ,
Й)и (5 -  4л)2 10 в  б )и  '

. )  у ' -  ^  +  8л +  0 , 5 ^ - М  10 10 г) у. _

(л +  2)2 

*  +  1
1 ^ Г - Г )У

(VJ + 1T

14л?2 — 22х  +  7 х2 +  2 х  +  5 5
Д) У' -  -----—------“ 2-----; е> У' “  . 2 > *  *  °* 1 0 1 1 - г > ~ 12' Д) 2 l ’> е) _1  Q*(2х -  I f (х  +  I f

10.12. б) ± ;  д) 9 5 ^ | ; е) 1 ,25 . 10.15. г) 5; д) 3; е) 0. 10.16. а) 135°; б) 45°.

10.17. г) ± 2 ; д) 1 и 3, 2; е) - 4  ±  4ч/3. 10.18. г) - 1 ;  д) 6 ±^ - . е) - 1  и 3.

10.19. г) у -  16л -  30; д) у =  1,5л -  3 ,5 ; е) у -  7. 10.20. г) у =  20 -  12л,
У -  -1 2 л  -  12; д) у  -  л +  7; е) у  -  7л +  20, у -  7л -  4. 10.21 . у -  5л -  15,
У -  -5 л .  10.22. у - л  +  1, у - л - 3 .  10.23. г) л  <  -6 , л >  О; д) л <  - 4 ;  л >  3;
в) 0 <  л  <  3,6. 10.24. г) л <  —5; л >  4 ; д) — 1 <  л <  1 ;  е) х  >  —. 10.25. а) р  — 3 ,75 ;

3 4

б) р -  6 , р  -  - 2 .  10.26. в) и 343; г ) 2 и 512. 10.27. в) - 2  «  л <  - 0 ,5 ,  л >  - 0 ,5 ;  
49

г) х >  2 . 10.28. При Ь >  - 1 .

1 § и  11.6. г)
2cosx

Д)
1

sinzx  sin^xfcosx — ctgx)4
г ;  е) —

cos22x
. 11.9. г) 1; д) 3 ,5 ;

13
с) 1. 11.10. г) 5; д) - 8 ;  е) - 2 .  11.11. г) - 1 ;  д) — ; е) - 2 .  11.12. г) х  =  -  +  ля,

1о 3

п е Z\ д) х  =  ± — +  ля, я € Z ; е) х  — ± — +  ля, я е Z. 11.14. г) 150°; д) 45°; 
3 6
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e) a rc tg 2 . 11 .15 . а) х  =  О, х  = ~  +  л л , п е  Z ;  б) х  =  ^ a r c t g ^  +  п е  Z .  

11.19 . а) 2, - 4 ;  б) 1; - 2 .  11.20. х  > 1.

I $ 12 12.3. г) -  6  ; д ) ------- -̂ртг; е ) ------- - ------=■. 12.4. 6)----- , 5 ;
(2* -  З)2 (2 -  W 3 )2 (0,3* +  8)2 2л/6 -  5*

г) ^15(9 + 8 * ) ’ е> (2 — *7з)2 ......... 2 2

д) 6; е) -0 ,4 .  12.9. в) - 6 ;  г) - 5 .  12.10. в) у  =  4 -  х;  г) у  — 2л: + 1

3 1 у
. 12.7. г) - 2 s in 2 x ;  д) ——s in —; е) 2cos2* . 12.8. г) 4;

12.11 . в) у  -  31  -  15*, у  -  35 -  15*; г) у  -  *  +  2. 12.12. г) *  =  £  +
8 4

х  =  (— +  п п , п  е  Z ;  д) 0, е ) 12.13. а) у  =  ^ х  +  2,5; б) у  = Ах — 3 , 
6 9 3 8

у  — —12* -  3 . 12.14. а) л ; б) л , Щ-. 12.16. а) 2 «  *  <  2 ,75 ; * > 4 ;
4 " "  ' ’ 2 ' " ’ 2 

б) 1 <  *  < i/2-, х  >  3 . 12.18. в) 3; г) 1.

|  § 13 13.8. г) 10*4 + 12*3 -  З*2 -  6* ; д)

2* 4 +  12*3 +  2*  -  3

* 4 + 16*3 -  10*2 -  8 *  
2-Jx + 2

е) (2*3 +  I)2
48

(2*  -  5)7

13.4. г) -1 5 (3  -  5*)2; д) +  9 | ; е) ----------- ff. 13.13. г) - 1 ;  д) - ;  е ) 33.(2* — 5)6 ' 3 ’

13.14. г) 135°; е) 45°. 13.15 . г) у  -  -1 2 * ; д) у 4 ( 3 *  -  19); е) у  =  ~ ( х  +  26). 
4 1о

19 1
13.16. а) у  = 2 х  -  2; б) у  =  - З х  -  2. 13.17. г) О, 0 ,6; д) ; е) - .8 8

3
13.18. г) —-  <  х  < О; х  > 0; д) н ет реш ений; е) х  ^  6 ,25 . 13.19. а) у  -  -З х ;

4

б) у  =  ± - * .  13.20. г) 1; д) 2; е) 0. 13.21. в) 2; г) 5, 13.22. в) *  <  -3 ;
9 5

1
- 3  < х  <  - 2 ;  г) х  > —.

|  § 14 14.4. г) е*(3 -  Ах); д) е* “  ^ 0 ,2 *  + 1)4(0 ,2*  + 2); е) - е* + 4 ).

14.5. г) е х(ЗсозЗлг -  s in 3 x ); д) e5x + 3j5 c o s ^  — ^ s in -^ j ;  е ) 6 2 c t g - -------------
5sin2 — 

5



(5 +  (3 -  5*) In 1,2).14.7. г) ~(0,53x + 2 ln 8  + За:2); д) 3 ■ 103х(1 + 3*1п10); е) - N 4
I®;

14.8. г) в-4; д) - 2 ;  е) \ е .  14.9. г) 1; д ) ^ е2; е) 1. 14.10. г) 2е -  1; д) 4 ,51п^; е)
3 3 о о

14.11. г) е -  13; д) -1 ;  е) е  -  3. 14.12. г) 135°; д) 60°; е) 0°. 14.13. г) у  -  1 -  х;
,  1 21п5

д) у  = 0 ,2 ; е) у  =  2 * ln 5  +  (1 -  1п5). 14.14. у  -  Зхеь. 14.17. б ) ----— ; г ) ----- —х~;
х \ п 2  х \ п * х

l g a j J l n l O T i  . ____ 2
lg2 *  ' ' ‘ В ( 2 x - 3 ) l n 5

3 2 In а: „  31п2*
; г ) -------------- -— . 14.19. а ) ------- ; б ) --------- ;

'  (3 * -2 )1 п 3  9 х  9 х

в) 41п Х; г) - ■-1— *  ■ 14.20. г) i ( l  -  1п2); д) —i —; е) 7^7  • 14-21. а) (8; 2); 
х х  8 1п10 1п2

б) (3;731п3). 14.22. г) у  -  д) у  -  х
1п10

б) у  = 9 х  In 5 4- 8 ,5 . 14.24. а) у  -  л:; б) у  -

- 1 ; е ) у ~ 1 - 5 х .  14.23. а) л: -  

- ^ х .  14.25. а) р  = 1 ,  б) р  -  -1 .

2;

14.26. 12% . 14.27. k  -  0; ± - j  14.28. а ) ^  *  Р *  у | ;

б) - 3  <  р  ^  —2л/2; 2л/2 sS р  <  3.

|  Тест 1. 5. 2. 16. 3. в). 4 . а). 5. б). 6. 4. 7. а). 8. 1,2. 9. г). 10. у  =  0 ,25  +  In 2.

|  Дополнительные задачи 5. а), в), д), е) Необходимы; б), г) нет. 6. б)—д) Н е­
обходимы; а), е) нет. 7. в)— е) Необходимы; а ), б) нет. 8 . а), г), д) Необходимы; 
б), в), е) нет. 9. а), б), г) Д остаточны; в), д), е) нет. 10. а), б), д) Необходимы, но 
не достаточны; г) достаточно, но необходимо; в), е) эквивалентны  условию А .  
14. в), г) Я вляю тся реш ением; а), б), д), е) не являю тся решением.

Глава 3
1 § 15 15.15. г) Убывает на (-«>; — 1], возрастает на [ - 1 ;  +°°); д) убывает
на [0; 4], возрастает на ( - ° ° ;  0], (4; +°°); е) убывает на ( - ° ° ; -1 ] ,  [0; 1], возрастает
на [ -1 ;  0], [1; +°°). 15.16. г) Убывает на | —2; ^ j ,  возрастает на (—; —2] и на

[2 )
- ;+ ° о  ; д) убывает на ( - ° ° ; —3], [0; 2 ], возрастает на [ - 3 ;  0], [2; -И»); е) убывает

на [ -3 ;  -1 ] ,  [1; 3], возрастает на (-<»; -3 ] ,  [ - 1 ;  1], [3; +°°]. 15.17. г) Возрастает 
на ( - 00; -1 ) ,  убы вает на ( - 1 ;  +°°); д) убывает н а  — >/2 ], [^2; +°°), возрастает

на j—>/2; у/Щ; е) убывает на — ̂ j ,  возрастает на |— —-^J и на |



15.18. в) Убывает на (—оо; 1,5]; г) убывает на |2 — ; 3|, возрастает на

15.19. в) Возрастает на (~°°; + 00); г) убывает на (-1 ;  0], возрастает на [0; +°о).
15.20. г) возрастает на (0; е], убывает на [е; +°°); д) возрастает на (—°°; 0) и на
[ 2  )  ( 2 1
——; +°° , убывает на 0; -—— е) возрастает на [—3; 1] убывает на [1; 5).
[m2 J [ m 2
15.21. а), г) Возрастает на [0; ■+<»); б), в) убывает на [0; + » ) .  15.22. в) р  ^ 0;
г) - 3  <  р  < 3. 15.23. в) р  ^  0; г) р  0 . 15.24. а) -2 ;  б) 2. 15.25. а) р  < -0 ,5 ,  
р > 3 ,5 ; б )р  <  - 1 ,5 ,  р  > 1 ,5 . 15.26. а), г) 2; б), в), д), е) 1. 15.27. а), б) 2.
15.28. а), б) 0. 15.29. а) 1; б) 1. 15.30. б) 0, 1. 15.31. г) 2>/2; д) 4; е) 27.

15.32. в) х  ^ 1; г) - 1  < л: ^ 0. 15.33. а) а <  Ь; б) а >  Ь.

у
I  § 16 16.6. г) х = — — точка максимума; д) х  =  -4  — точка максимума,

6
х = 2 — точка минимума; е ) х * = 0  — точка максимума, х  =  -> /2 , х  = >/2 — точки 
минимума. 16.7. г) Точек экстремума нет; д) х  =  - 7  — точка максимума, х  =  7 — 
точка минимума; е) х  = - 6  — точка максимума, х  = 6 — точка минимума.
16.8. г) х =  5 — точка минимума; д) точек экстремума нет; е) х =  7 — точка ми­
нимума. 16.9. г) х  =  2 — точка максимума, х  — 3 ,5  — точка минимума;
д) х — 3 — точка минимума; е) х  =  - 1  — точка максимума, х — 1 —  точка мини­
мума. 16.10. г) х  =  0 — точка максимума, х  =  In 2 ,5 — точка минимума;
д) х  =  1 — точка максимума, х  = 5 — точка минимума; е) х  — 1,5 — точка ми-

ч я 7я 4л
нимума. 16.11. в) х = —, х  =  —  — точки максимума, х  = —----- точка миниму-

ч л 5л 9л Зл 7л
ма; г) х  =  —, х =  ——, х  =  —------точки максимума, х =  ——, х — —------ точки ми-

4 4 4 4 4
ч 5л лнимума. 16.12. а) х  ■* —------точка максимума, х  = —-------точка минимума;

4 4

|л 5л 1  ̂ [ л  л] [5л 3л1 л
— —  L убывает на ——; —- 1,1——; —  I. б) х = —-  —

4 4 [  [ 2 4 J [ 4 2 J 4
Зл

точка максимума, х  — — ------ точка минимума; функция возрастает на
4

убывает на
Зл
4

. 16.13. в) х =  - 1  — точка минимума, функция

убывает на (-°°; -1 ] ,  возрастает на [—1; + 00); г) х  — 1 — точка минимума, функ­
ция убывает на (0; 1], возрастает на [1; +°°) и на (-°°; 0 ). 16.14. г) х  — -1  — точ­
ка максимума, х  — - 3 ,  1 — точки минимума; д) х  — ±1 — точки максимума,
х =  0, ± S  — точки минимума; е) х  — ± 2  — точки максимума, д: — 0  — точка 
минимума. 16.15. г) х  — - 2  — точка максимума, х  — 0 — точка минимума;

Д) х —— — точка минимума; е) х 
3

2 — точка минимума, функция убывает



н а (0; 2], возрастает на [2; +<») и на 0). 16.16. а) х  -  1 — точка минимума, 

функция убывает на (О; 1], возрастает на [1; +°°); б) х  -  —---- точка максимума,

fJ2 1 („ \l2sc =  1 — точка минимума, функция убывает на ^ ; II, возрастает на iО; 

и  на [1; + °°) . 16.17. а) -5  <  р <  - 1 ; 1 <  р  <  5; б), в) р  <  -5 ; р >  5; г) -1  <  р  <  1.

16.19. д) 23; е) -0 ,296 . 16.20. г) [-9 ; 2]; д) |-3; 4— j. 16.21. г) 1; д) 32; е) 1.

|  § 17 17.11. а) р <  2, р >  6; б) р  <  -1 . 17.13. а) 0, ±2^2; б) нет корней; в) ± ^ ,

2 2 5 --75 + 1
zt4; г) 1, 8, л, 2л. 17.14. а) - ;  б) ; в) - ;  г) 4. 17.15. в) 1; г) —— ----.

17.16. а) — 2 <  х  <  4; б) х  К -1 ; х  >  4.
|  § 18 18.5. г) -1  и 19; д) -93  и -1 ; е) 15 и 499. 18.6. г) -139 и - И ;  д) 5 и 21; 
е) -11 и 21. 18.7. г) -9 5  и 4; д) - 7  и 121; е) -124 и 4. 18.8. г) 8 и 12; д) 8 и 12;

1 2 2 11 4
е ) -8  и -4 . 18.9. г) 2 и 3 - ;  д) 3,4 и 9; е) - 1 3  и -1 . 18.10. а) 1 -  и 1 -; б) 1—  и 2 - .

3 9  5 1о 7

18.11. г) 0 и 4е2; д) 3 -  31п3 и е2 -  6; е) 1 и 4 -  1п4. 18.12. г) [l + 1 ;  1 +

[ я 3я1 6>/3
е )  1 +  4 : Т ] ‘ 18Л 3' Г) 4 : Д) б25: в) 2 ' 1 8 1 4 ‘ г) йваи6 =  “ 2; д) -------

е )  Унаиб “  2,25. 18.15. г) уш,„„ -  4; д) у „ а и м -----1; е )  р наим -  15; увш 6  =  19.
18.16. а) 4; б) 4. 18.17. а) -2 ; б) - 8 ;  в) -2 ,2 5 ; г) - 8 .  18.18. а) [0; 1);

б) (-оо; -2 ,5 ]; в)
Уз Уз 
2 1 2 ; г) ]—; +оо . 18.19. а) 9; б) 15. 18.20. в) (1; 6);

г )  (10; 7). 18.21. в) х  «  - i ;  д с » 0 ; г ) ^ « д : « ^ .  18.22. а) Нет; б), в), г) да. 

18.23. в) 8; г) 5.

|  $ 19 19.1. а) 0,5; б) 19.2. а) 60 -  30 +  30; б) 16 -  8 +  8.

19.3. а) 18 -  17 +  1; б) 6 -  3 +  3. 19.4. а) 3; б) 5. 19.5. а) (4; 2); б) (1; 1).
19.6. а) Все стороны по 9 см; б) все стороны по 4 см. 19.7. 8 х 4 м.
19.8. По 7,5 см. 19.9. 120 м. 19.10. а) 108 см2; б) 60 см2. 19.11. 2 х 2 к 2 м.

19.12. Зч/З. 19.13. 19.14. 1. 19.15. 19.16. Радиус и высота по 2.

2оУз юТг
19.17. —-— . 19.18. а) 34; б) 120. 19.19. Сторона основания —-— см, высота 

3  о
2 2 1

6 6 -  см. 19.20. 1,5 ч. 19.21. в) (2; -1); г) (3; 1). 19.22. в) х  »  2 - ;  г) - -  <  *  «  0.
3  О О
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19.23. в) 14; г) 7. 19.24. г) х  =  J  х =  +  пп; п е Z ; д) х  — J
6 3 2 о о

пп тс 7п
Х ~  ~5~; е ) Х  =  1 2 +  2ПП’ Х ~ 1 2 +  2ЖП'

|  Тест 1. 6. 2. 2. 3. б), в). 4. 3. 5. 1. 6. б). 7. б). 8. 9. 9. в). 10. г).

|  Дополнительные задачи 1. а) 1; б) 0,5; в) у =  г) <0; °>5): д) ( 1 ;  О);

е) 2. 2. а) 2; б) 0,25; в) {/ -  4  +  1; г) (О; 1); д) (-4 ; 0); е) 8. 3. а) Т а ; б) —U ;
4 2>/fl

в) у =  ~2^ ~; г) (_ а » ®); е) пРямая> проходящая через точки (-а ; О) и (а;>/а).

4. а) е2; б) е2; в) у =  е2(х — 1); г) (0; — е2); д) (1; О); е) 1. 5. а) е°; б) еа ; 
в) у =  еа(х — а  +  1); г) (а  — 1; 0); е) прямая через точки (а -  1; О) и (а; еа).



Справочные материалы

Числовые последовательности
Последовательность (у„) называют ограниченной сверху, если 

существует число М  такое, что для любого п выполняется неравен­
ство уп «S М. Число М  называют верхней границей последователь­
ности.

Последовательность (уп) называют ограниченной снизу, если су­
ществует число т  такое, что для любого га выполняется неравен­
ство г/„ >  т .  Число т  называют нижней границей последовательно­
сти.

Если последовательность ограничена и снизу, и сверху, её называ­
ют ограниченной последовательностью.

Число Ь называют пределом последовательности (зг„), если в лю­
бой окрестности точки Ь содержатся все члены последовательности, 
начиная с некоторого номера. Если последовательность имеет предел, 
то её называют сходящейся; если последовательность не имеет преде­
ла, то говорят, что последовательность расходится.

Если lim хп =  Ь, Iim уп =  с, то
П - * о О п —> 00

1) предел суммы равен сумме пределов:

lim(x„ +  уп) =  Ь +  с;
П - *  оо

2) предел произведения равен произведению пределов:

И т ( х пуп) =  Ьс;
п —» “ >
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3) предел частного равен частному пределов:

limf— ) = с *  0;

4) постоянный множитель можно вынести за знак предела: 
lim(fcc„) = kb.
П — *оо

Предел функции
Равенство limf (ж) = b означает следующее: если значения аргу-

х-*а
мента ж приближаются к значению х = а, то соответствующие значе­
ния функции приближаются к предельному значению Ь:

1 -> 0  х

Равенство lim f(x) = b означает следующее: у графика функции
Х -* о о

у - f(x) имеется горизонтальная асимптота у — Ь:

lim — = 0 (г > 0)
* - * ° > Ж г

Если limf(x) = b, limg(x) — с, то:
х-*а х —*а

1) lim (/(ж) + g(x)) = 6 + с;
х-*а

2) lim(f(x) • g(ж)) -  Ь ■ с;
х  —> а

3) lim ^ Х̂  = — (при условии, что с *  0); 
*->ag(x) с

4) lim/if (ж) = kb.
X —>fl

Функцию у = f(x) называют непрерывной в точке ж = а, если пре­
дел функции у = f(x) при стремлении ж к а равен значению функции 
в точке а, т. е. если выполняется соотношение

limf (ж) = f(a).
х-*а
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Если выражение Дх) составлено с помощью алгебраических опера­
ций из рациональных, иррациональных, тригонометрических, обрат­
ных тригонометрических, показательных, логарифмических выраже­
ний, то функция у = f(x) непрерывна в любой точке, в которой опре­
делено выражение fix).

Производная
Если функция у = f(x) определена в точках х0 и х, то разность 

х -  х0 называют приращением аргумента и обозначают Дх, а раз­
ность fix) — fiх0) называют приращением функции и обозначают Ду.

Д у
Производная функции у = fix) в точке Хп — это Ит ——; обозначе-д*->о Ах

ние: f 'ixо).

Алгоритм нахождения производной функции у = fix)

1. Зафиксировать значение х, найти fix).
2. Дать аргументу х  приращение Ах, перейти в новую точку 

х + Ах, найти f(x + Дх).
3. Найти приращение функции: Ду = fix + Дх) — fix).

А у4. Составить отношение--- .Дх
Д у5. Вычислить lim — -.д*->о Дх

Физический смысл производной состоит в следующем: если 
s = sit) — закон прямолинейного движения, то производная s'it) вы­
ражает мгновенную скорость в момент времени t (o(f) = s'(f)).

Геометрический смысл производной состоит в следующем: если к 
графику функции у = Дх) в точке с абсциссой х = а можно провести 
касательную, непараллельную оси ординат, то производная /'(а) вы­
ражает угловой коэффициент касательной (feKB0 = /'(а)).

Алгоритм составления уравнения касательной 
к графику функции у = Дх)

1. Обозначить абсциссу точки касания буквой а.
2. Вычислить Да).



3. Н айти f'(a).
4. Подставить найденные числа a, f(a), f ( a ) в формулу

У -  f(a) + Г(а)(х -  а).

П рави ла ди ф ф ерен ц ировани я

(ау + Ьг)' =  а у  + Ьг' 
(i/г)' =  у 'г  + у  г ’

[ у \  _  у 'г  -  у г ’
U J  г2

(f(kx + т))' =  kf'ikx  +  т)

Ф ормулы диф ф еренцирования

(С)' = О 
(кх  + т)' =  к 
(х г)' = гхг~*

(sinx)' = cosx  
(cosx)' =  —sin x

(tg хУ =
1

COS2 X

(ctgx)' ■ 

(e*\  
(о-)' =

1
sin2 x  

=  e* 
a* In a

( l n x ) '  

(logQ *)'

1
x

1
x ln a

Исследование функций

Если во всех точках открытого промежутка X  выполняется нера 
венство f'(x) >  О (причём равенство f '(x) = 0 либо не выполняется



либо выполняется лишь в конечном множестве точек), то функция 
у  = f(x) возрастает на промежутке X.

Если во всех точках открытого промежутка X выполняется нера­
венство f'(x) ^ 0 (причём равенство f'(x) =  О либо не выполняется, 
либо выполняется лишь в конечном множестве точек), то функция 
у  = Я*) убывает на промежутке X.

Точку * 0  называют точкой минимума функции у  = f(x), если у 
этой точки существует окрестность, для всех точек х  *  х0 которой вы­
полняется неравенство f(x) > f(x0). Значение функции в точке мини­
мума обозначают у тin.

Точку х0 называют точкой максимума функции у  = f(x), если у 
этой точки существует окрестность, для всех точек х  *  х0 которой вы­
полняется неравенство f(x) < f(x0). Значение функции в точке макси­
мума обозначают {/та*.

Если функция у  = f(x) имеет экстремум в точке х0, то в этой точке 
производная функции либо равна нулю (стационарная точка), либо 
не существует (критическая точка).

Пусть функция у = f(x) непрерывна на промежутке X и имеет вну­
три промежутка стационарную или критическую точку х = х0. Тогда:

а) если у этой точки существует такая окрестность, в которой при 
х  < х0 выполняется неравенство f'(x) < 0, а при х > х0 — неравенство 
f'(x) > О, то х = х0 — точка минимума функции у =  f(x);

б) если у этой точки существует такая окрестность, в которой при 
х  < х0 выполняется неравенство f'(x) > 0, а при х > х0 — неравенство 
f'(x) < О, то х = х0 — точка максимума функции у = f(x)\

в) если у этой точки существует такая окрестность, что и слева, 
и справа от точки х0 знаки производной одинаковы, то в точке х0 экс­
тремума нет.

Алгоритм исследования непрерывной функции у  = f(x)
на монотонность и экстремумы

1. Найти производную f'(x).
2. Найти стационарные (/'0*0 =  0) и критические (f‘(x) не суще­

ствует) точки функции у = f(x).
3. Отметить стационарные и критические точки на числовой пря­

мой и определить знаки производной внутри получившихся проме­
жутков .



4. Сделать выводы о монотонности функции и о её точках экстре­
мума.

Непрерывная функция на отрезке достигает своих наименьшего и 
наибольшего значений либо в концевой точке отрезка, либо в стацио­
нарной или критической внутренней точке отрезка.

Если функция у = f(x) непрерывна на промежутке X  и имеет вну­
три промежутка единственную стационарную или критическую точку 
х  = ха, то:

— если Хо — точка минимума, то f(x0) — наименьшее значение 
функции на этом промежутке;

— если х0 — точка максимума, то /(х0) — наибольшее значение 
функции на этом промежутке.

Алгоритм нахождения наименьшего и наибольшего значений
непрерывной функции у  = fix) на отрезке [а; Ь]

1. Найти производную f'(x).
2. Найти стационарные и критические точки функции, лежащие 

внутри отрезка [а; 6].
3. Вычислить значения функции у  = f(x) в точках, отобранных на 

втором шаге, и в точках а и Ь; выбрать среди этих значений наимень­
шее (это будет у„шм) и наибольшее (это будет уваи6).
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