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Предисловие

Пособие состоит из четырех глав, содержащих несколько парагра­
фов, разбитых на пункты, что дает возможность быстро найти нужную 
информацию.

В главе 1 приводятся решения всех заданий с № 1-18 включительно, 
причем некоторые задания решены различными способами, что очень 
важно, если учесть, что 2-я часть текста проверяется экспертной ко­
миссией, которая при начислении баллов учитывает не только правиль­
ность приводимого решения, но и его рациональность.

По каждому заданию приводится достаточное количество разнообраз­
ных примеров, встречающихся на экзамене.

В главе 2 рассматриваются типичные ошибки школьников и абиту­
риентов на экзамене, в том числе вычислительные, ошибки в тождест­
венных преобразованиях, при решении различных типов уравнений, 
неравенств, при исследовании функций, их свойств и построении гра­
фиков. Кроме того, ошибки классифицированы, указаны их причины и 
приведены правильные решения.

В двух последних главах 3 и 4 для удобства пользования пособием 
приводятся краткие справочные материалы по курсу математики 
7-11 классов, а в конце пособия — условные обозначения и необходи­
мые таблицы.

В дополнение к этому пособию и для более основательной и систе­
матической подготовки к ЕГЭ автор настоятельно рекомендует исполь­
зовать вышедшие в издательстве «Феникс» книги автора: «Репетитор 
по математике для старшеклассников и поступающих в вузы», «Ре­
петитор по алгебре и началам анализа», «Репетитор по геометрии для 
10-11 классов» (профильный уровень).

Экзамен состоит из двух частей: часть 1 с кратким ответом, 
а часть 2 — с развернутым. Длится он 235 минут. Всего 18 заданий. 
Максимальное количество первичных баллов — 31.

База, профиль — неважно, к какому именно уровню вы готовитесь. 
В любом случае надо не только правильно решить каждое задание, но и 
оформить его соответствующим образом. Нарисовать и описать график, 
расписать решение уравнения или задачи... И это не все: нужно еще и 
внести ответы в бланк без ошибок. И все это — за ограниченный проме­
жуток времени!
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Структура КИМ ЕГЭ

Часть 1:
► Приносит 11 баллов, то есть 35 % всего экзамена
► 11 заданий с кратким ответом

Часть 2:
► Приносит 20 баллов, то есть 65 % всего экзамена
► 7 заданий с развернутым ответом

В заданиях с кратким ответом нужно лишь записать верное число в 
бланк. Заданий с развернутым ответом 7, в них надо подробно расписать 
решение, которое должно соответствовать критериям оценивания.

ЕГЭ — стандартизированный экзамен, поэтому каждое задание 
всегда соответствует определенной теме.

Часть 1 (с кратким ответом)

№ задания Тема задания Максимальный 
первичный балл

1 Планиметрия 1
2 Стереометрия 1

3 Вероятность (базовый уровень) 1
4 Вероятность (повышенный уровень) 1
5 Уравнения 1
6 Выражения 1
7 Графики функций (базовый уровень) 1
8 Прикладная задача 1
9 Текстовая задача (движение, производительность, 

проценты)
1

10 Графики функций (повышенный уровень) 1
11 Анализ функций 1
12 Уравнения 2
13 Стереометрия 3
14 Неравенства 2
15 Экономическая задача 2
16 Планиметрия 3
17 Задание с параметром 4
18 Олимпиадная задача 4
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Задания с кратким ответом принесут вам до 11 первичных баллов (ПБ). 
Самая популярная цель на ЕГЭ по математике — набрать 80 баллов, для 
этого раньше было необходимо 19 первичных баллов. Ранее многие 
ученики пользовались рабочей стратегией: решить всю часть с кратким 
ответом, а также № 12, 14 и 15. Если хорошо разбирались в геометрии, 
выбирали № 13 и 16 или использовали их как запасные задания. Сейчас 
стратегия должна быть другой, так как № 13 (стереометрия) стал стоить 
дороже — 3 балла вместо 2, а № 15 (экономическая задача) подешевел с 
3 баллов до 2. Изменилась также шкала перевода баллов, поэтому поду­
майте, какими заданиями вы сможете набрать необходимое количество 
первичных баллов:

► Алгебра и начала анализа — 8 заданий, 13 первичных баллов;
► Геометрия — 4 задания, 8 первичных баллов;
► Реальная математика — 6 заданий, 10 первичных баллов.
Какие были внесены изменения в КИМ ЕГЭ 2024 года по сравнению с 

КИМ ЕГЭ 2023 года?
В первую часть КИМ включено задание по геометрии (задание 2), 

проверяющее умения определять координаты точки, вектора, произво­
дить операции над векторами, вычислять длину и координаты вектора, 
угол между векторами (код 13 по перечню проверяемых требований к 
предметным результатам освоения основной образовательной програм­
мы среднего общего образования; код 7.5 по перечню элементов содер­
жания, проверяемых на ЕГЭ по математике).

Максимальный первичный балл за выполнение экзаменационной ра­
боты увеличен с 31 до 32.

Структура КИМов

На официальном экзамене по математике будет всего 19 заданий, сре­
ди которых 7 имеют базовый уровень сложности (задания № 1-4, 6-8), 
10 — повышенный (задания № 5, 9-17), а 2 — высокий (задания № 18 
и 19).

Контрольно-измерительный материал будет включать в себя две части:

Раздел Тип ответа Количество вопросов
I часть краткий 12 шт.
II часть развернутый 7 шт.
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Количественное деление заданий КИМа по тематическим блокам:

Раздел Количество заданий Максимальный балл

Алгебра и начала матема­
тического анализа 12 шт. 21 ПБ

Геометрия 5 шт. 9ПБ
Вероятность и статистика 2 шт. 2ПБ

Всего 19 шт. 32 ПБ

На выполнение 19 заданий профильной математики будет отведено 
3 ч 55 мин.

Максимально возможные баллы за каждое задание КИМа

Задание Максимальный балл Задание Максимальный балл

№ 1 1ПБ № 11 1ПБ

№ 2 1 ПБ № 12 1 ПБ

№3 1 ПБ № 13 2ПБ

№4 1 ПБ № 1'4 ЗПБ

№ 5 1 ПБ №15 2ПБ

№6 1 ПБ № 16 2ЇІБ

№ 7 1 ПБ № 17 ЗПБ

№8 1 ПБ № 18 4ПБ

№9 1 ПБ № 19 4ПБ

№ 10 1 ПБ

Перевод ПБ в тестовый результат для ЕГЭ по профильной математике 
в 2024 будет выполнен по такой таблице соответствия:

Первичный балл Тестовый балл Первичный балл Тестовый балл

1 6 17 76

2 11 18 78
3 17 19 80
4 22 20 82

5 * 27 21 84

6 34 22 86

7 40 23 88
8 46 24 90
9 52 25 92

10 58 26 94
11 64 27 96
12 66 28 97
13 68 29 98
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Первичный балл Тестовый балл Первичный балл Тестовый балл

14 70 30 99
15 72 31 100
16 74 32 100

Обратите вниманиеі Перевод результата в школьную оценку для эк­
замена профильного уровня не предусмотрен.

Пороговые значения для профильной математики:
Параметр Первичные баллы ■ Тестовые баллы

Минимальный порог 5ПБ 27 ТБ
Максимальный порог 32 ПБ 100 ТБ
Порог вузов Минобрнауки 7ПБ 40 ТБ
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Глава 1

РЕШЕНИЕ ВСЕХ ЗАДАНИЙ

§ 1. Задание 1. Планиметрия

Здесь приводятся задачи с решениями на нахождение элементов и уг­
лов в прямоугольном, равнобедренном и произвольном треугольниках, 
а также различных типов четырехугольников, вписанных и описанных 
многоугольников, на центральные и вписанные углы, на свойства каса­
тельных к окружности. Часть задач решена с использованием коорди­
натной сетки.

1.1. Прямоугольный треугольник

Пример 1. В ААВС АС = 90°, АВ = 30, АС = 6>/21. Найдите sin АА.

Решение.
• вс

АВ
Катет ВС найдем по теореме Пифагора:
ВС = 4 АВ2-АС2, или ВС = 1/900 - 756 = 7144 = 12.

12Тогда sinZA =— = 0,4.
30

Ответ: 0,4.

Пример 2. В ААВС АС = 90°, АВ = 25, АС = 20. Найдите ѣ§ АА.
Решение.
^АА = ^, где ВС = 4аВ^АС\ 

ВС = Ѵб25 - 400 = Ѵ225 =15.
15Значит, tgZA = — = 0,75.
20

Ответ: 0,75.
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Пример 3. В &АВС ZC = 90°, cos ZA =
5 

ѵзг

Найдите tg ZA.
Решение.

1 1 4. 2 / А 41 . 2 41 ,Известно, что 1 + tg а =----z—, тогда 1 + tg ZA =—, tg ZA =------ 1,
cos2 a 25 25

16или tg2 ZA = —, откуда tg ZA = 0,8.
25

Ответ: 0,8.

2
Пример 4. В ААВС ZC = 90°, tgZA = -j=. Найдите sin ZA. 

л/21
Решение.

2 V21Так как tgZA = -^=, то ctgZA =----- .
■у 21 2

„ . 21 1Известно, что 1 + ctg a = —5—, тогда 1 + — =--- 5------, или
sin2 a 4 sin2 ZA

25 1 . 2 /л 4откуда sin ZA = —.
4 sin2ZA 25

Значит, sinZA = —= 0,4 (sin ZA > 0).

Ответ: 0,4.

Пример 5. В AABC ZC = 90°, CD — высота, AC = 45, AD = 9>/2І.

Найдите cos ZB.
Решение.
Так как ZA + ZB = 90°, то cos ZB = sin ZA.
Ho sinZA = ^^ (из ^ADC), где DC = VAC2 - AZ)2, 

или DC = V2025-1701 = V§24 = 18.

18 2Тогда cos ZB = sin ZA = — = — = 0,4.
45 5

Ответ: 0,4.

Пример 6. В ^АВС ZC = 90°, АВ = 6у/б5, ВС = 42. Найдите тангенс 

внешнего угла при вершине А.
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Решение.
Пусть /.ВАС = а, /ВАВ = р — внешний угол 

при вершине А.
Так как аир — смежные углы, то tg р = - tg а.
Но tgа = ;^-, где АС = у/АВ2 - ВС2, или

АС = >/2340 -1764= >/576 =24.
42 7Значит, tg р = - tg а =----- = — = -1,75.н 6 24 4

Ответ: -1,75.

Пример 7. В ААВС /С = 90°, cos/В = 4
5*

Найдите

косинус внешнего угла при вершине А.
Решение.
Пусть /В = a, /DAB = р — внешний угол при 

вершине А.
Но р = 90° + а, тогда cos Р = cos (90° 4- а) =

Ответ: -0,6.

7
Пример 8. В ^АВС /С = 90°, tg /А = —. Найдите sin /А.

Решение.
7 24Если tg /А = —, то cos /А = — 

24 7

Известно, что 1 + ctg2 а = »—, тогда 
sin а

, ^24? 1 , 576 1
I 7 J sin2ZA 49 sin2 ZA

625 1 .2 /х 49 . 7
--------=------- 5--------, sin /А =----- , откуда sin /А = —
49 sin2/А 625 25

Ответ: 0,28.

Пример 9. В ^АВС /С = 90°, СВ — высота, 
АС = 30, АВ = 24. Найдите сое /В.

Решение.
Так как /А + /В = 90°, то соз /В = зш /А.

= 0,28.
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Из ЛАОС sin ZA = —, где DC = J AC2-AD2 = ѴзО2 -242 = Тз24 = 18. 
.AC

Значит, cos ZB = sin ЛА = — = 0,6.
30

Ответ: 0,6.

Пример 10. В /АВС ЛС = 90°, ЛА = 31°, 
ЛВ = 59°. Найдите угол между высотой и 
биссектрисой, проведенными из вершины 
прямого угла.

Решение.
Пусть ЛВСЕ = а — угол между высотой СВ и биссектрисой СЕ. Так 

как СЕ — биссектриса и ЛАСВ = 90°, то ЛАСЕ = 45°, тогда внешний 
ЛСЕВ = 31° + 45° = 76°.

Значит, ЛЕСЕ = 90° - ЛСЕВ = 90° - 76°, а = 14°.
Ответ: 14.

Пример 11. В /АВС ЛС = 90°, ЛА = 
= 25°, ЛВ = 65°, СЕ — медиана, СВ — бис­
сектриса. Найдите ЛЕСВ.

Решение.
Пусть ЛЕСВ = а. Так как ЛАСВ = 90°, 

то ЛВСВ = 45°.
По условию задачи СЕ — медиана, значит, точка Е — центр описан­

ной около /АВС окружности.
Тогда АЕ = ВЕ = СЕ, т. е. АС ЕВ — равнобедренный и ЛВ = ЛЕСВ = 

= 65°.
Следовательно, ЛЕСВ = а = ЛЕСВ - ЛВСВ = 65° - 45° = 20°.
Ответ: 20.

Пример 12. В /АВС ЛС = 90°, sin ZA =

Решение.
7

Так как sin ЛА = —, то 
9

—, АС = 12у/2. Найдите АВ. 
9
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AC 12^/2 4^2
Но cos ZA =-----, значит, ------- =------ , откуда АВ

АВ АВ 9
^ = 27. 

4
Ответ: 27.

8
Пример 13. В ААВС ZC = 90°, cos ZB = —,

АВ = 18>/І7. Найдите AC.

Решение.
g

Так как cos ZB = —, то 
9

sin ZB =
-Y 
9 J

64 VI7
81“ 9

В

АСПо определению sin ZB = -^, откуда АС = АВ • sin ZB =

= 18л/17— = 34. 
9

Ответ: 34.

Пример 14. В ЛАВС ZC = 90° 
ВС = 6^21. Найдите АВ.

Решение.
Если cos ZA = 0,4, то

Ѵ100 10 5

„ . вс 6л/21 721
Но sin ZA =-----, значит,------- =------ , откуда АВ = о • 6 = 30.

АВ АВ 5
Ответ: 30.

Пример 15. В ААВС ZC = 90°, CD — высота, АВ = 48 

cos ZA = —. Найдите AD.

Решение.
AC Я

ВДАВС cos ZA = — = - 
АВ 4

3 
откуда AC = — • АВ =

4
Q
- • 48 = 3 • 12 = 36. 
4
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Из ААВС сое /А-------- => АВ = АС • сое ХА = 36 • - = 9 • 3 = 27.
АС 4

Ответ: 27.

Пример 16. В ААВС ХС = 90°, СВ — высота, ХА = 60°, 
АВ = 36. Найдите АО.

Решение.
Так как ХА = 60°, то ХВ = 30° => АС = -АВ = і • 36 = 18. 

2 2
В ААВС ХАСВ = 90° - 60° = 30° => АО = -АС = і • 18 = 9.

2 2
Ответ: 9.

Пример 17. В ААВС ХС = 90°, зіп ХВ = —,

АС = 25, СВ — высота. Найдите АО.
Решение.

АВ АВэіп ХВ = соз ХА = -----=-----  (из ДАОС), тогда А
АС 25

Ответ: 15.

Пример 18. В ААВС ХС = 90°, АВ = 20. Ко­
синус внешнего угла при вершине В равен -0,8. 
Найдите АС.

Решение.
Так как ХАВВ и ХАВС — смежные, то

соз ХАВС = -сое ХАВВ = 0,8.
Если сое ХАВС = 0,8, то зіп ХАВС = 71_0,82 =

/0,36 = 0,6.

АС АС
Но зіп ХАВС = —, или — = 0,6, откуда АС = 20 • 0,6 = 12.

АВ 20
Ответ: 12.
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Пример 19. В ААВС ХС = 90°, ХА = 60°, 
ВС = 15^3. Найдите АС.

Решение.
АС

ctg 60° =---- , откуда АС = ВС ctg 60° ^
ВС

-15^Л = 15.
Ѵз

Ответ: 15.

1.2. Равнобедренный треугольник

Пример 20. В ААВС АВ = ВС = 15, ВВ = 9 — высота, 
проведенная к основанию АС. Найдите cos ХА.

Решение.
Так как ААВС — равнобедренный, то высота ВВ яв­

ляется медианой, тогда AD = ВС.
Из прямоугольного ААВВ по теореме Пифагора най­

дем AD: с

о АВ 12 4Значит, cos ХА = —— = — = — = 0,8.
АВ 15 5

Ответ: 0,8.

Пример 21. В ААВС АС = ВС = 5>Й1, АВ = 40. Найдите tg /А.

Решение.
Проведем высоту СВ. Так как ААВС — равнобедренный, то высота СВ

является и медианой.
Тогда AD = ВВ= ^АВ = 20.

Из ААСВ cos ХА = — = =

Известно, что 1 + tg2 а = ——, значит, 
cos а

С

А 20 D 20 В

1 1 2 ! 1 2 /л 41 9 41 . 251 + tg ХА = 5----- , или 1 + tg2 ХА = —, откуда tg2 ZA =------1 = —
cos ZA 16 16 16

5
Так как ХА < 90°, то tg ХА > 0, т. е. tg ХА = — = 1,25. 

4
Ответ: 1,25.
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Пример 22. В ААВСАС = ВС, АВ = 25, высота
AD = 15. Найдите sin ХА.

Решение.
Так как ^АВС — равнобедренный, то ХА = ХВ, тогда 

. AD 15 3sin ХА = sin ХВ =-----= — = —= 0,6.
АВ 25 5

Ответ: 0,6.

С

Пример 23. В ^ABC АВ = ВС, АС = 20, CD — высота, А 25
AD = 16. Найдите sin ХАСВ.

Решение.
ХАСВ = ХА (по свойству равнобедренного 

треугольника).
Тогда sin ХАСВ = sin ХА.

DC
Из AADC sin ХА = —.

АС
Сторону DC найдем из AADC по теореме Пифагора:
DC = 7AC2-ADa = Ѵго2 -162 = 7(20-16X20 + 16) = 74-36 =2-6 = 12.

Значит, sin ХАСВ = sin ХА = — = 0,6.
20

Ответ: 0,6.

Пример 24. В ^ABC АС = ВС = 20, АВ = 
= 24. Найдите синус внешнего угла при вер­
шине В.

Решение.
Проведем высоту CD к основанию АВ.
Так как ААВС — равнобедренный, то 

CD — медиана, тогда AD = BD =12.
Пусть ХАВС = а, ХСВЕ = 0.
Так как аир — смежные углы, то sin а = sin р.

CD I--------------Но sin а =---- , где CD = yBC2-BD2, или
ВС

CD = УІ202 -122 = >/400 -144 = >/256 = 16.

16Значит, sin р = sin а = — = 0,8. н 20
Ответ: 0,8.
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Пример 25. В тупоугольном ^АВС АВ = 
= ВС, АВ = 20, CD = 2у[І9 — высота. Найдите 

cos ХАВС.
Решение.
Пусть ХАВС = a, XCBD = р. Так как а и 

Р — смежные углы, то cos а = - cos р.
Из bCDB cos р = —, где BD = JbC^DC^ = ^гО2 -(2^9)2 =

= >/400^76 = >/ЗЙ = 18.
18Тогда cos а = -cos Р =----- = -0,9.н 20

Ответ: -0,9.

Пример 26. В ЛАВСАС = ВС, ХС = 48°. Най­
дите внешний ХСВВ.

Решение.
Так как АС = ВС, то ^АВС — равнобедренный, 

тогда ХА = ХВ = а.
Получим а + а 4- 48° = 180°, или 2а = 180° - 

48°, 2а = 132°, откуда а = 66°.
Значит, ХСВВ = 180° - а = 180° - 66° = 114°.
Ответ: 114.

Пример 27. Один из углов равнобедренного 
треугольника равен 100°. Найдите один из дру­
гих его углов.

Решение.
Так как ААВС — равнобедренный с основани­

ем АВ, то ХА = ХВ < 90°.
По условию ХС = 100°, тогда ХА = ХВ = (180° - 100°) : 2 = 40°.
Ответ: 40.

Пример 28. В &АВС АС = ВС = 16, АВ = Ъ\!1.

Найдите sin ХА.
Решение.
Проведем высоту CD. Тогда CD — медиана 

&АВС, значит, AD = BD = 4>/7.
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Из ААВС sin АА = где СВ = 4АС2 -АВ2, или 
АС

CD = V162-(4x/7)2 =7256-112 = ^/144= 12.

12 3Значит, sin ZA = — = — = 0,75.
16 4

Ответ: 0,75.

Пример 29. В ААВС АС = ВС, АВ = 20, AD = 12 — 
высота. Найдите sin АА.

Решение.
Так как АС = ВС, то ААВС — равнобедренный, 

тогда АСАВ = АВ, значит, sin АА = sin АВ = 
-^=И=о,в.

АВ 20
Ответ: 0,6.

Пример 30. В ААВС АВ = ВС, СВ — высота, 
АВ = 20, ВВ = 16. Найдите sin ААВС.

Решение.
Пусть ААВС = а, АСВВ = р.
Так как аир — смежные углы, то sin а = sin р.
Из &BDC sin р = —, где CD = 4вС^В^ = -До 

ВС
12Тогда sin Р = sin а = — = 0,6.н 20

Ответ: 0,6.

Пример 31. В ААВС АВ = ВС, СВ = 32 — высота, 
АВ = 40. Найдите ѣ§ ААСВ.

Решение.
По условию АВ = ВС, значит, ААВС — равнобед­

ренный.
Пусть ААСВ = а, тогда АА = а.

Из ДАОС ^АА = ^ ААСВ = — = — = 0,8.
АО 40

с

Ответ: 0,8.

Пример 32. В ААВС АС = ВС, АВ = 16, cos АА = 
8_ 
'89*

17



Найдите высоту СВ. с
Решение. /\
Проведем высоту СВ. / \

Из ААОС, где АО = ОВ-8, tg ХА = ^. / V
1 89 / \

Известно, что l + tg2a = =—, тогда 1+^2/А =—, / \
сов а 64 А П--------1

А 8 В 8 В
. 2 89 , . 2 25^АА = --1, или 1ёАА =—, откуда

64 64
5 5

tgAA = - (ZA< 90°). Значит, - = —, т. е. СВ = 5.
8 8 8

Ответ: 5.

Пример 33. В ^АВС АС = ВС, АВ =12 — высота, 
/С = 30°. Найдите АС.

Решение.
Так как АО — высота, то ААСВ — прямоугольный, где 

АО = 12, ХС = 30°, тогда АО = ^АС =>АС = 2АО = 24 (по

свойству катета, лежащего против угла в 30°).
Ответ: 24.

Пример 34. В ЬАВСАС = ВС, АС = 120°, 
AC = Aj3. Найдите АВ.

Решение.
Пусть АВ = х, тогда по теореме косинусов име 

ем х2 = АС2 + ВС2 - 2АС • ВС • cos АС, или
х2 = (4^)2 + (4ТЗ)2 - 2 • 4^ • 4>/з cos 120°,

х2 = 48 + 48 - 2 • 48 - cos 120°, 
х2 = 96 - 96 cos 120° = 96(1 - cos 120°).

Но 1 - cos a = 2sin2—, 
2

тогда x2 = 96 • 2 sin2 60° = 96 • 2 •

3
x2 = 96 • 2 • — = 144, откуда x = 12. 

4
Значит, AB = 12.
Ответ: 12.

Замечание. Задачу можно решить иначе, проведя из вершины С 
высоту к основанию АВ, и т. д.
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Пример 35. В ЬАВСАС = ВС, АВ = 56, 
_ 5 „ „tg ХА = —. Найдите высоту СВ. / N.

Решение. / \
Так как СВ — высота равнобедренного &АВС, а 28 В 28 J 

то СВ является и медианой, т. е. АВ = ВВ = 28.
СП 5Из ^АВС ^ХА = ^, откуда СВ = АВ • Ье ХА = 28 • = 4 • 5 = 20.

Ответ: 20.

Пример 36. В ^АВС АВ = ВС, АС = 15, ^
зіп ХС = 0,6, СВ — высота. Найдите АО.

Решение. /
Так как АВ = ВС, то ХА = ХС, тогда зіп ХС = д ---- *-----^------- 1

= зіп ХА.
По условию СВ — высота к ДАВС, тогда ^АВС — прямоугольный.

СВЗначит, зіп ХА = зіп ХС - ------, откуда СВ = АС • зіп ХС, или
АС

СВ =15- 0,6 = 9.
Следовательно, по теореме Пифагора АВ = 'ІАС2 - СВ2, или

AD = V152-92 = >/225 - 81 = 7144 =12.

Ответ: 12.

Пример 37. В ^АВС АС = ВС, АВ = 24. 
Синус внешнего угла при вершине В ра­
вен 0,6. Найдите АС.

Решение.
По условию АС = ВС, значит, ^АВС — а 12 D 12 В Е 

равнобедренный.
Проведем высоту СВ, тогда СВ является и медианой, т. е. АВ = ВВ =12.
Пусть ХАВС = а, ХСВЕ = 0, тогда sin а = sin 0 = 0,6.
Значит, cos а = - cos 0 = у/1-0,62 = 71-0,36 = 70,64 = 0,8.

„ ВВ ВВ ВВ 12 12-5 оИз &СВВ cos а =-----=----- , откуда АС =-------=----- =------- =3-5 = 15.
ВС AC cos а 0,8 4

Ответ: 15.
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Пример 38. В ААВСАС = ВС, АВ = 24, cos ХА = 
= 0,8. Найдите АС.

Решение.
В равнобедренном ААВС высота CD является и ме­

дианой, тогда AD = BD = 12.
ADИз AACD имеем cos ХА =----- , откуда
АС

С

А 12 В 12 В

AD 12 12-5 
cosZA 0,8 4

= 3-5 = 15.

Ответ: 15.

Пример 39. В /АВС АС = ВС, АВ = 15, cos ХА = 
= 0,6. Найдите высоту AD.

Решение.
Если cos ХА = 0,6, то
sin ХА -71-0,62 = 71-0,36 = То34 = 0,8.

AD 
АВ

Поскольку АС = ВС, то ХСАВ = ХВ, тогда sin ХСАВ = sin ХВ =

(из /ADB).
Значит, AD = АВ • sin ХСАВ = 15 • 0,8 = 12. с
Ответ: 12.

Пример 40. В ААВСАВ = ВС, АС = 30, cos ХС =
= 0,6, CD — высота. Найдите AD.

Решение. А
Так как АВ = ВС, то ХС = ХА (по свойству равнобедренного треуголь-

ADника), тогда cos ХС = cos ХА =-----(из /ADC), откуда AD = АС • cos ХА = 
АС

= 30 • 0,6 = 18.
Ответ: 18.

1.3. Произвольный треугольник

Пример 41. В /АВС ХА = 35°, 
внешний угол при вершине В равен 
133°. Найдите ХС.

Решение.
По условию задачи ХА = 35°, 

ХСВВ = 133° — внешний угол /АВС.
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По теореме о внешнем угле треугольника имеем ХСВВ = ХА + ХС, 
откуда ХС = ХСВВ - ХА, или ХС = 133° - 35° = 98°.

Ответ: 98.

Пример 42. В ^АВС АВ — биссектриса, ХС = 42°, 
ХСАВ = 35°. Найдите ХВ.

Решение.
Так как АВ — биссектриса, то ХСАВ = 35° • 2 = 70°, 

тогда ХВ = 180° - (70° + 42°) = 68°.
Ответ: 68.

Пример 43. В ^АВС ХА = 44°, ВВ и СЕ — высоты, 
пересекающиеся в точке О. Найдите ХВОЕ.

Решение.
Известно, что сумма углов выпуклого четы­

рехугольника равна 360°.
Так как СЕ и ВВ — высоты ААВС, то ХАВО = 

= 90° и ХАЕО = 90°.
По условию ХА = 44°, значит, ХВОЕ = 180° - 

- 44° = 136°.
Ответ: 136.

Пример 44. В ^ABC ХА = 80°, ХВ = 40°, 
СВ — высота. Найдите разность углов ВСВ и 
АС В. Ответ дайте в градусах.

Решение.
ХВСВ - ХАСВ - (90° - ХВ) - (90° - ХА) = ХА - 

-ХВ = 80° - 40° = 40°.
Ответ: 40.

Пример 45. В ЬАВС ХА = 35°, ХВ = 62°, 
АВ и ВЕ — высоты, проведенные к сто­
ронам ВС и АС соответственно. Найдите 
ХАОВ, где О — точка пересечения высот 
АВ и ВЕ. Ответ дайте в градусах.

Решение.
По условию АВ и ВЕ — высоты, тогда ХСЕО = ХЕОВ = 90°.
Так как сумма углов выпуклого четырехугольника равна 360°, то 

ХС + ХЕОВ = 180°.
Но ХС = 180° - (ХА + ХВ) = 83°, где ХА = 35°, ХВ = 62°.
Значит, ХАОВ = ХЕОВ = 180° - 83° = 97°.
Ответ: 97.
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Пример 46. В AABC АЕ — биссектриса, 
ХВАЕ = 21°, CD — высота, О — точка пересе­
чения АЕ и CD. Найдите ХАОС. Ответ дайте в 
градусах.

Решение.
ХАОС — внешний угол ААОВ. Значит, ХАОС = 

= XOAD + XADO = 21° + 90° = 111°.
Ответ: 111.

Пример 47. В ^АВС ХА = 80°, ХВ = 40°, 
СВ, ВЕ и АЕ — высоты, пересекаірщиеся 
в точке О. Найдите ХАОВ. Ответ дайте в 
градусах.

Решение.
Сумма углов выпуклого четырехуголь­

ника равна 360°. В четырехугольнике 
ВОЕВ известно, что ХВ = 40°, ХОВВ =
= XOFB = 90°. Значит, ХВ + XBOF = 180°, откуда XBOF = 180° - ХВ.

Но ХАОВ и XBOF — смежные, тогда ХАОВ = 180° - XBOF = 180° - 
- (180° - ХВ) = ХВ = 40°.

Ответ: 40.

1.4. Четырехугольники

Пример 48. В параллелограмме 
АВСВ АВ = 18, АВ = 7, sin ХА = 0,8. 
Найдите большую высоту параллело­
грамма.

Решение.
Так как ВС — меньшая сторона па­

раллелограмма, то ВЕ — большая вы­
сота.

Известно, что площадь S = ab • sin а, где а = АВ = 18, Ъ = АВ = 7, 
sin а = sin ХА = 0,8.

Тогда S = 18 • 7 • 0,8.
С другой стороны, S = ВС • ВЕ = АВ • ВЕ = 7 • ВЕ.
Значит, 7 • ВЕ = 18 • 7 • 0,8, откуда ВЕ = 18 • 0,8 = 14,4.
Ответ: 14,4.
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Пример 49. Основания равнобедрен­
ной трапеции равны 28 и 12. Синус ост­
рого угла трапеции равен 0,6. Найдите 
боковую сторону.

Решение.
Проведем высоту БЕ равнобедренной 

трапеции АВСВ, где АВ = 28, СВ = 12,

тогда АЕ = —(АВ - ВС) = 8.
2

Из ААВЕ, где sin АА = 0,6 => cos ZA = 71^0^ = 0,8.

Но cos ZA =-----, тогда АВ =--------- =----- = 10.
АВ cos ZA 0,8

Ответ: 10.

Пример 50. Периметр параллело­
грамма равен 36. Одна сторона паралле­
лограмма на 2 меньше другой. Найдите 
большую сторону.

Решение.
Пусть в параллелограмме АВСВ АВ = х — длина большей стороны, 

тогда АО = (х - 2) — длина меньшей стороны. Так как по условию зада-
чи периметр Р = 36, то получим уравнение

2 • (х + х - 2) = 36, или
2х - 2 = 36 : 2, 2х = 18 + 2, 
2х = 20, х = 10.
Ответ: 10.

Пример 51. В прямоугольнике диагональ 
делит угол в отношении 1:2, меньшая его сто­
рона равна 16. Найдите диагональ прямоуголь­
ника.

Решение.
Пусть в прямоугольнике АВСВ ВС =16 — длина меньшей стороны.

Пусть Z.CAB = а, тогда ZBAC = 2а.
Так как Z.BAB = 90°, то получим уравнение а + 2а = 90, За = 90, 

откуда а = 30°.

Из ЛАВС ВС = -АС, т.е.АС = 2-ВС = 32.
2

Ответ: 32.
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Пример 52. Основания трапеции равны 8 и 
14. Найдите больший из отрезков, на которые 
делит среднюю линию этой трапеции одна из 
ее диагоналей.

Решение.
Пусть в трапеции АВСВ АВ и СВ — основа­

ния, ВВ — диагональ, ЕР — средняя линия.
Так как ЕнР — середины АВ и ВС соответ-

ственно, то точка М — середина В В (по теореме Фалеса).
Тогда ЕМ — средняя линия ААВВ и ЕМ = —АВ = і

2 2
• 14 = 7, где

ЕМ > МР.
Ответ: 1.

Пример 53. Боковая сторона равнобедренного 
треугольника равна 15. Из точки, взятой на ос­
новании этого треугольника, проведены две пря­
мые, параллельные боковым сторонам. Найдите 
периметр получившегося параллелограмма.

Решение.
Так как /АВС — равнобедренный, то ХА = ХВ. 

По условию задачи ВЕ || АС и ВР || ВС, значит, 
РВЕС — параллелограмм.

ХА = ХВВЕ и ХВ = ХАВР (как соответственные 
углы при параллельных прямых и секущей).

Тогда ААР В — равнобедренный.
Пусть АР = РВ = х, АВ = у, тогда периметр параллелограмма РВСЕ 

будет равен
Р = 2(РВ + РС) = 2(х + 15 - х) = 2 • 15 = 30.
Ответ: 30.

Пример 54. В прямоугольнике расстояние 
от точки пересечения диагоналей до меньшей 
стороны на 5 см больше, чем расстояние до £ 
большей стороны. Периметр прямоугольника 
равен 80. Найдите меньшую сторону прямо­

О С

угольника. А р В
Решение.
Пусть ОР = х — расстояние от точки пересечения диагоналей АС и ВВ 

до большей стороны АВ прямоугольника АВСВ. Тогда (х + 5) — расстоя­
ние до меньшей стороны.
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Так как О — середина ВЛ и ОР 1АВ, то Е — середина АВ (по теореме 
Фалеса). Значит, ОЕ — средняя линия АВ АВ, тогда АО = 2х — длина 
меньшей стороны.

Аналогично АВ = 2 • ОЕ = 2(х + 5).
По условию задачи Р = 80.
Имеем уравнение 2 • (АВ + АВ) = 80, или АВ + АВ = 40, 
2(х + 5) + 2х = 40, х + 5 + х = 20, откуда 2х = 15.
Значит, АВ = 2х = 15.
Ответ: 15.

Пример 55. Высота равнобедренной 
трапеции делит большее основание на от­
резки длиной 16 и 6. Найдите среднюю 
линию трапеции.

А 16 Е 6 В
Решение.

Пусть I — средняя линия трапеции, тогда I = —(АВ + СВ), где АВ и

СВ — основания трапеции.
По условию АЕ = 16, ВЕ = 6, тогда АВ = 16 + 6 = 22.

Так как АВ = ВС, то ВЕ = — (АВ - СВ), или 6 = — (22 - х), или 
2 2

12 = 22 - х, откуда х = 10.
Значит, / = |(22 + 10) = 16.

Ответ: 16.

Пример 56. Периметр равнобедренной 
трапеции равен 48, ее средняя линия равна 
боковой стороне. Найдите боковую сторону 
трапеции.

Решение.

В

Пусть в трапеции АВСВ АВ = ВС, ММ = АВ = х — длина средней ли­
нии трапеции.

Тогда ММ =-(АВ + ВС), или х = і(АВ + ВС). 
2 2

По условию задачи периметр трапеции равен 48, т. е. 2АВ +АВ + ВС = 
= 48, или 2х -I- (АВ -I- ВС) = 48, откуда АВ + ВС = 48 - 2х.
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Так как х = ^(АВ + -ОС), то х = “(48 - 2х), или х = 24 - х, или

2х = 24, тогда х = АО = 12.
Ответ: 12.

Пример 57. Найдите среднюю линию 
трапеции АВС О у если стороны квадратных 
клеток равны 1.

Решение.
АВ = 8, ВС = 4, тогда длина средней ли­

нии трапеции I будет равна

I = -(АВ + ОС) = - • (8 + 4) = - • 12 = 6.
2 2 2

Ответ: 6.

1.5. Окружность и треугольники

Пример 58. Радиус окружности равен 1. Най­
дите величину острого вписанного угла, опира­
ющегося на хорду, равную 45.

Решение.
Пусть АВ =45 — длина хорды, ЛС — вписан­

ный угол.
АВПо теореме синусов ---------= 2В, где В = 1 —

8ІП/С

радиус окружности, тогда віп ХС = ав = 4^=45
2R ” 21" 2 ’

Ответ: 45.

значит, ZC = 45°.

Пример 59. Найдите хорду, на которую опирает­
ся угол 60°, вписанный в окружность радиуса бѴз.

Решение.

По теореме синусов---------= 2В, 
sinZC

АВ = 2R sin ZC, где ZC = 60°, R = 5-Тз.

Значит, АВ = 2 • 5^ • sin 60° = 2 • 5^•— = 5 • 3 = 15.
2

Ответ: 15.
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Пример 60. АВ и СВ — диаметры окружности 
с центром О, /ЛОВ в 100°. Найдите вписанный 
ААВС.

Решение.
Так как АВ и ВС — диаметры, то ОС = ОВ. 

ААОВ = АВОС = 100° — как вертикальные. В рав­
нобедренном АВОС АОВС = (180° - АВОС) : 2 = 
= 80°: 2 = 40°.

Ответ: 40.

Пример 61. Угол между хордой АВ и каса­
тельной ВС к окружности равен 25°. Найдите ве­
личину меньшей дуги, стягиваемой хордой АВ.

Решение.
Так как ВС — касательная и О В — радиус, то 

ОВ 1 ВС.
По условию ААВС = 25°, тогда ААВО = 90° - 

- 25° = 65°.
В АЛОВ АО = ОВ — Как радиусы, тогда

ААОВ = 180° - (65° + 65°) = 50°.
Так как ААОВ — центральный, то иАВ = ААОВ = 50°.
Ответ: 50.

Пример 62. ААСО = 35°, где О — 
центр окружности. Его сторона СА ка­
сается окружности. Найдите величину 
меньшей дуги АВ окружности, заклю­
ченной внутри этого угла.

Решение.
Так как АС — касательная, АО — ра­

диус окружности, то ОА 1 АС. В ЛАОС 
АО = 90° - 35° = 55°.

Значит, иАВ = АО = 55°.
Ответ: 55.

Пример 63. ААСВ = 35°. Градусная 
величина дуги АВ окружности, не содер­
жащей точек В и Е^ равна 120°. Найдите 
АВАЕ.

С

В

А

120°
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Решение.

Так как иАВ = 120°, то ЛАВВ = —иАВ = 60°.
2

Но ЛАВВ — внешний угол \АВС, тогда ЛАВ В = ЛВАС + ЛАС В, или
60° = ЛВАС + 35°, откуда ЛВАС = 60° - 35° = 25°.

Ответ: 25.

Пример 64. Высота правильного треугольника 
равна 15. Найдите радиус окружности, описанной 
около этого треугольника.

Решение.
Пусть ОВ = г — радиус вписанной окружности, 

тогда ОС = R — радиус описанной окружности. 
Так как О — точка пересечения медиан, то ОС = 
= 2 • ОВ, или СВ = Зг.

По условию задачи СВ = 15, или Зг = 15, г = 5, тогда ОС = 2г = 10.
Ответ: 10.

Пример 65. В ЬАВС АС = 16, ВС = 12, ЛС = 
= 90°. Найдите радиус окружности, описанной 
около треугольника.

Решение.
Так как ЛС = 90° и ЛАСВ — вписанный, то 

АВ — диаметр описанной окружности, тогда 
АВ2 = АС2 + ВС2, АВ = >/256 +144 = >/400 = 20.

Но АВ = 2Е = 20, откуда R = 10.
Ответ: 10.

Пример 66. В ^АВС ЛА = 30°, ВС = 13. Найдите 
радиус окружности, описанной около этого тре­
угольника.

Решение.
ВСПо теореме синусов--------- = 2Rf откуда 

sin ZA
Я = —^—, или R =--- —----- = 13.

2 sin ZA 2 sin 30°
Ответ: 13.

Пример 67. В &АВС ЛС = 90°, АС = ВС = 14 + 7>/2. Найдите радиус 

окружности, вписанной в ААВС.
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Решение.
Пусть г — радиус вписанной окружности.
Известно, что г = ^(а + Ь - с), где а = ВС,

Ъ =АС, с = АВ.
Так как АС = ВС = 14 + 1^2, то

АВ = 4аС^+ВС^ = >/27аС‘=АС42, или

АВ = (14 + 142)42 = 1442 +14.

Значит, г = 1(14 +142 + 14 + 142-1442-14)=1(14 + 14-14) = 
2 2

1
2

14 = 7.

Ответ: 7.

1.6. Окружность и четырехугольники

Пример 68. Четырехугольник ABCD вписан в 
окружность, /АВС = 100°, /CAD = 40°. Найдите 
/ABD.

Решение.
Так как /АВС = 100°, то <jADC = 200°.
По условию /CAD = 40°, тогда uCD = 80°.
Значит, uAD = uADC - uCD = 200° - 80° = 120°.
Заметим, что /ABD — вписанный, тогда 

AABD = luAD = 1 ■ 120° = 60°.
2 2

Ответ: 60.

Пример 69. Стороны прямоугольника равны 
9 и 12. Найдите радиус окружности, описанной 
около прямоугольника.

Решение.
Так как АВС О — прямоугольник и /АВС — 

вписанный, то АС — диаметр описанной окруж­
ности.

Из^ABC AC = JАВ2 + ВС2, или АС = 41^^92 = ^144 + 81 = ^/225 =15.

АС = 2R= 15, откуда В = 7,5.
Ответ: 7,5.
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Пример 70. В трапеции АВСБ АБ = БС = ВС, 
ХА = 60°, АВ = 20. Найдите радиус окружности, 
описанной около трапеции.

Решение.
Проведем высоту БЕ и диагональ ВБ трапеции 

АВСБ.
Пусть АВ = х, БС = АБ = ВС = у.
Так как трапеция равнобедренная, то АЕ = ^(АВ - СБ), или

АЕ=^х- у).

В ААБЕ ХАБЕ = 30° =>АЕ = —АБ = —у, значит, — (х-у) = —у, 
2 2 2 2

откуда х = 2у = 20 (по условию).
Следовательно, у = 10, АЕ = 5. BE =АВ - АЕ = 20 - 5 = 15.

В ЛАБЕ БЕ=АБ- sin 60°= 10 —= б7з.
2

Из ДЕРВ ВО = ^ВЕ2+ОЕ2 = Ѵ152 + 752 = >/225 + 75 = ТЗОО =1Й.

Так как по условию задачи окружность описана около трапеции, то 
она описана и около ЛАВБ.

ВБПо теореме синусов имеем ------------- = 2В, или
зіп ХВАБ

10^3 on
—;=—= 2Л, откуда

УЗ
2

в=1^=ю.
2

Ответ: 10.

Пример 71. В четырехугольнике АВСБ 
ХА : ХВ : ХС = 2 : 1 : 4. Найдите ХБ, если око­
ло данного четырехугольника можно описать 
окружность.

Решение.
Пусть ХА = 2х, ХВ = х, ХС = 4х. Так как окружность описана около 

четырехугольника, то ХА + ХС = ХВ + ХБ = 180°, или 2х + 4х = 180°, 
6х = 180°, х = 30°.

Значит, ХВ = х = 30°, тогда ХБ = 180° - 30° = 150°.
Ответ: 150.
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Пример 72. Трапеция АВСБ описана около 
окружности. Основания трапеции АВ = 20, 
БС = 8. Найдите среднюю линию трапеции.

Решение.
Пусть I — средняя линия трапеции, тогда 

/ = і(АВ + ПС) = 14.

Ответ: 14.

Пример 73. Периметр четырехугольника АВСР, 
описанного около окружности, равен 48, две его 
стороны равны 10 и 12. Найдите большую из остав­
шихся сторон.

Решение.
Пусть АВ = 10, АБ = 12, ВС = у, СБ = х. Пусть х
По свойству описанного четырехугольника имеем і/+12 = 10-І-л:, или 

х-у = 2.
По условию периметр АВСБ равен 48, тогда х + у + 10 + 12 = 48, или 

х + у = 48 - 22 = 26.
Имеем систему уравнений 

{х + у = 26, 
[х-у = 2.

Сложив уравнения системы, имеем 2х = 26 + 2 = 28, х = 14, тогда 
у = х - 2 = 12.

Так как х > у, то СБ = 14 — длина большей из оставшихся сторон.
Ответ: 14.

§ 2. Задание 2. Векторы

В первую часть КИМ включено задание по геометрии (задание 2), 
проверяющее умения определять координаты точки, вектора, произво­
дить операции над векторами, вычислять длину и координаты вектора, 
угол между векторами.
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2.1. Векторы и операции с ними
Пример 1. Две стороны прямо­

угольника АВСВ равны 5 и 12. 
Найдите длину суммы векторов 
АВ и АВ.

Решение.
По правилу параллелограмма 

АВ + АВ = АС.
IacMW+ІВСІ2, или \ас\ = V122 + 52 = -Аб9 =13.

Ответ: 13.

Пример 2. Стороны прямоугольника АВСВ равны 9 и 12. Найдите 
скалярное произведение векторов АВ и АВ.

Решение.
Так как АВСВ — прямоугольник (см. пример 1), то ZBAB = 90°, 

тогда cos ZBAB = cos 90° = 0.
Значит, ABAD = |ab||a5|cos90° = 9120 = 0.

Ответ: 0.

Пример 3. Стороны прямоуголь­
ника АВСВ равны 9 и 12. Найдите 
длину суммы векторов АО и ВО, 
где О — точка пересечения диагона­
лей АС и ВВ.

Решение.
Так как О — середина диагона­

лей АС и ВВ, то ВО = ОВ, тогда 
ВО = ОВ.

По правилу треугольника имеем
АО + ВО = АО + ОВ = АВ, тогда ІАО + ВОІ = ІАОІ = 9.
Ответ: 9.

Пример 4. Стороны прямоуголь­
ника АВСВ равны 8 и 15. Найдите 
длину разности векторов АО и ВО, 
где О — точка пересечения диагона­
лей АС и ВВ.
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Решение.
АО - ВО = АО - ОВ = АВ (по правилу треугольника).
Тогда Йб-ВОІ = ЙВІ = 15.
Ответ: 15.

Пример 5. Диагонали ромба 
АВСВ равны 24 и 18. Найти длину 
вектора АВ.

Решение.
Так как АВСВ — ромб, то АС 1ВВ 

(по свойству), О — середина АС и 
ВВ. Тогда из прямоугольного ААОВ 
по теореме Пифагора имеем

\АВ^ =АВ2=АО2+ОВ2, где АО = -АС = 12 и ОВ = -ВВ = 9. 
2 2

Значит, модуль ІАВІ = Ѵ122 +92 = \І225 = 15.
Ответ: 15.

Пример 6. Диагонали ромба 
АВСВ равны 24 и 18. Найдите длину 
вектора АВ-АВ.

Решение.
По правилу параллелограмма 

АВ-АВ = АВ + ВА=Ш + АВ = ВВ.
Значит, |аВ-А5| = |Йв| = 18.

Ответ: 18.

Пример 7. Стороны правильного 
ААВС равны 5>/3. Найдите длину 

вектора АВ + АС.
Решение.
Достроим ^АВС до ромба АВ ВС. 

Тогда имеем АВ + АС = АС + СВ.
Но по правилу треугольника 

АС + СВ = АВ.

Пусть О — точка пересечения диагоналей, тогда АО = —АВ,

ос=-вс=^-
2 2

АС = 5л/з (по условию).
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Из прямоугольного ДАОС получим

тогдаАО=15, т. е. ІАВ +АСІ = ІАРІ = 15.
Ответ: 15.

Пример 8. Найдите квадрат длины л 

вектора MN.
Решение.

1^1 = ^(хк-хм)2 + (ук -ум)2, И 

й = у](7-2? +(5-3)2 = ^25+4 

тогда Ы|2=29.

Ответ: 29.

Пример 9. Найдите сумму ко­
ординат вектора а + Ь.

Решение.
Так как координаты суммы век­

торов равна сумме соответствую­
щих координат, то вектор а + Ь 
имеет координаты (6 + 2, 3 + 5) = 
= (8; 8), где а(6;3), Ь(2;5).

Тогда сумма координат равна 
8 + 8 = 16.

Ответ: 16.

Пример 10. На координатной плоско­
сти изображены векторы а, Ь и с. Век­
тор с разложен по двум неколлинеарным 
векторам а и Ь:

с = ка + тЪ, 
где кит — коэффициенты разложения. 
Найдите к.
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Решение.
а = (1;2), &=(2;1), с=(3;0).
Тогда получим с = ка + тЬ = к(1; 2) 4- т(2; 1) = (к; 2к) + (2т; т) = 

= (к + 2т; 2к +т).
По условию с = (3; 0), значит,
(к + 2т = 3, {т = -2к, (т = -2к, (А = -1, 
[2к + т = 0; |А + 2-(-2й) = 3; (-3^ = 3; \т = 2.
Итак, & = -1.
Ответ: -1.

Пример 11. На координатной 
плоскости изображены векторы а 
и Ь. Найдите скалярное произведе­
ние а-Ъ.

Решение.
Выпишем координаты векторов 

по рисунку: а = (4;3), & = (3; -1).
Скалярное произведение векто-

ров равно: а-Ь =х1х2+у1у2, или а• & = 4• 3 + 3• (-1) = 9.
Ответ: 9.

§ 3. Задание 3. Стереометрия
Для успешного решения задач необходимы знания по элементарной 

стереометрии, умение применять формулы для нахождения площадей, 
поверхностей и объемов фигур, сравнивать объемы, уметь выполнять 
действия с координатами и векторами и т. д.

3.1. Куб, прямоугольный параллелепипед
Пример 1. Площадь поверхности куба равна 54. Найдите ребро куба.
Решение.
Пусть а — ребро куба. Поверхность куба состоит из 6 равных квадра­

тов, тогда 8 = &а2.
По условию задачи 5 = 54.
Значит, 6а2 = 54, а2 = 9, а = 3.
Ответ: 3.
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Пример 2. Площадь полной поверхности куба равна 32. Найдите 
длину его диагонали.

Решение.
Пусть а — ребро куба, d — длина его диагонали.

16S = 6а2 = 32, откуда а2 =—. Так как куб является прямоугольным 
3

параллелепипедом, то по свойству последнего d2 = За2.

Значит, d2=3—= 16, d = 4.
3

Ответ: 4.

Пример 3. Три ребра прямоугольного параллелепипеда, выходящие 
из одной вершины, равны 4, 8 и 16. Найдите ребро равновеликого куба.

Решение.
Пусть а = 4, b = 8, с = 16 — измерения прямоугольного параллелепи­

педа. Равновеликие фигуры имеют одинаковые объемы.
Пусть х — ребро куба, тогда 7куба = Гпар.да, или х3 = abct откуда 

x = ^/Ô6c = ?/4-816 = ^8-64 = №-82 =^ = 8.

Ответ: 8.

Пример 4. Объем куба равен 192>/3. Найдите длину его диагонали.

Решение.
Пустъ а — ребро куба, d — длина его диагонали.
По условию V = 192^.
Но V = а3, значит,
а’ = 192л/з = 64-3>/3=48(у^)3 = (Й)’, откуда а = 4^3.

Тогда d2 = За2, или d = аѴз = 45/3 -Æ = 4 • 3 = 12.
Ответ: 12.

Пример 5. Если каждое ребро куба увеличить на 1, то его объем уве­
личится на 91. Найдите ребро куба.

Решение.
Пусть а — ребро куба, V — его объем.
Тогда увеличение объема будет равно V - Ѵо = (а + I)3 - а3 = 91, или 

а3 + За2 + За 4-1 - а3 = 91, или За2 4- За - 90 = 0.
Разделив обе части на 3, получим квадратное уравнение 

а2 4- а - 30 = 0, откуда а^ = -6, а2 = 5.
Поскольку а — ребро куба, то а > 0. Значит, а = 5.
Ответ: 5.
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Пример 6. Диагональ куба равна 9. Найдите его полную поверхность.
Решение.
Пусть а — ребро куба, тогда его полная поверхность 8 = 6а2.
Если (1 — диагональ квадрата, то (і2 = За2.
По условию с/ = 9, тогда За2 = 9, 6а2 = 18.
Значит, 8 = 18.
Ответ: 18.

Пример 7. Объем куба равен 125. Найдите площадь его поверхности.
Решение.
V = а3 = 125, откуда а = 5 — ребро куба. Тогда площадь поверхности 

куба в = 6а2 = 6 • 52 = 150.
Ответ: 150.

Пример 8. Во сколько раз увеличится площадь поверхности куба, 
если его ребро увеличить в 2 раза?

Решение.
Пусть а — ребро куба, тогда площадь его поверхности 8 = 6а2.
Если увеличить ребро куба в 2 раза, то площадь его поверхности уве­

личится в 4 раза.
Ответ: 4.

Пример 9. Объем одного куба в 27 раз больше объема другого куба. 
Во сколько раз площадь поверхности первого куба больше площади по­
верхности второго куба?

Решение.

Пусть Ѵ1=а^, Ѵ2=а2і тогда - = ^- = 27, откуда — = 3.
*2 ^2 «2

8г = 6а^ — площадь поверхности первого куба, 82 = 6а2 — второго.

Значит, А=®і=Ы2 
^2 ®а2 ^2;

= З2 = 9.

Следовательно, площадь поверхности первого куба больше площади 
поверхности второго в 9 раз.

Ответ: 9.

Пример 10. Площадь поверхности куба равна 96. Найдите его объем.
Решение.
Пусть а — ребро куба, 8 — площадь его поверхности, тогда 8 = 6а2 = 

= 96, а2 = 16, а = 4.

37



Значит, объем 7= а3 = 43 = 64.
Ответ: 64.

Пример 11. Найдите объем куба, если длина его диагонали d = 4>/3.

Решение.
Пусть а — ребро куба, тогда (і2 = За2 (по свойству диагонали прямо­

угольного параллелепипеда).
Так как (і = 4л/з, то получим За2 = (4\/3)2, или За2 =16-3, откуда а2 =

= 16, а = 4.
Тогда объем куба V = а3 = 43 = 64.
Ответ: 64.

Пример 12. Во сколько раз увеличится объем куба, если его ребра 
увеличить в 5 раз?

Решение.
Если а — ребро куба, то объем V = а2. При увеличении длин ребер 

в 5 раз объем куба увеличится в 53 = 125 раз.
Ответ: 125.

Пример 13. В куб вписан шар радиуса 2. Найдите объем куба.
Решение.
Если в куб вписан шар, то ребро куба будет равно диаметру вписанно­

го в него шара, а объем куба V = а3 = 43 = 64.
Ответ: 64.

3.2. Призма

Пример 14. Основанием прямой треугольной 
призмы является прямоугольный треугольник 
с катетами 6 и 8. Площадь ее поверхности рав­
на 144. Найдите высоту призмы.

Решение.
Пусть вп — полная поверхность призмы, АА^ = 

= Н — высота призмы.
Тогда 8п = 5бок. + 25ОСНі.
Но 8бок. = Р ‘ Н, где Р — периметр основания.
Так как ЛАВС — прямоугольный, то

АВ2=АС2 + ВС2, или АВ = Тв2+6? = 5/100=10.
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Значит, периметр основания 5 = 6 + 8 + 10 = 24, 5бок. = 24 • Я,
воен. = ^С • ВС = 24.

По условию задачи 8п = 144, или 24 • Н + 2 • 24 = 144, или Н + 2 = 6, 
откуда Н = АА1 = 4.

Ответ: 4.

Пример 15. В правильной треугольной призме 
сторона основания равна 1, а площадь боковой по­
верхности равна зТІ5. Найдите длину диагонали 

боковой грани призмы.
Решение.
Пусть АА^ = Н — высота призмы. По условию 

ААВС — равносторонний, тогда периметр Р = 3.
Известно, что 5бок, = Р • Н = 3>/І5, или 

ЗЯ = 3>/15, откуда Я = >/15.

Так как призма — правильная, то ААі 1 (АВС) =>ААі 1АВ, 
т. е. АА^АВ — прямоугольный, тогда А^В2 =АВ2 + АА^ или

43 = 71 + 15=716=4.

Ответ: 4.

Пример 16. В прямой треугольной призме сто­
роны основания равны 12, 13 и 15, а боковая по­
верхность равна 580. Найдите высоту призмы.

Решение.
Пусть Н = ААі — высота призмы, 5бок — боко­

вая поверхность, тогда 8бок> = Р ' Н, где Р = АВ + 
+ АС + ВС = 40.

Так как 8бок< = 580, то 40 • Я = 580, откуда 
Я= 580 : 40 = 14,5.

Ответ: 14,5.

Пример 17. Стороны основания в прямой треугольной призме равны 
3, 4 и 5, а высота равна 6. Найдите ее полную поверхность.

Решение.
Заметим, что если стороны основания равны 3, 4 и 5, то ААВС — пря­

моугольный (по обратной теореме Пифагора), так как З2 + 42= 52.

39



Тогда ^полн. ^бок. + 250СНі, ГДѲ <$осн. &&АВС

=-АВВС = 6,
2
8^ = Р • Н = (3 + 4 + 5) • 6 = 12 • 6 = 72, Н = 6.
Значит, 8ПОЛН = 72 + 2 • 6 = 72 + 12 = 84.
Ответ: 84.

Пример 18. Найдите боковую поверхность пра­
вильной шестиугольной призмы, наибольшая диаго­
наль которой равна 13, а боковое ребро — 5.

Решение.
Поскольку ВЕ^ — большая диаго­

наль правильной шестиугольной призмы 
АВСВЕРА-^В^С^В^ЕхР!, то ее проекция ВЕ — 
большая диагональ основания.

Если а6 — сторона основания, то а6 = 2 — 
радиус описанной окружности. Тогда ВЕ = 2В.

Из АВЕЕ^ где ВЕ\ = 13, ЕЕ\ = ВВ^ = 
= АД.! = 5, находим ВЕ = \/132 — 52 = 12, тогда

АВ = а6 = В = 12 : 2 = 6.
S^, = Р-Н,гдеР = 6,АВ = 36;Н=АА1 = 5.
Значит, 8боК =36’5 = 180.
Ответ: 180.

Пример 19. Найдите полную поверх­
ность правильной четырехугольной приз­
мы, если ее диагональ равна ^34, а диаго­

наль боковой грани равна 5.
Решение.
^ПОЛН. ^бок. + 25^..

Так как призма правильная, то АВС В — 
квадрат.

Из АВгВСъ где ВВг =4зі, ВС^ = 5, 

найдем ОД = 7(>/34)2 - 52 = л/34-25 =79=3.

Так как В^С^ = АВ = 3, тогда S^^ = АВ2 = 9, S^. = Р' Н, 
где Р = 4АВ = 12, Н=ААу.

Из АВССЪ где ВС = АВ = 3, ВСГ = 5, найдем 
СС1=АА1 = Н: СС, = Ѵ52-32 =4.
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Тогда 5бок. = 12 • 4 = 48.
Следовательно, 8ПОЛН. = 48 + 2 • 9 = 48 + 18 = 66.
Ответ: 66.

Пример 20. Основанием прямой призмы яв­
ляется равнобедренная трапеция, боковая сто­
рона которой равна 5, а основания равны 7 и 9. 
Найдите площадь боковой поверхности призмы, 
если ее высота равна 12.

Решение.
8бок< = Р ' Н, где Р = АВ + АВ + СВ + ВС = 

= 9 + 5 + 74-5 = 26 — периметр основания; 
Н = АА^ = 12 — высота призмы.

Тогда 5бок> = 26 • 12 = 312.
Ответ: 312.

Пример 21. В сосуд, имеющий форму правиль­
ной треугольной призмы, налили 2000 см3 воды 
и погрузили в нее деталь. При этом уровень воды 
поднялся с отметки 25 см до 28 см. Найдите объем 
детали. Ответ выразите в см3.

Решение.
Пусть V — объем детали. Тогда согласно закону 

Архимеда объем детали равен объему вытесненной 
ею жидкости, а объем вытесненной жидкости равен

3 3(28 - 25): 25 = — исходного объема, т. е. V =---- 2000 = 240 (см3).
25 25

Ответ: 240.

Пример 22. Найдите объем правильной 
шестиугольной призмы, если стороны ос­
нований равны 2, а боковые ребра равны 
бѴз.

Решение.
V = «„,. • Н, где Н-СС^ 6^.
Известно, что а6 = R, где а6 — сторона 

основания, R — радиус описанной окруж­
ности. Диагонали АВ, ВЕ и РС разбивают
правильный шестиугольник АВСВЕР на 6 равных равносторонних тре­
угольников.
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Но &ьаов — . > тогда Soch.-O' ~ п — Ол/3.4 4 2
Значит, V = бѴз 6>/з = 36 • 3 = 108.

Ответ: 108.

Пример 23. Объем треугольной призмы 
равен 40. Через среднюю линию основания 
призмы проведена плоскость, параллельная 
боковому ребру. Найдите объем отсеченной тре­
угольной призмы.

Решение.
Так как по условию задачи MN — средняя 

линия ЛАВС, то площадь основания отсеченной 
части призмы в 4 раза меньше площади основа-
ния всей призмы (поскольку основание и высота уменьшаются в 2 раза). 
Высоты обеих частей равны, тогда V = 40 : 4 = 10, т. е. уменьшится в 
10 раз.

Ответ: 10.

3.3. Пирамида
Пример 24. Во сколько раз увеличится площадь поверхности пра­

вильного тетраэдра, если все его ребра увеличить в 3 раза?
Решение.
Каждая грань правильного тетраэдра — правильный треугольник,

площадь которого определяется по формуле о =------- , где а — сторона.
4

Значит, при увеличении длин ребер в 3 раза площадь поверхности 
увеличится в 9 раз.

Ответ: 9.
Пример 25. Во сколько раз увеличится объем правильного тетраэд­

ра, если все его ребра увеличить в 3 раза?
Решение.

Ѵ= |5ОСН. • Н, где 8^ = Н = МО.

Известно, что в правильном треугольнике а = й7з, Р = -^, тогда
ѴЗ

гг / 2 /2
Н^а “Ы Чз-
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„ ѵ 1 а24з \2 42 з
Значит, У - -------------а-.—= —а .

3 4 ѴЗ 12
^2 з

Итак, объем правильного тетраэдра с ребром а равен V = ~^а • 

Если все его ребра увеличить в 3 раза, то объем увеличится в З3 = 27 раз. 
Ответ: 27.

Пример 26. По стороне основания 
а = 9 и боковому ребру & = 6 найдите вы­
соту правильной треугольной пирамиды.

Решение.
Так как пирамида правильная, то 

&АВС — правильный и точка О — центр 
описанной и вписанной окружностей.

Известно, что а = Я>/3, где R = АО,

а 9 тогда АО = —/= = —;=.
ѵз Ѵз

МО — высота пирамиды, т. е. ААОМ — прямоугольный,

МО = *1 АМ2-АО2, или МО = ,І36-—= 436-27 = 49=3.
V 3

Ответ: 3.

Пример 27. Сторона основания пра­
вильной треугольной пирамиды равна 
1Ол/з, а боковое ребро образует с плоско­

стью основания угол 45°. Найдите высоту 
пирамиды.

Решение.
Так как МО — высота пирамиды, то 

ДАОМ — прямоугольный.
По условию ХМАО = 45°, тогда ААМО = 

= 45°, т. е. ДАОМ — равнобедренный и
прямоугольный, АО = МО.

Но а = Р>!з, где а = АВ = 10>/3, R = АО — радиус описанной около

ДАВС окружности.

Значит, R = АО = = т. е. МО = 10.
ѵз ѵз

Ответ: 10.
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Пример 28. В правильной четырехуголь­
ной пирамиде ребро основания равно Зл/б. 

Найдите угол между боковым ребром пира­
миды и плоскостью ее основания, если объем 
пирамиды равен 54.

Решение.
ХМАО — искомый угол между боковым 

ребром АМ и плоскостью основания АВСВ.
Ѵ = ^^ -Н, где = 8два, = АВ2 =

= (ЗѴб)2 =54, Н = МО — высота пирамиды.

о4 = иЛ, где а4 = АВ = 3\/б, В = АО — радиус описанной окружности.

Значит, В == 3>/3.
Ѵ2 Ѵ2

А X МО МОИз прямоугольного &АОМ имеем tg ХМАО =----- = —т=.
АО ЗѴ 3

По условию задачи V = 54, или і • 54 • Н = 54, откуда Н = МО = 3,

тогда іёХМАО = 3 1
зѴз - л/з => АМАО = 30°.

Ответ: 30.

Пример 29. Высота правильной четы­
рехугольной пирамиды равна 12, а сторона 
основания — 18. Найдите площадь боковой 
поверхности пирамиды.

Решение.

^бок. = “^ ’ Л, где ^ = 4АВ = 72 — пери- 
2

метр основания, Л = МЕ — апофема (высо­
та боковой грани пирамиды).

Так как О — середина АС, Е — середина ВС, то ОЕ — средняя линия

ААВС. Тогда ОЕ = —АВ = 9.

МО — высота пирамиды, тогда МО 1 (АВСВ) ^ МО 1 ОЕ, 
т. е. АМОЕ — прямоугольный.

44



Значит, МЕ = к = 4м^+О^ = Ѵ122 + 92 = 7144+81 =15.

Следовательно, 5><5оК. = — • 72 • 15 = 540.

Ответ: 540.

Пример 30. Во сколько раз увеличится боковая поверхность пра­
вильной треугольной пирамиды, если стороны основания увеличить 
в 2 раза, а апофему — в 3 раза?

Решение.
Пусть а и Л — сторона основания и апофема правильной треугольной

пирамиды, тогда 5бок. = —Р•к = — • За - к.

Если стороны основания увеличить в 2 раза, а апофему — в 3 раза, то
Збок. = I ’ 3 ’ (2а)' ЗЛ = к'За-Л •6, т. е. увеличится в 6 раз.

Ответ: 6.

Пример 31. Объем правильной четы­
рехугольной пирамиды равен 48, а высо­
та — 4. Найдите боковую поверхность этой 
пирамиды.

Решение.

ѵ = Л.. • Я, где Я = МО = 4, Ѵ= 48,

тогда 48=18^-4, или |з„и =12,

^осн. = 36, откуда АВ = 6 — сторона основания.
МЕ = к — апофема пирамиды.

Явок. =-Рк,тдеР = 4-АВ = 24,ОЕ = -АВ = 3. 
2 2

Из ШОЕ МЕ = к = 742+32 = 5.

ТогдаЗбок-А -24 -5 = 60.

Ответ: 60.

Пример 32. Определите объем правильной треугольной пирамиды, 
если высота треугольника в основании пирамиды равна 1, а апофе­
ма — 2.
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Решение.

V = jSMH • Я, где Н = МО — высота 

пирамиды.

Пусть АВ = а, ВВ = —ВС = —а. 
2 2

По условию АО = 1 — высота ААВС. 
Из ЛАВВ АВ2 - ВБ2 = АО2, или 

2 1 2 і 3 2 1 2 ^ 2а —а =1, —а =1, а =—, а = —г=.
4 4 3 4

2 1Значит, ВС = а = —^у 50СН = —ВС-АВ = 
УІЗ 2

В ААВС ОБ = г — радиус вписанной окружности. Известно, что в пра­
вильном треугольнике а = 2гѴз, откуда г = -Д= = і: 2х/з =

2ѴЗ ѴЗ 3

Из ШОО находим МО = Н = 4MD2-OD2, или МО = Л2-^=^

о 1 1 Ѵ35 Ѵ35 ѴЮ5Значит, Ѵ =----- ------------ —=-------
3 ѴЗ 3 9ѴЗ 27

- ѴІ05Ответ:------- .
27

Пример 33. Высота правильной тре­
угольной пирамиды равна 4Ѵз, а боковое 

ребро образует с плоскостью основания 
угол 45°. Найдите объем пирамиды.

Решение.
Пусть МО = Н = 4>/з — высота пирами­

ды МАВС, МС — боковое ребро, тогда 
ХМСО — угол между боковым ребром и 
плоскостью основания.

По условию ХМСО = 45°, тогда ХОМС = 45°, т. е. ОС = ОМ = 4Ѵз.

Но ОС = R — радиус описанной окружности. Так как а = в4з, где 

а = ВС, то ВС = 4л/3-Ѵз=12.
1 о ET С а2^ 122 Ѵз /Г

7 = ^осн.'я, где 5^.= — ==—-— = 36ѴЗ.
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Значит, объем V = — • 36^3 • 4л/з = 12 • 3 • 4 = 144. 
3

Ответ: 144.

Пример 34. Объем параллелепипеда 
АВСВАіВіСіВі равен 18. Найдите объем 
треугольной пирамиды АВВА^.

Решение.
Объем параллелепипеда V = £осн. • Н, где

50СНі — площадь основания, Н — высота.

Объем пирамиды равен Кіир. д ^^АВВ ' ^’

где В^аво — площадь ЛАВВ, где Вааво = ~£осн.-

Значит, объем пирамиды будет в 6 раз меньше объема параллелепи­
педа, т. е. 7пир< = 18 : б = 3.

Ответ: 3.

Пример 35. Во сколько раз увеличится объем пирамиды, если ее вы­
соту увеличить в 5 раз?

Решение.

Известно, что объем пирамиды Ѵ = -5 осн. •Н, где50Сн. — площадь ос

нования, Н — высота пирамиды.
Если высоту пирамиды увеличить в 5 раз, не изменяя площади осно­

вания, то и объем пирамиды увеличится в 5 раз.
Ответ: 5.

Пример 36. Боковые ребра пирамиды 
взаимно перпендикулярны, каждое из них 
равно 6. Найдите объем пирамиды.

Решение.
Если пирамиду поставить на боковую 

грань, то грань АВМ будет основанием, 
тогда боковое ребро МС будет высотой.

Тогда объем V = —8ѢАВМ МС, где З^вм = —АМ • МВ = — • 6 • 6 = 18, 
3 2 2

МС = 6. Значит, 7= - •18-6 = 36. 
3

Ответ: 36.
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Пример 37. От треугольной призмы, объем 
которой равен 12, отсечена треугольная пирамида 
плоскостью, проходящей через сторону одного 
основания и противоположную вершину другого 
основания. Найдите объем оставшейся части.

Решение.
Заметим, что объем призмы больше объема пи­

рамиды с той же площадью основания и высотой в 
3 раза. Значит, объем оставшейся части составит

1 — = — исходного. Тогда объем оставшейся части будет равен 12 — = 8.

Ответ: 8.

Пример 38. От треугольной пира­
миды, объем которой равен 20, отсече­
на треугольная пирамида плоскостью, 
проходящей через вершину пирамиды и 
среднюю линию в основании пирамиды. 
Найдите объем отсеченной треугольной 
пирамиды.

Решение.
Известно, что объем пирамиды

^=|яосо. Я, где 5^. = &ьдвс> Н — высота пирамиды.

Поскольку высота и сторона треугольника в основании меньше ис­
ходных в 2 раза, то площадь основания отсеченной части в 4 раза мень­
ше. Значит, и объем оставшейся части будет в 4 раза меньше и равен 
20 : 4 = 5.

Ответ: 5.

Пример 39. Объем куба равен 18. Найдите 
объем четырехугольной пирамиды, основанием 
которой является грань куба, а вершиной — 
центр куба.

Решение.
Известно, что объем пирамиды 

У»,. =^8^ Н, где 8^. =АВ^ = а\

Н = -АА.=-а.
2 1 2
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Значит, Ѵпир =|д2 іа = іа3. Но Ѵкуба = АВ3 = а3, тогда 
О А О

=|^=| 18-3.

Ответ: 3.

Пример 40. Объем параллелепипеда 
АВСВА^ВуС^В^ равен 15. Найдите объем тре­
угольной пирамиды АВ^СВ^.

Решение.
Заметим, что искомый объем равен разности 

объемов параллелепипеда, измерения которого 
а, Ъ и с, и четырех пирамид, основания которых 
являются гранями исходной треугольной пира­
миды, т. е.

ѵтѵ.=аЬс-і- — • —аЬс = аЬс - —аЪс = —аЬс = —15 = 5.1,3 1,2 XI 3 3 3

Ответ: 5.

Пример 41. В правильной шестиуголь­
ной призме АВСВЕРАіВ^ВіЕ^!, все ребра 
которой равны 1, найдите ЛСАВ. Ответ ука­
жите в градусах.

Решение.
Так как призма правильная, то каждый 

угол в основании призмы равен 120°, тогда 
из ААВС по теореме косинусов имеем

АС2=АВ2 + ВС2 - 2АВ • ВС сое 120°, АС2 = 3, АС^.
Пусть ЛСАВ = а. Из АСАВ, где СВ = 1, АВ = 2В = 2, по теореме коси­

нусов имеем СВ2 = АС2 + АВ2 - 2АС • АВ соз а, или 
1 = 3 + 4 - 2 • 7з - 2 соя а, или 4\бсоаа = 6, откуда

соза=Д= = —= —, а =/САО = 30°.
4уЗ 2 3 2

Ответ: 30.

3.4. Элементы составных многогранников

Пример 42. Найдите расстояние между вершинами А и С2 много­
гранника. Все двугранные углы многогранника прямые.

49



Решение.
АС2 можно рассматривать как диаго­

наль прямоугольного параллелепипеда, 
измерения которого равны соответ­
ственно а - 2, Ь = 1, с = 2\[&.

Тогда получим гі2 = АС2 = а2 -I- Ь2 + 

4- с2, или d = 74 + 1 + 20 = 725 = 5.

Ответ: 5.

Пример 43. Найдите /АСВ2 много­
гранника. Все двугранные углы многогран­
ника прямые. Ответ укажите в градусах.

Решение.
Заметим, что АВ2 = АС = СВ2 как диагона­

ли равных прямоугольников.
Значит, ААСВ2 — равносторонний и 

ХАСВ2 = 60°.
Ответ: 60.

Пример 44. Найдите квадрат 
расстояния между вершинами В и 
В2 многогранника. Все двугранные 
углы многогранника прямые.

Решение.
Соединим точки В и Ср Тогда в 

прямоугольном &ВС]Р2 по теореме
Пифагора имеем ВВ2 = ВС[ + СГВ2.

Сторону В^ найдем из прямо­
угольного АВСС^ где ВС = СС^ = 2.

Тогда ВС? = 22 + 22 = 8. Значит, ВЛ? = 8 + (2 + 2)2 = 8 + 16 = 24.
Ответ: 24.

3.5. Площадь поверхности и объем 
составного многогранника

Пример 45. Найдите площадь поверхности многогранника, изобра­
женного на рисунке (все двугранные углы прямые).
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Решение.
Площадь поверхности прямоугольного парал­

лелепипеда определяется по формуле 8 = 2(аЬ + 
+ ас + Ьс), где а, Ъ, с — измерения параллелепи­
педа.

Тогда площадь поверхности данного много­
гранника будет равна разности площади поверх­
ности прямоугольного параллелепипеда с измере­
ниями 4; 6; 2 и двух площадей прямоугольников 
со сторонами 4 и 2, т. е. 8 = 2(4 •6 + 4,2 + 6,2)- 
- 2 • 4 • 2 = 88 - 16 = 72.

Ответ: 72.

Пример 46. Из куба с ребром, равным 
2, вырезана правильная четырехугольная 
призма со стороной основания 1 и боко­
вым ребром 2. Найдите площадь поверх­
ности оставшейся части куба.

Решение.
Площадь в поверхности получившегося 

многогранника будет равна сумме пло­
щадей поверхности куба со стороной 2 и 
прямоугольного параллелепипеда с изме­
рениями 2; 1; Іи минус 4 площади основания вырезанной призмы,
т. е. 8 = 6 • 4 + 4 • (1 • 2) - 2 • (1 • 1) = 30.

Ответ: 30.

Пример 47. Найдите площадь 
поверхности многогранника, изобра­
женного на рисунке (все двугранные 
углы прямые).

Решение.
Площадь поверхности данного 

многогранника равна площади по­
верхности прямоугольного паралле­
лепипеда с измерениями 4; 5; 8, 
т. е. 8 = 2 • (5 • 8 + 4 • 8 + 4 • 5) = 2 • (40 

Ответ: 184.
32 + 20) = 184.

Пример 48. Найдите площадь поверхности многогранника, изобра­
женного на рисунке (все двугранные углы прямые).
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Решение.
Площадь поверхности 8 данного 

многогранника равна разности площа­
ди поверхности прямоугольного парал­
лелепипеда с измерениями 3; 3; 6 и двух 
площадей квадратов со стороной 1, 
т. е. 8 = 2 • (3 • 3 + 3 • 6 + 3 • 6) - 2 • 1 • 1 = 
= 2 • (9 + 18 + 18) - 2 = 90 - 2 = 88.

Ответ: 88.

Пример 49. Найдите объем многогран­
ника, изображенного на рисунке (все дву­
гранные углы прямые).

Решение.
Объем данного многогранника можно 

рассматривать как сумму объемов двух па­
раллелепипедов с измерениями 5; 4; 4 и 7; 
2; 4, т. е. V = 7і + 72 = 5 • 4 • 4 + 7 • 2 • 4 = 
= 80 + 56 = 136.

Ответ: 136.

Пример 50. Найдите объем много­
гранника, изображенного на рисунке (все 
двугранные углы прямые).

Решение.
Объем данного многогранника равен 

разности объемов двух параллелепипедов 
с измерениями 3; 4; 10 и 1; 3; 6.

V = 3 • 4 • 10 - 1 • 3 • 6 = 120 - 18 = 102.
Ответ: 102.

Пример 51. Найдите объем многогран­
ника, изображенного на рисунке (все дву­
гранные углы прямые).

Решение.
Объем данного многогранника равен 

сумме объемов двух параллелепипедов с 
измерениями 4; 8; 5 и 4; 4; 2,
т. е. Ѵ = 4 • 8 • 5 + 4 • 4 • 2 = 160 + 32 = 192.

Ответ: 192.
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Пример 52. Найдите объем многогранни­
ка, изображенного на рисунке (все двугранные 
углы прямые).

Решение.
Объем данного многогранника равен разно­

сти объемов двух параллелепипедов с измере­
ниями 7; 7; 5 и 1; 2; 3.

V = Ѵ\ - Ѵ2 = 7 * 7 • 5 - 1 • 2 • 3 = 245 - 6 = 
= 239.

Ответ: 239.

3.6. Цилиндр, конус, шар

Пример 53. Прямоугольный параллелепипед 
описан около цилиндра. Радиус основания цилин­
дра равен 5. Объем параллелепипеда равен 500. Най­
дите высоту цилиндра.

Решение.
Пусть г = 5 — радиус цилиндра, Н — высота ци­

линдра и параллелепипеда. Так как цилиндр вписан 
в прямоугольный параллелепипед, то основанием 
параллелепипеда является квадрат со стороной а = 
= 2г= 10.

По условию задачи ѴпаРі = а • а • Н = а2Н = 500.
Так как а = 10, то 100 • Н = 500, откуда Н = 5.
Ответ: 5.

Пример 54. Площадь осевого сечения цилиндра
12 П - А -

равна —. Найдите площадь его боковой поверхности, 
л

Решение. н
Рассмотрим осевое сечение цилиндра — прямо­

угольник АВС О.
Пусть АО = г — радиус, АО = Н — высота цилиндра.

12 12 уПо условию В^сн =—, или 2гН = —. 
л л

8^ = 2пгН = 2гН • л = л = 12. 
л

Ответ: 12.
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Пример 55. Осевым сечением цилиндра служит 
25 и -квадрат, площадь которого равна —. Найдите пло- 
л

щадь полной поверхности цилиндра.
Решение.
Пусть АВСВ — осевое сечение цилиндра.
По условию АВСВ — квадрат, тогда Н = 2г, где 

Н — высота, г — радиус основания цилиндра.

Р Оі С

н

Г г

25 25 5 5Так как АВ • АВ = —, то Н2 = —, откуда Н = —г=, г = — 
ля Ѵл 2<л

а
*^полн. = 2лг • (Н + г) = 2 л •

5 < 5 5 5л 15 75л с
—7= -7= + —7= =-7=-—Г= =-----= 37,5.
27л^л Зулу Ѵл 2ѵл 2л

Ответ: 37,5.

Пример 56. Длина окружности основания цилиндра равна 56л

Найдите объем цилиндра, если его высота равна —.
л

Решение.
Пусть С — длина окружности основания цилиндра, Н — высота 

г — радиус основания.
7

По условию Н = —, С = 56л, или 2лг = 56л, откуда г = 28. 
л

Тогда Ѵ= пг^Н - я-282 - = 5488.
Л

Ответ: 5488.

Пример 57. В основании прямой призмы ле­
жит прямоугольный треугольник с катетами 

4
3 и 4. Боковые ребра равны —. Найдите объем 

л
цилиндра, описанного около этой призмы.

Решение.
Так как ЛАВС — прямоугольный, то ХАСВ — 

вписанный, опирающийся на диаметр АВ.
По условию ВС = 3, АС = 4, тогда 

АВ = у[з?+4? =5.

Значит, диаметр окружности d = 5.
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(4 4У = пг2Н = л - Н, где Н = АА. =—, тогда V = л • — • — = 25.
2 1 л 2 тс

Ответ: 25.

Пример 58. Цилиндр и конус имеют общее ос­
нование и общую высоту. Найдите объем цилиндра, 
если объем конуса равен 18.

Решение. ;
Цилиндр и конус имеют по условию общее основа­

ние и высоту. Но Ѵцил = лг2Н, а объем конуса

^кон. = —пг2Н = 18, откуда пг2Н =18’3 = 54.
3

Значит, 7ЦИЛ. = 54.
Ответ: 54.

Пример 59. Найдите объем V части цилин­
дра, изображенной на рисунке. В ответе укажи- 

V 
те —. 

л
Решение.

- 60° 1Объем данной части составляет ------ = —
360° 6

части всего цилиндра, значит,

Ѵ=-лг2Н = -п • 42 • 6 = 16л. Тогда — = 16.
6 6 л

Ответ: 16.

Пример 60. Найдите объем V части цилин­
дра, изображенной на рисунке. В ответе ука- 

V жите —. 
л

Решение.
Пусть Гі = 2, г2 = 6, Н = 9.
Объем данной фигуры равен разности объе­

мов цилиндра с радиусом основания 6 и высо­
той 9 и цилиндра с радиусом основания 2 и той 
же высотой Н = 9,
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т. е. 7 = У2 - 71 = пг^Н - пг^Н = яН^ - г2) = л • 9 • (62 - 22) = 288л,

V 
тогда — = 288.

71

Ответ: 288.

Пример 61. Высота конуса равна 8, а диаметр осно­
вания — 30. Найдите образующую конуса.

Решение.
Рассмотрим осевое сечение конуса — равнобедрен­

ный ААВС.
По условию СО = Н = 8 — высота конуса, АВ = <1 = 

= 30 — диаметр основания, тогда АО = г = 15 — радиус 
основания конуса.

Из ДАОС АС = 7аО2+СО2, или АС = Ѵ152 + 82 = Ѵ225 + 64 = л/289 = 17.

Ответ: 17.

Пример 62. Найдите площадь боковой поверхно­
сти прямого кругового конуса, если образующая его 

гг 36равна 7, а площадь основания равна —. 
тс

Решение.
^бок. = пг^ где г = АО, I = АС — образующая кону­

са, / = 7.
„ о 36 2 36По условию йосн = —, или тег =—, откуда 

тс тс

0 
Тогда 8^.= тс --7 = 42.

тс
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0
Тогда 8ПОЛН. = яг (Н г), где / = -?=.

УЯ

Так как ААВС = 60°, то из АСОВ, где ^ОСВ = 30° =>

=> ОВ = -ВС, или г = -1 = ~-.
2 2 Л

Значит, 5„,.=я ^ = 27.
Л

Ответ: 27.

Пример 64. Во сколько раз увеличится площадь боковой поверхно­
сти конуса, если его образующую увеличить в 5 раз? 

Решение. 
Пусть г — радиус основания, I — образующая конуса, тогда Збок = пгі. 
Если образующую увеличить в 5 раз, то боковая поверхность 8боК і =

= яг • (5/) = 5яг/, т. е. увеличится в 5 раз.
Ответ: 5.

Пример 65. Образующая конуса / = -,= и с

составляет с плоскостью основания угол 30°. у* 'Н
Найдите объем конуса. /1 30°__ □_______\

п А г О вРешение. 
Рассмотрим осевое сечение конуса — равнобедренный ААВСУ где

/А = 30°, АС = 1 = ^.

1 2Тогда У =—яг Н, где г = АО — радиус основания, Н = ОС — высота

конуса.
Из ДАОС ОС = Н = -1 = ~, г = АО = /созЗО°= Д —=^. 

2 ^ Щ 2 ^

„ „ 1 ГЗл/З
Следовательно, ^=~л>

3 9 3
= Л—7— 

ѵ Я ѴЯ

^^=27. 
я я

Ответ: 27.

Пример 66. Осевым сечением конуса служит равнобедренный пря­
моугольный треугольник, площадь его равна 9. Найдите объем конуса. 

VВ ответе укажите —. 
я
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Решение.

Ѵ= -кг2Н. 
З

По условию задачи 8/^АВС = 9, или —/2 =9, 
2

/2 = 18, 1 = 3^2.
Из ЛАОС по теореме Пифагора АО2 + СО2 =АС2.
Так как АС = ВС и ХАСВ = 90°, то СО — биссектриса и медиана ЛАВС, 

тогда г2 + Н2 = I2, г = Н, 2Н2 = I2. Но I2 = 18, тогда 2Н2 = 18, Н2 = 9, 
Н = Зу значит, Н = г = 3.

Следовательно, V =—л • З2 • 3 = 9л, — = 9.

Ответ: 9.

Пример 67. Объем конуса равен 24. Через 
середину высоты параллельно основанию конуса 
проведено сечение, которое является основанием 
меньшего конуса с той же вершиной. Найдите 
объем меньшего конуса.

Решение.
Заметим, что конус СВЕ подобен конусу АВС с 

коэффициентом подобия А = —.

Известно, что объемы подобных тел относятся как куб коэффициента

подобия^ т. е. Ѵавс Ш
1
8’

Значит, объем конуса СВЕ в 8 раз меньше объема конуса АВС, 
т. е. Ѵсве = 24 £ 8 = 3.

Ответ: 3.

Пример 68. Во сколько раз уменьшится объем конуса, если его высо­
ту уменьшить в 5 раз?

Решение.

Известно, что объем конуса V =—пг2Н, где г — радиус основания, 
3

Н — высота конуса.
Если высоту уменьшить в 5 раз, то объем конуса также уменьшится 

в 5 раз.
Ответ: 5.
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Пример 69. Найдите объем V части конуса,
V 

изображенной на рисунке. В ответе укажите —.
71

Решение.
Объем данной части конуса составляет 

90° : 360° = і части объема всего конуса.

Значит, V = — ■[ —пг2Н 
4 (З

І—л • 49 • 18 = 73,5л, тогда — = 73,5. 
4 3 л

Ответ: 73,5.

Пример 70. Найдите объем V части конуса,
V изображенной на рисунке. В ответе укажите —.
71

Решение.
Объем данной части конуса составляет 

60°: 360° = ^ части объема всего конуса.

m 1 fl 1 1Тогда V = — • —пгН  ----- л
6 1,3 J 6 3 92 • 12 = 5471.

Значит, — = 54. 
тс

Ответ: 54.

Пример 71. Найдите диаметр шара, если его объем равен------- .
3 

Решение.
Известно, что объем шара определяется по формуле

4 зV =—nR , где R — радиус шара.
3

Так как R = ^d, где d — диаметр, то 7 = ^л-у = ^л</3.

256тс 1 з 256тс 3По условию V =------- , тогда получим —nd =------- , или da = 2 • 256 =
3 6 3

= 512 = 83.
Значит, d = 8.
Ответ: 8.
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Пример 72. В шаре на расстоянии 4 от центра 
проведено сечение, площадь которого равна 9я. 
Найдите радиус шара.

Решение.
Рассмотрим осевое сечение шара.
Пусть г — радиус сечения, проведенного на рас­

стоянии 4 от центра, R — радиус шара.
По условию 5сеч> = 9л. Так как сечение представляет круг радиуса г.

то 5сеч. = яг2.
Значит, яг2 = 9л, г2 = 9, г = 3. Тогда R = \І42 +32 = 5.
Ответ: 5.

Пример 73. Площадь поверхности шара равна 17л. Шар рассечен 
плоскостью. Длина окружности сечения шара равна л. Найдите расстоя­
ние от центра шара до секущей плоскости.

Решение.
Пусть С — длина окружности сечения шара, г — радиус, d — искомое 

расстояние. Известно, что С = 2лг, или 2лг = л, откуда 
1 г =—.
2

Тогда (і2 = R2 - г2, где R — радиус шара. Так как площадь поверхно- 
17сти шара 8 = 4лй2, а по условию 8 = 17л, то 4лЯ2 = 17л, R2 =—.
4

17 1
Значит, (і2 =-------- = 4, d = 2.

4 4
Ответ: 2.

Пример 74. Найдите радиус шара, описанного 
около куба, если площадь поверхности куба равна 288.

Решение.
Поверхность куба в = 6а2, где а — ребро куба. 
По условию 8 = 288, тогда 6а2 = 288, а2 = 48. 
Диаметр d шара является диагональю куба.
Так как d2 = За2, то с?2 = 3 • 48 = 144, d = 12,

тогда радиус шара В = 12 : 2 = 6.
Ответ: 6.

Пример 75. Высота конуса 8, образующая — 10. Найдите радиус 
вписанного шара.

Решение.
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Рассмотрим осевое сечение конуса АВС.
По условию СБ = 8 — высота конуса, АС =10 — об­

разующая, ОБ = г — радиус вписанного шара.
Из ЛАОС АО = 4аС*^СО*, или АО = Л^-в2 = 6.

йьлвс - ^АВ ■ СО.

С другой стороны, В^вс = р • г, где р =

+АВ) = і (10 +10 + 12) = 16, тогда получим 16г = і • 2 • 8,16г = 48, г = 3. 
2 2

Ответ: 3.

Пример 76. Высота конуса равна 3, образую­
щая равна 6. Найдите радиус описанного шара.

Решение.
Рассмотрим осевое сечение конуса АВС.
По условию СВ = 3 — высота конуса, АС = 6 — 

образующая.
Пусть СО = АО = 11 — радиус описанного шара.
Из ДАЙС АО^АС2- СО2 = 7б2 - З2 - Ѵ27 = 3^.
Заметим, что СО 4- ОБ = СВ = 3, или R + ОВ = 3, ОВ = 3 - R.
Из МОВ АО2 =АВ2 + ОВ2, или В2 = 27 + (3 - В)2, В2 = 27 + 9 - 6В + В2, 

6В = 36, В = 6.
Ответ: 6.

Пример 77. Дан шар радиуса Р = -^. Через 
Ѵл

конец радиуса проведена плоскость под углом 30°
к нему. Найдите площадь сечения.

Решение.
Пусть АВ = г — радиус сечения, АО = R = 
12= -т= — радиус шара.
ѵл
Тогда Всеч. = л г2.

Так как ЛОАВ = 30°, то г = В сое 30°

3 
Следовательно, Всеч = л • 36 • — = 108.

л
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Ответ: 108.

Пример 78. Во сколько раз увеличится площадь поверхности шара, 
если радиус шара увеличить в 4 раза?

Решение.
Так как 5шара = 4лВ2, то при увеличении радиуса в 4 раза площадь 

поверхности увеличится в 42 = 16 раз.
Ответ: 16.

Пример 79. Объем цилиндра равен 22,5. Найдите 
объем вписанного в этот цилиндр шара.

Решение.
Так как шар вписан в цилиндр, то осевое сече­

ние цилиндра — квадрат. Тогда радиус шара равен
радиусу основания цилиндра.

По условию 7ЦИЛ_ = 22,5, или лВ2Н — 22,5, где Н = 
45= 2Я, тогда 2лВ3 - 22,5, откуда лВ3 = —.
4

4 4 45
Но Ѵшара = -лВ3, тогда Ѵшаоа = - — = 15.шара а 7 л л3 3 4
Ответ: 15.

Пример 80. Около куба с ребром 2\/з описан

шар. Найдите объем этого шара —. 
л

Решение.
Пусть а = 2\/з — ребро куба, тогда диагональ 

куба d = 2й, где R — радиус описанного шара.
Но а2 = За2, или а = 2Я = аТз=25/з 7з=б, откуда В = 3, тогда

7шапа =-лВ3, ИЛИ — = -В3 = - ’ З3 = 36. 
шара 3 л З 3

Ответ: 36.

Пример 81. В шар вписан конус так, что 
его основанием служит большой круг шара. Во 
сколько раз объем шара больше объема конуса?

Решение.
Так как АС и ВС — образующие конуса, то 

АС = ВС.
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По условию задачи основанием конуса служит больший круг шара, 
тогда АВ = 2В — диаметр окружности, значит, АО = ОВ = ОС = R — ра­
диус шара (и конуса).

Т^Ая-аО^СО -іл Я2 Л=іцВ8.
шара 2 ’ конуса д 3 3

Следовательно, Ѵшара
4,1

: Ѵконѵса =—ял :—лВ = 4, т. е. объем шара боль- кинут 3 3 7 Г
ше объема конуса в 4 раза.

Ответ: 4.

§ 4. Задание 4. Начала теории вероятностей

Эти задания из теории вероятностей в ЕГЭ подразделяются на не­
сколько видов:

1) классическое определение вероятности;
2) теоремы о вероятности события.
Надо отметить, что наряду с легкими встречаются довольно сложные 

задачи.

Пример 1. На экзамене 50 вопросов. Володя не выучил 7 из них.
Найдите вероятность того, что ему попадется выученный вопрос.

Решение.
Володя выучил всего 50 - 7 = 43 вопроса, тогда вероятность того, что 

на экзамене попадется выученный вопрос, равна

50 100
Ответ: 0,86.

Пример 2. Ваня включает телевизор. Телевизор включается на слу­
чайном канале. В это время по девяти каналам из 50 показывают ново­
сти. Найдите вероятность того, что Ваня попадет на канал, где новости 
не идут.

Решение.
Новости не показывают по 50 - 9 = 41 каналу. Тогда вероятность 

того, что Ваня попадет на канал, где новости не идут, будет равна 
41 — = 0,82. 
50

Ответ: 0,82.
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Пример 3. В ящике 7 желтых, 10 красных и 3 зеленых шара. Из 
ящика наугад достают один шар. Какова вероятность того, что этот шар 
окажется зеленым?

Решение.
Общее число исходов равно числу шаров: 7 + 10 + 3 = 20. Число исхо­

дов, благоприятствующих данному событию, равно 3. Значит, искомая

вероятность равна — = 0,15.

Ответ: 0,15.

Пример 4. Из 25 билетов, предлагаемых на экзамене по английско­
му языку, школьник может ответить только на 20. Какова вероятность 
того, что школьник не сможет ответить наугад на выбранный билет?

Решение.
Поскольку школьник может ответить на 20 билетов, то на 25 - 20 = 5

билетов он ответить не может. Вероятность получить один из этих биле
5 

тов будет равна — = 0,2.
25

Ответ: 0,2.

Пример 5. Имеются 40 карточек, на которых записаны числа от 1 
до 40 включительно. Из них наугад выбирают одну карточку. Какова 
вероятность того, что на выбранной карточке будет число 40 или любое 
четное число?

Решение.
Обозначим через А событие «выбрана карточка с числом 40», через 

В — событие «выбрана карточка с четным числом». События А и В 
несовместны.

Вероятность события А равна і. Карточки с четными номерами

составляют половину от общего числа карточек, т. е. Р(В)-—.
2

т 1 1 1 + 20 21 ЛСледовательно, Р(АиВ) =—+— =------- = — =0,525.
40 2 40 40

Ответ: 0,525.

Пример 6. На подносе лежат одинаковые на вид пирожки: 5 с мясом, 
3 с картошкой и 12 с капустой. Какова вероятность того, что случайно 
выбранный пирожок будет с мясом или картошкой?
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Решение.
События выбора пирожка с мясом и с картошкой несовместны. По 

условию задачи на подносе всего 5 + 34-12 = 20 пирожков. Вероятность

выбора пирожка с мясом равна —, а вероятность выбора пирожка с

3 картошкой равна —.

Значит, вероятность выбора пирожка с мясом или картошкой будет 
5 3 8 Л Аравна — + — = — = 0,4.

20 20 20
Ответ: 0,4.

Пример 7. Монету подбрасывают 3 раза подряд. Какова вероятность 
того, что все 3 раза выпадет орел?

Решение.
Пусть Аь А2, Аз — вероятности выпадения орла в каждом из трех

подбрасываний. Эти события независимы и Р(Аі) = Р(А2) = Р(А3) = -.
2

Следовательно, Р (А^ с\А2 пА8) = -•—- = - = 0,125.
2 2 2 8

Ответ: 0,125.

Пример 8. В случайном эксперименте симметричную монету броса­
ют дважды. Найдите вероятность того, что орел выпадет ровно один раз.

Решение.
. Обозначим орел буквой О, решку буквой Р. Тогда возможны следую­

щие исходы: ОО, РР, ОР, РО. Значит, ^ = 4. Событию А = {выпал ровно 
один орел} благоприятствуют события ОР и РО. Значит, N(A) = 2.

Следовательно, Р(А) = —— = - =0,5.
N 4

Ответ: 0,5.

Пример 9. В случайном эксперименте монету бросили 3 раза. Какова 
вероятность того, что орел выпал ровно 2 раза?

Решение.
Элементарный исход Число орлов

ООО 3
ОРО 2
ООР 2
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Элементарный исход Число орлов
ОРР 1
РОО 2
РРО 1
РОР 1
РРР 0

Как видно из приведенной таблицы, всего исходов 8, т. е. N = 8.
Событию А = {орел выпал ровно 2 раза} благоприятствуют элементар-

ные события POO, OOP и ОРО (см. таблицу). Значит, N(A) = 3.
Таким образом, Р( А) = ~^^ = ~ = 0,375.

Ответ: 0,375.

Пример 10. В соревнованиях по легкой атлетике участвуют 3 спорт­
смена из Голландии, 5 спортсменов из Германии, 8 спортсменов из Кубы 
и 9 — из США. Порядок, в котором выступают спортсмены, определя­
ется по жребию. Найдите вероятность того, что спортсмен, который вы­
ступает последним, окажется из Кубы.

Решение.
Элементарный исход — спортсмен, который выступает последним. 

Таким может оказаться любой из спортсменов. Всего участвуют ^ = 3 + 
+ 5 + 8 + 9 = 25 спортсменов.

Событию А = {последний из Кубы} благоприятствуют только 8 исхо­
дов (столько, сколько всего участвует кубинских спортсменов).

Следовательно, Р(А) = ^^=^=0,32.

Ответ: 0,32.

Пример 11. В чемпионате Европы по боксу участвуют 20 спортсме­
нов: 6 из Германии, 8 из Франции, остальные из Италии. Порядок, в 
котором выступают спортсмены, определяется по жребию. Найдите ве­
роятность того, что боксер, выступающий первым, окажется из Италии.

Решение.
N = 20. Чтобы найти число элементарных событий, благоприят­

ствующих событию А = {первым выступает спортсмен из Италии}, нуж­
но подсчитать число спортсменов из Италии.

^А) = 20 - (8 + 6) = 6.
N(A) 6Следовательно, Р(А) = —^— = — = 0,3.

Ответ: 0,3.
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Пример 12. Вероятность того, что новая шариковая ручка пишет 
плохо (или вовсе не пишет), равна 0,12. Покупатель выбирает в мага­
зине одну такую ручку. Найдите вероятность того, что эта ручка пишет 
хорошо.

Решение.
Определим событие А = {выбранная ручка пишет хорошо}. Вероят­

ность противоположного события Р(А) = 0,12, тогда Р(А) = 1 - Р(А) = 

= 1-0,12 = 0,88.
Ответ: 0,88.

Пример 13. На итоговой аттестации по геометрии школьнику до­
стается один вопрос из списка экзаменационных вопросов. Вероятность 
того, что это вопрос по теме «Треугольник», равна 0,18. Вероятность 
того, что это вопрос по теме «Описанная окружность», равна 0,22. Во­
просов, относящихся одновременно к этим двум темам, нет. Найдите ве­
роятность того, что на экзамене школьнику достанется вопрос по одной 
из этих двух тем.

Решение.
Определим события: А = {вопрос на тему «Треугольник»}, В = {вопрос 

на тему «Описанная окружность»}. Как видно, события А и В несовмест­
ны, так как по условию в списке нет вопросов, относящихся к этим двум 
темам одновременно.

Событие С = {вопрос по одной из этих двух тем} является их объеди­
нением, т. е. С = А и В. Применяя формулу сложения вероятностей не­
совместных событий, имеем

Р(С) = Р(А) + Р(В) = 0,18 + 0,22 = 0,4.
Ответ: 0,4.

§ 5. Задание 5. Вероятность сложных событий

Пример 1. Телефон передает 8М8-сообщение. В случае неудачи те­
лефон делает следующую попытку. Вероятность того, что сообщение 
удастся передать без ошибок в каждой отдельной попытке, равна 0,88. 
Найдите вероятность того, что для передачи сообщения потребуется не 
больше двух попыток.

Решение.
Вероятность того, что для передачи сообщения потребуется одна 

попытка, равна 0,88, а вероятность того, что сообщение отправится со 
второй попытки, равна (1 - 0,88) • 0,88 = 0,12 • 0,88 = 0,1056, где 0,12 —
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вероятность того, что сообщение не отпроавится с первой попытки, 
а 0,88 — вероятность удачной отправки со второй попытки.

Искомая вероятность будет равна 0,88 + 0,1056 = 0,9856.
Ответ: 0,9856.

Пример 2. Симметричную монету бросают 8 раз. Во сколько раз ве­
роятность события «выпадает ровно 5 орлов» больше вероятности собы­
тия «выпадает ровно 4 орла»?

Решение.
Количество вариантов, при которых выпадает ровно 5 орлов, равно

5 _ 8 7>6-5>4
8 5!

Количество вариантов, при которых выпадает 4 орла, равно
р4 = т^

8-7 6.5.4.8 7.6-5 = 8 7-6-5-4 4!
5! ’ 4! 5-4! ’8-7-б"

4!
л Р(А)Следовательно, -^

= 0,8 (раза).
Ответ: 0,8.

Пример 3. Вероятность того, что электрический чайник прослужит 
больше года, равна 0,88. Вероятность того, что он прослужит больше 
двух лет, равна 0,8. Найдите вероятность того, что он прослужит мень­
ше двух лет, но больше года.

Решение.
Пусть событие А — «прослужит больше 1 года», событие В — «про­

служит больше 2 лет», событие С — «прослужит 1 < £ < 2».
Тогда А = В + С.
Р(А) = Р(В) 4- Р(С), откуда имеем
Р(С) = Р(А) - Р(В) = 0,88 - 0,8 = 0,08.
Ответ: 0,08.

Пример 4. На втором этаже университета установлены 2 одинаковых 
автомата, продающих кофе. Вероятность того, что к концу дня в автома­
те закончится кофе, равна 0,4. Вероятность того, что кофе закончится в 
обоих автоматах, равна 0,15. Найдите вероятность того, что к концу дня 
кофе останется в обоих автоматах.

Решение.
Определим события А = {кофе закончится в I автомате}, В = {кофе 

закончится во II автомате}. Согласно условию задачи Р(А) = Р(В) = 0,4 и 
Р(Ап В) = 0,15.

68



Найдем вероятность события по формуле сложения вероятностей 
АиВ = {кофе закончится хотя бы в одном из автоматов}:

Р(А и В) = Р(А) + Р(В) - Р(А п В) = 0,4 + 0,4 - 0,15 = 0,65.
Значит, вероятность противоположного события «кофе останется в 

обоих автоматах» будет равна 1 - 0,65 = 0,35.
Ответ: 0,35.

Пример 5. Для оплаты коммунальных услуг в магазине установлены 
два платежных автомата. Каждый из них может быть неисправен с ве­
роятностью 0,06 независимо от другого автомата. Найдите вероятность 
того, что хотя бы один автомат исправен.

Решение.
Вероятность противоположного события А = {оба автомата неисправны}.
Используя формулу умножения вероятностей независимых событий, 

имеем Р(А) = 0,06 • 0,06 = 0,0036.
Значит, вероятность события А = {хотя бы один автомат исправен} 

равна Р(А) = 1 - Р(А) = 1 - 0,0036 = 0,9964.

Ответ: 0,9964.

Пример 6. В ресторане имеется 5 сортов зеленого чая. Для проведе­
ния чайной церемонии требуется подать зеленый чай трех различных 
сортов. Сколькими способами бармен может выполнить заказ?

Решение.
Используем формулу С* =---Т-^—-, где п — число объектов, из кото- 

кІ(п-к)1

рых требуется выбрать ровно к различных объектов, С* — число сочета­

ний из п элементов по к.
Выражение пі = 1 • 2 • 3 • ... • п означает произведение всех натураль­

ных чисел от 1 до п включительно.
5! 5-4-3-2-1В нашем случае п = ѣ. к = 3. Тогда =—:------г =-------------- = Ю.

5 31(5-3)! 3 2 12 1

Значит, заказ можно выполнить 10 способами.
Ответ: 10.

Пример 7. В корзине лежат 8 красных и 6 зеленых шаров. Мальчик 
достает 2 шара одинакового цвета. Сколькими способами он может это 
сделать?

Решение.
Заметим, что если шары одинакового цвета, то они оба либо красные, 

либо зеленые, т. е. имеем взаимоисключающие варианты.
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В первом случае мальчику предстоит выбрать А = 2 красных шара из 
п = 8 имеющихся. Тогда число способов это сделать будет равно 

с2=_8!_=821М^24 = 28
8 2!(8-2)1 21-6-5-4-3-21

Во втором случае аналогично выбираем Л = 2 зеленых шара из п = 6 
и А А л2 6 • 5 • 4 • 3 • 2 • 1возможных. Число способов будет равно С« =----------------- =15.

8 21-4-3-21

Так как варианты с красными и зелеными шарами взаимоисключаю­
щие, то по закону сложения имеем X = 28 4- 15 = 43.

Ответ: 43.

Пример 8. Телефон передает ЭМв-сообщение. В случае неудачи те­
лефон делает следующую попытку. Вероятность того, что сообщение 
удастся передать без ошибок в каждой отдельной попытке, равна 0,6. 
Найдите вероятность того, что для передачи сообщения потребуется не 
больше двух попыток.

Решение.
Вероятность неудачной отправки будет равна 1 - 0,6 = 0,4, а веро­

ятность того, что для передачи сообщения потребуется не более двух 
попыток, равна сумме вероятностей того, что сообщение будет передано 
с первой попытки, и того, что сообщение будет передано со второй по­
пытки.

Следовательно, искомая вероятность равна
0,6 + 0,4 • 0,6 = 0,6 • (1 + 0,4) = 0,6 • 1,4 = 0,84.
Ответ: 0,84.

Пример 9. В магазине в одной коробке лежат вперемежку ручки с 
черными, синими или красными чернилами, одинаковые на вид. Поку­
патель случайным образом выбирает одну ручку. Вероятность того, что 
она окажется черной, равна 0,34, а того, что она окажется синей, равна 
0,47. Найдите вероятность того, что она окажется красной.

Решение.
Вероятность того, что ручка черная, синяя или красная, равна 1.
Тогда вероятность того, что ручка окажется красной, равна
Р = 1 - (0,34 + 0,47) = 1 - 0,81 = 0,19.
Ответ: 0,19.

70



§ 6. Задание 6. Простейшие уравнения

Здесь предлагается решить простейшие уравнения базового уровня 
которые подразделяются на несколько видов:

1) линейные, квадратные, кубические уравнения;
2) рациональные уравнения;
3) иррациональные уравнения;
4) показательные и логарифмические уравнения;
5) тригонометрические уравнения.

6.1. Линейные уравнения
Найдите корень уравнения.

4 2
Пример 1. —х = 14-.

5 5
Решение.
..2 14-5 + 2 72 4 72 ,14— =-----------=—, тогда получим —х =—, или 4х = 72, откуда

5 5 5 5 5
х = 72 : 4 = 18.

Ответ: 18.

Пример 2. -х = -^—.

Решение.
п2 9 7 + 2 65 5 65 с9—=-------- = —, тогда получим —х =------, или 5х = -65,

7 7 7 7 7

Ответ: -13.

3
ПримерЗ. 8—х = -7.

Решение.
о3 8-4 + 3 35 35 358—=---------= —, тогда получим —х = -7, откуда х = -7:—,

4 4 4 4 4
7 4х = -7—= -- = -0,8.

35 5
Ответ: -0,8.
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3 1
Пример 4. 18—х = -22-.

Решение.
„3 18 4 + 3 75 __1 22 2 + 1
Іо— —------------ — —• 22— —-------------

4 4 4 2 2
45 75 45—, тогда —х =----- , откуда

45 4
2 75

3-2 или х =------- 
1-5

= -1,2.

Ответ: -1,2.

6.2. Рациональные уравнения
Найдите корень уравнения.
_ е 2х + 9 ,
Пример 5.---------= 4.

х-3
Решение. 
2х + 9 = 4 • (х - 3), или 2х + 9 = 4х - 12, или 4х - 2х = 9 + 12, 
2х = 21, откуда х = 10,5. 
Ответ: 10,5.

н л 32 - 4х _Примерб.-----------= 5.
х + 1

Решение. 
32 - 4х = 5(х + 1), или 32 - 4х = 5х + 5, 32 - 5 = 5х 4- 4х, 27 = 9х, 
х = 27:9 = 3. 
Ответ: 3.

„ , х-10 о2Пример?. ---------= -2—.
х +1 3

Решение.

——— = --, или 3(х - 10) = -8(х + 1), или Зх - 30 = -8х - 8, 
х + 1 3

Зх + 8х = 30 - 8, Их = 22, х = 22 : И = 2.
Ответ: 2.

_ в 2-Зх о _ Примере.---------= 2,6.
2-х

Решение. 
26 13 2-Зх 13 о ч2,6 = — =—, тогда получим --------= —, или 5(2 - Зх) = 13(2 - х)
10 5 2 —х 5

или 10 - 15х = 26 - 13х, или 10 - 26 = 15х - 13х, 2х = -16, х = -8.
Ответ: -8.
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Найдите корень уравнения. Если уравнение имеет более одного 
корня, в ответе укажите меньший из них.

„ л 6
Пример 9. х =------ .

х-1
Решение.
х(х - 1) = 6, или х2 - х - 6 = 0, откуда по теореме, обратной теореме 

Виета, имеем хх = 3, х2 = -2.
Тогда х = -2 — меньший корень уравнения.
Ответ: -2.

И 4 А —Зх + 4Пример 10. х =--------- .
х “ 3

Решение.
х{х - 3) = -Зх + 4, или х2 - Зх + Зх = 4, х2 = 4, откуда х1( 2 = ±2.
Тогда х = -2 — меньший корень уравнения.
Ответ: -2.

Найдите корень уравнения. Если уравнение имеет более одного 
корня, в ответе укажите больший из них.

_ Л Л —Зх +1Пример 11. х =--------- .
х — 3

Решение.
х(х - 3) = -Зх 4- 1, или х2 - Зх = -Зх 4- 1, х2 = 1, 
откуда Хі)2 = ±1, тогда х = 1 — больший корень. 
Ответ: 1.

_ 4х + 14Пример 12. х =----------- .
X 4- 5

Решение.
х(х + 5) = -(4х 4- 14), или х2 + 5х + 4х + 14 = О, 
х2 4- 9х 4-14 = 0, откуда Хі = -2, х2 = -7.
х = -2 — больший корень уравнения.
Ответ: -2.

_ 6 + 5хПример 13. х =-------- .
1 + 2х

Решение.
х(1 + 2х) = 6 4- 5х, или х 4- 2х2 - 5х - 6 = 0, или
2х2 - 4х - 6 = 0, х2 - 2х - 3 = 0, Хі = 3, х2 = -1.
Значит, х = 3 — больший корень.
Ответ: 3.
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6.3. Квадратные уравнения
Найдите корень уравнения. Если уравнение имеет более одного 

корня, укажите меньший из них.
Пример 14. х2 - 6х + 5 = 0.
Решение.
По теореме, обратной теореме Виета, имеем хг = 1, х2 = 5.
х = 1 — меньший корень.
Ответ: 1.

Пример 15. 5х2 4- 6х - 11 = 0.
Решение.

с 11Так как 5 + 6 - 11 = 0, то хх = 1, тогда х2 = —=----- = -2,2.
а 5

Значит, х = -2,2 — меньший корень уравнения.
Ответ: -2,2.

Найдите корень уравнения. Если уравнение имеет более одного 
корня, укажите больший из них.

Пример 16. х2 + 14х 4- 48 = 0.
Решение.
По теореме, обратной теореме Виета, имеем хг = -6, х2 = -8.
Тогда х = -6 — больший корень уравнения.
Ответ: -6.

Пример 17. Зх2 + 32х + 80 = 0.
Решение.
Р/4 = 162 - 3 • 80 = 16 = 42 > 0,

-16 ±4 , 20
*1,2=—£—» Хі = -4, Х2=- —.

х = -4 — больший корень уравнения.
Ответ: -4.

Пример 18. 14х2 - 5х - 1 = 0.
Решение.
П = 25 - 4 • 14 • (-1) = 25 + 56 = 81 = 92 > 0, 

5±9 1 1х, о =------ , х, =—, х2= —= 0,5.28 1 7 2 2
х = 0,5 — больший корень уравнения.
Ответ: 0,5.
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6.4. Иррациональные уравнения

Найдите корень уравнения.

Пример 19. 716 + 3х=5.
Решение.
Возведем обе части уравнения в квадрат:
16 + Зх = 25, Зх = 25 - 16, Зх = 9, х = 9 : 3 = 3.
Ответ: 3.

Пример 20. Ѵ-2-9х =4.
Решение.
-2 - 9х = 16, 9х = -2 - 16, 9х = -18, х = -2.
Ответ: х = -2.

_ 5 1Пример 21. А-----------=-.
Шх + 26 5

Решение.

------ -----=—, или Их + 26 = 125, Их = 99, х = 9.
Их + 26 25
Ответ: 9.

Найдите корень уравнения. Если уравнение имеет более одного 
корня, укажите меньший из них.

Пример 22. Ѵ7х-6 = х.
Решение.
ОДЗ: х > 0.
Возведем обе части уравнения в квадрат: 7х - 6 = х2, или х2 - 7х 4- 6 = 0, 

откуда находим Хі = 1, х2 = 6. Оба корня удовлетворяют ОДЗ, значит, 
являются корнями исходного уравнения.

Тогда х = 1 — меньший корень уравнения.
Ответ: 1.

Пример 23. Ѵ42-х = -х.
Решение.
ОДЗ: х < 0.
42 - х = (-х)2, или х2 + х - 42 = 0, откуда Хі = -7, х2 = 6. Корень х = 6 

не удовлетворяет ОДЗ.
Значит, х = -7 — единственный корень исходного уравнения.
Ответ: -7.
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Пример 24. ЪІх + б = х +1.

Решение.
0ДЗ:х>-1.
16(х + 6) = (х + I)2, или 16х + 96 = х2 + 2х + 1, или х2 - 14х - 95 = О, 

откуда находим хх = -19, х2 = 5. Так как по ОДЗ х > -1, то х = 5 — един­
ственный корень уравнения.

Ответ: 5.

_ /б — 2х гт
Пример 25. А--------= Ѵ2.

ѵ 5 + х
Решение.
п * 6 - 2х оВозведем обе части уравнения в квадрат: --------= 2, или

5 + х
6 - 2х = 2(5 + х), 6 - 2х = 10 + 2х, 6 - 10 = 2х + 2х, 4х = -4, х = -1.
Ответ: -1.

Найдите корень уравнения. Если уравнение имеет более одного 
корня, укажите больший из них.

Пример 26. 4х=х-2.

Решение.
ОДЗ: х - 2 > 0, т. е. х > 2.
х = (х - 2)2, или х2 - 4х + 4 = х, или х2 - 5х + 4 = 0, откуда хх = 1, 

х2 = 4. Так как х > 2, то корень х = 1 не удовлетворяет ОДЗ.
Значит, х = 4 — единственный корень исходного уравнения.
Ответ; 4.

Пример 27. Ѵбх + 7 =4х-7.

Решение.
7 

ОДЗ: 4х - 7 > 0, т. е. х>-.

6х + 7 = (4х - 7)2, или 6х + 7 = 16х2 - 56х + 49, или 
16х2 - 62х + 42 = 0, или 8х2 - 31х + 21 = 0, 
В = 961 - 4 • 8 • 21 = 961 - 672 = 289 = 172 > 0,

Х1,2 _
31±17 

16
, откуда Хі = 3, х2 = 14

16
7
8*

ОДЗ удовлетворяет корень х = 3.
Ответ: 3.
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6.5. Показательные уравнения

Найдите корень уравнения.

Пример 28. 4 д+х=16.
Решение.
Так как 16 = 42, то получим 4'9+х =42, или -9 + х = 2, откуда х = 11.
Ответ: 11.

Пример 29. 37х=27.

Решение.
37-х = З3, или 7 - х = 3, откуда х = 4.

Ответ: 4.

= 16,

Решение.

Так как - = 4Ч и 16 = 42, то получим (4-1)1+5 =42, или 
4

-(х + 5) = 2, х + 5 = -2, х = -7.
Ответ: -7.

Пример 31. ^^ = 256 х.

Решение.

— = 16-1, 256 = 162.
16
Получим уравнение (16-1)3-х = (162)“ж, или -(3 - х) = -2х,
3 - х = 2х, Зх = 3, х = 1.
Ответ: 1.

Пример 32. 24-х = 0,4 • 54-х.
Решение.
Разделим обе части уравнения на 54-ж# 0.
^2У’Х 4 2

— =—, или — =—, т. е. 4 - х = 1, х = 3.
<5; 10 5
Ответ: 3.
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Пример 33. 93 * =\/з.

Решение. 
1 1

Так как 9 = З2 и 7з=32, то получим уравнение (32)3-х=32, или

2(3-х)=-, 3-х=-, х = 3 — = 2,75. 
2 4 4

Ответ: 2,75.

6.6. Логарифмические уравнения

Найдите корень уравнения.

Пример 34. log3 (4 + х) = 1.
Решение.
По определению логарифма получим 4 + х = 31,х = 3- 4 = -1. t 
Ответ: -1.

Пример 35. log4 (-2 + х) = 0.
Решение.
-2 + х = 4°=1,х= 1 + 2 = 3.
Ответ: 3.

Пример 36. log1(6-x) = -l.
3

Решение.

6 - х = 3, откуда х = 6 - 3 = 3.

Ответ: 3.

Пример 37. log6 (5 - х) = 4 loge 2.
Решение.
Так как 4 log6 2 = log6 24 = log6 16, то получим log6 (5 - х) = log6 16, 

откуда 5 - х = 16, х = 5 - 16 = -11.
Ответ: -11.

Пример 38. log! (2-х) = -3.
3

Решение.

2-х = — , или 2 - х = 27, откуда х = 2 - 27 = -25.
v 3 )

Ответ: -25.
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Пример 39. logx _ з 25 = 2.
Решение.

ОДЗ: х - 3 > О, 
х-3^1;

х>3, 
х*4.

По определению логарифма получим (х - З)2 = 25, или х - 3 = ±5.
Так как х > 3 (по ОДЗ), тох-3 = 5. х = 8 — корень уравнения. 
Ответ: 8.

6.7. Тригонометрические уравнения

Найдите корень уравнения. В ответе запишите наименьший по­
ложительный корень.

_ я(Х + 1) 1Пример 40. cos—------- = -.
3 2

Решение.

= ±arccos— + 2яп, п е Z.
3 2

7t(x 4" 1) Л—------- = ±— + 2пп, х 4- 1 = ±1 4- 6п, откуда xt = 6п, и g Z, х2 = 6п - 2,
3 3

п е Z.
При п = 1, х = 4 — наименьший положительный корень уравнения.
Ответ: 4.

_. я(4х - 5)Пример 41. cos-^—-

Решение.
тг(4х - 5) , ------------= ± arccos

4
+ 2о, п е Z.

л(4х-5) J о—-------- = ± я— +2яп,4 I 4)
4х - 5 = ±3 + 8n, п е Z.
1) 4х - 5 = 3 + 8п;

4х = 8 + 8п;
х = 2 4- 2п.

При п = 0, х = 2.

я(4х-5) , Зя п—------- - = ±— + 2яп,
4 4

2) 4х - 5 = -3 + 8п;
4х = 2 4- 8п;
х = 0,5 4- 2п.

При п = 0, х = 0,5.
Значит, х = 0,5 — наименьший положительный корень уравнения.
Ответ: 0,5.
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Найдите корень уравнения. В ответе запишите наибольший от­
рицательный корень уравнения.

_ л(2х + 8) ,Пример 42. cos-5-^—- = -1.

Решение.
л(2х + 8)------------= л 4- 2пп, п е Z.

3
2х 4- 8 = 3 4- 6п, 2х = 6п - 5, откуда х = Зи - 2,5, п е Z.
При и = 0, х = -2,5 — наибольший отрицательный корень уравнения.
Ответ: -2,5.

Пример 43. sin—----- - = —.
6 2

Решение.

----------= (—il — + ЦП. п & 
6----------6

х - 1 = (-1)п 4- 6п, п е Z.
1)п = 2k — четное, тогда х - 1 = 1 4- 6п, х = 2 4- 6п, откуда х = -4 при 

п = -1;
2) n = 2fe 4-1 — нечетное, тогда х - 1 = -1 4- 6(2Л 4-1), или х = 6 4- 12Л, 

k е Z. При k = -1, х = -6.
Значит, х = -4 — наибольший отрицательный корень.
Ответ: -4.

_ . л(2х-5) .Пример 44. sin-^—- = -1.

Решение.
^^—- = -- 4- 2лп, п g Z. 

4 2
2х — 5 = —2 4- 8п, 2х = 3 4- 8п, откуда х = 1,5 4- 4n, п е Z.
При п = -1, х = -2,5 — наибольший отрицательный корень.
Ответ: -2,5.

Пример 45. tg^-^ = -l.
4

Решение.
л(х-2) л ,----------  = 4- ПП, Л G Z. 

4-----4
х - 2 = -1 4- 4п, х = 1 4- 4n, п е Z.
При п = -1, х = -3 — наибольший отрицательный корень.
Ответ: -3.
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Пример 46. сое  ------- =—.
3 2

Решение.
„ 2 1 + соэ2аИзвестно, что сое а =------------ , тогда получим уравнение

2
2л(х + 1) 

08 з 1 2я(х+1) . 2я(х + 1) и х _
2 2 3 3 2

1
4(х + 1) = 3 + 6п, откуда х =------- , п е Z.

4
При п = 0, х = -0,25 — наибольший отрицательный корень уравнения.
Ответ: -0,25.

„ • 2^-4) 1Пример 47. sin —----- - = —.
3 2

Решение.
„ . я l-cos2aИзвестно, что sin a =------------ , тогда получим уравнение

2
„ 2л(х-4)

08 3 1 2л(х-4) п 2л(х-4) я ^ .
--------------^-----=—, или cos— ------ - = 0, ------------= — + ЯП, п е Z.

2 2 3 3 2
4(х - 4) = 3 + 6п, 4х = 19 + бп, х = ^^ --, п е Z.

При и = -4 получим
19-24 5 . Л „х =--------- = — = -1,25 — наибольший отрицательный корень урав-

4 4
нения.

Ответ: -1,25.

§ 7. Задание 7. Вычисления и преобразования

Задания этого раздела подразделяются на несколько видов:
1) преобразования числовых рациональных выражений;
2) преобразования алгебраических выражений и дробей;
3) преобразования числовых буквенных иррациональных выражений;
4) действия со степенями;
5) преобразования логарифмических выражений;
6) преобразования числовых буквенных тригонометрических выра­

жений.
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7.1. Преобразования числовых рациональных 
выражений

Пример 1. [5-+-|-120.
\ 3 8 у

Решение.
I способ

,,с28 З'1 -2-8 + 3-3 Л6 + 9 с25 .1
1) 5- +— =5------------ = 5--------= 5— = 6—.

3 8 24 24 24 24

2) 6—120 = | 6 + —|120=6 -120+ — 120 = 720 + 5 = 725.24 I 24 24
Ответ: 72^.

II способ

| 5—+ —| -120 = 5—• 120 + —• 120 = — • 120 + 3 • 15 = 17 • 40 + 45 =
< 3 8^ 3 8 3

= 680 + 45 = 725.
Ответ: 725.

Пример 2.
1 5 А

3--- -200.2 8^

Решение.
1 7 5

3--- 200 = --200-- 2002 8J 2 8 = 7 • 100 - 5 • 15 = 700 - 75 = 625.

Ответ: 625.

Пример 3. 7^ + 2^ 1-1,2.
2 3^

Решение.
I способ

и71+21=93±2=95 
2 3 6 6

2) 9-1,2= 9 + - 1,2 = 91,2+ -1,2= 10,8 + 5 • 0,2 = 10,8 + 1 = 11,8.6 I 6

Ответ: 11,8.
II способ

| 7^ + 2Я -1,2 = —1,2+-1,2 = 15 • 0,6 + 7 • 0,4 = 9 + 2,8 = 11,8.
2 з; 2 3

Ответ: 11,8.
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Решение.

2y-3^J 21.

I способ

^3^21 = ^-^
I 7 5J 5 J •21= — 21- —-21= 19-3- 

7 5
*6.21
10

= 57 - 3,6 • 21 = 57 - 75,6 = -18,6.
Ответ: -18,6.

II способ

1)25_зЗ = (2+^-ГзД>2-8Л-’-7 5 7Д 5j 7 5

АЛ=Л
35 35" 35’

31 31.3_ 93_ 186_
л)---- й! =------ =----=----- = —lo,0.

35 5 5 10
Ответ: -18,6.

25-21
35

Г 5Пример 5. I 2—

Решение.
2--3^ = —- —= ?ЬЁ = _11

6 5 6 5 " 30 ” 30’
11. 5 = 11 96 1132 1116 176^ 7 04
30’96 30 5 10-5 25 " 25

Ответ: -7,04.

7.2. Преобразования алгебраических выражений 
и дробей

Пример 6. (7х - 16)(7х + 16) - 49х2 - 4х + 25 при х = 80.
Решение.
(7х - 16)(7х + 16) - 49х2 - 4х + 25 = 49х2 - 256 - 49х2 - 4х + 25 = 

= -4х-231.
При х = 80 получим -4*80- 231 = -320 - 231 = -551.
Ответ: -551.
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_ _ (13а)2-13а
Пример 7. - ----- Ц------- .

13а2-а
Решение.
(13а)2-13а = ІЗа(ІЗа-І)

13а2 - а а(13а -1)
Ответ: 13.

_ _ 16х2-9 ,
Примере.-------------- 4х.

4х + 3
Решение.
16х2-9 . (4х-3)(4х+3) . . о . ,
------------- 4х = --------- - --------- — 4х = 4х - 3 - 4х = -3.

4х + 3 4х + 3
Ответ: -3.

а х(4 — х)Пример 9. Найдите р(х) 4- р(4 - х), если р(х) = —------- при х * 2.

Решение. 
і х *(4-х) (4-х)(4-(4-х)) х(4-х) (4-х) хр(х) + р(4 - х) = -і—— А / = ------

х-2 (4-х)- 2 х-2 2-х
_х(4-х) х(4-х) 0

х-2 х-2
Ответ: 0.

п тт - * 4х+5у .Пример 10. Найдите значение —, если--------— = 1. 
у 5х + 4р

Решение.
„ 4х+5у . г г х .Если--------— = 1, то 4х + оу = 5х + 4у, откуда у = х, тогда — = 1. 

5х + 4у у

Ответ: 1.

Пример 11. Найдите значение выражения 23х - Зу + 20, если
Зх-8у + 6 7
7х-2у + 6

Решение.
Если ——ЗУ + б _ ^ то Зх - 8у + 6 = 7(7х - 2у + 6), или 

7х-2у+ 6

46х - бу + 36 = 0, или 23х - Зу + 18 = 0, тогда
23х - Зу 4- 20 = (23х - Зу 4- 18) 4- 2 = 0 + 2 = 2.

Ответ: 2.
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16х2 +у2-(4х-у)2
Пример 12. -----------—------- —.

ху
Решение.
16х2 + у2- (16х2 - 8ху + у2) = 8ху^ = 8 

ху ху
Ответ: 8.

п 4 о (Х + 6у)2 -X2- 36у2
Пример 13. - ------ —-------------- —.

Зху
Решение.
х2 + 12ху + 36у2 -х2 - Збу2 _ 12хі/ _ 

Зху Зху
Ответ: 4.

пример 14. (^-2У)г-(5х+2^ 

Зху
Решение.
25х2 - 20ху + 4у2 -(25х2 + 20ху + 4у2) _ -40ху _ $ 

Зху 8ху
Ответ: -5.

Пример 15. Известно, что бх 4- 2у = 11, Юз -I- 4у = 13. Найдите зна­
чение выражения Зх + Зу + 5г.

Решение.
Складывая почленно данные равенства, получим 
бх 4- бу + Юг = 24, или Зх + Зу + 5г = 24 : 2 = 12. 
Ответ: 12.

Пример 16. Найдите значение выражения 2х + Зу, если 2х - 7у = 19, 
бх - у = 29.

Решение.
Вычитая из II равенства I, получим бх - у - (2х - 7у) = 10, или 

4х + бу = 10, откуда 2х 4- Зу = 10 : 2 = 5.
Ответ: 5.

Замечание. Данные равенства можно решить как систему линейных 
уравнений.

Пример 17. Найдите значение выражения 7р(а) — 63а + 29, если 
р(а) = 9а - 4.
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Решение.
7р(а) - 63а + 29 = 7(9а - 4) - 63а + 29 = 63а - 28 - 63а + 29 = 1.
Ответ: 1.

Пример 18. Найдите значение выражения р(х - 3) - р(х + 3), если 
р(х) = 5х.

Решение.
р(х - 3) - р(х + 3) = 5(х - 3) - 5(х + 3) = 5х - 15 - 5х - 15 = -30.
Ответ: -30.

7.3. Преобразования числовых 
иррациональных выражений

Пример 19. Л132-1122.

Решение.
71132-1122 = ^(113-112X113+112) = 71-225=15.

Ответ: 15.

Пример 20. 79622-7202.

Решение.
79622-7202 = 7(962-720X962 + 720) = 7242-1682 = 72-121-2-841 = 

= 2 • 11 • 29 = 638.
Ответ: 638.

Пример 21.
262-102

25
Решение.

/262 -102 У(26-10)(26 + 10) 716 36 4 6 24
у 25 ~ 5 “ 5 “ 5 “ 5

Ответ: 4,8.

„ (б71о)2

Пример 22.

Решение.
(б71о)2 36 ю

18 18
Ответ: 20.
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Пример 23.

Решение.
1 1

53 -б6
I

52

1 1 
5з+б

Г"
б2

з
£

1
52

^=1.

б2
Ответ: 1.

Пример 24.

Решение.
^^“5^ = = ^4 16 = ^22-24 = V? = 2

V 5
Ответ: 2.

Пример 25. Й6-Й6.

Решение.
11 3 1 1

Й6 • ^36 = 363 • Зб6 = 36з+б = 366 = 362 = (62)2 = 6.

Ответ: 6.

Пример 26. 13 Й9 Й9.

Решение.
11 11 1 1

13 </49 </49 = 13-493 496 = 13 49з+в =13-492 =13 (72)2 = 13 • 7 = 91.

Ответ: 91.
„ „ 72,4 -74,8
Пример 27. ——=—.

Т0Д8

Решение.
72~4-7^8 _ /24-48 _ /24 24 24

ТсЩ V 18 V 9 ~ 3

Ответ: 8.
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7.4. Преобразования буквенных 
иррациональных выражений

Пример 28. а + 4а^-6а + 9 при а < 3.

Решение.
а + 4а2 -6а+ 9 = а + у/(а-3)2 = а + |а - 3|.

Так как по условию а < 3, то |а - 3| = 3 - а, тогда а + |а - 3| = 
= а + 3- а = 3.
Ответ: 3.

Пример 29. ^(а - 4)2 + ^(а -13)2 при 4 < а < 13.

Решение.
Так как 4 < а < 13, то у/(а-4)2 + ^(а-\3)2 =

= |а - 4| + |а - 13| = а - 4 - (а - 13) = а - 4 - а 4-13 = 9.
Ответ: 9.

_ ъ4х+з з4х
Пример 30. —------- —.

у/х X
Решение.
6у[х + 3 Зу/х л 3 3 _
---- т=------------ = 6 + -т=—= = 6.

у/х X у/х у/х
Ответ: 6.

_ 3>/х вТх+З . е о
Пример 31.---------------7=----- 1- Их - 5 при х = 3.

X у/х

Решение.
зТх _8>/х + 3 + 11х_5=3 _8_ 3 +11х 5 = 11х13

X у/х у/х у/х

При х = 3 получим 11’3-13 = 20.
Ответ: 20.

Пример 32. ^(7 + х) + ^(7 - х), если ^(х) = у/х + у/х-14.

Решение.
^7 + х) + ^7-х) = ^7 +Ух+7^14 +%7-х + %7-х-14 — 

= Ух + 7 + у!х-7 - \lx-7-^х+7 =0.

Ответ: 0.
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Пример 33. -7=—,= при а = 512.

Решение,
1
3 1_1_± 6-3-1 2 1

= 1° I =Д3 6 18 = Д 18 =а18=а9.

а® а18
При а = 512 = 2 • 256 = 2 • 162 = 2 • (24)2 = 2 • 28 = 29 получим

1 1
а«=(2’)’=2.

Ответ: 2.

„ 19^5-11^
Пример 34. ------------1=-------при х > 0.

Решение.
19^-11^ И1^-!!1^ _ 8^

44Ж 412\/х 412^х

Ответ: 2.

Пример 35. при а > 0.

Решение.

Ответ: 6.

„ 712Ж
Пример 36. г при Ь> 0.

Решение.
У121У& 11^^11

г1^ ' г1^ ' 2
Ответ: 5,5.
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7.5. Вычисление значений степенных выражений

Пример 37. 6“-36 • 36°-32.
Решение.
00,36.300,32 = 00,36 . (02)0,32 = 00,36.00,64 = 00,36 + 0,64 = 01 = 0.
Ответ: 6.

Пример 38. 89 -6418.
Решение.
1А1 А 1 ё 1 ё

89 -6418 =89 (82)18 =89-89 = 899 = 81 =8.

Ответ: 8.

Пример 39. 45 ■

Решение.
23,5 . дб,5 23,5 _ дб,5 дб,5-4,5 g2 g

^5 = 24,5 $4,5 = 24.5-3,5 = = 2

Ответ: 4,5.

Пример 40.
ґ і і у з3-з4
< ^3 ,

Решение.

Ответ: 3.

Пример 41. 0,87 57 207.
Решение.

0,87 -5’ -207 = (0,8-52-206)7 = — 52 -20е = (20-20е)7 =(207)7 = 20. 
\ 5 J

Ответ: 20.

Пример 42. 29 * 259 : 507.
Решение.
«=(2^=501 500

507 507 507
Ответ: 2500.
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Пример 43. 210 ■ 911: 18й.
Решение.
лЮ л11 п10 л11 пЮ д11

= = = 22 • 93 = 4 • 729 = 2916.
188 (2 -9)8 28 98

Ответ: 2916.

Пример 44. З9 ■ 710 : 21е.
Решение.
п9 ^10 п9 «10
—7- = ^Д- = 3 • 72 = 3 • 49 = 147.

21’ 38-78
Ответ: 147.

Пример 45. 48 • 1217 : 4847.
Решение.
4В121’ 48-1

484’ ” 4’ “ ’
Ответ: 4.

Пример 46. II4 • 254 : 2753.
Решение.
II4 254 (11-25)4 2754

2753 2753 2 753
= 275.

Ответ: 275.

Пример 47. б'й+в .й-з-Тб

Решение.
5й<«.5^ _ 5^+в-з-75 = 56-3 = 53 = 125.

Ответ: 125.

Пример 48. у'®*7

Решение.
>^■'/13+7 . 1^—4-713 _^^13+7—4—713 _ 1^7 — 4 _  ^3 — 343

Ответ: 343.
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7.6. Действия со степенями

„ « 17(х8)5+1О(х10)3Пример 49. —5—-—пгт——-
(Зх10)3

Решение.
17(х6)3 + 1О(х10)3 _ 17х3° + 10х3° _ 27Х30

(Зх10)3 ' 27Х30 - 27Х30 -

Ответ: 1.

Г, » а6»-8 32
Пример 50.------гт~гт'

(4а)3»-3 а2»’5

Решение.
а^Ь* 32 _ 32а5»-8 о’^.^пе

(4а)3»-3' а2»-5 " 64а3»-3 а2 -д5 " га5»-8 ” 2 ” ’

Ответ: 0,5.

х5 -хв 
Пример 51. —=— при х = 3.

X

Решение.

^^- = х5*8'7 = х4 = З4 = 81.
X

Ответ: 81.

х• х$ 
Пример 52. ----- — при х = 4.

х
Решение.

х * = = х3 = 43 = 64.
X

Ответ: 64.

4.1. Преобразования числовых логарифмических 
выражений

Пример 53. 41овг6.

Решение.
^10^2 6 ^^а8®2 =41ов436 -20

Ответ: 36.
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Решение.

Пример 54. гэ'08'7®.

2®8 =8.
Ответ: 8.

Пример 55. 16 • 10lg2.
Решение.
16-10^2 = 16-2 = 32.
Ответ: 32.

Пример 56. log2 0,25.
Решение.
log2 6,25 = log21=log2 2-2 = -2.

Ответ: -2.

Пример 57. logÆ|.

Решение.
log^| = log , 5’1 = -1 • 2 • logo 5 = -1 • 2 = -2.

5 52

Ответ: -2.

Пример 58. Iogj25.
Решение.
log2 25 = (log6 б2)2 = (2 logs б)2 - (2 • I)2 - 4.

Ответ: 4.

Пример 59. logo 616.

Решение.
( л2 

log2 616= logl24 = (-4)2 = 16.
к 2 J

Ответ: 16.

Пример 60. log3! 4.
io

Решение.
log\ 4 = (log4_24)a =f-i 1^1 = -| =-0,125.

16 к 7 »

Ответ: -0,125.
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Пример 61. ^log381.

Решение.
71ов381 = 7108з34= Лл = 2.

Ответ: 2.

Пример 62. 1110^4.

Решение. 
ц1ов7П4 =ц1огп42 =42 =16.
Ответ: 16.

Пример 63. ^гв412^

Решение.
41овм125 = 4Ь«4з 5я = 410в4 5 = д

Ответ: 5.

Пример 64. log16log2781.

Решение.

logie log27 81 = log 16 (log33 З4) = log jq 
9 9 9

114
-41oga3 =logi,-=

=4i!H=o’5'

Ответ: 0,5.

Пример 65. log2log^9.

Решение.

log2 log /3 9 = log21 log ! 32 = log2 (2 • 2 • log3 3) =
к з2 7

= Ц2 22 = 2.
Ответ: 2.

1
Пример 66. в!"*'9.

Решение.
1

= g 11о®о4 = 8ilog’iie = 16.
Ответ: 16.
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Пример 67. 2541°g’9.

Решение.
-log59 2-log6 9 -log5 9 —-21ogs3 ,

254 =5 4 =52 = 52 =510вб3=3.

Ответ: 3.

H log6125Пример 68. ------ .
log6 5

Решение.
log6125 logS53 31og65 3
loge 5 loge5 loge5

Ответ: 3.

n 2log02l6Пример 69.--------- —.
log0,232

Решение.
210^2^_ ÎZlogo^j^_ 2^2|^^ 1 6
log0232 log0225 51og0>22 5

Ответ: 1,6.

Пример 70. log6 9 * log3 36.
Решение. 
log6 9 • log3 36 = log6 32 • log3 62 = 2 log6 3 • 2 1°&3 6 = 4(log6 3 • log3 6) =

= 4-1 = 4.
Ответ: 4.

Пример 71. (1 - log3 18)(1 - log6 18).

(1 - log3 18)(1 - loge 18) = (1 - 10g3 3 - log3 6)(1 - loge 6 - loge 3) -
= (1 - 1 - log3 6)(1 - 1 - loge 3) = -log3 6 • (-loge 3) = 10g3 6 • loge 3 = 1.

Ответ: 1.

Пример 72. log3135
3 + log3 5

Решение.
log3135 _ log3(27-5) = log327 + log35 _ log3 33 + log3 5 = 3 + log35
3 + log35 3 + log35 3 + log35 3 + log35 3 + log35
Ответ: 1.
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Пример 73. ^2^ +iog о,2.
log27

Решение.
^+log70,2 = log75+ log7 0,2 = log7 (5 • 0,2) = log7 1 = 0.
log27

Ответ: 0.

4
3 9’

Пример 74. log3 4-4 log3 2 + log

Решение.
4 4

logs 4-4 logs 2 + log8- = logs 4 - log8 24 + log8-=

=141 (M) °logi I=log’3-2=~2,
Ответ: -2.

7.8. Вычисление значений 
тригонометрических выражений

Пример 75. tg а, если sina = -y= и а є I л; ~

Решение.
Известно, что l + ctg2a = —^5—, тогда l + ctg2a = -J- = —, откуда 

sin a » 9
10

+ 2 10 - 1 . Jctgza = --l = -, ctga = ±-.

Поскольку a — угол III четверти, то ctg a > 0, значит, ctga = — и 
3

tga = 3.

Ответ: 3.

Замечание. Можно было найти cos а, а затем tg а.

Пример 76. 6\/2sina, если cosa = —— иа є f—; л

Решение.
sin а = ±Vl-cos2a.
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Так как а — угол II четверти, то sin а > 0, тогда 
. ■ L Г 17 Г^ 2s/2 

sina = Jl- — —=----- .V I V 9 3

Значит, 6>/2sina = 6>/2' —= 8. 
3

Ответ: 8.

Пример 77. 5 cos 2a, если sin a = -0,4.
Решение.
Известно, что cos 2a = 1 - 2 sin2 a, тогда cos 2a = 1 - 2 • (-0,4)2 =

= 1-2 0,16 = 1-0,32 = 0,68.
Значит, 5 cos 2a = 5 • 0,68 = 3,4.
Ответ: 3,4.

_ __ 15 sin8a . . Л .
Пример 78. ------------- , если sin 4a = -0,8.

2cos4a
Решение. 
15sin8a 15-2sin4acos4a in = = 15 sin 4a = 15 • (-0,8) = -12. 
2 cos 4a-------- 2 cos 4a

Ответ: -12.

Пример 79. ctg2 a, если 17 sin2 a + 12 cos2 a = 13.
Решение.
Так как cos2 a = 1 - sin2 a, то данное равенство преобразуется к виду 

17 sin2 a + 12(1 - sin2 a) = 13, или 5 sin2 a = 1, sin2a = -.
5

Известно, что l + ctg2a =—у-, тогда получим 1 4- ctg2 a = 5, откуда 
sin a

ctg2 a = 4.
Ответ: 4.

h 4cosa-7sina , „Пример 80. --------------------- , если tg a = -2.
3sina-4cosa

Решение.
I способ

n sin a o «Если tg a = -2, to-------= -2, откуда sin a = -2 cos a.
cos a

m 4cosa-7(-2cosa) 18cosa , _Тогда получим--------------------------  =------------ = -1,8.
3 -(-2 cos a)-4 cos a -10 cos a

Ответ: -1,8.
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II способ

Разделим числитель и знаменатель дроби на cos a * 0. Получим 
4-7tga 4-7(-2)_4 + 14 18 = 
3tga-4”3(-2)-4 -10 "-10“ ’ '

Ответ: -1,8.

(5л । । Зл----- а , если sin а = 0,6 и а е л; —
2 у к 2

Решение.
. f 5л X Л ^Т"sin----- а = cos а = ±vl-sin а.I 2 J

Так как a — угол III четверти, то cos a < 0, тогда
cos a = -71-0,36 = ~То^64 = -0,8.

Ответ: -0,8.

(7п )Пример 82. tg — + а , если tg а = 0,4. 
)

Решение.

tg 4л— + а = tg 4л- —а
к 2 у I > 12

= -tg — а = -ctg а = 
v 2 у

tga 0,4 2

Ответ: -2,5.

। Зл । 2Пример 83. 6 cos (а - 5л)-13вт1 —-а I, если cosa = -y

Решение.

6cos(a-5n)-13sin а = 6 cos (5л - а) - 13sin------ а 
к----------------- \ 2

( 2)= -6 cos a 4- 13 cos a = 7 cos a = 7- — = -2.

Ответ: -2.

7.9. Преобразования числовых 
тригонометрических выражений

_ __ 4sin21°cos21°Пример 84.------------------------
sin42°
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Решение.
4sin21°cos21° 2(2sin21° cos21°) _ 2sin42° 

sin 42° sin 42° sin 42°
Ответ: 2.

Пример 85.
29sinl06°cosl06° 

sin212°
Решение.
29sinl06o cosl06° 14,5(2sinl06o cosl06°) _ 14,5sin212° 

sin212° sin212° sin212°
Отвёт: 14,5.

Пример 86.
18sinl6°sin74° 

sin 32°
Решение.
Так как sin 74° = sin (90° - 16°) = cos 16°, то получим выражение 

18sinl6°cosl6° _ 9(2sinl6°cosl6°) = 9sin32° _
sin32° sin32° .sin32°

Ответ: 9.

н 33 cos 87° cos 177°Пример 87.-------------------------- .
sin 354°

Решение.
33cos87°cos 177° _ 33cos87°cosl77° _ 33cos87° _ 33cos87°

sin354° " 2sinl77°cosl77° ” 2sinl77° ” 2sin(90° + 87°)

33cos87° 33 
2cos87° 2
Ответ: 16,5.

„ 13(sin213°-cos213°)
Пример 88. —----------------- --------- -.

cos26°
Решение.
13(sin213°-cos213°) -13(cos213°-sin213°)

cos26° cos26°
= -13cos(2 13°) = -13cos26° = 

cos26° cos26°
Ответ: -13.

Пример 89. ----- r— ——. 
( 31^ . 27л cos sin  

4----------4
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Решение.
_ ( 31л А 31л Го лА л 1Поскольку cos-------= cos-------= cos 8л =COS—= “7= иI 4 j 4 l4j 4^/2

. 27л . L . я 1 2 2 .sin----- = sin 7л— = sin—= -?=■, то получим —---- — = —= 4.4 4j 4 ^2 I
72 4/2 2

Ответ: 4.
_ 26sin403°Пример 90.---------------- .

sin43°
Решение.
26sin403° 26sin(360° + 43°) 26sin43°  = = = ZO. 

sin 43°--------- sin 43°------------ sin 43°
Ответ: 26.

Пример 91. 23 tg 13° * tg 103°.
Решение.
23 tg 13° • tg 103° = 23 tg 13° • tg (90° + 13°) = 23 tg 13° • (-ctg 13°)

= -23 • (tg 13° • ctg 13°) = -23 • 1 - -23.
Ответ: -23.

Пример 92.-----;------------- 5------- .
sin243°+sin2133°

Решение.

sin2 43° + sin2133° sin2 43° + sin2(90°+43°)

43 43 „
---- 5------------ 5----- =---- = 43. sin2 43° + cos2 43° 1
Ответ: 43.

Пример 93. 18 sin 120°cos 150°.
Решение.

sin 120° = sin (90° 4- 30°) = cos 30° = —, 
2

cos 150° = cos (180° - 30°) = -cos 30° = ,
2

тогда 18 sin 120° cos 150° =18 —1 = -18 - = -— = -13,5.
2^2^42

Ответ: -13,5.
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§ 8. Задание 8. Производная и первообразная

Задачи из раздела «Производная и первообразная» подразделяются 
на несколько видов:

1) физический смысл производной;
2) геометрический смысл производной и касательной;
3) применение производной к исследованию функций;
4) первообразная.
В целом задание 7 относится к математическому анализу.

8.1. Физический и геометрический смысл 
производной, касательная

Пример 1. Прямая у = 6х - 5 параллельна касательной к графику 
функции у = х2 + 8х - 11. Найдите абсциссу точки касания.

Решение.
Значение производной в точке касания равно угловому коэффициен­

ту касательной, т. е. /'(х0) = к.
По условию задачи касательная к графику функции параллельна 

прямой у = 6х- 5, значит, их угловые коэффициенты равны, т. е. Л = 6.
Найдем производную данной функции і/' = (х2 + 8х- 11) = 2х + 8.
Поскольку у' = к = 6, то получим 2х + 8 = 6, 2х = -2, х = -1.
Ответ: -1.

Пример 2. Найдите тангенс угла наклона касательной, проведенной 
5

к графику функции у = — в точке с абсциссой х0 = -1.
X

Решение.
/\х^ = к = іё а, где к — угловой коэффициент касательной, а — угол 

наклона между касательной к графику данной функции в точке Хо и по­
ложительным направлением оси Ох.

т 5 7 Ч П 5
Так как у = —, то і/ (х) = -5 • — = -5 • —= —7.

X \ X ) X

Ответ: 5.
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1 зПример 3. Тело движется прямолинейно по закону S(t) =—t3+—t2-6 
З 2

(расстояние измеряется в метрах). Вычислите скорость движения в мо­
мент времени £ = 2 с.

Решение.
Известно, что скорость движения есть производная пути 8 по време-

(13 3ни t, т. е. v(t) = S'(t), или v(t) = -t3 + -t2 - 6 = — 3t2 +-2t-Q = t2 + 3t.
13 2 у 3 2

Тогда u(2) = 22 + 3 • 2 = 10 (м/с).
Ответ: 10.

Пример 4. Найдите угол между касательной к графику функции 
1 ч/(х) =—х в точке с абсциссой х0 = 1 и осью Ох.

Решение.
Т{х^ = Л = tg а.

Так как /(х) = -х3, то Г(х) = —3х2=х2. 
3 3

лТогда Г(х0) = Г(1) = 1. Значит, tga=l, откуда а = — = 45°.
4

Ответ: 45.

Пример 5. Через точку графика функции

у = 14х cos (х - 2) - Зх2 с абсциссой х0 = 2 проведена касательная.
Найдите тангенс угла наклона этой касательной к оси ординат.

Решение.
Г(^о) = ^в а, где а — угол наклона между касательной и положитель­

ным направлением оси Ох.
Следовательно, у'(х) = 14(х cos (х - 2))' - бх = 14(1 • cos (х - 2) +

+ x(-sin (х - 2))) - 6х = 14 (cos (х - 2) - х sin (х - 2)) - 6х. 
Тогда у'(2) = 14(cos 0 - 2 sin 0) - 6 • 2 = 14 • (1 - 0) - 12 = 2. 
Так как по определению угол с осью ординат 0 = 90° - а, то

tg Р = tg (90° - а) = ctg а.

Но tg а = у'(2) = 2, тогда ctga = 1
2

= 0,5.

Итак, tg 0 = 0,5, где 0 — искомый угол.
Ответ: 0,5.
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Пример 6. Укажите абсциссу точки графика функции f(x) = 7 - Зх - 
- 2х2, в которой коэффициент касательной равен нулю.

Решение.
f(x) = (7-Зх- 2х2У = -3 - 4х.
Согласно условию f(x) = 0, или -3 - 4х = 0, 4х = 3, откуда х = 0,75.
Ответ: 0,75.

Пример 7. Материальная точка движется прямолинейно по закону 
x(t) = -t4 + 5^3 + б£ + 13 (где х — расстояние от точки отсчета в метрах, 
t — время в секундах, измеренное с начала движения). Найдите ее ско­
рость в (м/с) в момент времени t = 2 с.

Решение.
v(t) = x^t) = (-t4 + 5^3 + 6* + 13)' = -4^3 + 15£2 + 6.
При t = 2 имеем и(2) = -4 • 23 + 15 • 22 + 6 = -32 + 60 + 6 = 34 (м/с).
Ответ: 34.

Пример 8. Прямая у = 5х + 2 является касательной к графику функ­
ции f(x) = ах2 + Зх + 4. Найдите значение а.

Решение.
Прямая у = kx + b является касательной к графику функции f(x) в 

точке х0 тогда и только тогда, когда выполняются одновременно усло­
вия /(х0) = у(х0) и Г(х0) = k, где Л = 5 — угловой коэффициент прямой 
у = 5х 4- 2.

ÛXq — 1,
1 • х0 + Зх0 + 4 = 5х0 + 2;

2ах0 +3 = 5, 
ах^ + Зх0 + 4 = 5х0 + 2;

Имеем «

Jax0=l, Га = 0,5,
[^о= 2; [^о= $•

Итак, искомое значение а = 0,5.
Ответ: 0,5.

Пример 9. Прямая у = 2х + 7 является касательной к графику функ­
ции f(x) = 5х2 - 8х + с. Найдите значение с.

Решение.
Уравнение касательной к графику в точке Хо имеет вид
У~Уо = f'M • (х - х0), или
У = Уо + Г(*о) ’ * “ Г (^о) ’ *о, где у = 2х + 7.
Имеем /'(х0) = Юх0 - 8, f(x0) = 5xq - 8х0 + с.

2 = 1Охо-8,
7 = 5хд - 8х0 + с - IOxq + 8х0 ;
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^0 ~ ^’ Г *0 — 1»
‘с = 7 + 5х*; |с = 7 + 5 = 12.

Ответ: 12.

Пример 10. Материальная точка М начинает движение из точки А 
и движется по прямой в течение 10 секунд. График показывает, как
менялось расстояние от точки А 
до точки М со временем. На оси 
абсцисс откладывается время і в 
секундах, на оси ординат — рас­
стояние 8 в метрах. Определите, 
сколько раз точка М меняла на­
правление движения.

Решение.
Когда точка М меняет направление движения, мгновенная скорость 

равна нулю. Но ѵ(0 = 5'(0- Значение производной равно нулю в точках 
экстремума функции 5(0, которых на графике всего 10.

Ответ: 10.

Пример 11. На рисунке изо­
бражены график функции у = Дх) 
и 7 точек на оси абсцисс: хь х2, 
х3, ..., х7. В скольких из этих 
точек производная функции Дх) 
положительна?

Решение.
Если производная функции 

Д(х) > 0, то функция Дх) воз­
растает на промежутке. Таких 
точек всего 3. Это точки хь х4, х5

Ответ: 3.

Пример 12. На рисунке изо­
бражены график функции у = Дх) 
и 9 точек на оси абсцисс: хь х2, 
Х3, ..., Хд. В скольких из этих 
точек производная функции Дх) 
отрицательна?
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Решение.
Если производная функции отрицательна, т. е. f(x) < 0, то функция 

f(x) убывает на промежутке. Таких точек всего 4. Это точки х4, х6, х8, х9.
Ответ: 4.

Пример 13. На рисунке изо­
бражен график функции у = /(х) 
и отмечены точки -3, -2, -1, 1, 
2. В какой из этих точек значение 
производной наибольшее? В отве­
те укажите эту точку.

Решение.
Известно, что значение про­

изводной в точке касания равно 
угловому коэффициенту касатель­
ной в точке х0, т. е. /г = Г(х0) = 
= tg а, где а — угол наклона ме­
жду касательной и положительным направлением оси Ох. Но /\х^ > О 
в точках -1 и 2.

Как видно из рисунка, угол наклона явно больше в точке х = -1.
Ответ: -1.

Пример 14. На рисунке 
изображены график функции 
у = Дх) и касательная к нему в 
точке с абсциссой х9. Найдите 
значение производной функции 
/(х) в точке х0.

Решение.
Известно, что значение произ­

водной в точке касания х0 равно 
угловому коэффициенту к каса­
тельной, который, в свою оче­
редь, равен тангенсу угла наклона 
касательной к положительному 
направлению оси Ох.

Построим, например, ААВС,
ВС 2 где ABAC = а, ВС = 2, АС = 5, тогда tga =---- = — = 0,4.
АС 5

Ответ: 0,4.
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Замечание. Таких треугольников можно построить несколько, на­
пример, АВЫМ, АМРК и т. д. Во всех случаях угол а — величина 
постоянная.

Пример 15. На рисунке изображены график функции у = /(я) и ка­
сательная к нему в точке с абсциссой х0. Найдите значение производной 
функции /(х) в точке х0.

Решение.

Пусть а — угол между касательной и положительным направлением 
оси Ох. Заметим, что а > 90°, тогда ѣ£ а < 0.

Построим ABMN или ^АСВ. Необходимо, чтобы катеты были целыми 
числами.

Пусть 0 — угол, смежный а.

106



Из ^BMN (или &АСВ) ів а - -1< ₽ - = -- = -1,25.
M^ 4

Значит, Г(^о) = к = ї§ а = -1,25.
Ответ: -1,25.

Пример 16. На рисунке изо­
бражен график функции у = /(х). 
Прямая, проходящая через на­
чало координат, касается гра­
фика этой функции в точке с 
абсциссой 5. Найдите Г(5).

Решение.
Так как по условию прямая 

проходит через начало коорди­
нат, то уравнение прямой имеет 
вид у = кх. Эта прямая проходит

1 У 7 через точку (5; 7), тогда к=—=—= 
х 5

= 1,4.
Но Л = Г(х0) = /'(8) = 1,4.
Ответ: 1,4.

Пример 17. На рисунке изо­
бражен график производной 
функции /(х). Найдите абсциссу 
точки, в которой касательная 
к графику у = Дх) параллельна 
прямой у = 2х - 3 или совпадает 
с ней.

Решение.
Р(х0) = к, т. е. значение про­

изводной в точке касания равно 
угловому коэффициенту. Так
как касательная параллельна
прямой у = 2х - 3 или совпадает с ней, то к = 2 и /'(^о) = 2. Как видно из
рисунка, при Г(^о) = 2, х0 = 6.

Ответ: 6.
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Пример 18. На рисунке изображен 
график производной функции Дх). Най­
дите абсциссу точки, в которой каса­
тельная к графику у = /{х) параллельна 
оси абсцисс или совпадает с ней.

Решение.
Т(х^ = к. Поскольку касательная па­

раллельна оси Ох или совпадает с ней, 
то она имеет вид у = Ь и к = 0. Но тогда 
Г(х0) = 0. А производная равна нулю в 
точке, в которой ее график пересекает 
ось Ох. Из рисунка видно, что х = -2.

Ответ: -2.

8.2. Применение производной 
к исследованию функций

Пример 19. На рисунке изо­
бражен график производной 
функции у = Дх), определенной 
на интервале (-6; 9). Найдите 
количество точек, в которых 
касательная к графику функции 
у = Дх) параллельна прямой у = 
= х - 2 или совпадает с ней.

Решение.
Значение производной в точке касания равно угловому коэффици­

енту касательной, т. е. Г(х0) = к. Согласно условию касательная парал­
лельна прямой у = х - 2 или совпадает с ней. Значит, их угловые коэф­
фициенты равны 1. Итак, Г(х0) = 1. Геометрически это соответствует 
количеству точек пересечения графика производной с прямой у = 1. 
Таких точек всего 3.

Ответ: 3.

Пример 20. На рисунке 
изображен график функции 
у = Дх), определенной на интер­
вале (-8; 8). Найдите количество 
точек, в которых касательная к 
графику функции параллельна 
прямой у = -13.
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Решение.
Согласно условию касательная к графику функции у = f(x) парал­

лельна прямой у = -13 или совпадает с ней. Значит, их угловые коэффи­
циенты равны 0. Но угловой коэффициент касательной равен значению 
производной в точке касания, т. е. Л = f(x0). Производная f’(x) = 0 в 
точках максимума и минимума функции. На интервале (-8; 8) функция 
имеет 5 минимумов и 4 максимума, т. е. всего 9 экстремумов. Следова­
тельно, касательная к графику функции параллельна прямой і/ = -13 
или совпадает с ней в 9 точках.

Ответ: 9.

Пример 21. На рисунке изо­
бражен график производной 
функции у = /(х), определенной 
на интервале (-7; 7). В какой 
точке отрезка [-3; 3] функция 
/(х) принимает наибольшее зна­
чение?

Решение.
На отрезке [-3; 3] производ­

ная функции положительна, 
значит, функция на этом отрез­
ке возрастает и свое наибольшее значение принимает на конце отрезка, 
т. е. в точке х = 3.

Ответ: 3.

Пример 22. На рисунке изо­
бражен график производной 
функции у = /(х), определенной 
на интервале (-11; 7). Найдите 
количество точек минимума 
функции /(х) на отрезке [-7; 5].

Решение.
В точке минимума производ-

У м

ная меняет знак с «-» на «+». На отрезке [-7; 5] функция имеет одну 
точку минимума х = -1.

Ответ: 1.

Пример 23. На рисунке изображен график производной функции 
у = /(х), определенной на интервале (-4; 13). Найдите количество точек 
максимума функции /(х) на отрезке [-2; 12].
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Решение.
В точке максимума производ­

ная меняет знак с « + » на «-». 
Йа отрезке [-2; 12] таких точек 
две: х = 2 и х = 8.

Ответ: 2.

Пример 24. На рисунке изо­
бражен график производной 
функции у = /(х), определенной 
на интервале (-12; 6). Найдите 
количество точек экстремума 
функции /(х) на отрезке [-10; 4].

Решение.

У*

Экстремумы функции — это ее максимумы и минимумы.
Производная меняет знак в точках х = -9; -6; -1; 2. На отрезке

[-10; 4] таких точек всего 4. 
Ответ: 4.

Пример 25. На рисунке изобра­
жен график производной функции 
у = /(х), определенной на интерва­
ле (-4; 12). Найдите промежутки 
убывания функции /(х). В ответе 
укажите длину наибольшего из 
них.

Решение.
Промежутки убывания функции /(х) соответствуют промежуткам, на 

которых производная функции отрицательна, т. е. интервалам (-3; -1) 
длиной 2 и (7; 11) длиной 4. Длина наибольшего из них равна 4.

Ответ: 4.

Пример 26. На рисунке изо­
бражен график производной 
функции /(х), оцределенной 
на интервале (-6; 10). Найдите 
промежутки убывания функ­
ции /(х). В ответе укажите сум­
му целых точек, входящих в 
эти промежутки.
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Решение.
Промежутки убывания функции /(х) соответствуют промежут­

кам, на которых производная функции отрицательна, т. е. интервалу 
(-3,5; 8,5). Указанный интервал содержит целые точки: -3; -2; -1; 0; 1; 
2; 3; 4; 5; 6; 7; 8. Их сумма равна 4 + 5 + 6 + 7 + 8 = 30.

Ответ: 30.

8.3. Первообразная

Пример 27. На рисунке изображен 
график функции у = F(x) — одной из 
первообразных функции f(x), опре­
деленной на интервале (-2; 5). Най­
дите количество решений уравнения 
f(x) = 0 на отрезке [-1; 3].

Решение.
По определению первообразной на 

интервале (-2; 5) справедливо равен­
ство f(x) = F(x). Значит, решениями
уравнения /(х) = 0 являются точки экстремумов. Из них на отрезке 
[-1; 3] лежат 8 точек, т. е. уравнение Дх) = 0 имеет 8 решений.

Ответ: 8.

Пример 28. На рисунке изображен гра­
фик некоторой функции у = Дх). Пользуясь 
рисунком, вычислите определенный инте- 

4

1

Решение.
Определенный интеграл от некоторой функции f(x) представляет со

бой площадь трапеции с основаниями 3 и 2, высота которой равна 3.
4

Следовательно,
1

“Stpm = —'3=- = 7,5.трап- 2 2

Ответ: 7,5.

Пример 29. На рисунке изображен график функции у = /(х). Функ- 

ция Р(х) = х3 + 24х2 + 193х - --------одна из первообразных функции 
4

у = ^(х). Найдите площадь закрашенной фигуры.
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Решение.
I способ

Вычисления можно значительно упростить, если заметить, что в дан­
ной функции можно выделить полный куб:

Дх) - х* + 24 ж* + 193х - - - (х* + 24х* + 192х + 512) + х - 512 - 4 - 
.4 4 '

-(х + 8)* + х-512-

Тогда Д-7) - Д-9) - (-7 + 8)8 + (-7) - ((-9 + 8)* + (-9)) - 1 - 7 - 
-(-1-9)--6+ 10-4.

Ответ: 4.
II способ

/(х)- Лх) - |х’+24х’ + 193х--1 -8х* + 48х + 193-3(х» + 16х + 

+ 64) + 1 = 3(х + 8)2 + 1.

Тогда 3- Г(3(х+8)а +1)<іх-((Х+8)а+Х)|_в - (-7 + 8)* - 7 - ((-9 + в)8 -

- 9) - 1 - 7 - (-1 - 9) - -6 + 10 - 4.
Ответ: 4.

III способ
II способ можно еще упростить, если заметить, что график функции 

/(х) = 3(х + 8)2 + 1 получен сдвигом графика функции у ^ Зх2 + 1 на 
8 единиц влево вдоль оси Ох. Следовательно, искомая площадь фигу­
ры будет равна площади фигуры, ограниченной графиком функции 
у = 3x3 + 1 и отрезком [-1; 1] оси Ох. Учитывая симметрию графика 
относительно оси Оу, имеем

1 1 г 8 V і
5= |(Зх2 + 1Мх=2рЗх2 + 1)гіх = 2 3~+х =2(х8+х)|о =2(13 + 1) = 

= 2-2 = 4.
Ответ: 4.
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IV способ
Этот способ является самым длинным и технически сложным.

(-7)3 + 24 (-7)2+193 (-7)-- -

- ( (-9)3 + 24 (-9)2+193 (-9)--| = (-7)3 - (-9)3 - 24((-7)2 - (-9)2) +

+ 193 • ((-7) - (-9)) = (93 - 73) - 24 • (92 - 72) + 193 • (9 - 7).
Далее — применив формулы а3 - Ь3 = (а - Ь)(а2 + а Ь + Ь2) и а2 - Ъ2 = 

= (а- Ь)(а + Ъ), получим
8 = (9 - 7)(92 + 9 • 7 + 72) - 24 • (9 - 7)(9 + 7) + 193 • 2 = 2 • (81 4- 63 + 

+ 49) - 24 • 2 • 16 + 386 = 386 - 768 + 386 = 772 - 768 = 4.
Ответ: 4.
Замечание 1. Подавляющая часть абитуриентов и выпускников реша­

ют этим способом или находят Г(-7) и Г(-9), а затем Г(-7) - Д-9), что 
еще более усложняет решение.

Замечание 2. Наконец, самый простой способ (если ученик не может 
выполнить задание) можно применить, учитывая масштаб на рисунке и 
тот факт, что ответом является целое число. На глаз можно определить, 
что в данном случае 8 = 4.

§ 9. Задание 9. Задачи с прикладным 
содержанием

Задачи, представленные в 8-м задании, носят прикладной характер и 
связаны с различными областями науки. Формулы для решения задач 
приводятся в самих заданиях, остается лишь подставить значения и 
найти результат.

Задания этого раздела подразделяются на несколько видов:
1) линейные уравнения и неравенства;
2) квадратные и степенные уравнения и неравенства;
3) рациональные и иррациональные уравнения и неравенства;
4) показательные уравнения и неравенства;
5) логарифмические уравнения и неравенства;
6) тригонометрические уравнения и неравенства.

Пример 1. При температуре О °С рельс имеет длину /0 = 10 м. При 
возрастании температуры происходит тепловое расширение рельса и его 
длина, выраженная в метрах, меняется по закону 1(і°) = /0(1 + а' *°)» гДе 
а = 1,6 • 10-5 (°С)~1 — коэффициент теплового расширения, ^° — тем-
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пература (°С). При какой температуре рельс удлинится на 4 мм? Ответ 
выразите в градусах Цельсия.

Решение.
Согласно условию задачи имеем неравенство 10°) - /0 ^ 4 мм при 

/0 = Ю м и а = 1,6 • 10’5 ГС)"1.
Ц*°) - /о > 4 • 10"3, или /0(1 + а • П - *о 4 • 10"3,
/0 • а • £° > 4 • 10“3, 10 • 1,6 • 10-5#° > 4 • 10’3,
? 4 10~3 » 440

"1,6 ІО’4’ ' 1,6
= 25 °С.

Ответ: 25.

Пример 2. Автомобиль, движущийся в начальный момент времени 
со скоростью Ѵо = 15 м/с, начал торможение с постоянным ускорением 
а = 5 м/с2. За і секунд после начала торможения он прошел путь

3 = ѵоі------ (м). Определите время, прошедшее от момента начала тор­

можения, если известно, что за это время автомобиль проехал 20 м. 
Ответ выразите в секундах.

Решение.
Найдем, за какое время £, прошедшее от момента начала торможе­

ния, автомобиль проедет 20 м:
5 1

15і - — £2 = 20, или 3# - — £2 = 4, или і2-6і + 8 = 0, откуда ^ = 2,
2 2

^2 = 4.
Значит, время, прошедшее от момента начала торможения, равно 2 с, 

т. е. через 2 с автомобиль проедет 20 м.
Ответ: 2.

Пример 3. По закону Ома для полной цепи сила тока, измеряемая в

амперах, равна J =------ , где Є — ЭДС источника (в вольтах), г = 1 Ом —
Е + г

его внутреннее сопротивление, R — сопротивление цепи (в омах). При 
каком наименьшем сопротивлении цепи сила тока будет составлять не 

£
более 25 % от силы тока короткого замыкания Jк a =—? Ответ выразите

в омах.
Решение.
Согласно условию задачи имеем неравенство J < 0,25 е7к з. при г = 1, 

или —^—<0,25 —, или —-—<-, R + 1 > 4, R > 3.
В + 1 1 Я + 1 4
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Значит, наименьшее сопротивление цепи составит 3 Ома.
Ответ: 3.

Пример 4. Камень брошен вниз с высоты 15 м. Высота Л, на которой 
находится камень во время падения, зависит от времени і: Л(і) = 15 - 
- 4# - 4^. Сколько секунд камень будет падать?

Решение.
Камень начнет падать, если высота станет равной нулю,

т. е. к(і) = 0, или 15-41- 4^ = О,
4і2 + 4і-15 = 0,
П/4 = 4 + 4 • 15 = 64 = 82 > О,

-2±8 . е е
^1 2 “ і » ^1 Ь“> ^2 2,5.4
Поскольку і — время, £ > 0. Значит, £ = 1,5, т. е. камень будет падать 

1,5 с.
Ответ: 1,5.

Пример 5. Для одного из предприятий монополистов зависимость 
объема спроса на продукцию q (единиц в месяц) от ее цены р (тыс. руб.) 
задается формулой д = 160 - Юр. Определите максимальный уровень 
ценыр (в тыс. руб.), при котором значение выручки предприятия за ме­
сяц г = р составит не менее 550 тыс. руб.

Решение.
По условию д = 160 - Юр, г = д - р и г^. 550 (тыс. руб.)» где д — про­

дукция (единиц в месяц), р — цена продукции (в тыс. руб.), г — значе­
ние выручки предприятия. Имеем д *р > 550.

Так как д = 160 - Юр, то получим неравенство (160 - Юр) • р > 550, 
или р2 - 16р + 55 < 0.

Решая полученное неравенство методом интервалов, имеем Рі = 5, 
Р2 = П.

5 11

Следовательно, 5<р<11ир = 11 — максимальный уровень цены. 
Ответ: 11.

Пример 6. Камень брошен вертикально вверх. Зависимость высоты, 
на которой находится камень (пока он не упал на землю), описывается 
формулой Л(£) = -£2 + 8# (Л — высота в метрах, £ — время в секундах, 
прошедшее от момента броска). Найдите, сколько секунд камень нахо­
дился на высоте выше 15 м.
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Решение.
Если камень находился на высоте выше 15 м, то Л(#) >15.
Получим неравенство -і2 + 8і> 15, или #2 - 8# 4-15 < 0.
Решая полученное неравенство методом интервалов, находим 3 < £ < 5.
Следовательно, камень будет находиться на высоте выше 15 м с 3-й 

по 5-ю секунду, т. е. 2 с.
Ответ: 2.

Пример 7. Материальная точка движется по координатной прямой 
по закону 5(0 ’і8- 7^+31 + 1. Найдите момент времени, при котором 
ускорение точки будет равно 4 м/с2.

Решение.
Известно, что скорость движения есть производная пути 5 по време­

ни #, т. е. ѵ(0 = 5'(0 “ (*3 _ 7#2 + 3^ + 1)' “ Зі2 - 14# 4- 3. Аналогично уско­
рение а(і) = ѵ'(0 = (З#2 - 14# 4- 3)' = 6# - 14. По условию задачи а(#) = 4, 
тогда 6# - 14 = 4, 6# = 18, # = 3.

Ответ: 3.

Пример 8. После дождя уровень воды в колодце может повыситься. 
Ученик измеряет время падения £ небольших камешков в колодец и рас­
считывает расстояние до воды по формуле Л = 5#2, где Л — расстояние в 
метрах, # — время падения в секундах. До дождя время падения камеш­
ков составляло 0,8 с. На сколько должен подняться уровень воды после 
дождя, чтобы измеряемое время изменилось на 0,2 с? Ответ выразите в 
метрах.

Решение.
Пусть Й! — расстояние до воды до дождя, й2 — расстояние до воды по­

сле дождя. Поскольку после дождя уровень воды в колодце повысится, 
расстояние до воды уменьшится, время падения уменьшится и станет 
равным # = #х - #2 = 0,8 - 0,2 = 0,6 с. Тогда уровень воды поднимется на 
Ь1-Н2 = 5(0,82 - 0,62) = 5 • (0,8 - 0,6) • (0,8 + 0,6) = 5 • 0,2 • 1,4 = 1,4 м.

Ответ: 1,4.

Пример 9. В боковой стенке высокого цилиндрического бака у само­
го дна закреплен кран. После его открытия вода начинает вытекать из 
бака, при этом высота столба воды в нем, выраженная в метрах, меняет­
ся по закону Н(і) = аі2 4- 5# 4- Н^, где Цо = 9 м — начальный уровень 

воды, о = у^ м/мин'1 И 0 = -— м/мин — постоянные, і — время в мину­

тах, прошедшее с момента открытия крана. В течение какого времени 
вода будет вытекать из бака? Ответ приведите в минутах.
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Решение.
По условию задачи Н(і) = 0,01*2 - 0,6^ + 9. Вода будет вытекать из 

бака, пока ее начальный уровень не понизится до нуля. Решим уравне­
ние Щі) = 0.

0,01*2 - 0,6* + 9 = 0, или *2 - 60* + 900 = 0, (* - 30)2 = О, * - 30 = 0, 
* = 30, т. е. вся вода вытечет из бака через 30 мин.

Ответ: 30.

Пример 10. Мотоциклист выехал из города со скоростью и0 = 
= 51 км/ч, выезжает из него и сразу начинает разгоняться с постоянным 
ускорением а = 12 км/ч2. Расстояние от мотоциклиста до города опреде- 

аі2ляется по формуле 8 = ѵ0 - і +---- . Определите наибольшее время, в те-
2

чение которого мотоциклист будет находиться в зоне функционирова­
ния сотовой связи, если оператор гарантирует покрытие на расстоянии 
не более чем 27 км от города. Ответ выразите в минутах.

Решение.
Из условия задачи следует, что 8 < 27. При этом мотоциклист будет 

находиться в зоне функционирования сотовой связи.
При заданных значениях и0 = 51 км/ч и а = 12 км/ч2 имеем 

12*2
51* +------<27, или 6*2 + 51* - 27 < 0, или

2
2*2 + 17* - 9 < 0, П = 172 + 72 = 361 = 192 > 0.

----------------- *77777777777777777^-------------- ►
-9 0,5

-9 < * < 0,5.
Поскольку * > 0, то * < 0,5. Значит, наибольшее время составит 0,5 ч = 

= 30 мин.
Ответ: 30.

Пример 11. Перед отправкой тепловоз издал гудок с частотой 
/о = 390 Гц. Чуть позже издал гудок подъезжающий к платформе тепло­
воз. Из-за эффекта Доплера частота второго гудка Дѵ) больше первого: 
она зависит от скорости тепловоза по закону /(и) = ^ , где с — ско-

с
ростъ звука (м/с). Человек, стоящий на платформе, различает сигналы 
по тону, если они отличаются не менее чем на 10 Гц. Определите, с ка-
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кой минимальной скоростью приближался к платформе тепловоз, если 
человек смог различить сигналы, а с = 320 м/с. Ответ выразите в м/с.

Решение.
Согласно условию имеем неравенство /(у) - fQ> 10 при /0 = 390 Гц.

/(и) _ /о - 10, или ——А -Ю, или   390 >10.
1-320

Разделим обе части неравенства на 10:
^-3'

1——
320

Ответ: 8.

и 39 ѵ 1 ѵ----- <—, или----- >—, —
320 40 320 40 8

Пример 12. Коэффициент полезного действия (КПД) некоторого 
Т -Тдвигателя определяется по формуле т| = —---- 2-100%, где Ті — темпера-

тура нагревателя, Т2 — температура холодильника (в градусах Кельви­
на). При какой минимальной температуре нагревателя Т^ КПД этого 
двигателя будет не меньше 20 %, если температура холодильника 
Т2 = 320 К? Ответ выразите в градусах Кельвина.

Решение.
Имеем неравенство ц > 20 % при Т2 = 320 К (температура холодиль­

ника).
^-320 Тг320 1—--------- 100>20, или —-------- >—,^ Ъ 5
5 • (Тх - 320) > Тъ 4Tt > 320 • 5, откуда Ті > 400 К.
Значит, минимальная температура нагревателя должна быть 400 К.
Ответ: 400.

Пример 13. Мяч бросили под острым углом а к плоской горизон­
тальной поверхности земли. Время полета мяча (в секундах) определя- 

, . 2u0sina пется по формуле t = —у-------. При каком наименьшем значении угла a
g

(в градусах) время полета будет не меньше 2 с, если мяч бросают с на­
чальной скоростью Vq = 20 м/с? Ускорение свободного падения принять 
g = 10 м/с2.

Решение.
Согласно условию задачи имеем неравенство 1(a) > 2, если а е (0°; 90°) 

при ѵ0 = 20 м/с и ускорении свободного падения g = 10 м/с2.
Тогда ?_??_Ё^>2 или 4 sin a > 2, т. е. sina>-, 30° < a < 90°. 

10 2
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Значит, наименьшее значение угла равно 30°.
Ответ: 30.

Пример 14. При адиабатическом процессе для идеального газа вы­
полняется закон pVk = const, где р — давление в газе в паскалях, V — 
объем газа в м3. В ходе эксперимента с одноатомным идеальным газом

I А = —I из начального состояния, в котором const = ІО5 Па • м5, газ начи­

нают сжимать. Какой наибольший объем V может занимать газ при дав­
лениях р > 3,2 • 10е Па? Ответ выразите в м3.

Решение.
5

При Л = — и const = 105 Па • м5 имеем неравенство

и z Л 2
- V 5 1

3,2 • ІО6 • V2 < ІО5, или V2 <—, V< — = - =- = 0,25.
32 да да 4

Ответ: 0,25.

Пример 15. При адиабатическом процессе для идеального газа вы­
полняется закон pVk = 2,56 • ІО6 Па • М4, где р — давление газа в паска­
лях, V — объем газа (м3), k = 4/3.

Найдите, какой объем будет занимать газ при давлениир = 6,25 • ІО6 Па. 
Решение.
Так как pVk = const, ар> 6,25 • 10е, то получим уравнение
6,25 ■ 10е V4/3 = 2,56 • 10®, или Ѵі/а = — = ^ = (—} =

625 252 Ы

f4!f 44 f4Y Г4ѴІ
= Т =^-= - , то У= - = - = 0,83 = 0,512 (м3).

Ответ: 0,512.

Пример 16. Трактор тащит сани с силой F = 100 кН, направленной 
под острым углом а к горизонту. Работа трактора (в килоджоулях) на 
участке длиной S = 50 м вычисляется по формуле А = F • S cos а. При 
каком максимальном угле а (в градусах) совершенная работа будет не 
менее 2500 кДж?

Решение.
Согласно условию задачиА > 2500 на промежутке (0°; 90°) при значе­

ниях F = 100 кН и длины пути S = 50 м:

100 • 50 cos а > 2500, или cos а > —, т. е. 0° < а < 60°.
2
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Значит, максимальное значение угла а = 60°.
Ответ: 60.

Пример 17. Скейтбордист прыгает на стоящую на рельсах платформу 
со скоростью ѵ = 2 м/с под острым углом а к рельсам. От толчка платфор- 

тма начинает ехать со скоростью и =---------ѵ сое а (м/с), где тп = 90 кг — 
т + М

масса скейтбордиста со скейтом, М = 450 кг — масса платформы. Под 
каким максимальным углом а (в градусах) нужно прыгать, чтобы разо­
гнать платформу не менее чем до і м/с?

Решение.

Имеем неравенство и-~ на интервале (0°; 90°) при значениях

т = 90 кг и М = 540 кг.

Следовательно, т 1--------- • vcos а > —, или 
т + М-------------- 7

------------ 2cosa>—, ------- cosa>—, cosa>—, т. е. 0 < а < 60°.
90 + 540 7 680 7 2
Значит, максимальный угол a = 60°.
Ответ: 60.

Пример 18. Емкость высоковольтного конденсатора в телевизоре 
С = 6 • ІО-6 Ф. Параллельно с конденсатором подключен резистор с со­
противлением Я = 5 • ІО6 Ом. Во время работы телевизора напряжение
на конденсаторе и0 = 9 кВ. После выключения телевизора напряжение
на конденсаторе убывает до значения V (кВ) за время, определяемое вы-
ражением t = aRClog2^- (с), где a = 0,8 — постоянная.

Определите (в киловольтах) наибольшее возможное напряжение на 
конденсаторе, если после выключения телевизора прошло 48 с. Ответ 
дайте в киловольтах.

Решение.
Задача сводится к решению уравнения ^ = 48 при заданных значени­

ях начального напряжения на конденсаторе С70 = 9 кВ, сопротивления 
резистора .R = 5 • ІО6 Ом и емкости конденсатора С = 6 • ІО-6 Ф.

9 9
Имеем уравнение 0,8 -6-10 6 • 5 • ІО6 • ІО82— = 48, 4,8 • 51о§2— = 48,

9 9 9 9
51о&2 —= 10, 1ог2 —= 2, откуда — =22 = 4, 17=- = 2,25 (кВ).

Ответ: 2,25.
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Пример 19. Для обогрева помещения, температура в котором Тп = 
= 18 °С, через радиатор отопления пропускают горячую воду температу­
рой Тв = 72 °С. Расход проходящей через трубу воды ш = 1,2 кг/с. Про­
ходя по трубе расстояние х (м), вода охлаждается до температуры Т (°С), 

ст. Тв-Тп . . Джпричем х = а—log2 ^и (м), где с = 4200 о^ — теплоемкость

Вт воды, г = 42—— — коэффициент теплообмена, а = 0,4 — постоянная.

До какой температуры охладится вода, если длина трубы 96 м?
Решение.
г» ст.Задача сводится к решению уравнения а—юg2

У
Дж Втданных значениях с = 4200 ——, у = 42------- 

кг°С м°С

Тв-Гп 
Т-Гп

а = 0,4,

= 96 при за-

Тп = 18 °С

Тв = 72 °С и тп = 1,2 кг/с:
4200 1,2. 72-18 . 540,4 • ------------ Іог,---------  = 96, или 4 • 12 • Іог,--------

42 2 Т-18 2 Т-18
= 96, или

54 54 541ов2— = 2, или — = 4, Т -18 = — = 13,5, откуда Г = 31,5 (°С). 
Т-18 Т-18 4

Ответ: 31,5.

§ 10. Задание 10. Текстовые задачи

Пожалуй, здесь представлены самые сложные задачи части В, при­
чем условия задач весьма разнообразны. Научиться решать такие за­
дачи можно только на практике, причем под руководством опытного 
учителя.

Здесь представлены задачи на:
1) числовые зависимости;
2) движение;
3) совместную работу;
4) сплавы и смеси;
5) проценты;
6) прогрессию и др.
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10.1. Задали на числовые зависимости

Пример 1. Найдите двузначное число, если известно, что цифра его 
единиц на 2 больше цифры десятков и что произведение искомого числа 
на сумму его цифр равно 144.

Решение.
Всякое двузначное число можно записать в виде ху или в разверну­

том виде Юх + у, где х — цифра десятков, у — цифра единиц.
Кроме того, 0<х<9, 0<і/<9.
Если цифра единиц на 2 больше цифры десятков, то получим уравне­

ние у - х = 2. 1
Так как по условию задачи произведение искомого числа на сумму 

его цифр равно 144, то получим (Юх + у)(х + у) = 144.
Следовательно, имеем систему уравнений
Н/-х = 2,
[(10х +і/)(х +1/) = 144.

Решая эту систему способом подстановки, находим 2 решения:

^і =2, 
л=4;

2 11
, 2

= ~1—•2 11
Вторая пара не подходит, так как х и у — целые положительные 

числа. Значит, искомое число 24.
Ответ: 24.

10.2. Задачи на движение

Пример 2. Велосипедист и пешеход отправились из пунктов А и В, 
расстояние между которыми 12 км, и встретились через 20 мин. Пеше­
ход прибыл в пункт А на 1 ч 36 мин позже, чем велосипедист прибыл 
в В. Найдите скорость пешехода.

Решение.
Обозначим через х (км/ч) скорость пешехода. Тогда 12 км из пункта 

В в пункт А пешеход пройдет за 12/х (ч), а велосипедист это же расстоя- 

ние из А в В преодолеет на 1 ч 36 мин = 1,6 ч быстрее, т. е. за----- 1,6 ч 
к---------- )

Л12 ^ 12х Зхсо скоростью 12:----- 1,6 =------------ =----------- км/ч.
) 12-1,6х 3-0,4х
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Велосипедист и пешеход, двигаясь навстречу друг другу, расстояние 
12 км прошли за 20 мин = ^ ч.

1 1 ЗхСоставим уравнение —х +-------------- = 12, или 0,4х2 - 20,4х + 108 = 0,
3 3 3-0,4х

х2 - 51х + 270 = 0, откуда х.і = 6, х2 = 45.
Значение х = 45 не подходит, так как х — скорость пешехода.
Ответ: 6.

Пример 3. Найдите длину поезда, зная, что он проходил с постоян­
ной скоростью мимо неподвижного наблюдателя в течение 7 с и затра­
тил 25 с на то, чтобы проехать с той же скоростью вдоль платформы 
длиной 378 м.

Решение.
Пусть х — длина поезда, тогда скорость поезда относительно непо- 

движного пассажира равна — м/с, а скорость поезда относительно непо-

движной платформы равна---------- м/с.
25

Согласно условию задачи эти скорости равны, т. е. имеем уравнение 
х _ xj-378 или 25х - 7х = 3 78 • 7, 18х = 3 78 • 7, откуда х = 14 7.
7 25

Следовательно, длина поезда равна 147 м.
Ответ: 147.

Пример 4. Моторная лодка прошла 5 км по течению и 6 км против 
течения реки, затратив на весь путь 1 ч. Скорость течения реки равна 
3 км/ч. Найдите скорость лодки по течению.

Решение.
Пусть собственная скорость движения лодки х (км/ч), где X > 0.
Составим таблицу.

S V * tf Ѵпотеч, ^соб. "І" ^теч. р.» 
^пр. теч. — ^соб. — ^теч. р.

Величины
Процессы движения

Общие показатели
по течению против течения

S, км 5 6

ѵ, км/ч х + 3 х - 3

t, ч 5 
х + 3

6 
х-3

1
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Так как на весь путь моторная лодка затратила ------ +------- ч, а по
<х + 3 х-З/

условию на весь путь затрачен 1 ч, то получим уравнение
5 6 ,------ +-------= 1.

х + 3 х-3
5(х-3) + 6(х + 3) = х2-9,
х ^ ±3,

5х - 15 + 6х + 18 = х2 - 9, или х2 - Их - 12 = 0, откуда х^ = 12, 
х2 = -1 (не подходит, так как х > 0).

Если х=12, тох + 3 = 15. Итак, скорость лодки по течению реки
15 км/ч.

Ответ: 15.

Пример 5. Два пешехода вышли одновременно навстречу друг другу 
и встретились через 3 ч 20 мин. Сколько времени понадобится каждому 
из них, чтобы пройти все расстояние, если первый пешеход пришел в то 
место, из которого вышел второй, на 5 ч позже, чем второй пришел в то 
место, откуда вышел первый?

Решение.
Так как в задаче нет никаких данных о пройденном расстоянии, то 

удобно все расстояние принять за 1.

Тогда скорость ц=~, а и2 = -, где х (ч) — время в пути первого пе- 
* У

шехода, а і/ (ч) — время второго пешехода.
Согласно условию задачи имеем систему уравнений

< з X з или х у 10
х-у = ^, [х-у = 5.

Решая полученную систему способом подстановки, получим х = 10, 
У = 5.

Ответ: 10; 5.

10.3. Задачи на совместную работу

Пример 6. Две бригады должны были закончить уборку урожая за 
12 дней. После 8 дней совместной работы I бригада получила другое 
задание, поэтому II бригада закончила оставшуюся часть работы за 
7 дней. На сколько дней II бригада убрала бы весь урожай быстрее I, 
если бы каждая бригада работала отдельно?
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Решение.
Обозначим весь урожай через 1. Пусть I бригада может убрать весь 

урожай за х дней, а II — за у дней.

Тогда производительность труда I бригады будет —, а II — - — это
* У

Согласно условию задачи имеем систему уравнений
часть урожая, которую убирает каждая бригада ежедневно.

1 1-ХХ +у 12’

Г і і
8 - + - +7 - = 1;
Лх у) у

х у 12 х у 12 — =—, Гх = 28
8 1 1 1 1 Iх Д8 ІУ = 21

Итак, I бригада уберет весь урожай за 28 дней, а II — за 21 день, 
т. е. II бригада весь урожай уберет на 7 дней быстрее I.

Ответ: 7.

10.4. Задачи на сплавы и смеси

Пример 7. Смешали 30 % -й раствор соляной кислоты с 10 % -м и по­
лучили 600 г 15 % -го раствора. Сколько граммов каждого раствора было 
взято?

Решение.
Пусть было взято х граммов 30 % -го раствора, а 10 % -го — у граммов, 

тогда х + у = 600. Так как первый раствор 30 % -й, то в х граммах этого 
раствора содержится 0,Зх грамма кислоты. Аналогично в у граммах 
10 % -го раствора содержится 0,1у грамма кислоты. В полученной смеси 
по условию задачи содержится 600 * 0,15 " 90 г кислоты, следовательно, 
получим уравнение 0,Зх + 0,1і/ = 90, или Зх + у = 900.

Таким образом, имеем систему уравнений
|х + і/ = 600, 
|зх + у = 900.

Вычитая из II уравнения I, получим 2х = 900 - 600, откуда х = 150, 
тогда у = 600 - 150 = 450.

Ответ: 150; 450.

Пример 8. Вычислите массу и пробу сплава серебра с медью, зная, 
что, сплавив его с 3 кг чистого серебра, получили сплав 900-й пробы 
(т. е. в сплаве 90 % серебра), а сплавив с 2 кг сплава 900-й пробы, полу­
чили сплав 840-й пробы.
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Решение.
Пусть масса данного сплава х кг, в нем содержится у % серебра: 

0,01хі/ кг серебра находится в данном сплаве, (х 4- 3) кг — масса нового 
сплава, в нем содержится (0,01ху 4- 3) кг серебра.

Так как новый сплав 900-й пробы, то в нем содержится серебра 
0,9(х 4- 3) кг.

Следовательно, имеем уравнение 0,01ху 4- 3 = 0,9(х 4- 3).
(х 4- 2) кг — масса III сплава 840-й пробы.
В нем содержится 0,84(х 4- 2) кг серебра. Но этот сплав состоит из х кг 

данного (0,01хі/ серебра) и 2 кг 900-й пробы (1,8 кг серебра). Получим 
второе уравнение:

0,01хі/ 4- 1,8 = 0,84(х 4- 2).
Таким образом, имеем систему уравнений
р,01хі/ + 3 = 0,9(х 4-3), 
[0,01хі/ +1,8 = 0,84(х + 2).

Вычитая из I уравнения системы II, получим
3 - 1,8 = 0,9(х + 3) - 0,84(х + 2).
Упрощая, находим х = 3. Подставив значение х = 3 в I уравнение сис­

темы, находим у = 80.
Значит, данный сплав массой 3 кг содержит 80 % серебра.
Ответ: масса сплава 3 кг 800-й пробы.

Пример 9. Имеется кусок сплава меди с оловом массой 12 кг, содер­
жащий 45 % меди. Сколько чистого олова надо прибавить к этому спла­
ву, чтобы получившийся новый сплав содержал 40 % меди?

Решение.
Пусть х кг — масса олова, которую надо добавить к сплаву. Тогда по­

лучится сплав массой (12 4- х) кг, содержащий 40 % меди. Значит, в но- 
12 + х „ „ ивом сплаве имеется -40 кг меди. Исходный сплав массой 12 кг

содержал 45 % меди, т. е. в нем было ^^5 кг меди.

Так как масса меди и в первоначальном, и в новом сплаве одна и та 
12 + х 12же, то получим уравнение -40 =—-45, или (12 4- х) • 8 = 12 • 9,

откуда находим х = 1,5. Следовательно, к исходному сплаву надо доба­
вить 1,5 кг олова.

Ответ: 1,5.
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10.5. Задачи на проценты

Пример 10. Если из 225 кг руды получается 34,2 кг меди, то каково 
процентное содержание меди в руде?

Решение.
Если 225 кг руды — 100 %, то 34,2 кг — х %, откуда х = 34,2 • 100: 225, 

или х = 15,2 %.
Ответ: 15,2.

Пример 11. Цену товара сперва снизили на 20 %, затем новую цену 
снизили еще на 15% и, наконец, после перерасчета произвели сниже­
ние ее на 10 %. На сколько процентов всего снизили первоначальную 
цену товара?

Решение.
Пусть х руб. — первоначальная цена товара, что соответствует 100 %.
Тогда после I снижения цена товара будет х - 0,2х = 0,8х (руб.).
После II снижения 0,8х - 0,15 • 0,8х = 0,68х (руб.), а после III сниже­

ния 0,68х - 0,68х • 0,1 = 0,612х (руб.).
Всего цена товара снизилась на х - 0,612х = 0,388х (руб.).
Итак, х — 100 %,
0,388х — у, откуда находим
у = (0,388х • 100 %): х = 38,8 %.
Таким образом, первоначальную цену товара снизили всего на 38,8 %.
Ответ: 38,8.
Пример 12. Антикварный магазин, купив два предмета за 225 000 

руб., продал их,* получив 40 % прибыли. Что стоит магазину каждый 
предмет, если на первом получено 25 % прибыли, а на втором 50 % ?

Решение.
Пусть I предмет куплен за х руб., тогда II куплен за (225 000 - х) руб. 

При продаже I предмета получено 25 % прибыли. Значит, он продан за 
1,25х руб.

Второй предмет, на котором получено 50 % прибыли, продан за 
1,5(225 000 - х) руб. По условию общий % прибыли (по отношению к 
покупной цене 225 000 руб.) составлял 40 %.

Значит, общая сумма выручки была 1,40 • 225 000 = 315 000 руб.
Имеем уравнение 1,2 5х -I- 1,5 (225 000 - х) = 315 000.
Умножая обе части уравнения на 4, получим
5х + 6 (225 000 - х) = 315 000 • 4, или
6х - 5х = 6 • 225 000 -4'315 000, откуда х = 90 000, тогда
225 000 - х = 135 000.
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Итак, І предмет куплен за 90 000 руб., II — за 135 000 руб.
Ответ: 90 000; 135 000.

Пример 13. Гипотенуза прямоугольного треугольника равна 3\/5 м.
Определите катеты, если известно, что, после того как один из них уве- 

1 2личить на 133—%, а другой — на 16—%, сумма их длин будет равна 
3 3

14 м.
Решение.
Пусть длины катетов (в метрах) — х т у. Так как гипотенуза равна 

3^5 м, то по теореме Пифагора получим уравнение х2 + у2 = (3^5)2, или 
X2 + у2 = 45#

После увеличения на 133—%, т. е. на 133—: 100 = 1— своей длины, 
3 3 3

1 2I катет станет равным 2-х, а II катет после увеличения на 16—% будет 
3 3

1 11равен 1—у. Получим уравнение 2—х + 1—^ = 14.
6 3 6

В итоге имеем систему уравнений
х2+у2=45, 

' 1 12|х + 1^ = 14;
I 3 6

откуда находим х 3 
Ответ: 3; 6.

х2+у2=45, х2 + у2 =45,
І^Ѵ'14' І2х+у = 12;

?+(12-2х)2=45, 

у = 12-2х,

3, у = 6. Значит, катеты равны 3 м и 6 м.

Пример 14. При выполнении работы по математике 12% учеников 
класса вовсе не решили задачи, 32 % решили с ошибками, остальные 
14 человек решили верно. Сколько учеников было в классе?

Решение.
Верно решившие 14 человек составляют 100% - (12% + 32%) = 

56 % всех учеников класса.
Тогда общее число учеников класса будет равно 14 • 100 : 56 = 25 (уче­

ников).
Ответ: 25.

10.6. Задачи на разбавление
Пример 15. Из бака, наполненного спиртом, вылили часть спирта 

и долили водой; потом из бака вылили столько же литров смеси; после 
этого в баке осталось 49 л чистого спирта. Сколько литров спирта выли­
ли в первый раз и сколько во второй, если вместимость бака 64 л?
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Решение.
Если в первый раз вылили х л спирта, то осталось (64 - х) л спирта.

Когда долили бак водой, получили 64 л смеси спирта и воды, в которой 
содержится (64 - х) л спирта. Затем х л спирта смеси вылили, значит,
Вылили и спирт.

х(64 - х)------------ — столько литров спирта вылили во второй раз,
64

, х(64-х) -(64 - х)----- —— — столько литров осталось в баке.

Так как в баке осталось 49 л спирта, то можно составить уравнение

(64-х)——— = 49, или 64(64 - х) - х(64 - х) = 64 • 49, или
64

(64 - х)2 = 64 • 49, или (64 - х) = ±56, откуда хх = 8,
х2 = 120 (не удовлетворяет условию задачи).

и » О - 8(64-8)Итак, в первый раз вылили 8 л спирта, а во второй--------------------
64

8-56 „ , ч ------ = 7 (л) спирта.
64
Ответ: 8; 7.

10.7. Задачи на прогрессии
Пример 16. Бригада маляров красит забор длиной 280 м, ежедневно 

увеличивая норму покраски на одно и то же число метров. Известно, 
что за первый и последний день в сумме бригада покрасила 80 м забора. 
Определите, сколько дней бригада красила весь забор.

Решение.
Имеем арифметическую прогрессию, где 8п = 280, а^ + ап = 80, тогда 

^п = °1 +а" 'Я, или — п = 280, или 40п = 280, откуда п = 7, т. е. бригада 
2 2

красила забор в течение 7 дней.
Ответ: 7.

Пример 17. Игорю надо решить 366 задач. Ежедневно он решает 
на одно и то же количество задач больше по сравнению с предыдущим 
днем. Известно, что за первый день Игорь решил 7 задач. Определите, 
сколько задач решил Игорь в последний день, если со всеми задачами он 
справился за 12 дней.

Решение.
В первый день Игорь решил 7 задач, в последний — а12 задач. Всего 

надо решить 512 = 366 задач.

129



+0,
Тогда 8п = —---- --п, где аг = 7, п = 12.

2
Следовательно, 812=^—^ • 12 = 6 »(^ + о12), или 6(7 + а12) = 366, 

2
7 + 012 = 61, откуда а12 = 54 (задачи).

Ответ: 54.

§ 11. Задание 11. Графики функций

Это задание появилось в вариантах ЕГЭ профильного уровня по теме 
«Графики функций». По графику функции, который дается в условии, 
необходимо определить неизвестные параметры в ее формуле. Возмож­
но — найти значение функции в некоторой точке или координаты точки 
пересечения графиков функций.

11.1. Комбинированные задачи
Пример 1. На рисунке изображе­

ны графики функций /(х) = - 4х 4- 9 и 
^(х) = ах2 + Ъх + с, которые пересека­
ются в точках А и В. Найдите абсциссу 
точки В.

Решение.
Из графика видно, что ^(-1) = -1, 

£(1) = 5, ^(0) = 1. Тогда получим систему
уравнений

а-Ь + с = -1, 
< а + Ь + с = 5, 
0 + 0 + с = 1;

с = 1, с = 1,
’ а - Ь +1 = -1, а-Ь = -2, 
а + Ь + 1 = 5; а + Ь = 4.

Складывая два последних уравнения,
имеем 2а = -2 4- 4, 2а = 2, а = 1, тогда Ь = 4 - 1 = 3.

Итак, а=1,& = 3, с = 1.
Заметим, что для нахождения значений а, Ьис достаточно взять 3 точ­

ки, имеющие целые коэффициенты. Следовательно, ^(х) = х2 + 3х+ 1.
Поскольку прямая и парабола пересекаются в точке А(1; 5), то полу­

чим уравнение х2 4- Зх 4- 1 = -4х 4- 9, или х2 4- 7х - 8 = 0.
Так как 1 4- 7 - 8 = 0, то Хі = 1, х2 = -8.
Таким образом, абсцисса точки В будет х = -8.
Ответ: -8.
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Пример 2. На рисунке 
изображены графики функ-

ций f(x) = — и g(x) = ах + Ъ, 
X

которые пересекаются в точ­
ках А и В. Найдите абсциссу 
точки В.

Решение.
Найдем значение к, учи­

тывая, что гипербола прохо­
дит через точку А(3; 1). Зна­
чит, Дх) = у = 1, х = 3, тогда 
к = ху = 3 • 1 = 3.

3
Следовательно, /(х) =—.

X

Поскольку а = tg а, где а — угол наклона прямой к положительному 
4

направлению оси Ох, то а = — =2. Остается найти значение Ь.

Заметим, что ^(3) = 1, тогда 2 • 3 + & = 1, откуда Ь = 1 - 6 = 5.
Значит, прямая имеет вид у = 2х - 5.

3
Решая уравнение — = 2х - 5, получим 2х2 - 5х - 3 = 0, откуда нахо- 

х
дим Хі = 3, х2 = -0,5.

Следовательно, х = -0,5 — абсцисса точки В.
Ответ: -0,5.

Пример 3. На рисунке изобра­
жены графики функций f(x) = а4х 
и g(x) = кх + Ь, которые пересека­
ются в точке А. Найдите абсциссу 
точки А.

Решение.
На кривой Дх) = а4х отмечена 

точка (4; 3). Значит, а\[і = 3, или 

2а = 3, а = — = 1,5, т. е. Дх) = 1,5-Тх.
2

Остается найти значения к и Ь,

где к = tg а = — =—. Кроме того, 
6 3

^(0) = -3, тогда получим —0 + Ь = -3, или Ъ = -3, следовательно, g(x) = 
3

131



= —х-3. По условию графики пересекаются в точке А. Имеем уравне­

ние 1,5>/х =-х-3, или 9\[х = 2х - 18.
3

Пусть 4х = і, тогда получим 9£ = 2^2 - 18, или 2і2 - 9і - 18 = О,

В = 81 + 144 = 225 = 152 > 0, ^ 2=—, ^ = 6, ^ = “1,5.
4

Так как ^ > 0, то корень і2 = _1,5не подходит.
Если і = 6, то Ѵх =6, х = 36 — абсцисса точки А.
Ответ: 36.

11.2. Гиперболы
Пример 4. На рисунке 

изображен график функции

/(х) =—+а. Найдите /(-16). 
х

Решение.
у = 1 — горизонтальная 

асимптота графика функции, 
значит, а = 1. Заметим, что 
/(2) = 3. Тогда получим урав- 

к кнение — +1 = 3, или — = 2, 
2 2

Л = 4. 
4

Значит, /(-16)=----- +1 =
—16

= 1--=- =0,75.
4 4

Ответ: 0,75.

Пример 5. На рисунке изображен график функции вида /(х) = а + с, 
х + Ь

где числа а, Ь и с — целые. Найдите /(8).
Решение.
у = -2 — горизонтальная асимптота, значит, с = -2.
х = 4 — вертикальная асимптота, значит, Ь = -4.
Точка, выделенная на графике, имеет координаты (3; -3), тогда

—— - 2 = -3, или — = -1, а = 1.
3-4 -1
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2 2 2Следовательно, f(x) =--------2, значит, /(8) =--------- 2 = — - 2 =
х-4 8-4 4

= 0,5-2 = -1,5.
Ответ: -1,5.

Пример 6. На рисунке изо­
бражен график функции вида 
~ ч ах + b . f(x) =------- , где at Ъ и с — це-

х + с
лые числа. Найдите Ь.

Решение.
I способ 

ах+ Ь Преобразуем дробь ---- 
х + с 

так, чтобы выделить целую 
часть:

ах + b _ а(х + с) + Ь-ас _ 
х+с х+с

Ъ-ас = а +------- .
х + с

ч Ь-ас Следовательно, f(x) = а +-------
х + с

Заметим, что у = 3 — горизонтальная асимптота, значит, а = 3. 
х = -2 — вертикальная асимптота, значит, с = 2.
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Точка, отмеченная на графике, имеет координаты (-4; 2).
_3*2 Ъ_6

Тогда получим уравнение 3 + ——— = 2, или —— = _1, ИЛИ ^~® = ^

откуда Ь = 8.
Ответ: 8.

II способ
Относительно системы координат ХОУ имеем сдвиги на 3 единицы 

авверх и на 2 единицы влево, т. е. у =------+ 3. Если асимптоты х = -2 и
х + 2

у = 3 принять за новую систему координат, то а = 2. 
_ 2 о Зх + 8 _ - ах + Ь Зх + 8Получим у =------ + 3 = ---------. Сравнивая дроби --------  и -------- , на-

х + 2 х + 2 х+с х + 2
ходим а = 3, Ь = 8, с = 2.

Ответ: 8.

11.3. Параболы
Пример 7. На рисунке изображен гра­

фик функции вида /(х) = ах2 + Ьх + с, где 
а, Ь и с — целые числа. Найдите абсциссу 
вершины параболы.

Решение.
Абсцисса вершины параболы определи

ется по формуле х0 = -Ь
2а

Из рисунка видно, что при х = 0, /(х) = 
= 8; при х = 1, /(х) = 3; при х = 2, /(х) = 0.

Следовательно, получим систему урав­
нений

а-02+Ь0 + с = 8, 
’ а12+Ь1 + с = 3,

а • 22 + Ь • 2 + с = 0;
с = 8,

<а + Ь = -5,
2а + Ь = -4.

с = 8,
’ а + Ь + 8 = 3, 
4а + 2Ь + 8 = 0;

Вычитая из III уравнения II, получим 2а - а = -4 -I- 5, или а = 1.
Тогда & = -5 - 1 = -6.

Значит, абсцисса вершины параболы х0 = — =3.
2

Ответ: 3.
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Пример 8. На рисунке изображен 
график функции Дх) = 2х2 + Ьх + с. 
Найдите значение /(-7).

Решение.
Для нахождения значений Ъ и с 

достаточно использовать координаты 
двух выделенных точек: при х = -4, 
Дх) = 5; при х = -1, Дх) = 2. Получим 
систему двух линейных уравнений с 
двумя неизвестными

'2(-4)2 + Ь(-4) + с = 5,
2(-1)2 + 6(-1) + с = 2;

І32-4Ь + с = 5, Г-4Ь + с = -27, 
[2-& + с = 2; [-Ь + с = О;

|-4Ь + с = ^27, |-4& + Ь = -27, 
[с = 5; Ѵ = &;

Следовательно, Д-7) = 2 • (-7):
Ответ: 44.

-35 = -27, Г& = 9, 
с = Ь; [с = 9.

2 + 9 • (-7) + 9 = 98 - 63 + 9 = 44.

Пример 9. На рисунке изо­
бражен график функции вида 

х^
Дх) =------\- Ъх + с, где а, Ь и с —

а
целые числа. Найдите значение 
/(0).

Решение. 
I способ

Так как ветви параболы на­
правлены вниз, то а < 0.

(4; 5) — координаты вершины 
параболы, тогда уравнение пара- 
, О-4)2 ,болы имеет вид у =--------- — + 5.

Значит, ДО) = + 5 = -8 + 5 = -3.
2

Ответ: -3.
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II способ

1) При х = 0, f(x) = -3; 2) при х = 2, f(x) = 3; 3) х0 = —= 4, f(x^ = 5.

Получим систему уравнений

-+60+с = -3, 
а с = -3, с = -3,

•- + 26-3 = 3, ■ і + 26 = 6, • - + 26 = 6,
а а а

-+46-3 = 5; —+46 = 8; -+6=2.
а . а

Вычтем из II уравнения III: 2Ь - Ь = 4, Ь = 4, тогда — +2-4 = 6, или 
а

4
- = -2, а =-2.
а

х2
Следовательно, /(х) - --------- I- 4х - 3, тогда ДО) = 0 + 4- 0- 3 = -3.

2
Ответ: -3.

11.4. Линейные функции

Пример 10. На рисунке изобра­
жен график функции f(x) = kx + Ъ. 
Найдите значение х, при котором 
f(x) = -7,5.

Решение.
Координаты выделенных точек 

(3; -3)и(-1; -2).
Так как f(x) = kx + bt то коорди­

наты точек удовлетворяют уравне-

нию прямой:
3/? + Ь = 3, 

' -k + b = -2.

Вычтем из I уравнения II:

3Hfe = 3 + 2; 4А = 5; * = -,
4

5 3тогда b = k - 2 = — 2 = — 
4 4

Следовательно, уравнение прямой примет вид у = —х—.
4 4

По условию f(x) = -7,5.
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5 3Получим —х — = -7,5, или 5х - 3 = -30, или 5х = -27, х = -5,4. 
4 4

Ответ: -5,4.

Пример 11. На рисунке изо­
бражены графики двух линейных 
функций. Найдите абсциссу точки 
пересечения.

Решение.
Линейная функция имеет вид 

у = кх + Ь.
У! = куХ + Ьу, у2 = к2х + Ь2, где

Ь 3 4 9«і=^ = 3, ^=-- = -2.

Значит, і/! = Зх + Ьу, у2 = -2х + Ь2. 
(1; 2) — координаты точки пря­

мой, где ку = 3, тогда получим 2 = 3 • 1 + Ь15 откуда &і = -1.
Следовательно, у у = Зх - 1.
Аналогично (0; 3) — координаты второй прямой.
Тогда имеем 3 = -2 • 0 + Ь2, т. е. Ь2 = 3. Значит, у2 = -2х + 3.
Так как прямые пересекаются, то уу = у2, т. е. Зх - 1 = -2х + 3, или 

5х = 4, х = 0,8.
Ответ: 0,8.

11.5, Показательные и логарифмические функции

Пример 12. На рисунке 
изображен график функции 
f(x) = loga (х 4- 5). Найдите 
/(13).

Решение.
ОДЗ: х е (-3; +оо).
Значит, Ь = 3.
Так как график проходит 

через точку (-1; 1), то полу­
чим уравнение

1 = loga (_1 + 3), или a = 2.
Значит, f(x) = log2 (* + 3), 

тогда /(13) = log2 (13 + 3) = 
= log2 16 = log2 24 = 4.

Ответ: 4.
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Пример 13. На рисунке 
изображен график функции 
/(х) = loga х + Ъ. Найдите зна­
чение х, при котором f(x) = 2.

Решение.
Отметим координаты выде­

ленных точек: (1; -4) и (4; -2). 
Получим систему уравнений 

logal + & = -4, 
loga 4 + Ь = —2;

0 + Ь = -4, 
loga4 + b = -2;
b = -4, [Ь = -4, (b = -4, (b = -4, Гд = —4,
loga4-4 = -2; [loga4 = 2; [21oga2 = 2; [loga2 = l; [a = 2.

Значит, f(x) = log2 x - 4. Так как f(x) = 2, то получим log2 x - 4 = 2, 
log2 x = 6, x = 26 = 64.

Ответ: 64.

Пример 14. На рисунке изо­
бражен график функции 
/(х) = ах + ь. Найдите /(-8).

Решение.
Нам надо прежде всего найти 

значения а и Ь, для чего мы ис­
пользуем координаты выделен­
ных точек (-2; 2) и (2; 8).

Так как /(х) = ах + ь, то полу­
чим систему двух уравнений с 
двумя неизвестными:

(а~2+ь = 2,
< л где а > 0, а ^ 1._2+Ь о ’а =о,
Разделим II уравнение на I:

_2+. =—, или а2+6+2-1’ =4, а4 = 4, а2 = 2, откуда а = ^2, так как а > 0. 
а 2
Подставим значение а-42 в одно из уравнение системы, например,

г~-2+Ь
в I: V2 =2, или 22 = 2Х, или —(—2 + 6) = 1, или —2 + 6 = 2, откуда 

2

6 = 4. Тогда f(x) = (yj2)x^.
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Значит, /(-Я^^У**4 =(j2y* 22
к J

= 2•"2 =1
4

= 0,25.

Ответ: 0,25.

Пример 15. На рисунке изображен 
график функции /(х) = ах + Ь. Найдите 
значение х, при котором /(х) = 28.

Решение.
Так как функция — показательная, то 

Е(П = (Ь; + х).
Из рисунка видно, что Е(/) = (-4; 4- оо), 

т. е. 6 = -4. Кроме того, /(3) = 4. Тогда по­
лучим уравнение а3 - 4 = 4, а3 = 8, а = 2.

Следовательно, Дх) = 2х - 4. Чтобы 
найти значение х, остается решить пока­
зательное уравнение 2х - 4 = 28, или 2х = 
= 32 = 25, х = 5.

Ответ: 5.

11.6. Тригонометрические функции

Пример 16. На рисунке изображен 
график функции /(х) = a sin х + b. 
Найдите Ь.

Решение.
Координаты выделенной точки

Тогда получим а • sin 0 + 6 = —, 
2 

0 + 6= i, b = - =0,5.
2 2

Ответ: 0,5.

Пример 17. На рисунке изображен график функции f(x) = a cos х + b.
Найдите а.

Решение.

Координаты выделенных точек (0; 3) и —; 1,5
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асоаО + Ь = 3,
Тогда получим *

а сое— + 6 = 1,5; 
2

а • 1 + Ь = 3, 
оО+Ь = 1,5;

а = 1,5.

а + 6 = 3, 
откуда

6 = 1,5,

Ответ: 1,5.
Замечание. Можно было учесть,

что fmax = 3, тогда а = -/тах = 1,5.

Пример 18. На рисунке изо­
бражен график функции /(х) = 
= аі^ х + Ъ. Найдите Ь.

Решение.
Из выделенных точек удобно 

взять точку на оси Оу с коорди­
натами (0; -1,5), так как ѣ£ 0 = 0.

Получим а * і£ 0 + 6 = -1,5, 
откуда Ь = -1,5.

Ответ: -1,5.

11.7. Кусочно-линейные функции
Пример 19. На рисунке 

изображен график функции 
у = к\х + а\ + Ь. Найдите /(13).

Решение.
Обозначим вершину угла 

А(х0; уо).
Коэффициенты а и 6 пока­

зывают сдвиги, к — растяже­
ние графика.

/(х) = к\х - х0| + Уо-
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Угловой коэффициент к най­
дем из прямоугольного ^АСВу

где к = іё а = вс = і
АС~3'

Точка А имеет координаты
(1;-2).Тогда/(х)=||х-1|-2.

Следовательно, /(13) = і|13 -1|-2=і-12-2 = 4- 2 = 2. 
З з

Ответ: 2.
Замечание. Значение /(13) = 2 видно из приведенного рисунка.

Пример 20. На рисунке изображен график функции /(х) = к\х + а\ + Ь. 
Найдите /(7).



Правая ветвь графика — убывающая функция, тогда А = і§ а = 
2 1

2’
А(-5; 5), следовательно, /(х) = —| |х+ 5| + 5 = ~ -17 + 51 + 5 =-6+ 5 =

Ответ: -1.

§ 12. Задание 12. Исследование функций

Здесь встречаются задания следующих видов:
1) исследование степенных и иррациональных функций;
2) исследование произведений;
3) исследование показательных и логарифмических функций;
4) исследование тригонометрических функций;
5) исследование функций без помощи производной.
Все задачи, которые встречаются на ЕГЭ, делятся на 2 типа:
1. Задачи на нахождение наибольшего (наименьшего) значения 

функции на отрезке. Иногда отрезок не задан, тогда находим на всей 
числовой прямой.

2. Задачи на нахождение точек экстремума (максимума или миниму­
ма) функции.

12.1. Степенные функции

Пример 1. Найдите точку максимума функции у = х3 - 27х 4- 15.
Решение.
Найдем производную данной функции: у' = (х3 - 27х 4-15)' = Зх2 - 27.
Найдем стационарные точки из уравнения у’ = 0 или Зх2 - 27 = О, 

х2 = 9, х1( 2 = =*=3.
На числовой прямой определим знаки производной и изобразим пове­

дение функции:

у'(х) + _ +
----------- :----- •--------------•------------ ►
У(х) -з з

х = -3 — точка максимума функции, так как при переходе через нее 
производная меняет знак с «4-» на*-».

Ответ: -3.
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Пример 2. Найдите наименьшее значение функции у = х3 - 12х на 
отрезке [0; 3].

Решение.
у' = (х3 - 12х)' = Зх2 - 12, у' = 0, или Зх2 - 12 = 0, х2 = 4, х^ 2 = ±2.
х = -2 е [0; 3], х = 2 е [0; 3].
і/(2) = 23 - 12 • 2 = 8 - 24 = г16.
Найдем значения функции на концах отрезка [0; 3]: г/(0) = 0, 

і/(3) = З2 - 12 • 3 = 27 - 36 = -9.
Значит, уиаим^ = і/(2) = -16.
Ответ: -16.

12;2. Иррациональные функции

з
Пример 3. Найдите точку минимума функции у = х2 - 6х + 1.

Решение.
Найдем производную функции:

У'=
- 3 - 3х2-6х + 1 =—х2-6 =—Ѵх-6, где х > 0.

2 2

3 г- г~Найдем нули производной: у' = 0, или —Ѵх - 6 = 0, Ѵх =4, х = 16.
2

Определим знаки производной и поведение функции на числовой 
прямой:

У'(х) *
У(х) о 16

х = 16 — точка минимума функции, так как при переходе через нее 
производная меняет знак с «-» на «+».

Ответ: 16.

2 -Пример 4. Найдите точку максимума функции у = —х2 + 2х + 3. 
3

Решение.

Г 2 -
у'= —х2+2х + 3

3
2 3 - г------ х2 + 2 • 1 4- 0 = -Ѵх +2, где х > 0.
3 2

у' = 0, или -Ѵх +2 = 0, Ѵх = 2, х = 4.

У\х)
У(х) о 4
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В точке максимума производная меняет знак с «+» на «-», значит, 
х = 4 — точка максимума функции.

Ответ: 4.

2 /—Пример 5. Найдите наименьшее значение функции у = —хчх - 2х + 3 
/ 3

на отрезке [1; 9].
Решение.

У' =
2 г-—хѴх-2х+3 
3

Заметим, что у' ^ 0 на отрезке [1; 9], значит, данная функция убыва-
ет, поэтому наименьшее значение функции достигается в точке х = 9, 

2
т. е. унаим. = 1/(9) = -- 9- 3- 2- 9 + 3 = 3.

Ответ: 3.

12.3. Рациональные функции

- е х х2+256
Пример 6. Найдите точку максимума функции у =-------------  

х
Решение.

, ( х2 + 256
У =-------------  х

256 
х

256 
«2 ’

у' = 0, или -1 + —=- = 0, х2 = 256, Хі 2 = ±16. 
х

В точке максимума производная меняет знак с «+» на «-». Значит, 
х = 16 — точка максимума.

Ответ: 16.

Пример 7. Найдите точку минимума функции у = —5 . 
х +9

Решение.
1-(х2 + 9)-х(х2+9)' __х2+9-х-2х_ х2-9 

(х2 + 9)2 (х2 + 9)2 (х2 + 9)2 ’

у' = 0, х2 - 9 = 0, х2 + 9 > 0 при всех х е Я.
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Тогда х2 = 9, х1( 2 = ±3.

^^^ + , ~ і + >
У(х) -з з

х = 3 — точка минимума функции.
Ответ: 3.

12.4. Показательные функции

Пример 8. Найдите наибольшее значение функции у = (х - 9)е^х “ 8) 
на отрезке [7; 9].

Решение.
у' = (х - 9У • ех~8 + (х - 9) • (ех~8У = 1 • ех~8 + (х - 9) • ех~8 =

= е*-8-(х-8).
у’ = 0, или ех " 8 • (х - 8) = 0.
Так как ех _ 8 > 0 при всех х е R, то х — 8 = 0, х = 8 е [7; 9].
На числовой прямой покажем знаки производной и поведение функ­

ции: 
у'(х) - + ̂

-------- ---- *777777777777777^777777777777?—^
У(х) 7 \ 8 /< 9

. х = 8 — точка минимума функции, значит, наибольшее значение бу­
дет на концах отрезка:

у(Ч) = (7 - 9) е7’8 —-, М9) = (9 - 9) е®-8 = 0 • е = 0. 
е

Следовательно, унаиб. = у(9) = 0.
Ответ: 0.

Пример 9. Найдите точку максимума функции 
у = (2х2 - ЗОх + 30) е*"30.

Решение.
у' = (2х2 - ЗОх + 30)' • е* " 30 + (2х2 - ЗОх + 30) • (е* ' 30)' =

= (4х - 30) е*"30 + (2х2 - ЗОх + 30) • е*’30 = е*“30(4х - 30 + 2х2 - ЗОх +
+ 30) = е^ “ 30 • (2х2 - 26х) = 2х(х - 13) • ех " 30.

у’ = 0, или 2х(х - 13) • ех “ 30 = 0. Так как ех _ 30 > 0 при всех х е Я, то 
2х(х - 13) = 0, откуда хх = 0, х2 = 13.

У\х} + ^ - « + *
У(х) ^ 0 ^ 13 ^

х = 0 — точка максимума функции, так как производная меняет знак 
с «+» на «—».

Ответ: 0.
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Пример 10. Найдите наибольшее значение функции у = (х + 5)2 • е 3 х 
на отрезке [-5; -2].

Решение.
у' = ((х 4- 5)2)' • е"3’* + (х + 5)2 • (в"3-*)' = 2(х + 5) • е’3’* +

+ (х + 5)2 • (-1) • в’3"* = (х + 5) • е-3~х- (2-х -5) = -(х + 5)(х + 3) е’3"*.
Так как е“3 “ х > 0 при всех х е R, то у' = 0, если -(х + 5)(х + 3) = О, 

откуда Хі = -5 е [-5; -2], х2 = -3 е [-5; -2].

У'Ш _ +
--- 7~Г—*777777777777777777*7777777777?—>

-5 -3 -2

х = -3 — точка максимума функции, значит, в этой точке функция 
имеет наибольшее значение, т. е. !/наи6і = у(—3) = (-3 + 5)2 • е° = 4.

Ответ: 4.

12.5. Логарифмические функции

Пример 11. Найдите наименьшее значение функции у = 6х- 1п(х + 4)6 
на отрезке [-3,5; 0].

Решение.
ОДЗ: х * -4. Найдем производную функции:

у' = (6х - 1п(х + 4)«у = 6 • 1 - 6 • £±і!- = 6 —.
х + 4 х+4

у' = О, или 6—— = 0, —=1, х = -3 е [-3,5; 0].
х+4 х+4

Определим знаки производной и поведение функции на данном отрезке:

—ГТ--*777777777*7777777777777777777?---- ►
»М -3,5\^-3 0

х = -3 — точка минимума функции. Значит, в ней функция имеет 
наименьшее значение, т. е. уВйИм. = у(-3) = 6 • (-3) - 1п 1 = -18 - 0 = -18. 

Ответ: -18.

Замечание. Решение значительно упростится, если учесть, что 
1п(х + 4) = 0, х + 4 = 1, х = -3 и т. д.

Пример 12. Найдите наибольшее значение функции

у = 2х2 - 9х + 5 1п х - 13 на отрезке 1. 11 
10* 10
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Решение.
ОДЗ: х > 0.

у' = (2х2 - 9х + 5 іпх - 13)' = 4х - 9 + -. 
х

Так как х > 0, то у' = 0, если 4х2 - 9х + 5 = 0.
5

Поскольку 4 - 9 + 5 = 0, то хх = 1, х2 = — £ 
4

’1. и" 
іо’ ю

у'(х) +
Г-”-*777777777777777777^777777777^"

^^ 1 \. 1 Z
10 4

х = 1 — точка максимума функции, тогда унаиб. = у(1) = 2 - 9 + 0 - 
- 13 = -20.

Ответ: -20.

Замечание. Аналогично предыдущему примеру имеем Іпх = 0 при 
х = 1 и т. д.

12.6. Тригонометрические функции

Пример 13. Найдите наибольшее значение функции

у = 24 cos х +12>/3х-473л + 5 на отрезке 0; | .

Решение.
у' - 24(cos х)' + 12& х - 0 = -24 sin х + 125/3.
у' = 0, или -24 sin х + 125/3 = 0,

•>/3 7Г
sin х = —, откуда х = (-1)п— + ли, п е Z.

2 3

При я = 0 получим х = — € 0: 
3

лежащий данному отрезку.
У’(х)

Я

2
— единственный корень, принад-

У(х) ■*77777777777777^77777777777777^
0 л

3
л
2

х = — — точка максимума, значит, в ней функция достигает наиболь- 
3

шего значения:
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^/наиб. У = 24 • cos -+12л/3---4^ + 5 = 
3 3

= 24 • -+Йк-Йи + 5 = 17. 
2

Ответ: 17.

Замечание. Решение значительно упростится, если учесть, что отве 
том может быть целое число или конечная десятичная дробь. С уче 
том этого должно выполняться условие 

12\/Зх-4\/Зл = 0, откуда х = —, и т. д.

Пример 14. Найдите наименьшее значение функции у = 5 sin х 4- 
, 30 ( о Г 5л J

4-—х 4- 3 на отрезке----- ; 0 .

Решение.

у' = 5cos х 4------, где —«9,6, |cos х| < 1.
л л

Значит, у' > 0, т. е. данная функция является возрастающей, тогда 
наименьшее значение достигается в начале отрезка, т. е. в точке 

5л х =---- .
6

Следовательно, 
( 5л^ с . ( 5л 30 ( 5л Y о к • 5л о 

»ІШМ. - F -у =5sin --— +---- --- — + 3 = -5sin— - 25 + 3 =

—5sin| я--! - 22 = -5sin- - 22 = -5— - 22 = -24,5.
I 6j 6 2

Ответ: -24,5.

Пример 15. Найдите наибольшее значение функции

у = 10 tg х - Юх 4- 8 на отрезке

Решение.

у' = (10tg х - Юх + 8)' = 10----- ------- 10.
COS X

Но —^- =14- tg2 х, тогда у' = 10(1 4- tg2 х) - 10 = 10tg2 х > 0. 
cos х

Значит, данная функция является возрастающей и свое наибольшее 
значение достигает в конце отрезка, т. е. в точке 0.

Следовательно, уваяб. = 1/(0) = 10 • tg 0 - 10 • 0 4- 8 = 8.
Ответ: 8.
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Замечание. Применение формулы 1 + tg2 х = —5— значительно 
cos х

упрощает решение.

Пример 16. Найдите точку максимума функции у = (4х - 5) cos х -

0; — .

Решение.
у' = (4х - 5)' • cos х 4- (4х - 5) • (cos х)' - 4(sin х)' + 0 =
= 4 cos х - (4х -5) sin х - 4 cos х = (5 - 4х) sin х.
у' = 0, если 5 - 4х = 0, или sin х = 0.

4х-5, ж-1,25 е |0; -|.

Уравнение sin х = 0, х = ли, п е Z не имеет корней, принадлежащих 

промежутку 0; — .

х = 1,25 — точка максимума функции.
Ответ: 1,25.

Замечание. Решение значительно сократится, если положить 
4х - 5 = 0, т. е. х = 1,25. Это и будет ответ.

12.7. Исследование функций 
без помощи производной

Пример 17. Найдите точку минимума функции у = \[^-6х + 8.

Решение.
Заметим, что квадратный трехчлен х2 - 6х + 8 представляет собой гра­

фически параболу, ветви которой направлены вверх, так как а = 1 >0, 

достигает минимума в вершине, абсцисса которой х0=----- = — = 3.
2а 2

Поскольку функция у = 4х — возрастающая, то данная функция до­
стигает минимума в той же точке, что и подкоренное выражение.

Ответ: 3.
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Пример 18. Найдите наибольшее значение функции у = у/б-5х-х2.

Решение.
Квадратный трехчлен 6 - 5х - х2 представляет собой графически па­

раболу, ветви которой направлены вниз, так как а = -1 < 0 и достигает 

наибольшего значения в вершине, абсцисса которой х0 =^“ = “^ = -2,5.

Тогда уо = 6 - 5 • (-2,5) - (-2,5)2 = 6 + 12,5 - 6,25 = 12,25.
Так как функция у = 4х — возрастающая на [0; + оо) и определена в 

точке 12,25, то для исходной функции і/наиб = л/12?25 =3,5.
Ответ: 3,5.

Пример 19. Найдите точку минимума функции 
У = logs (х2 - 4х + 7) + 2.

Решение.
х2 - 4х + 7 — парабола, ветви которой направлены вверх, так как

-Ъ 4а = 1 > 0, достигает минимума в точке х0 = — = —= 2.
2

Так как функция у = logз х — возрастающая на (0; + оо), то и исход­
ная функция достигает минимума в точке 2.

Ответ: 2.

Пример 20. Найдите точку максимума функции у = 78х х .
Решение.
Поскольку 7 > 1, то функция у = 7х — возрастающая, тогда данная 

функция достигает максимума в той же точке, что и квадратный трех­
член 8х - х2, представляющий собой графически параболу, ветви кото­
рой направлены вниз, так как а = -1 < 0.

= ±-±_л
2а~-2

Ответ: 4.

Пример 21. Найдите наибольшее значение функции 
y = log1 (х2 + 4х + 6) на отрезке [-11; -1].

2
Решение. у'(х) +

_Ь _А '7~Т~~^Т77Т7Т7Т77777777ТТ^П77777777^‘
х>=—=—= -2 е[-11;-1]. ^ -И к -2 х-1

0 2а 2 1 J Ч
!/Яаиб. = Ѵ(-2) = log; (4 - 8 + 6) = logj 2 = -1.

2 2
Ответ: -1.
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§ 13. Задание 13. Уравнения

Здесь предлагается решить различные типы уравнений. При этом 
решение состоит из двух частей:

1) собственно решить уравнение;
2) найти корни, принадлежащие отрезку.
Заметим, что корни на отрезке при решении тригонометрических 

уравнений можно находить по-разному: с помощью двойных нера­
венств, единичного круга, графически.

Выбор способа остается за учеником и вполне допустим на экзамене.

13.1. Тригонометрические уравнения

Пример 1. а) Решите уравнение
.^«ов2* =4,

б) Найдите все корни уравнения, принадлежащие отрезку
Г—; гД
L 2 J 
Решение.
а) Запишем уравнение в виде
4«n1« + 4i-.taJx=4j или 41*'*+_1_ = 4.

^8ІП X

Пусть 481П х = ^, тогда получим уравнение

^+” = 4, или t2 — 4f + 4 = 0, (£ -2)2 = 0, £ - 2 = О, откуда t = 2.

Учитывая, что £ = 481п2*, получим 4вт2х=2, или 22sin2*=2, 
2 sin2 x = 1, или 1-2 sin2 х = 0.

Так как 1-2 sin2 х = cos 2х, то cos 2х = 0, 2х = — + о, х = —+—,
2 4 2

п є Z.
б) Корни на отрезке найдем с помощью двойного неравенства:
Зл < л ли 
7-4+7 2 4 2 4’

Л — <n<—t 
2 2

■ о 7лоткуда п = 3, тогда х =—.
4

Ответ: а) —+—, п & Z; б) 
4 2

7л 
4
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Пример 2. а) Решите уравнение 
л ( П I

4 cos4 —х =7 cos 4х 4- sin 2х 4-10.

б) Найдите все корни уравнения, принадлежащие отрезку

L 2 J
Решение.
а) Известно, что 2 cos2 а = 1 4- cos 2 а, тогда получим

4 cos4 — х
14

2cos21 — — х 11
4 Л

71 л= 14-cos —2хІ2

2
I = (14- sin 2х)2.

Кроме того, cos 4х — 1 - 2 sin2 2х, и данное уравнение примет вид 
(1 + sin 2х)2 = 7(1 - 2 sin2 2х) 4- sin 2х 4- 10, или 
14-2 sin 2х 4- sin2 2х = 7 - 14 sin2 2х 4- sin 2х 4- 10, или 15 sin2 2х 4- 
4- sin 2х - 16 = 0 — квадратное уравнение относительно sin 2х. 
Пусть sin 2х = ^, где ^| < 1, тогда получим 15t2 4-1 - 16 = 0.

16Заметим, что 15 4-1 - 16 = 0, значит, ^ = 1, тогда t2 =----- (не удовлет- 
15

воряет условию |f| < 1).

Значит, t = 1, тогда sin 2х = 1, 2х = — 4- 2лп, откуда х = — 4- ли,

п g Z.

б) х е -—; Зл .L 2 J
л л _ ----< —4-ЛП <3л,
2 4

1; 2.

1_1
2 4 4’

3 3или —<п<2—, откуда п = 0;
4 44

Если п = 0, то х, = —
1 4

если П = 1, л то Х9 = — 4- Л =
2 4

5л л—; если п = 2, 
4

л п 9л хч = — + 2л = — 
3 4 4

5л 9лЛ лОтвет: а) — + лп, п g Z; б) —; —, — 
4 4 4 4

Пример 3. а) Решите уравнение
sin х 4- cos х = ^ sin 5х.

лб) Найдите все корни уравнения, принадлежащие отрезку 0; — 
2

Решение.
а) Разделим обе части уравнения на >/2 :
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1 . 1 л . .Л . --T=sinx + -i=cosx = sin5x, или cos—81ПХ + sin — cosх = Sinox, 
72 >/2 4 4

или sin х + — =sin5x, sin 5х - sin х + — = О

Применив формулу sin а - sin р = 2sin---- -cos---- -

2х— cos Зх+- =0, откуда:
8 / ѵ 8 /

1) sinl 2х-- =0, 2х - — = лп, х = —+—, п е Z;
{ 8 J 8 18 2

(Л ] Л Л Л Л71
3x4- — =0, Зх 4- — = — + лп, откуда х = —+—, п е Z.

8 8 2 8 3

б) х е 0; - .

1) о< —+ —<-, 
18 2 2

1<”<1_1
18" 2 "2 18’

— < п < —, откуда п = 0, х, =—;
9 9 1 18

л лп л 1 п 1 1 3 _ 9— + — <—, —< —<------ , —<п<—, откуда
8 3 2 8 3 2 8 8 8

п = 0, х9 = —
2 8

п = 1, л л
= —4- —

3 8 3
11л
24 ‘

Ответ: а) —4-—, 
18 2

л лп
---1----
8 3

eZ;6)b S 1І!
18 8 24

Пример 4. а) Решите уравнение
2(sin 2х 4- cos 2х) 4- sin 4х 4- 1 = 0.

б) Найдите все корни уравнения, принадлежащие отрезку ^; Зя 
2

Решение.
а) Пусть sin 2х 4- cos 2х = t, тогда t2 = 1 + sin 4х, и данное уравнение 

примет вид 2t + /2 = 0, или t(2 + t) = 0, откуда £і = 0, f2 = _2. Следова­
тельно, исходное уравнение равносильно совокупности уравнений:

1) sin 2х 4- cos 2х = 0 — однородное уравнение I степени. Разделим обе 
части уравнения на cos 2х 0. Деление возможно, ибо в противном слу­
чае и sin 2х = 0, что невозможно, так как не будет выполняться основное 
тригонометрическое тождество

sin2 а 4- cos2 а = 1.

Имеем tg 2х 4- 1 = 0, tg 2х = -1, 2х = -— 4- лп, откуда = — ’

п Е Z.
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2) sin 2х + cos 2х = -2 — нет корней, так как |sin а + cos а| = 

72sin а+Я<72, так что |/|<Т2.

5л < л лп
Т"”8+Т

5 1 п о 1 21 п 25 - + —< —<3 +—, —< —<—
2 8 2 8 8 2 8

21 25— <п< —, откуда и = о — единственное целое, тогда 
4 4

л _ 23лх = — + 3л = -—.
8 8

л лп 23лОтвет: а) х = -- + —, п g Z; б) —.
8 2 8

Пример 5. а) Решите уравнение
V3sin2x-2 =1-3 cos х.

б) Найдите все корни уравнения на отрезке -—; — .
2 2

Решение.

ОДЗ: cosx<j.

а) Возведем обе части уравнения в квадрат:
3 sin2 х - 2 = 1 - 6 cos х + cos2 х, или
3(1 - cos2 х) = 3 - 6 cos х 4- cos2 x, откуда имеем 2 cos2 х - cos х = О,

cos х • (2 cos х - 1) = 0, cos х = 0 или cos х = — (не удовлетворяет ОДЗ).

Если cos х = 0, то х = — + ли, п е Z. 
2

_ . Злб) -л< —+ лп<—, 
2 2

1 3 1-1 — <п<------ , или -1,5 < и < 1, откуда п = -1; 0; 1.

Если п = -1, то X, = — л = —;
1 2 2

л Я , ЗтСесли п = 0, х, = —; если п = 1, то х» = — ’ 2 2 3 2

Ответ: а) —+ лп, п е Z; б) —; — 
2 2 2

Зл
У
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Пример 6. а) Решите уравнение
cos2x + sinx _q

sin х —I 4 J

б) Найдите все корни уравнения на отрезке -; 2л . 
2

Решение.

а) ОДЗ: sin х- — >0, или 2лп < х - — < л + 2лп, п е Zt откуда 
4 J 4

л 5л2лп + — < х < — + 2лп, п Е Z.
4 4

Получим уравнение cos 2х + sin х = 0.
Поскольку cos 2х = 1 - 2 sin2 х, то получим 2 sin2 х - sin х - 1 = 0.

Заметим, что 2 - 1 - 1 = 0, тогда sin х = 1, sinx = -—.
2

л 7лУчитывая ОДЗ, имеем х = — + 2лп, х = — + 2лп, п е Z
2 6

л(серия х = — + 2 ли не подходит).

б) 1) х е ^ + 2лп, п е Z.

--<- + 2лп < 2і, ---і < 2л < 2 - - 
2 2 2 2 2

5
4’

ЛЕсли л = 0, то х, = — 
1 2

2

если п = 1, то х9 = — 
2 2

л 7л , _ 72) — < — + 2лп < 2л, или-------- < 2и < 2 —, — <2п< —,
2 6 2 6 6 3 6

5, , 5 п 7л-- < и <—, откуда и = 0, тогда х3 = —.

Ответ: а) — 4- 2ли, — + 2лп, п е Z;6) —; —; —. 
2 6 2 2 6

Пример 7. а) Решите уравнение
log2 (cos х + sin 2х + 8) = 3.

б) Найдите все корни уравнения, принадлежащие отрезку —; Зл

Решение.
а) Заметим, что cos х + sin 2х + 8 > 0 при всех х е R, так как |cos х| < 1, 

|sin 2х| < 1.
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По определению логарифма имеем cos х + sin 2х + 8 = 8, или 
cos х + sin 2х = 0.

Так как sin 2х = 2 sin х cos х, то cos х 4- 2 sin х cos х = 0, или

cos х (1 + 2 sin х) = 0, откуда cos х = 0 или sin х = --.

лЕсли cos х = 0, то х = —I- пп. п е Z;
2

если sin х = —, х = — 4- 2лп, х = — 4- 2лп, п е Z
2 6 6

(или х = ——+ 2лп).

б)

1)
Зя л
Т“2

з_1
2 2 2

Зл1 < п < 2,5, откуда п = 1, хх = —, п = 2 5л 
т

2) — <-- +2яп<3х
2 6

5
3

11л19 5, 19 , 11л—, — <п< —, откуда n = 1, Хо =-----6 6 12 3 612
3) ^<l!E +2ли<Зл, 

2 6
1 о 11 1 11— <2п< —, или — <п< — — нет целых п.
3 6 6 12

ч я л _ 7л _ _ Зл 11л .5лОтвет: а) —+ лп, — + 2ли, — + 2лп, п е Z; б) —; ----- ; —
2 6 6 2 6 2

Пример 8. а) Решите уравнение

2>/з sin21 — 4- х | = sin 2х.
I 2 )

б) Найдите корни уравнения, принадлежащие отрезку Ия 1 ----- ; -4л . 
2

Решение.
| Ил | )а) Так как sin -----+ х =sin 5л+ —+ х = -sin —+ х = -cos х и

sin 2х = 2 sin х cos х, то получим 2л/3 (-cos х)2 = 2 sin х cos х, или 
2>/з cos2 х = 2 sin х cos х, или cos х (v3cosx-sinx) = 0, откуда

cos х = 0 или 7з cos х - sin х = 0.

156



71Если cos х = 0, то х = — 4- Tin, n eZ.
2

Уравнение х/З cosx — sinx = 0 является однородным уравнением I сте­
пени. Так как cos х = 0, то sin х * 0 (ибо не будет выполняться основное 
тригонометрическое тождество).

Разделив обе части уравнения на sin х * 0, получим V3ctgx-l = 0,
4. 1 71 I

или ctgx = -j=, откуда х = —I- лп, n е 
Ѵз з

Z.

б) хе------- ; -4л 
2

л1) X = — 4- ЛП, П Е Z, 
2

л2) х = — 4- ЛП, п Е Z, 
3

11л л
~2~~2

2 2“
1 
2’

Значит, п = -6, п = -5.

11л л 
Т’З 
и_л< 
2 3' 

35 х — < п
6

5— < п 
6

-4-і
3 

1 
3’

3
Если п = -6,

л _ 11лх - ------ 6л = -- -----
2 2

откуда п = -5, 

тогда х = — - 5л = - 14л
1Г

если и = -5,
л „ 9лх = — - 5л = -—.
2 2

Ответ: а) — 4- ли, — 4- лп, п е Z; б)------- ;--------
2 3 3 2

9л
Т

Пример 9. а) Решите уравнение
cos 2х — х/з sin 2х = 1.

б) Найдите корни уравнения, принадлежащие отрезку [4л; 6л].
Решение.

1 1а) Запишем уравнение в виде — cos 2х —— sin 2х = —.

„ 1 . л х/З л . л о л . о 1
Но — = sin—, — = cos—, тогда получим sin—cos2x - cos—sin2x = — .

2 6 2 6 6 6 2
Как видим, левая часть уравнения представляет синус разности,

. f о 1 • 1т. е. sin —2х =— или sin 2х— = —,6 J 2 6 2’
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откуда получаем две серии решении:

1) 2х - — = - — + 2яп, п е Zt 
6 6

2х = 2яп, х = лп, и € И;

2) 2х - — =-— + 2яп, и е И, 
6 6

2х = + 2яп, х = -— + лп, п е Z.
3 3

б) х е [4я; 6я].
1) х = яп, п е И, 4я < яп < 6я, 4 < п < 6, 

откуда п = 4, и = 5, п = 6.
Если и = 4, то х = 4я;
если п = 5, х = 5я;
если п = 6, х = 6я.

я2) х - ------- Н яп, и € 2,
3
я 114я < — + яп ^ 6я, 4 Н— ^ и < 6 + —, 
3 3 3

4і ^ п ^ 6-, откуда л = 5, п = 6.
3 3

П Е с 14яЕсли п = 5, х = — +5я=----- ;
3 3

если и = 6, х = + 6я = —.
3 3

ТС „ „ 14я 17яОтвет: а) яп;------ 1- яп, п е Z; б) 4я; 5я; 6я;-----;------
3 3 3

Пример 10. а) Решите уравнение 
cos —+х25 I 2 51-сов2х .

б) Найдите корни уравнения, принадлежащие промежутку (-5я; -2я). 
Решение.

\ Г Зя Л .а) Поскольку cos — + х =sinx, то уравнение примет вид

258111 X — 51 - СОВ 2х,
Приведем обе части полученного уравнения к основанию б:

52 sin х « 51 - сов 2х, откуда 2 sin X - 1 - cos 2х.
Но 1 - cos 2х - 2 sin2 х, значит, 2 sin х - 2 sin2 х, или 

sin х(1 - sin х) = 0, откуда sin х - О,

х - яп, п е Z, или sin х - 1, х а — + 2яп, п eZ.
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б) х е (-5л; -2л).
1) х = лп, п е Z, -5л < лп < -2л, -5 < п < -2, откуда и = -4, п = -3. 

Если п = -4, х = -4л; если п = -3, х = -Зл.

2) х = — 4- 2лп, п е Z,
2

-5л < - — + 2лп < -2л, -5 - — < 2п < -2 - —,
2 2 2

11 5’3-— <п< - —, -2— < п < -1 —, откуда п = -2,
4 4 4 4

л . 7лтогда х = — - 4л = -—.
2 2

л 7лОтвет: а) ли; — + 2лп, п е Z; б) -4л; -Зл; - —.

Пример 11. а) Решите уравнение
>/2 (sin х 4- cos х) = tg х 4- ctg х.

б) Найдите корни уравнения, принадлежащие отрезку л. Зл
2’Т

Решение.

а) Так как tg х 4- ctg х =
• -2 2 чsinx COSX Sin X COS X 1 ------ +------- =----------------- =---------------

cosx sinx cosx sinx cosx sinx

уравнение запишется в виде 42 (sin х 4- cos х) =------ -------
cosx sinx

Ho cos x sin x = - sin 2x, тогда получим 
2

42 (sin х 4- cos х) =-------- .
sin2x

Пусть sin х 4- cos x = у, тогда у2 = (sin х 4- cos х)2, или 
у2 = sin2 х 4- cos2 х 4- 2 sin х cos x, или i/2 = 1 4- sin 2x, откуда 
sin 2x = у2 - 1.

Следовательно, уравнение (1) примет вид

42у = 2 о г-

—5------ , или \/2у3 - у/2 у - 2 = 0.
У

TO

(1)

(2)

Разделив обе части уравнения (2) на 72 , имеем у3 - у - 42 =0, или 
у3-2у + у-42 =0. (3)

Решим уравнение (3) способом группировки:
у(у2-2) + (у- >/2 ) = 0, или у (у - 42)(у+ 42) +(у - >/2 ) = 0, или 
(у-42 )(у2+42у + 1) = 0, откуда у = 42 .
Уравнение у2+ 42у+1 = 0 не имеет действительных корней, так как 

Р = 2- 4 = -2<0.
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Если у = 72 , то, учитывая замену, получим 
sin х + cos х= & . (4)

тт | Л | q Л [ Л |Но Sin X + COS X = cos —X + COS X = 2 cos— cos —X =U J 4 U J

= ^2 cos I X-—|.

Следовательно, уравнение (4) примет вид V2 cos x— = V2 , или

cos = 1,откуда тсх— = 2лп, х = — 4- 2лп, п & Z.
4 4

6) x e л. 3л
2’T

л л Зл 1 1 о 3 1 3 о 5-— < — 4- 2лп < —, или -— - — < 2п <------ , или -— < 2п < —, или
24 2 24 2 4 4 4

3 5 л л-— < п < —, откуда п = О, тогда х = —.
8 8 4

Ответ: а) — 4- 2лп, п & Z; б) —. '4 4
Замечание 1. Данное уравнение можно решить иначе, например, за­

писать уравнение (1) в виде
V2z . ч 1 72 . 72 1
----(sinx + cosx) =-------- , ИЛИ  81ПХ + СО8Х =------ , ИЛИ
2 v 7 sin2x 2 2 sin2x
. л . Л 1 Г .

sin— sinx + cos— cosx =-------- , или cos х— sin2x = l, откуда4 4 sin2x 4 J
( Л | ( Л |

cos x— = -l и sin 2x = -1, или cos x— =1 и sin 2x = 1 и T. Д.

Замечание 2. Так как tg x 4- ctg x £ 2 и

, v ftg x + ctg x = 2,
T2(sinx + cosx) = 2cos x-— U 2, to ( л^ , и т. д.

v 7 4J cos x— =1,

Пример 12. а) Решите уравнение
1 t 1 48

1 + cos2 X 14- sin2 X 35
б) Найдите корни уравнения, принадлежащие отрезку [-л; л]. 
Решение.
а) Приведем левую часть уравнения к общему знаменателю, учиты­

вая, что sin2 х 4- cos2 х = 1.
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_ 14- sin2 X 4-14- cos2 X 48
Получим 7-------- ГТ/-------- ГТ =--- , ИЛИ

З 48

или (1)

Но cos* х = 1(1 + cos 2х) и sin х = 1(1 - cos 2х), тогда уравнение (1)

примет вид 1 + 1 + cos2x)l 1-cos2x

2 2
35= —, или 
16

35 35 1(3 4- cos 2х)(3 - cos 2х) = —, или 9 - cos2 2х = —, или cos2 2х = —. 
4 4 4

_ l + cos4x 1Вновь понижая степень полученного уравнения, имеем----- - ----- = —,

откуда 1 4- cos 4х = —, или cos 4х = - 
2

4- 2лп,

Л I 2л І Л . Л ЛИ _
4х = ±— 4- 2ли, откуда х = ±—I- — , п є Z.

3 6 2

Замечание 1. Если бы в уравнении сое2 2х = — мы не понизили сте- 
4

пень, то в результате получили бы 4 серии решений, что значительно 
удлинило бы решение уравнения в части б).

б) х є [-л; л].
1 \ у_  _ л । тел

6 2
Л + ли
6 "Г -1<2

6 2
1
6’

5 Л-- < и < -, откуда

п = -2, п = -1, п = 0, и = 1, п = 2,

п = -2, Xi = -

п = -1, Х2 = ~

л
6 
л
6

- л = -

л
2

5е.

6 ;

_ 2л .
Т’

п = О,х3 = -|;

і л , лП = 1, Х4 = -— 4- — =4 6 26
л
3

5л_ л Ьлп = 2, х5 = — + л = — 5 6 6
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2) x - ------1- -— f n e Zt
6 2

я , яи 7 n 5 7 x 5-я < — 4- — < — < — < —, — < n< —,
6 2 6 2 6 3 3

n = -2, n = -1, n = 0, n = 1,
_ л 5яn = -2, x6 = — - я = -—;

6 6

n = -1, X7 = —
6

71 — _ 71.

2 ~ 3 ’

n = 0, Xa = —;

. я , я 2яИ = 1, Ха = — 4---- ---  --- .
6 2 3

л ч я , яп „ _ 7я 2я я 5я яОтвет: а) ±—I- —, п е Z; б) -—; ±—; ±—; ±—; ±—.
6 2 6 3 3 6 6

Замечание 2. Уравнение (1) можно свести к биквадратному, если
учесть, что cos2 х = 1 - sin2 х (или sin2 X = 1 - cos2 х) и т. д.

Замечание 3. Обозначив 1 + cos2 х = а,

1 4- sin2 х = Ь, где а > 0, Ь > 0, получим - + - = —. 
а b 35

Кроме того, а + Ъ = 2 + (cos2 х 4- sin2 х) = 3. Далее решить систему

1 1=48
уравнений < а b ” 35 ’ и т. д.

о + Ь = 3,

Пример 13. а) Решите уравнение
4(sin3 х 4-cos3 х) = 3(sin х 4- cos х).

б) Найдите корни уравнения, принадлежащие отрезку -я; - —
2

Решение.
а) Запишем уравнение в виде
4 cos3 х - 3 cos х = 3 sin х - 4 sin3 х.
Но 4 cos3 х - 3 cos х = cos Зх и 3 sin х - 4 sin3 х = sin Зх.
Тогда cos Зх = sin Зх — однородное уравнение I степени. Разделив обе

части на cos Зх # 0, имеем tg Зх = 1, Зх = — 4- яп, х = — 4- —, п е Z.
4 12 3

б) X е

я
12

я -я;— .2J
I тс

"з” "-2 ’ 12 " 3 “ 2 12’
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13 n 7 13 _ 7
-— < — <-—, -— < и <- —,

12 3 12 4 4
1 3-3— < n < -1 —, откуда n = -3, n = -2.
4 4

о я 1ІЛЕсли и = -3, то х = — - л = - ----- ;
12 12

если n = -2, x = — 
12

2л _ 7л
Т ~ 12

Л . л , ли „ 11л 7лОтвет: а)----- 1- —, п є Z; б) - ----- ;------ .
12 3 12 12

Замечание. Исходное уравнение можно решить иначе, записав его в 
виде 4(sin X + cos х)(1 - sin X cos х) = 3 (sin X + cos x).

Далее вынести общий множитель sin х + cos х за скобки и т. д. При­
веденное решение является самым коротким и изящным (прим, автора).

18.2. Рациональные уравнения

Пример 14. а) Решите уравнение
8(1 - Зх)3 - 2 7(х - 2)3 = 343 - 729х3.

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку [-2; 0]. 
Решение.
а) Заметим, что равенство 2(1 - Зх) - 3(х - 2) = 7 - 9х является тож­

деством. Учитывая, что члены исходного уравнения являются соответ­
ственно кубами членов этого тождества, разделим обе части данного
уравнения на полученное тождество:

4(1 - Зх)2 + 6(1 - Зх)(х - 2) + 9(х - 2)2 = 49 + 63х 4- 81х2, 
откуда (после упрощений) получим квадратное уравнение

1 718х2 + 27х + 7 = 0, корни которого Хі = —, х2 = —.
3 6

7
Еще один корень получим из уравнения 7 - 9х = 0, откуда х3 = —.

9
Итак, исходное уравнение имеет ровно 3 корня.
б) Xj = - і є [-2; 0], так как -2

77 7х2 = -— є [-2; 0], так как -2 < - — < 0;
6

77 7х3 = — ^ [-2; 0), так как ^ > 0.

1 7 7Ответ: а) - —; —; —
3 6 9
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Пример 15. а) Решите уравнение
х4 - (2х - 3)(4х2 - 6х + 9) = 0.

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку £7?; 4].

Решение.
а) Заметим, что раскрытие скобок лишь усложняет решение, а непол­

ный квадрат разности 4х2 - 6х 4- 9 ничего не дает.
Нетрудно видеть, что х = 1,5 не является корнем данного уравнения, 

тогда, разделив обе части уравнения на (2х - З)2 * 0, получим
х4 4х2-6х + 9 л х4 4х2 3(2х-3) Л

---------- X-------------------= 0, ИЛИ ---------- Г—------ +------------ = 0, или
(2х-3)2 2х-3 (2х-3)2 2х-3 2х-3

х4 4х2-І—-^-+3 = 0.
(2х-3)2 2х-3
Теперь идея решения ясна.

я2
Пусть--------= у, тогда имеем у2 - 4у + 3 = 0, откуда у^ = 1, у2 = 3.

2х-3
х2

Если у = 1, то -—— = 1, х2 - 2х 4- 3 = 0 — нет действительных корней.

х2
Если у = 3, то--------= 3, х2 - 6х + 9 = 0, или* 2х-3
(х - З)2 = 0, т. е. х = 3 — единственный корень исходного уравнения.
б) Сравним 3 и 77,79 > 77 .
Значит, 3 > >/7 и 3 < 4, т. е. 77 < 3 < 4.
Ответ: а) 3; б) 3.

Пример 16. а) Решите уравнение
х4 4- х3 -Юх2 - 2х 4- 4 = 0.

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку ^2;Тю].

Решение.
а) Испытывая делитель свободного члена, можно убедиться, что 

уравнение не имеет целых корней (если вообще имеет). Тем интереснее
нахождение идеи решения.

Запишем уравнение в виде
х4 4- х3 - 4х2 - 2х 4- 4 = 6х2. (1)

Прибавим к обеим частям (1) по — х2 (чтобы выделить полный квад- 
4

рат):
Гх4 +х3 + -х2]-4[х2+-х]+4 = бх2 +-х2, или
I 4)2) 4
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2 1 V / 2 1 1 . 25 2 х +—х -4 х +—х +4 =—х .
2 2 4

(2)

Теперь видим, что левая часть (2) — квадрат разности двух чисел:
2 1 „ Г 2 1 ОѴ 25 2

х +-х и 2, тогда уравнение (2) запишется в виде I х +—х-2I =ух ,

откуда имеем два уравнения:
1) х2 + іх-2 =—х, 

2 2
или х2 - 2х - 2 = О, 
Р/4 =1 + 2 = 3 > О, 

х1>2 =1±>/3;

1 5
2) х2 +—х-2 = —х, 

2 2
или х2 + Зх - 2 = О, 
В = 9 + 8 = 17>0, 
х,.4^(-3±Л7).

Итак, исходное уравнение имеет 4 корня.
б) хг = 1 - л/3 ё^л/Го], так как 1 - >/з < 2 < 0; 

х2 = 1 + 7з е[2;Ло], так как 12 < 1 + >/3 < >/10 ;

*з = |(-3 - ^)<0,т. е. |(-3 - ^)е[2;^о];

Сравним |(-3 + 717) и 2, -3 + 7Й и 4; >/17 и 4 + 3; >/17 < 7.

Значит, ~(_3 + Л?| < 2.

Из найденных корней лишь корень 1+ 7з е |^2;>/1о]. —

Ответ: а) 1 ± ^; |(-3 ± Л?); б) 1 + 7з .

Пример 17. а) Решите уравнение
224 112 2 о------ г + х + Зх.

х(х + 6) х(х + 3)

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку -9; — . 
3

Решение.
а) Заметим, что 6х2 - 17х 4-12 = (Зх - 4)(2х - 3), Зх2 - 7х + 4 =

= (Зх - 4)(х - 1), тогда уравнение примет вид 

--------- ---------- +-------- ----------= 4х2 - Юх + 5.
(Зх - 4)(2х - 3) (Зх - 4)(х -1) (1)
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4 3ОДЗ: х*—, х#-, х*1.
3 2

Приведем левую часть (1) к общему знаменателю:
х -1 + 2х - 3 

(3х-4)(2х-3)(х-1) 
Зх-4 

(3х-4)(2х-3)(х-1)

= 4х2-10х + 5, или

= 4х2 - Юх + 5, или

1
(2х-3)(х-1)

= 2(2х2-5х + 3)-1. (2)

Но 2х2 - 5х + 3 = (2х - 3)(х - 1), тогда (2) запишется в виде
1

(2х-3)(х-1)
= 2(2х-3)(х-1)-1. (3)

Заменой (2х - 3)(х - 1) = і/ уравнение (3) приводится к виду - = 2у -1,
У

или 2у2 - у - 1 = 09 откуда находим ^ = 1, у2= —
2

Учитывая замену, получим два уравнения:

1)(2х-3)(х-1) = 1,

2х2 - 5х + 2 = О,

2)(2х-ЗХх-1)=~

2х2 - 5х + 3 = -і, 
2

откуда Хі = 2, х2=^ или 4х2 - Юх + 7 = 0 —

нет корней, так как Р < 0.
Оба найденных корня удовлетворяют ОДЗ, значит, являются корня­

ми исходного уравнения.
б)хі = 2 г -9;| п 2так как 2 > —;

3
1 Гх2 = — € -9; — , так как -92 2 3
1
2 2

2
3

Ответ: а) 2; - ; б) - . 
2 2

Пример 18. а) Решите уравнение
1 1

2х2-5х + 3 6х2-19х + 15
= 2(бх2-16х + 9).

Г 5б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку —; 3 .
3
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Решение.
а) Заметим, что 2х2 - 5х + 3 = (2х - 3)(х - 1) и
6х2 - 19х + 15 = (2х - 3)(3х - 5), тогда данное уравнение примет вид

------------------- +------------------ = 2(6х - К 
(2х-3)(Зх-5) (2х-3)(х-1)

где х * 1,5; х * 5/3; х 1. 
„ х-І + Зх-5 2Далее имеем--------------------------- = 2(ох - 16х + 9),

(2х-3)(3х-5)(х-1)

или-------- --------- = 2(3х - 5)(х -1) -1.
(Зх - 5)(х -1)

Пусть (Зх - 5)(х - 1) = і/, тогда получим — = 2у -1, или 2у2 - у - 1 = 0. 
У

Так как 2 - 1 - 1 = 0, то ^ = 1, у2 = -і.

Имеем два уравнения:
1) (Зх - 5)(х - 1) = 1, или Зх2 - 8х + 4 = О, откуда находим хх = 2,

2) (Зх - 5)(х - 1) = —, или 6х2 -16х+11 = 0 — нет действительных

корней, так как 2) < 0.
Следовательно, исходное уравнение имеет два корня.

б) х = 2 е 5.3 
з’3 так как — < 2 < 3. 

3

х= — <1,а — >1, значит, — £ —;3
3 3 3 3

2 
Ответ: а) 2; —; б) 2.

3

13.3. Иррациональные уравнения

Пример 19. а) Решите уравнение
8 1 + х2 
131-х2 ’

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку 1!
3’9.’
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Решение.
а) I способ
Идея решения заключается в применении формулы

а + Ь а-b п а2+Ъ2
------+ = 2'-5— а-Ь а+b а -Ь

Пусть $\ = t, тогда ?
t

з 1 1-х 1-х 2(1 + х2)
т = ;-----+ ;----- = — г» 0ТКУДаГ 1-х 1 + х 1-х2

,2

,2 2( 0
В этом случае исходное уравнение запишется в виде

1 14 Сз И+ - =---  t +-г , ИЛИ
t 3 V 0 J

-=Т *+- 0+^-1.
е з I t Д t2 ) (1)

Заметим,что ^ + —^0, тогда уравнение (1) примет вид 13 = 4 t2+-r-l , 
* I 0 J

или 13t2 = 4(t4 - t2+ 1), или 13t2 - 4f4 - 40 + 4, или 40 - 170 + 4 = 0,

откуда находим (0)i = 4, (0)2 =—, т. е. fli2 = ±2, t3 4 = ±—.
4 2

Учитывая замену ?------ = t, выразим х через t:

1 + х □ 2 0+1 0-1
------ = г , или — = -=—, откуда х=-$—.
1-х 2х 0-1 0+1

-9 9 7Если £ = -2, то х = — =—; если £ = 2, то х =—;
-7 7 9

7 1 9если ^ = —, то х = —; если ^ = —, то х = —. 
2 9 2 7

Итак, исходное уравнение имеет 4 корня.
^ 9 8 9 4 8б) х = — > —, значит, корень х = — ^ —; —

7 9 7 3 9
4. $
3: 9

7 8 7х = — < — , значит, — є
9 9 9

9 4так как — > —;
7 3

1—1? _І.’з” 9 < 9’

4, I
3’ 9 *
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II способ
Идея решения основана на том, что если а 4- Ъ + с = 0, то 

а3 4- Ъ3 4- с3 = ЗаЬс.
В нашем случае

------= а, ?------ = --------------
1-х П+х 13 1-х2

Тогда имеем

1 + х 1-х 83 Г1 + х2Ѵ _ 8 1 + х2
13 1-х2’ И’

2(1+х2) 83 Г1 + х2? 24 1+х2
1-х2 133\1-х^ " 13 1-х2’

1 + х2
Далее замена------2 = У приводит уравнение (2) к виду

(2)

„ 83 з 24 50 83 3 . .
2{/-—з У =-—у, или — у-—^у = 0, откуда находим уі = 0, или

Іи Іо ІО Іо
2 652 65

У =--- ^> т-е. г/, ?=± —
162 ’ 16

1 + х2 9 7
Аналогично, учитывая замену - ---- 2 = у, находим х^ 2 = +—, х3 4 = ±—

1 + х2
Замечание. Если у = 0, то уравнение------г = 0 не имеет действитель- 

1-х
ных корней.

9 7 9 7Ответ: а)±-;±-;б)—;±-. 
7 9 7 9

Пример 20. а) Решите уравнение
&+2 + \/Зх + 2 = л/х — 2.

б) Найдите все корни уравнения, принадлежащие отрезку -3; - .

Решение.
а) После почленного возведения уравнения в куб и подстановки 

х/х — 2 вместо суммы й+2 + Йх + 2 имеем

х4-2 + Зх4-24- 3^(х + 2)(3х + 2) ■ \lx-2 = х - 2,

3^(х + 2)(Зх + 2)(х-2) = -3(х + 2), ИЛИ 

(х + 2)(3х 4- 2)(х - 2) + (х 4- 2)3 = 0,
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(х + 2)((3х 4- 2)(х - 2) 4- (х + 2)2) = 0, 
откуда х 4- 2 = 0,

Хі = -2, либо (Зх 4- 2)(х - 2) 4- (х 4- 2)2 = 0,

Зх2 4- 2х — 6х - 4 4- х2 4- 4х 4- 4 = 0, 4х2 = 0, 
откуда х2 = 0.

Из найденных корней исходному уравнению удовлетворяет лишь ко­
рень Хі = -2.

Корень х2 = 0 — посторонний.
Следовательно, данное уравнение имеет единственный корень.
б)х = -2е -3;і .

I зJ
Ответ: а) -2; б) -2.

Пример 21. а) Решите уравнение
4х2 + 12 х +З^G^ + Зx+І = 3.

б) Найдите все корни уравнения, принадлежащие отрезку [-1; 2].
Решение.
а) Понятно, что уединение корня и последующее возведение в квад­

рат обеих частей полученного уравнения привели бы к весьма сложному 
уравнению. Вместе с тем, записав уравнение в виде

4(х2 4- Зх 4-1) 4- З^х2 +3х + 1 = 7 и обозначив

л/х2 +3х + 1 = у у где у > О, получим уравнение

^у2 + Зу - 7 = 0.
Так как 4 + 3 - 7 - 0, то рі = 1 — корень квадратного уравнения,

7 7тогда Уі ‘ у2 = —, откуда у2 = — (не подходит ввиду того, что у > 0).
4 4

Если у = 1, то х2 + Зх + 1 = 1, х2 4- Зх = 0; х(х 4- 3) = 0, откуда Хі = 0,
Х2 = -3. Оба корня удовлетворяют исходному уравнению.

б) хі = 0 е [-1; 2], х2 = -3 ё [-1; 2].
Ответ: а) 0; -3; б) 0.

Пример 22. а) Решите уравнение ^7(х-1) - >/Зх-4 = >/4х-3 .

Г 7'б) Найдите все корни уравнения, принадлежащие отрезку 1; —
3

Решение. 
а) I способ
Возведя почленно обе части в квадрат, получим

7х - 7 - г^/стГтЙЗІМ) + Зх - 4 = 4х - 3;
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6* - 8 - 27(7х-7)(Зх-4), ИЛИ 

Зх - 4 - 7(7х-7)(Зх-4).
Возведем еще раз почленно в квадрат: 

9х2 - 24х + 16 = 21х2 - 21х - 28х + 28;

12х2 - 25х + 12 = 0; Л = 625 - 576 = 49 = 72 > 0, 

25±7 3 4
1,2 24 1 4 2 3

Из исходного уравнения следует, что
4

х - 1 > 0; Зх - 4 > 0, 4х - 3 > 0, т. е. х>—.
3

Р 3 „ 4Следовательно, корень Х1=- — посторонний, а корень х2 = — удовлет­

воряет.
1 4 7 4 к 71б) 1< —<—, т. е. х = —е 1;— .

3 3 3 3

II способ
Запишем исходное уравнение в виде 

^7(і-1) = Ѵ4х-3 + А-4,

Тогда 7х - 7 = 4х - 3 + 2Ѵ(4х-3)(Зх-4) + Зх - 4;

0 = 2^(4х-3)(3х-4), откуда (4х - 3)(3х - 4) = 0, х^- (не удовлетворя-
4

ч 4 
ет), х2=-.

Отсюда видно, что второе решение значительно проще по сравнению 
с первым.

4
Итак, х = ^ —корень уравнения.

4 4Ответ: а) —; б) —. 
3 3

13.4. Логарифмические и показательные уравнения

Пример 23. а) Решите уравнение
64 • 9х - 84 • 12х + 27 • 16х = 0.

б) Найдите все корни уравнения, принадлежащие промежутку
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Решение.
а) Так как 12х > 0 при любом х е R, то, разделив обе части уравнения 

на 12х 0, получим

Л 9 Г1бУ
64- — -84 + 27- — =0, или

ГзУ Г4Т 
64- - +27- - -84 = 0.

ГзУ 27
Пусть — = £, где £ > 0, тогда получим уравнение 64£ +------84 = 0,

или 64£2 - 84£ + 27 = О,

Р/4 = 422 - 64 • 27 = 36 = 62 > О, ^ г=—, ^ =—= -, *2 =—=—.12 64 1 64 4 2 64 16
з 3 9 ГзУ 9

Если £ =—, то — =—, откуда хх = 1; если £ =—, то — =—, 
4 <4/4 16 ^4; 16

откуда х2 = 2.
Г 7Л Г 7^ 7б) X] = 1^1;—, х2 = 2е 1;- , так как 1 < 2 < —.из/ I 3/ 3

Ответ: а) 1; 2; б) 2.

Пример 24. а) Решите уравнение
Іо^з (^ + 1) + 1о£з (х + 3) = 1.

б) Найдите все корни уравнения, принадлежащие отрезку [-1; 1,5]. 
Решение.
а) Запишем уравнение в виде 1о£3 (х 4- 1)(х + 3) = 1.
С учетом области определения исходного уравнения имеем смешан­

ную систему

(х + 1)(х + 3) = 3,
’ х +1 > О, 
х + 3>0,

или - х2 + 4х = 0.

Решая уравнение х2 + 4х = 0, имеем
х(х + 4) = О, X! = 0, х2 = -4.

Из найденных значений последней системе удовлетворяет лишь ко­
рень х = 0. Значит, х = 0 — корень исходного уравнения.

б) х = 0 е [-1; 1,5].
Ответ: а) 0; б) 0.

Пример 25. а) Решите уравнение
1о&7 (2*-1) + 1о£7 (2х-7)=1.

б) Найдите все корни уравнения, принадлежащие отрезку [-1; 710 ].
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Решение.
а) Область определения уравнения равносильна системе неравенств 

2х-1>0,< откуда 2х > 7.
2 - 7 > О,
Потенцируя данное уравнение, имеем
log7 (2х - 1)(2Х - 7) = 1, откуда по определению логарифма получим 

уравнение
(2х - 1)(2Х - 7) = 7, или (2х)2 - 8-2* =0;
2Х(2Х - 8) = 0, 2х > 0 при любом х е R.
Тогда 2х - 8 = 0, 2х = 8, откуда х = 3 — корень исходного уравнения 

(2х >7).
б) х = Зб|-1;Ло|, так как -1 < 3 < Ло .

Ответ: а) 3; б) 3.
Пример 26. а) Решите уравнение

log6 4x^2 + ilog6 Vx-11 = 1.
1 £

1 471

б) Найдите все корни уравнения, принадлежащие отрезку log3 — ; — 
6 3

Решение.
а) Область определения данного уравнения равносильна системе 

(х-2>0, _неравенств < откуда х > 11.

Запишем уравнение в виде 
log6 у/х-2 + log6 Л-И = 1, 
iog6 Лх-2)(х-11) = 1, откуда 7(*-2)(х-11) = 6.
Возведя обе части полученного уравнения в квадрат и упрощая, 

имеем (х - 2)(х - 11) = 36, х2 - 13х - 14 = 0, откуда хх = 14, х2 = -1.
Так как х > 11, то корень х2 = -1 не подходит.
Значит, х = 14 — корень данного уравнения.

1 1 47 2б) x = 14>log3—, так как log3 —= -log36<0 и 14< — = 15—.
6 6 3 3

Ответ: а) 14; б) 14.

Пример 27. а) Решите уравнение
(х+ 1)W + D = 100(х + 1).

4
б) Найдите все корни уравнения, принадлежащие отрезку —; 2

3
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Решение.
а) Область определения уравнения х + 1 > 0, т. е. х > -1.
Прологарифмируем обе части уравнения по основанию 10:

ІЯ (х + 1) Ій (х + Ь) = Ій 100 + Ій (х + 1), или Ій2 (х + 1) - Ій (х + 1) - 2 = 0 — 
квадратное уравнение относительно Ій (я + 1).

Решая его, находим Ій (х + 1) = 2, х + 1 = 100, х^ = 99; Ій (х + 1) = -1, 
х + 1 = 0,1, х2 = -0,9.

Оба корня удовлетворяют условию х > -1, значит, являются корнями
исходного уравнения.

б) Хі = 99 > 2, значит, х^ = 99

х2 = -0,9е -^2 
3

4;2

Ответ: а) -0,9; 99; б) -0,9.

Пример 28. а) Решите уравнение 
іо^'+х^^го.

б) Найдите все корни уравнения, принадлежащие отрезку . 1 15
1й—;—

12 7
Решение.
а) Область определения уравнения задается условиями х> 0, х* 1.

Прологарифмируем обе части уравнения по основанию 10, предвари-
тельно упростив его^

цо^^+х^^го, х^’+х"’^», х1**=іо,
Ій2 х = Ій 10, или Ій2 х = 1, откуда Ій х — ±1, значит, х, = 10, Ха = 0,1.

Оба значения удовлетворяют ограничениям х > 0, х * 1, значит, являют­
ся корнями исходного уравнения.

б^-ІОйГій^ѵ 15, так как 10 > —, 
7

1 х2 = 0,1е Ій—; — 2 12 7
1 15, так как Ій— = -Ій 12 < 0 и 0,1 < — 

12 7
Ответ: а) 0,1; 10; б) 0,1.

Пример 29. а) Решите уравнение
6 • 4х - 6х - 2 • 9х = 0.

б) Найдите все корни уравнения, принадлежащие отрезку —; 1ой3 5 . 
3

Решение.
а) Так как 4х > 0 при всех х € Я, то, разделив обе части уравнения на 

4х* 0, получим равносильное уравнение
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R1
6 - — - 2 • — = 0, или 2 • — + - -6 = 0.4х 4х Ш Ш

Получим квадратное уравнение относительно переменной —

л 2= £, где і > 0 , тогда I — I = £ .

-1+7 3
Имеем 2£2 + £- 6 = 0, £ = 1 + 48 = 49 = 72 > 0, и= —, ^ = — ,

1,2 4 1 2
*2 = ”2 (не удовлетворяет условию £ > 0).

4 3 Г3Т 3 1
Если ^ = -, то I — I = —, откуда х = 1 — единственный корень исход­

ного уравнения.

б) Заметим, что х =1> -. 
3

Кроме того, Іобз 5 > 1°£з 3 = 1, значит, 1 < 1о£3 5, т. е. х = 1 е і; 1о£3 5 .
3

Ответ: а) 1; б) 1.

Пример 30. а) Решите уравнение
4х+^А2 _ 5.2х-1+>/Л2 = б

б) Найдите все корни уравнения, принадлежащие отрезку 
[1о£34; 1о§310].

Решение.
а) Запишем уравнение в виде
4Х+^ _ 5.2’1.2Х+^ = 6, или 4х+х/х^ - - • 2Х+^ = 6.

2
Обозначим 2х+'^~2 = £, где £ > 0. Тогда получим квадратное уравнение 

относительно £: і2 - — £ = 6, или 2£2 - 5£ - 12 = 0, £ = 25 + 96 = 121 = 
2

4 5 + 11 , . . 3= II2 > 0, £г 2 = , откуда £1 = 4, •

Поскольку £ > 0, корень £2 = — не подходит.
2

Если £ = 4, то, учитывая замену, имеем 2х+'^~2 =4, или 2х+у^~2 =22, 

откуда х + \/х2 -2 = 2, или 4х2 -2 = 2-х.
Получим иррациональное уравнение, где 2 - х > 0, т. е. х < 2.
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Возведем обе части полученного уравнения в квадрат: х2 - 2 = (2 - х)2, 

или х2-2 = 4- 4х + х2, или 4х = 6, х = —= 1,5 .
2

б) Сравним х = 1,5 и log3 4.
з

1,5 = log3 З1’5 и log3 4, З2 и 4, и 4, >/27 > V16.
Значит, 1,5 > log3 4. Теперь сравним 1,5 и log3 10.
Заметим, что log3 10 > log3 9 = 2, т. е. 1,5 < log3 10.
Следовательно, корень х = 1,5 g [log34; log310].
Ответ: а) 1,5; б) 1,5.

Пример 31. а) Решите уравнение
,2-lg2x-lgx2 ^_д 

X

Г 4’б) Найдите все корни уравнения, принадлежащие отрезку 1g 9;— .
3

Решение.
а) Область определения уравнения х > 0.
Запишем уравнение в виде х2-18^-18^ =х-1.
Прологарифмируем обе части полученного уравнения по основанию 10: 

(2 - ^2 х - ^ х2) • ^ х = -^ х, или ^ х • (2 - ^2 х - ^ х2 + 1) = 0, откуда
имеем:

1) 1g х = 0, х = 10° = 1;
2) 2 - 1g2 х - 1g х2 + 1 = 0, или 1g2 х + 2 1g х - 3 = 0, где 1g х2 = 2 1g х, 

так как х > 0.
Решая это уравнение как квадратное относительно 1^ х, находим 

^х = -3, х = ІО"3 = 0,001;
^ х = 1, х = 10.
Все три корня удовлетворяют условию х > 0, значит, являются кор

нями исходного уравнения.
4 1 Гб) Так как 1g 9 < 1g 10 = 1 и — = 1— > 1, то корень Xj = 1 е lg9; 4'

3
4-4 4х2 = 10 > —, т. е. х2 = 10 е lg9; — ; х3 = 0,001 < 1g 9.

3 33
Ответ: а) 0,001; 1; 10; б) 1.

Пример 32. а) Решите уравнение
16

2 + log3 х
4 = 31og3 х.

б) Найдите все корни уравнения, принадлежащие отрезку [2; log328].
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Решение.
а) Пусть 2 4- log3 х = t, где f^O, тогда log3 х = t - 2, и данное уравне-

ние примет вид

--4 = 3(^-2), или --4 = 3^-6, или —-3# + 2 = 0, 
* і і

о
16 - З^2 + 2£ = О, З^2 - 2£ - 16 = О, откуда находим ^ = —, і2 = -2.

3
Учитывая подстановку, получим:
1) 1о88х=1 1!=32/,=Й;

2) log3 х = -4, откуда х2 = 3 4 =—.
81

Так как х > 0 и 2 4- log3 х # 0, то Xj = W и х2 = — — корни исходного
81

уравнения.
б) ^ > Й = 2, log3 28 > log3 27 = 3.
Значит, Хі= \І9 є [2; log328];
х2=^<2»т-е' Н2; ^328].

ОІ ОІ

Ответ: а) ®; —; б) №.
81

§ 14. Задание 14. Стереометрия

Здесь представлены задачи на нахождение:
1) угла между скрещивающимися прямыми;
2) угла между прямой и плоскостью;
3) угла между двумя плоскостями;
4) расстояния от точки до прямой;
5) расстояния от точки до плоскости;
6) расстояния между двумя прямыми;
7) площади сечений многогранников;
8) объема тел вращения плоских фигур и многогранников.
Эти задания, как правило, содержат два пункта. В первом пункте 

надо привести доказательство, а во втором — привести вычисления.
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14.1. Многогранники

Пример 1. В основании прямоугольного параллелепипеда 
ABCDA^B^C^D^ лежит квадрат ABCD со стороной АВ = 6. Боковое ребро 
ААі = 8. На ребре А4.І отмечена точка М так, что АМ : А^М =1:3.

а) Постройте сечение параллелепипеда плоскостью BMD^.
б) Найдите площадь полученного сечения.
Решение.
а) Соединим точку М с точками Аі и Dr

В. Так как ААі = 8, то АМ = 2, А^М = 6 
(АМ : А^М =1:3). Если две параллельные 
плоскости пересечь третьей, то линии пере- 241 
сечения параллельны.

Из точки В проведем BN || MD^. Соеди­
нив точки D^ и ^, получим искомое сече­
ние — параллелограмм MBND^ (по призна- м 
ку параллелограмма).

б) Пусть ZDiMB = а. Из AD^MB по теоре- 
ме косинусов имеем BD2 = МВ2 4- MD^ - 
- 2МВ • MD^ • cos а. С другой стороны, по В
свойству диагонали прямоугольного парал­
лелепипеда имеем BD2 =АВ2 + ВС2 + АА2 =36 + 36 + 64 = 136.

Из прямоугольного ЛАМВ, где АВ = 6, АМ = 2, находим
МВ = 76^+^ = 740 = 2^0.

Аналогично из АМА^^, где А^М = 6, А^ = АВ = 6, имеем
MD^ №+Q2 =6>/2.
Следовательно, 136 = 40 4- 72 - 2 • 2>/І0 -6\/2 cos а, или 24>/20 cos а =

= 112- 136 = -24, откуда cos а = —^=, тогда
<20

sin а = Vl-cos2a = J1 - —
V 20

12720-4^ = 12719.
720

Значит, Sce4. = ВМ • MD^ • sin а

Ответ: б) 12>/І9.

Пример 2. Основанием прямой треугольной призмы АВСАхВ^С^ 
является ДАВС (ХС = 90°). Известно, что В^С ІА^В.

а) Докажите, что ВВ± = ВС.
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б) Найдите расстояние между прямыми 
В^С иАіВ, если ВС = 7, АС = 24.

Решение.
а) Поскольку А^С^ 1 ВіСі (по условию) 

иА^ 1 С^С, то А^ 1 (ВВіС^). Следова­
тельно, если А^В — наклонная, то ВС^ — 
проекция этой наклонной на плоскость 
грани ВВ^С^С. По условию АіВ 1 В^, 
тогда по теореме о трех перпендикулярах 
СіВ 1 ВуС, следовательно, ВВ&С — пря­
моугольник, у которого диагонали вза­
имно перпендикулярны. Значит, прямо­
угольник ВВ^С^С — квадрат, тогда ВВх = ВС, ч. т. д.

б) Так как В^ 1 А^В и В^О 1 ВС^, то В^О 1 (ВАіСі). Следователь­
но, В^О перпендикулярна любой прямой, лежащей в этой плоскости 
(по определению перпендикулярности прямой и плоскости). Проведем 
ОМ ІАіВ, тогда ОМ — искомое расстояние между прямыми В^ иА^В.

Заметим, что АВОМ ~ ДАіВСі (по двум углам), значит, — = -^^-,
А.^С^ А.^В

откуда ОМ = А^ОВ 
А^ ’

где АС =АгСі = 24. Так как ВВ^С^С — квадрат

(по доказанному), то ВС = ВО >/2, откуда ВО = -,=. Из ЛАВС по теореме 
Ѵ2

Пифагора АВ = >І72 + 24? = 25.
Из ДАіАВ имеем А^В = ^АА2 +АВ2 = ^72 + 252 = Ѵб74, тогда

ОМ = 24-7 84
2 Ѵ674

Ответ: б) 84
337

Пример 3. В правильной треугольной 
призме АВСА^В^Сх все ребра равны 6. 
Через точки А, В^ и середину М ребра АіСі

проведена плоскость.
а) Докажите, что сечением призмы пло­

скостью АВ^М является прямоугольный
треугольник.

б) Найдите косинус угла между пло­
скостью сечения и плоскостью основания
призмы.
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Решение.
а) Найдем длины сторон ^АВгМ.
Из ДАВВХ, где АВ = ВВ1 = 6 (по условию), имеем
ав^ = 4^+^=4г^=6^2.

Из ^АА^М, где АА^ = 6, А1М = —А^С^ = 3, находим АМ = >/б2 + 32 = 
2

Аналогично из ДА^М, где А^ = 6, А^М = 3, получим В^М = 
= л/б2^? = = л/27 = л/з^9 = 3>/3.

Поскольку АВ^ = 72 = 45 + 27 = АМ2 + ВгМ2, то ЬАМВ^ — прямо­
угольный (по теореме, обратной теореме Пифагора), ч. т. д.

б) Значит, АВг — гипотенуза, АМ и В^М — катеты.
т А1М 3 1
Тогда cos ZA^MA = —— = —■= = —=, где

между (АМВ^ и (АВС).

Ответ: б) —,=.

Пример 4. Основанием прямой треуголь­
ной призмы АВСАіВіСі является равнобед­
ренный ДАВС, в котором АС = ВС = 13, АВ = 
= 10. Боковое ребро призмы ААі = 24. Точка 
М — середина ребра СС^.

а) Найдите тангенс угла между плоскостя­
ми А1В1С1 и АМВ.

б) Найдите расстояние от точки С до 
(АМВ).

Решение:
а) Поскольку плоскости оснований приз­

мы параллельны и равны, то тангенс угла 
между (А^Сі) и (АМВ) будет равен танген-

ZA^MA — искомый угол

Сі

м

су угла между (АВС) и (АМВ). Искомый угол будет равен углу между 
высотами MN и CN. Пусть ZMNC = а.

Так как М — середина ребра СС^ то МС = —CQ = —ААг =12.
2 2

Из ACNB, где ВС = 13, BN = —АВ = 5, по теореме Пифагора CN = 
2

= Ѵ132-52 =>/І44 =12. Тогда tga= — = — =1. 
CW 12
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б) Расстояние от точки С до (AMВ) — это длина перпендикуляра, опу­
щенного из точки С на гипотенузу MN, т. e. СК.

Так как tg а = 1, то а = 45°, тогда CN = МС = 12.
В bNKC ZNCK = 90° - 45° = 45°, т. е. СК = NK, СК = CN sin 45° =

= 12- — = 6л/2.
2

Ответ: a) tg а = 1; б) 6-^2.

Пример 5*. В правильной шестиугольной призме А...Р^ стороны ос­
нования равны 3, а боковые ребра равны 6. Точка М — середина АС.

а) Докажите, что плоскость А^МВ делит сторону АВ основания приз­
мы в отношении 2:1.

б) Найдите расстояние от вершины А до плоскости А^В.

Решение.
а) По условию точка М — середина АС, ВМ П АВ = N. ВМ П ВС = к. 

Так как призма — правильная, то АВ = СВ, АВ = 2АВ, АВСВ — равно­
бедренная трапеция, где ВС || АВ.

Кроме того, АДМ В = ДCMQ (по двум сторонам и углу между ними). 
Значит, АВ = СК = 6, ВК = 3. Используя теорему Менелая для ДАВС и

„ AN ВК СМ л AN 3 3 . AN 2прямой ВК, имеем-------------------= 1, или------------- = 1, откуда = —,
NB КС МА NB 6 3 NB 1

ч. т. д.
б) Искомое расстояние от вершины А до плоскости А^МВ найдем, ис­

пользуя объем пирамиды A1ABN.

С одной стороны, VAADN = — SAADN • AAlt где АА^ — высота пирамиды 
1 3

AiABN.
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Значит, Уаш=~1^,А1> “ Н^BDAAi-^-SBD ’Ai, =

=-BD • АА, = - - 6 BD = 2BD.
3 3
Из &BCD, где ВС = CD = 3, /.BCD = 120°, по теореме косинусов най­

дем сторону BD. BD2 - ВС2 + CD2 — 2ВС ■ CD ■ cos 120° = 9 + 9 - 

- 2 • 3 • 3 • cos 120° = 18 - 18 cos 120° = 18 - 18 • I--I -18 + 9-27,

откуда BD = T?7 = зТз.
Следовательно, 7AiADJV = 2 • зТз = бТз.

С другой стороны, VAiADN =^S^iDN
О

• d, где d — искомое расстояние от

3 • ^A^ADN 

S^DN
вершины А до плоскости AiMD. Значит, d =

Так как АВ = ВС = 3 (по условию) и AN : МВ = 2:1 (по доказанному), 
то BN = 1, ВБ = зТз, тогда из прямоугольного АВВМ, где ВЫ 1 ВВ, 
имеем ВЫ = ^В^+ВВ2 = 71 + 2 7 = 728 = 277.

Из \AXAN, где АіА 1 AN, найдем A1^ по теореме Пифагора:

Диагональ А^В призмы найдем из прямоугольного ЬА^АВ, где А^А = 
= 6,AD = 2BC = 6.AtD= 4^4^ = 4і^ = ^4І.

Пусть в ^A^NB ZNA^B = а, тогда по теореме косинусов имеем
BN2 = А^2 + А^В2 - 2A1N • А^В • cos а, или
28 = 40 + 72 - 2 • 2710 • бТ2 cos а, или

24720 cos а = 84, откуда cos а =--------^ = —=>
 24-275 475

L Г 7 У L 49 [зі Тзі
=>sina=Jl- —т= = J1-----= J—=—7=.

V <475 J V 8 0 V 80 475

Следовательно, SM DN = —AiN • A\B • sin a = — • 2710 • бТ2 —т= =
1 2 2 4y5

= б720-^ = з731.475
„ J з-б7з бТз бТэзЗначит, d =—=- = —=■ =-------зТзі Тзі зі
л « бТЭЗ
Ответ: б)-------

31
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Пример 6. В правильном те­
траэдре МАВС точка Е — середи­
на ребра АЛТ.

а) Докажите, что АМ 1 ВС.
б) Найдите угол между прямы­

ми МО и ВЕ. / |\ ।

Решение. / \ /
а) Поскольку тетраэдр МАВС— __ Дх

правильный, то все его грани — 
правильные треугольники. Зна- 
чит, отрезки ВЕ и СЕ являются 3
медианами в ^МАВ и АМАС соот­
ветственно. Следовательно, прямая АМ перпендикулярна этим отрез­
кам, а значит, и плоскости ВЕС. Тогда АМ 1 ВС, ч. т. д.

б) По условию задачи точка Е — середина ребра АМ, а точка N — се­
редина ребра ВС. По теореме Фалеса ЕЕ — средняя линия ЛМАО, тогда 
ЕЕ = ^МО, /.ВЕЕ = а — искомый угол между прямыми МО и ВЕ, 

/ЕЕВ = 90° (ЕЕ 1 (АВС) => ЕЕ 1 AN, ЕЕ 1 ЕВ).
/о 1

Пусть АВ = х. Из ^ABN AN-АВ • аіп 60° = —x,ON = -AN = —х 
2 3 6

(по свойству медиан треугольника).

Из ШОЫ находим МО = Ѵм^-О^ = 5/а№-0№ =

BE=AN = —х.
2

„ ЕЕ Ѵб ^ Ѵб 2 ^
Из ьВЕЕ имеем соз а = =—х:—х  ------- г=- =—, откудаВЕ 6 2 6 л/з 3

л/2 
а = агссоа —.

Ответ: б) агссоа —

Пример 7. В треугольной пира­
миде МАВС двугранные углы при 
ребрах АМ и ВС равны, АВ = ВМ = 
= МС= АС = 10.

а) Докажите, что АМ = ВС.
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б) Найдите ѴМАВС, если двугранные углы при АЛТ и ВС равны 60°.
Решение.
а) Так как АВ = АС, то ААВС — равнобедренный с основанием ВС, 

тогда высота АО является медианой, т. е. В — середина ВС. Но МВ = 
= МС (по условию), значит, АМ ВС — равнобедренный, ХАЯМ = а — ли­
нейный угол двугранного угла при ребре ВС. Аналогично /ВКС = а — 
линейный угол двугранного угла при ребре МА. Следовательно, ААВС =

= АМВС (по трем сторонам) => MD = AD и /МАЯ =

Аналогично АМАВ = АМАС и КВ = КС, /КВС =

180°-а 
2

180°-а
2

Заметим, что ААКЯ = АВКЯ — по катету КЯ и острому углу (/.МАЯ = 
= /КВС) ^>АК = ВЯ.

Но АЙГ = —АМ, ВЯ = —ВС, значит, АМ = ВС, ч. т. д. 
2 2

б) Поскольку а = 60°, то ААМЯ — равносторонний. Пусть AM = AD =

= MD = ВС = х, тогда BD = —ВС = —х.
2 2

х2 5
В ААЯВ по теореме Пифагора имеем х2 4- — = 100, или —х2 = 100, 

4 4
4 г ' 1х2 = 100 • — = 80, откуда х = А№. Следовательно, VMABC = — S^bc • МО.
5 3

вдлвс= -BC AD= i-4>/5 4^5 =40. 
2 2

Из ААМО, где /МАО = 60°, АМ = х = 4-Тб, имеем МО = AM sin 60° =

= 4^5 •— = 2^. Значит, ѴМАВС = і 40 2л/Ї5 = 
2 З

. „ 80Ѵ15
Ответ: б)--------- . 

З
Пример 8*. В основании пра­

вильной четырехугольной пира­
миды МАВСЯ лежит квадрат со 
стороной 8. Противоположные 
боковые ребра пирамиды по­
парно перпендикулярны. Через 
середины ребер МА и МВ про­
ведена плоскость, параллельная 
ребру МС.

80^15 
3
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а) Докажите, что сечение плоскостью пирамиды МАВСВ — паралле­
лограмм.

б) Найдите Всеч.
Решение.
а) Пусть точки Е и Р — середины ребер МА и МВ соответственно. 

Плоскость пересекает грань МВС по отрезку РТ || МС. Следовательно, 
плоскость пересекает (АМС) по прямой, параллельной ребру МС. На 
этой прямой лежит средняя линия ЕО ^АМС. Значит, сечение проходит 
через середину АС, т. е. точку О. Сечение — четырехугольник ЕРТО, где

РТ II МС, ЕО II МС и РТ = —МС, ЕО = —МС. Следовательно, сечение 
2 2

ЕРТО — параллелограмм, ч. т. д.
б) Отметим точку К — середину ЕР. Заметим, что ЕР ± МК и 

ЕР 1 МО => ЕР 1 (МЕО) => ЕР 1 ОК, т. е. ОК — высота параллелограм­
ма ЕРТО. Сечение пирамиды МАВСВ плоскостью МОК — равнобедрен­
ный АММЪ (ММ = МЬ — как апофемы равных граней). ОК — медиана 
прямоугольного АМОМ, значит, ОК = МК = КМ. Поскольку проти­
воположные боковые ребра пирамиды попарно перпендикулярны, то 
ЛАМС — прямоугольный и равнобедренный.

Пусть АМ = МС = х, тогда АС2 = 2х2, или АС = х42. По условию за­
дачи АВ = ВС = 8, тогда из ^АВС получим АС2 = 82 + 82 = 2 • 82. Но АС2 = 
= 2х2, значит, 2х2 = 2 • 82, откуда х2 = 82; х = 8, т. е. АМ = МС = 8.

Аналогично МВ = МВ = 8. Выходит, что все боковые грани пирами­
ды — равносторонние треугольники, тогда из ААММ находим ММ =
= у/АМ^А^ = ^^ = 7Ї8 =716-3 =4>/3, тогда ОК = -MN = 2^ІЗ.

2

Следовательно, 8сеч = ОТОК = -АВОК = і-8-27з=87з. 
2 2

Ответ: б) 8>/з.

Пример 9. В правильной четырех­
угольной пирамиде МАВСВ через сере­
дину ребра АВ и точку С проведена плос­
кость перпендикулярно основанию.

а) Докажите, что плоскость делит 
ребро МВ в отношении 2:1, считая от 
точки В.

б) Найдите площадь сечения пирами­
ды плоскостью, если МА = 26, АВ = 
= ю72.
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Решение.
а) Пусть точка К — середина АВ, Е — точка 

пересечения СК и диагонали BD. Так как пира­
мида — правильная, то высота МО ± (АВС) (по 
условию).

Значит, (NKC) 1 (АВС) => (NKC) || МО.
Следовательно, (NKC) пересечет (MBD) по 

прямой NE II МО.
Сечение NKC — искомое.

CD
Заметим, что АКЕВ ~ ^CED (по двум углам), где----- = k = 2, тогда

ВК
ПР
— = 2. Но DE = DO + ОЕ = ВО + ОЕ = (ОЕ + BE) + ОЕ = BE + 2 • ОЕ. 
BE

Значит, ^^ = “^ ^-9^ = 2, или BE + 2 • ОЕ = 2ВЕ, откуда BE = 
BE BE

= 2ОЕ. Тогда -5^- = — = -, ч, т. д.
MN ОЕ 1

1 2б) 8МКС = —КС ' NE, где NE = —МО. Так как АВС В — квадрат, то 
2 3

АВ — а = В^2, где АВ = 10-72 (по условию), тогда АО = ОВ = —= 10.

По условию задачи МА = 26, АО = 10, следовательно, 
МО = 4 МА2 - АО2 = 42Q2 - ІО2 = Ѵб76 =24.

2 2
Значит, ME = -МО = - • 24 = 16. 

3 3
Из ^СКВ, где КВ = 542, ВС =АВ = 10\/2, по теореме Пифагора нахо­

дим СК= ^ВК2^^ = y/fr^ = -750 4-200 = л/250 = 5-710.

Тогда SNKC = -КС • NE = і 5>/І0 16 = 40>/І0. 
2 2

Ответ: б) 40-ТІО.

Пример 10*. В правильной 
четырехугольной пирамиде 
МАВСВ через сторону осно­
вания ВС проведено сечение, 
которое делит пополам дву­
гранный угол, образованный 
гранью МВС и основанием. 
Найдите площадь сечения, 
если АВ = 10, а объем пирами­
ды равен 400.



Решение.
Как известно, мерой двугранного угла является линейный угол, 

т. е. угол между перпендикулярами, проведенными в каждой из плоско­
стей к общей их линии пересечения.

Проведем апофему ММ (высоту) грани МВС. Так как по условию 
пирамида правильная, то боковые грани — равные равнобедренные 
треугольники, значит, ММ — медиана &МВС. Проведем N71 ВС, тогда 
ХМ МТ — искомый линейный угол.

Заметим, что боковые стороны сечения ВЕ и СЕ равны (как отрезки, 
проведенные в равных треугольниках). Значит, полученное сечение — 
равнобедренная трапеция ВЕЕС с основаниями ВС и ЕЕ (ВС > ЕЕ).

Для нахождения площади сечения необходимо найти ее основание 
ЕЕ и высоту КМ.

По условию 7пир. = і 8ОСН, • Н, где Ѵпир. = 400, 5ОСН. = АВ2 = 100,

и З^пир 3-400Н = ОМ =------- =--------  =12. Апофему ММ найдем из прямоугольного
^осн. 100

AMON, где МО = 12, ON = -АВ = 5. Имеем MN = J МО2 + ON2 = 
' 2

= у/122 + 52 =у/169= 13.
Из ^MTN по теореме косинусов получим TN2 = МТ2 + MN2 - 

- 2МТ • MN • cos XTMN, или 100 = 169 + 169 - 2 • 13 • 13 • cos XTMN, 
или 100 = 2 • 169 - 2 • 169 • cos MTMN, или 2 • 169 • cos XTMN = 338 - 100,

238 119откуда сое ХТММ =--------=------.
2-169 169

Согласно условию задачи МК — биссектриса ХММТ, тогда по свой- 
мк КТству биссектрисы имеем------=----- , где ММ =13, ТМ = АВ = 10.
ММ ТМ

Пусть МК = х, тогда КТ = МТ - МК = ММ - МК = 13-х. Следова- 
х 13 —х 169тельно, — =--------, или Юх = 169 - 13х, или 23х = 169, х =----- .
13 10 23

п 169 169 130Значит, МК =----- , тогда КТ = 13 -------- =------.
23 23 23

EF МК
Заметим, что &MAD U &MEF (по двум углам), тогда ~^^= ^.^ >

откуда EF =
10^

ADMK 1и 23 _ 10 169 Ю 13
МТ 13 23 43 23

130
23

Таким образом, 5^. = 1 (ВС + EF) • KN, где ВС = АВ = 10, EF = — 
2 23
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Из AM KN найдем KN по теореме косинусов: 
KN2 = МК2 + MN2 - 2МК • MN - cos ZKMN, или

KN2 =
169?
23 J + 132 169 119 _iq2

--- - *---  -  10
23 169

26 119
23

169698 3094
232 23 232

™ 10 6°Ѵ13
откуда KN = —<468 =  —.

23 2
Тогда 5М,,. = Я10 + ^

Л 10 800-УІЗ
Ответ:--------------- .

529
Пример 11. В основании четы­

рехугольной пирамиды МАВСВ 
лежит прямоугольник АВСВ, где 
АВ = 15, ВС = 8\/3. Длины боковых 
ребер Л£А = 8,МВ = 17, МВ = 16.

а) Докажите, что МА — высота 
пирамиды.

б) Найдите расстояние от вер­
шины А до плоскости МВС.

117 962-71 162 46 800
232 ’

Л 60УЇЗ = (230 + 130) ЗОл/ЇЗ 10 800Лз
J 23 529 ” 529

Решение,
а) Поскольку МА2 + АВ2 = МВ2, т. е. 82 + 152 = 172, и МА2 + AD2 = 

= MD2, т. е. 82 + (8>/3)2 = 162, то МА ± АВ и МА 1AD =>МА1 (АВС).
Значит, МА — высота пирамиды, ч. т. д.
б) Из точки А опустим перпендикуляр на МВ. Заметим, что АЙГ ± ВС, 

так как (МАВ) ± ВС (ABCD — прямоугольник по условию задачи), 
АВ ± ВС и МА ± АВ => МА ± ВС. Следовательно, АК — расстояние от 
точки А до (МВС).

&ШАВ = —МА • АВ, с другой стороны,

^шав = —МВ • АК. Значит, МА • АВ = МВ • АК, откуда 
2

лк=МААВ = 8 15 = 120
~ МВ 17 “ 17

Ответ: б) —.
17
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Пример 12. В пирамиде МАВС 
МВ = МС = АС = АВ = 719, МА = 
= ВС ~2Л.

а) Докажите, что МА ± ВС.
б) Найдите расстояние между МА 

и ВС.
Решение. А
а) По условию задачи МВ = МС и 

АС = АВ, значит, ДМ ВС = ДАВС (по 
трем сторонам) (ВС — общая сторона). 
Заметим, что МВ и АВ — соответ-
ственно медианы и высоты ДМВС и
ДАВС. Значит, прямая ВС перпендикулярна двум пересекающимся пря­
мым МВ и. АВ плоскости МАВ ВС 1 (МАВ).

Но тогда прямая ВС перпендикулярна ко всякой прямой, лежащей в 
плоскости МАВ, а значит, ВС 1 МА, ч. т. д.

б) В плоскости МАВ проведем высоту ВК — искомое расстояние 
между скрещивающимися прямыми МА и ВС. Но АВ = МВ (как высоты 
равных треугольников).

Значит, АВ = МВ = 719-7 = 712.
Из прямоугольного ДАВК найдем искомое расстояние
DK^Alf-AK2 - ЛМ = і/5, 
Ответ: б) Тб.

Пример 13. В основании четырех­
угольной пирамиды МАВСВ лежит 
трапеция АВСВ (АВ || ВС). Известно, 
что /ВАВ + /АВС = 90°, (МАВ) 1 (АВС) 
и (МСВ) 1 (АВС), АВ г\СВ = К.

а) Докажите, что (МАВ) 1 (МСВ).
б) Найдите объем пирамиды МВКС, 

если АВ = ВС = СВ = 8, МК =10 — вы­
сота пирамиды МАВСВ.

Решение.
а) Так как (МАВ) ± (АВС) и (МСВ) 1 (АВС), то МК — высота пира­

миды МАВСВ. По условию задачи /ВАВ + /АВС = 90°, тогда /АКВ = 
= 180° - 90° = 90°, т. е. ДАК В — прямоугольный. Тогда АК 1 МК и 
АК 1 КВ, т. е. АК перпендикулярна двум пересекающимся прямым 
плоскости МСВ.
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Выходит, что АК 1 (МСВ). Следовательно, плоскость МАВ проходит 
через прямую, перпендикулярную плоскости МСВ, т. е. АК ± (МСВ). 
Тогда плоскость МАВ проходит через прямую, перпендикулярную плос­
кости МСВ. Значит, (МАВ) 1 (МСВ), ч. т. д.

АВ ВКб) По условию АВ = ВС = СВ, тогда-----=------= 1, т. е. ЛВКС — равно-
СВ КС

бедренный и прямоугольный.
Так как ВС = 8, то ВК = СК = Д£ = Х = 4^2.

>/2 72

Следовательно, Умквс = — Вдв^с • МК = — •— • ВК • КС • МК =
3 3 2

=^ — •4^2-4ч/2 • 10 = і • 4 • 4 • 10 = —.
3 2 З 3

160Ответ: б)----- .

Пример 14. В правильной че­
тырехугольной пирамиде МАВСВ 
через середину ребра АВ и точку С 
проведена плоскость перпендику­
лярно основанию.

а) Докажите, что плоскость де­
лит ребро МВ в отношении 2:1, 
считая от точки В.

б) Найдите площадь сечения пи­
рамиды плоскостью, если МА "12, 
АВ= 6^2.

Решение.
а) Пусть К — середина АВ, Е — точка пересе­

чения СК с диагональю ВВ.
Так как пирамида — правильная, то высота 

МО 1 (АВСВ) и (NKC) 1 (АВСВ) (по условию).
Значит, (ЫКС) 1 (АВСВ) => (ЫКС) 1 МО.
Следовательно, (ЫКС) пересечет (МВВ) по 

прямой ЫЕ || МО. Сечение ЫКС — искомое.
Заметим, что ЛК ЕВ ~ ЛСЕВ (по двум углам),

А = —= 2, тогда — = 2. НоВЕ = ВЕ + 2- ОЕ,
ВК ВЕ

значит, ВЕ + 2 ОЕ = 2, или ВЕ + 2 • ОЕ = 2ВЕ, или ВЕ = 2 • ОЕ. 
ВЕ
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Тогда
ВМ ВЕ = 2
MN~ ОЕ~ V

б)8ККС =-КС-КЕ, гдеNE = -МО.
2 3

Из АЛОВ, где АВ = бТ2, АО = ОВ = ^ = ^ = 6. 

72 72
По условию МА =12, тогда из АМ АО имеем

МО = л/12^62 =71О8=б7з.

Значит, NE = —-бТз = 4Тз.
3

Из ^СКВ, где КВ = зТ2, ВС = АВ= бТ2, имеем 
СК = ^/2)2 + (бТ2)2 =718 + 72 = 790=з710.

Следовательно, 8хКС = ^•3710 4-2Тз =б7зо.
2

Ответ: б) бТзО.

Пример 15. В правильной тре­
угольной пирамиде МАВС сторона ос­
нования АВ = 8, боковое ребро 
МА = ЗѴ6. Через точки М, А и середи­
ну ВС — точку В проведено сечение.

а) Найдите площадь сечения.
б) Найдите косинус угла между се­

чением и плоскостью основания.

М

Решение.
а) Так как пирамида — правильная, 

то О — точка пересечения медиан, бис­
сектрис и высот ^АВС.

Из &АВВ, где АВ = 8, ВВ = 4, имеем АО = ^Ъ2 -^ = >/б4-16 
= Л8=4Л

2 2 8^3По свойству медиан треугольника АО = —АВ = — • 4\/3 =  
3 3 3

Из &АОМ высота пирамиды МО = >ІАМ2 -АО2, или

МО = 6454-----
3
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Значит, SM,. = S^ =±AD MO =|-4Тз ^=^y^ =

= 28±^ = 1472.
2 3

б) Заметим, что по признаку перпендикулярности двух плоско­
стей => (ABC) ± (AMD), так как (AMD) содержит прямую МО 1 (АВС),
тогда косинус угла между плоскостью основания и сечением равен
нулю.

Ответ: а) 14>/2; б) 0.

Пример 16. В основании правиль­
ной треугольной пирамиды лежит 
ДАВС со стороной АВ = 12. Каждая 
боковая грань наклонена к плоскости 
основания под углом а = агссоз 0,8. 
В данную пирамиду вписана сфера, 
касающаяся грани МАВ в точке К.

а) Докажите, что АМОЕ ~ АМКО^ 
где Оі — центр сферы.

б) Найдите радиус сферы.
Решение.
а) Так как пирамида МАВС — правильная, то ДАВС — равносторон­

ний и точка О — центр вписанной и описанной окружностей, МО — вы­
сота пирамиды. По условию задачи К — точка касания сферы, вписан­
ной в пирамиду.

ОгК = О^О = R — радиус сферы, где О^К 1 МЕ и МО 1 (АВС) => 
=> МО 1 СЕ. Значит, АМОЕ ~ ДМ КО — как прямоугольные, имеющие 
общий острый ХЕМО, ч. т. д.

б) /МЕО = /МВО = /.МЕО = ц — угол наклона боковых граней к
плоскости основания.

Поскольку О — точка пересечения медиан ДАВС, то по свойству ме-

диан СО : ОЕ = 2:1, тогда ОЕ = —СЕ. Из прямоугольного ДВСЕ, где 
3

ВС=АВ = 12, BE =-АВ = 6, имеем СЕ = V122-62 =7144-36 = 
2

= 7108 = 736 3=бА Значит, ОЕ = -&у/3=2у/3. 
3

По условию а = arccos 0,8, т. е. cos а = 0,8.
ЯО 4 2^3 4 5^

В ЛМОЕ cos а =------=—, или------ = —, откуда МЕ =------ .
МЕ 5 МЕ 5 2

192



Из АМОЕ по теореме Пифагора находим

МО- 4м^о^= ^р и

/75-48
N 4

По доказанному: АМОЕ ~ АМКОі =>
МЕ МО. 5^3
----- = —, где МЕ = ,

ОЕ КО! 2
ОЕ = 2Л, МОі = МО- О^ = ^-Я, КОі

= В. Тогда получим уравне-

5Ѵз зѴз
2 2 5ѴЗ ЗѴЗ-2В

НИЄ /-=—----- » ИЛИ -- г=----------
24 Я 4ѴЗ 2В

5 ЗѴЗ-2Я
, или — =------------ , или 5В =

2 В

— 65/3 - 4Я, или 9Я - бѴз, откуда R = ^— 
3

Ответ: б) , 
3

Пример 17. В основании пирамиды 
МАВС лежит равнобедренный ААВС с 
основанием АВ. Все боковые ребра пира­
миды равны. В пирамиду вписана сфера.

а) Докажите, что точка касания сферы 
с гранью МАВ лежит на прямой МВ, где 
В — середина АВ.

б) Найдите радиус сферы, если АВ = 
= 12, АС = ВС = 10, МВ = 8.

Решение.
а) По условию задачи все боковые 

ребра пирамиды райны, значит, АМ АВ — 
равнобедренный, где МВ — медиана и
высота.

Так как АС = ВС, то СВ — высота, медиана и биссектриса ААВС.
Точка Оі — центр вписанной сферы, лежит в плоскости МВС.
Точка О — центр окружности, описанной около ААВС (АО = ВО = СО).
Заметим, что (МВС) ± (МАВ), так как АВ ± (МВС) (по признаку 

перпендикулярности прямой и плоскости).
Е — точка касания сферы с гранью МАВ, тогда О±Е ± (МАВ), 

т. е. точка Е лежит на прямой МВ, ч. т. д.
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б) Известно, что объем пирамиды, в которую вписана сфера радиуса г, 
определяется по формуле

V= — S'rt где S — площадь поверхности пирамиды.
3

Если R — радиус окружности, описанной около ААВС, то 
abc 1

S^abc = —» где а = Ь = 10, с = 12, S^c = -Æ ‘ CD.

Из &BCD CD = л/102-62 = V100-36 = 8.
Тогда Smbc = і • 12 • 8 = 48.

Значит, 10 10 ^ = 48, откуда R = —, OD = CD - ОС = 8 - R = 
4R 4 ’

-я 25 7 
4 4

Так как апофема МО = 8 (по условию), то из АМОО находим высоту

пирамиды МО = МО2-ОО2 = =./б4- — = = г
у у 16 V 16 4

Тогда ѴМАВС - ІЗдлвс • МО - | • 48 • ~- = 20ч/39. 
о о 4

^МАВС = ^ААВС “*" & АМ АВ + ^ШВС^ гДе ^ААВС = 48,
«дш = ^АВ ■ MD = і • 12 • 8 = 48.

В ШВО находим МВ = 4вВ*+мБ* = >/б2 +82 = 10.

Так как МВ = МС = ВС = 10, то АМ ВС — правильный.
Ю^л/зТогда Вамвс =---------= 25^ (площадь правильного треугольника).

Значит, SMABC = 48 + 48 + 50>/3 = 96 + 50>/3.
Т А ^'Ѵмавс 3-20>/39 30>/39
Тогда радиус сферы г = = ———7= = jn пр •

&MABC 96 + 50\/3 48 + 25>/3
„ вч 30^9
Ответ: б)----------- ^.

48 + 25V3

Пример 18. В основании треугольной пирамиды МАВС лежит пра­
вильный ^АВС. Боковая грань МВС перпендикулярна основанию, 
МВ = МС.

а) Постройте сечение пирамиды плоскостью, проходящей через ребро 
ВСІ АМ.
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б) Найдите объем пирамиды МВСК, 
где К — точка пересечения ребра АМ и 
плоскости сечения, если АВ = 4^, а угол 
между боковым ребром АМ и плоскостью 
основания равен 60°.

Решение. д
а) Так как МВ = МС, то ЛМВС — рав­

нобедренный.
По условию (МВС) 1 (АВС). В боковой 

грани МВС проведем высоту МЫ, тогда 
MN — медиана, значит, BN = CN = 2>/з.

Углом между АМ и плоскостью основания пирамиды будет угол 
между АМ и ее проекцией АУ, т. е. ЛМАЫ = 60°.

В плоскости АМЫ проведем ЫК ± АМ.
Поскольку АУ ± ВС иАЫ — проекция наклонной АМ, то АМ 1 (ВКС) 

(по признаку перпендикулярности прямой и плоскости).
В прямоугольном ЛМАЫ ЛМАЫ = 60° => ЛАМЫ = 30°, тогда

АУ = -АМ.
2

Из ЛАВЫ найдем АУ = 7(4л/3)2 - (2>/3)2 = ^48-12 = 6.

Значит, АМ = 2АЫ = 12.
Из ЛАКЫ, где АУ = 6, ЛКАЫ = 60°, АК 1 КЫ, имеем АЛЫ К = 30° 

^>АК = ^АЫ = 3, тогда АХ : АМ = 3 : 12 = 1 : 4.

б) Найдем объем пирамиды К АВС с основанием АВС:
Укавс = ^ддвс • КВ, где КВ — высота, 

и

Заметим, что АВ : АЫ =АК : АМ = 1 : 4 и КВ = -МЫ. Из ЛАМЫ 
4

МУ = АМ • віті 60° = 12 • — = бѴз. Значит, 7СО = -б7з= — 
2 4 2

&ьавс = ------- (площадь правильного треугольника), где а = АВ =
4

- 4>/3.

Тогда В^вс =

Итак, Ѵк^с =

(^^ = ^=12^3.

3 2
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Теперь найдем объем пирамиды МАВС:
Умлвс = ^мвс • M^ = ~1243-б4з = 72.

Следовательно, УМвск = УМавс - Укавс = 72 - 18 = 54.
Ответ: б) 54.

Пример 19. В основании пирамиды 
МАВС лежит равнобедренный ДАВ С, в ко­
тором АС = ВС = 8, ZACB = 120°. Известно, 
что боковая грань МАВ перпендикулярна 
плоскости основания АВС, МА = МВ, высо­
та MD = 2^2. На ребрах МА и МВ отмечены 
соответственно точки Е и F так, что 
ME:EA = MF:FB = 3:2.

а) Докажите, что сечением пирамиды 
плоскостью CEF является прямоугольный 
треугольник.

б) Найдите объем пирамиды CABFE.
Решение.
а) По условию (МАВ) 1 (АВС), АС = ВС, значит, ^АВС — равнобедрен­

ный, СВ — биссектриса, медиана и высота. Так как МА = МВ, то МБ — 
высота пирамиды МАВС и грани МАВ.

В ЬВСО ХВСО - 60° => ХСВО - 30°, тогда СО - -ВС - 4.
2

По теореме Пифагора ВБ = ^ВС2 -СБ2 = Ѵв2 -42 = 
= Ѵб4-16 =>/48 = 4>/3, АВ = 8>/3.

Так как МЕ : ЕА = МЕ: ЕВ = 3 : 2, то АМЕЕ ~ ^МАВ (по двум углам),
МЕ ЕЕ 3 3тогда коэффициент подобия Л =----- = = —, откуда ЕЕ = —АВ =
МА АВ 5 5

= з.875=24^ 

5 5

MN = k^MБ = --2>/2=—, N0= - 2>/2=—. 
5 5 5 5

Из МЖБ, где СБ = 4,ЫБ = , имеем
5

С№ 4^^^^^ = О1Щ = 4Д = ^ = 1*1
V 2Ь \ \ 2Ь) \2Ь 5 5

Поскольку СЫ — медиана АСЕЕи CN = —ЕЕ, то АСЕЕ — прямоуголь-

ный, ч. т. д.
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б) Объем пирамиды САВРЕ равен разности объемов пирамид САМ В и
СМЕР, т. е. ѴСАВЕЕ — ѴСАМВ - ѴСМЕР.

^СМЕР — — ^ШЕР 
О

• СВ. Но 8^мЕЕ : ^ШАВ = *2 = —
25

Значит, ѴСМЕЕ — — — ‘ 8\маб ’ С2> — 
о 25

= —-АВ МО -СО = — 1-85/3-25/2 -4 = —. 
25 2 25 2 25

Ѵсамв=^8шав-СО=~^АВМОСО =
О 0 4

=1.1.85/3 25/2 • 4 = И^.
3 2 3
„ 325/6 965/6
Следовательно, ѴСАВЕЕ = —---------—-

о 
= 325/б(1--и 325/6 -*-=^.

ѴЗ 25/ 3-25 75
_ „ 5125/6
Ответ: б)--------- .

75

Пример 20. В правильной четырех­
угольной пирамиде МАВСВ сторона ос­
нования АВ = 8у/2, а боковое ребро 
МА = 24.

а) Постройте сечение пирамиды пло­
скостью, проходящей через точку А и 
середину ребра МС.

б) Найдите площадь полученного 
сечения.

Решение.
а) Пусть Р — середина ребра МС. По условию задачи пирамида — 

правильная, О — точка пересечения диагоналей основания, МО — вы­
сота пирамиды. Прямая АР пересекает высоту МО в точке К (АМС — 
диагональное сечение).

В плоскости МВВ через точку К проведем прямую, параллельную 
ВВ. Она пересечет боковые ребра МВ и МВ в точках Е и ^ соответствен­
но. Тогда четырехугольник АЕРМ — искомое сечение.

б) Так как МО ± (АВС), то МО ± АС, МО 1 ВВ, АС Л ВВ, тогда 
АК ± ВВ. По построению ВВ || МЕ, тогда АГ ± NE. Выходит, что у четы-
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рехугольника АЕРМ диагонали взаимно перпендикулярны. Следова­

тельно, 8сеч. = —АР • ЕЫ.
2

АО — радиус описанной около квадрата АВС В окружности, АВ = а = 
= В^2, откуда R = АО = 8.

Из ЛАМО, где АМ = 24, получим МО = ^24г-8г = 7(24 - 8)(24 + 8) = 

= 716-32 = 716-16-2 = 1бТ2.
Пусть ААМС = а, тогда из ЛАМ С по теореме синусов имеем
АС2 = АМ2 + МС2 - 2АМ • МС • cos а, или
162 = 242 -I- 242 - 2 • 24 • 24 • cos а, или

162 2
162 = 242 • 2(1 - cos а), откуда 1 - cos а = 2 %, или 1 - cos а = —,

7cos а = —.
9

Аналогично из AAMF АР2 = 242 4- 122 - 2 • 24 • 12 • cos а, или
АР2 = 576 + 144 - 2 • 24 • 12 • | = 720 - 448 = 272, откуда

АР = 7272 = 74-68 = 74-4-17=4717.
Пусть АК = х, КР = у, тогда х + у = 4>/17.
Так как ААМС — равнобедренный и МО — высота, то МО — биссек­

триса. Из ЛАМЕ по свойству биссектрисы угла треугольника имеем
АМ АК 24 х------=------ , или — =—, откуда х = 2у. MF KF-------- 12 у *

Но х + і/ = 4Ѵ17, тогда 2у + у = 4>/І7, у = ^У^, 
3

х = 2у = —. Из ЛАОКОК = ^АК2-АО2 = 7х2-82 
3

6417 
9

-64= /64

Тогда МК = МО - ОК = 1бТ2-і^ = ^^.
3 3

Заметим, что AMKN ~ АМОВ — как прямоугольные, имеющие об­
щий острый ЛОМ В.

„ МК МО ^ МКОВ 3272-8 16
Значит, ------=------ , откуда кА =------------ =---------₽ =—, тогдаKN ОВ МО ЗЛ6?2 3

EN=2-KN = 32
3 ’
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_ „ 1»„ 1 32 64л/Ї7
Следовательно, Всеч. = —EN ' AF =--------4V17 =----------

2 2 3 3

Ответ: 6)
64^7

3

Пример 21. В основании пирамиды 
МАВСВ лежит ромб АВС О, сторона которого 
равна 10, а острый угол — 60°. Известно, что 
МВ = 5Ѵ13, МВ = 25, АМ = МС.

а) Докажите, что МВ — высота пирамиды.
б) Найдите угол между плоскостью МВВ и 

ребром АМ.
Решение.
а) Так как АВСВ — ромб, то АВ = ВС = СВ = 

= АВ, ХАВС = 60°, тогда ХСАВ = ХАСВ =
= (180° - 60°) : 2 = 60°. Значит, ДАВС — равносторонний, т. е. АС — 10, 
точка О — середина диагоналей, АО = ОС = 5.

Поскольку АС ± ВВ (по свойству ромба), то из &АОВ найдем

ВО = Ло!-52 =775= 5^, тогда BD = Ю^. По условию МВ = 25. 
Заметим, что MD2 + BD2 = МВ2, или (5>/13)2 + (Ю>/3)2 = 252.
Значит, АВ МВ — прямоугольный (по теореме, обратной теореме 

Пифагора), т. е. МВ ± ВВ. Следовательно, МВ — высота пирамиды.
б) Угол между прямой АМ и плоскостью МВВ — это угол между АМ 

и ее проекцией на эту плоскость, т. е. ХАМО = а — искомый угол.

В АМВО МВ = 5л/ІЗ, ОВ = -ВВ = 5>/3.
2

Тогда МО = уіМВ2+ОВ2 = Ѵ325 + 75 = ^400 = 20.
По условию задачи АМ = МС, значит, ААМС — равнобедренный, 

тогда МО — медиана, биссектриса и высота.
Так как АС = 10, то АО = ОС = 5. Из ДАМО, где МО = 20 и АО = 5,

х АО 5 1 х 1имеем tg а = ------= — =—, откуда а = агсі£ —.
МО 20 4 4

Ответ: б) arctg —.
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14.2. Круглые тела

Пример 22. В цилиндре на окружности 
нижнего основания отмечены точки А и С, 
а на окружности верхнего основания — В! и 
Сі так, что ССі является образующей цилин­
дра, перпендикулярной основаниям, а АВі 
пересекает ось ОО^ цилиндра в точке К.

а) Докажите, что прямые АС и В^! пер­
пендикулярны .

б) Найдите расстояние между прямыми 
АВі и СС19 если АС = 12, В^С^ = 5.

Решение.
а) По условию диагональ АВХ пересекает ось ОО^ цилиндра в точке К, 

значит, ABt и О^О лежат в одной плоскости (в плоскости осевого сече­
ния). Значит, АВ — диаметр нижнего основания. Так как В^і || (АВС) и 
В^і = ВС, то ZACB = 90° — как вписанный, опирающийся на диаметр 
АВ, т. е. АС 1 ВгСх, ч. т. д.

б) Заметим, что прямые СС! и АВ! — скрещивающиеся, так как 
ССі II (АВВі), а АВ! g (АВВ!).

Тогда расстояние между скрещивающимися прямыми равно рас­
стоянию от любой точки прямой ССі до плоскости (АВВ!). Проведем 
CM LAB. Так как ООг 1 (АВС) => ООг ± СМ. Следовательно, в плоскости 
АВВ! мы имеем две прямые, которым перпендикулярна СМ, т. е. СМ — 
расстояние от точки С до (АВВ^. По условию В^! = 5 и В^! || ВС, где 
ВС — проекция В^! на плоскость нижнего основания.

Значит, ВС = В^! = 5. Из ЬАВС, где АС =12, ВС = 5, по теореме 
Пифагора АВ = >/l?+F = 13.

SbABC = -AC • ВС = -АВ • СМ, откуда СМ = ^8£ = 11Ё = 60
2 2 АВ 13 13

Ответ: б) 60
13’

Пример 23. В цилиндре АВСВ высота 
АВ = 8, радиус основания АО = 4, ММ — 
хорда в нижнем основании, причем ММ = 
= АО. В верхнем основании цилиндра прове­
ден диаметр ВС 1 ММ. Сечение МЕРМ1 ВС.

а) Докажите, что диагонали сечения 
МЕРМ равны.

б) Найдите объем пирамиды ВМЕРМ.
м
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Решение.
а) Поскольку МЕ = ЫР — как образующие цилиндра и МЕ || ЫР => 

^ четырехугольник МЕРЫ — параллелограмм (по признаку парал­
лелограмма). Кроме того, ВС ± МЫ (по условию задачи), МЫ || ЕР => 
=> ВС 1 ЕР. Выходит, что ВС 1 (МЕРЫ). Так как МЕ 1 ЕР, МЕ 1 МЫ, 
то МЕРЫ — прямоугольник. Тогда его диагонали равны (по свойству
прямоугольника), ч. т. д.

б) Так как ВС ± (МЕРЫ), то ВК — высота пи­
рамиды, а прямоугольник МЕРЫ — основание 
пирамиды.

Найдем высоту ВК пирамиды: ВК = ВОі + ОіК, 
где ВОі =АО = 4, МЫ = ЕР = 4. ^ЕО^Р — равносто­
ронний, так как ЕОі = О±Р = ЕР = 4, О^К — медиа­
на и высота, ЕК = КР = 2. Из АЕОіК по теореме 
Пифагора ОгК = Ѵ42 -22 = Ѵ12 = 2>/3.

В

Тогда ВК = ВО! + О^ = 4 + 2Ѵз. Всеч. = SMEFN = МЫ • ME = 4 • 8 = 32.
1 1 64Следовательно, Vbmefn = „ &mefn ' ВК = т ’ $2 • (4 + 2\/3) = —(2 + \/3). 
ОО о

Ответ: б) у(2 + >/3).

Пример 24. В конусе МАВ длина образую­
щей равна 13, а радиус основания равен 5. На 
окружности основания конуса выбраны точки 
В и С, делящие окружность на две дуги, длины 
которых относятся как 2:4.

а) Докажите, что ^ВОС — равносторонний.
б) Найдите площадь сечения конуса плоско­

стью МВС.
Решение.
а) Пусть иВС = 2х, тогда иСАВ = 4*. Получим 

уравнение 2х + 4х = 360, или 6х = 360, откуда

М

х = 60.
Значит, иВС = 60° => ZBOC = 60°.
Так как ВО = СО, то ZOBC = ZOCB = (180° - 60°): 2 = 60°.
Выходит, что АВОС — равносторонний, ч. т. д.
б) Сечение МВС — равнобедренный треугольник, так как МС = МВ = 

= 13, ВС = 5.

По формуле Герона Sce4. = Jp(p-a)(p-b)(p-c), гдер = ^(a + b + c) —

полупериметр.
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l/c . 31 u 31 5 31 c 21p = -(5 + 13 + 13) = —, p-a=p-b=-----13 =—, p - c =------ 5 = —.
2 2 2 2 2 2

Следовательно, Sce4i =
31 5 5 21 = бТб5І
2 2 2 2 “ 4

Ответ: б)
5^651 

4
Пример 25. Радиус основания конуса 

с вершиной М и центром основания О 
равен 8, высота конуса МО = у/Т0. Точ­
ка N — серёдина образующей МА, точка 
Е е АВ, причем АЕ || МВ.

а) Докажите, что ОЕ — биссектриса 
ХАОВ.

б) Найдите угол между прямой BN и 
плоскостью основания конуса, если АВ = 
=65/3.

Решение.
а) Поскольку точка N — середина МА и АЕ || МВ (по условию за­

дачи), то Е — середина АВ (по теореме Фалеса). В ААОВ АО = ОВ = R, 
т. е. &АОВ — равнобедренный с основанием АВ, тогда ОЕ — медиана =>

ОЕ — биссектриса ХАОВ, ч. т. д.
б) Точка К — проекция точки N на (АОВ), 

тогда ХАВК — искомый угол между прямой 
В А и плоскостью основания конуса.

Пусть ХАВК = а, тогда из КАКВ имеем
, АК tg а =----- ,

ВК
где NK — средняя линия АМ АО,

т. е. АК = —МО =------. Остается наити дли-
2 2

ну ВК.
Достроим &АОВ до параллелограмма АВОТ. По свойству параллело­

грамма имеем АО2 -I- ВТ2 = 2(АВ2 4- ВО2), где АО = OB = R = 8, АВ = 6^8.
Пусть ВК = КТ = х, тогда получим (2х)2 + 82 = 2(82 + (бТз)2), иі 

4х2 4- 64 = 2(64 4- 108), или 2х2 = 172 - 32 = 140, или х2 = 70, откуда х 
= JTQ, т. е.ВК= х/70.

и в
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Из прямоугольного ^КВ, где NK = —^—, ВК = Ѵ70, находим tga =

Ж л/70 1 х 1
=^К=~Г'^70 = 2’ 0ТКУда“ = агс^ 2’ 

Ответ: б) arctg і.

Пример 26. В конусе МАВ вы­
сота МО = 8, радиус основания 
АО = 15.

а) Постройте сечение конуса плос­
костью, проходящей через верши­
ну М конуса и взаимно перпенди- А 
кулярные образующие МА и МС.

б) Найдите расстояние от плос­
кости сечения до центра основания
конуса.

Решение.
а) Найдем длину образующей МА конуса из прямоугольного ЛАМО, 

где АО = 15, МО = 8. По теореме Пифагора АМ = Ѵ152 +82 = Ѵ289 = 17. 
Через вершину М и две образующие МА и МС проходит сечение конуса 
АМС, где МА ± МС (по условию задачи). Поскольку МА = МС (как обра­
зующие конуса) и МА ±МС, то сечение — равнобедренный прямоуголь­
ный ЛАМС, который пересекает основание конуса по м
хорде АС, где АС = а/172 + 172 = Ѵ2172 = 11>І2. /

б) Проведем радиус ОМ ± АС, тогда АО = ВС (ра- /
диус, перпендикулярный хорде, делит ее пополам). /
Соединим точки М и В. Поскольку ЛАМС, где АС — /
гипотенуза, — равнобедренный и прямоугольный, то КАУ 
МВ — медиана, а значит, и высота. /

Известно, что медиана, проведенная к гипотенузе, Д____  к 
равна половине гипотенузы, т. е. МВ = АВ = ВС = ^___________ °
ЛАС=^ 

2 2
Поскольку МВ ±АС и ОВ1АС, то плоскость (МОВ) ± (АМС). Значит, 

перпендикуляр, опущенный из точки О на МВ, будет расстоянием от 
точки О до (АМС).
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Из АМО Б, где МО = 8, МО =------- , по теореме Пифагора найдем ка-
2

л п л /289 /289 —128 /161
тет ОО. Получим ОО = у МО -МО = А------- 64 = А--------------= А------ .

V 2 V 2 V 2

Проведем ОК ± МО, тогда 8Ш0б = —МО • ОО = —МО • ОК, откуда 
2 2

ок = МО ОО ------------ , или ОК =
МО 17>/2 4217^2 17

2
„ .. 8^61
Ответ: б)--------- .

17
Пример 27. Дан прямой круговой цилиндр 

высотой 10 и радиусом основания 3. В основа­
нии конуса проведена хорда СО, равная радиусу 
основания, а в нижнем основании проведен диа­
метр ММ ± СО, (АВСО) 1 ММ. Точка М и центр 
О основания цилиндра лежат по одну сторону 
от (АВСО).

а) Докажите, что АС = ВО.
б) Найдите ѴМАВСІ).
Решение.

а) Так как (АВСО) 1 ММ (по условию), то АО 
иВС — образующие цилиндра. Значит, АО || ВС 
и АО = ВС, т. е. АВСО — параллелограмм. Но 
АО и ВС перпендикулярны основаниям цилиндра и АО 1 ОС, а ВС ± СО. 
Следовательно, параллелограмм АВСО является прямоугольником, то­
гда АС = ВО, ч. т. д.

б) 5^00= АВ • ВС = 10 • 3 = 30.
Пусть К — точка пересечения диаметра ММ и хорды АВ.

1 Я
В^ОКВОВ = МО=АВ = 3, КВ = -АВ = -. 

2 2
Тогда ОК - у/бв^КВ^ = ./9 - - /27 =3>/3

V 4 2 '
МК — высота пирамиды МАВСО, тогда 
мк = мо + ок = з+ з>/з = зсг-ьл/з)

2 2
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Следовательно, ѴМАВСО = • МК = | • 30 •
О о

Ответ: б) 15(2+ 73).

^^=15(2+,/3).
2

Пример 28. В цилиндре образующая перпен­
дикулярна плоскости основания. На окружно­
сти нижнего основания отмечены точки А и В, 
а на окружности верхнего — точки Ві и Сь где 
ВВі — образующая цилиндра, а отрезок АСі пе­
ресекает ось ООі в точке М.

а) Докажите, что
/АВСі = 90°.
б) Найдите угол между прямыми ВВі и АСі, 

если АВ = 5, В^і = 12, ВВі = 18.
Решение.
а) Точка С — проекция точки ^ на плоскость 

нижнего основания. Наклонная АСі пересека­
ет ось цилиндра 00^ в точке М, проекцией которой является точка О. 
Значит, АС — диаметр окружности, тогда /АВС = 90° — как вписан­
ный угол, опирающийся на диаметр. Так как ВС ± АВ, то ВСі ± АВ, 
т. е. /АВС! = 90° (по теореме о трех перпендикулярах), ч. т. д.

б) Поскольку образующие цилиндра параллельны, т. е. ССі || ВВі, т0 
/АСіС = а — искомый угол между прямыми ВВі и АСі.

По условию ВіСі = 12, ССі = ВВі = 18, ВС = ВіСі = 12.
Из ЛАВС имеем АС = 4 АВ2 + ВС2 = Ѵб2 + 122 = Ѵ169 = 13.

Из ДАССі і£ а =

Ответ: б) arctg

АС 13 - 13----- = —, откуда а = агсѣе —.
ССі 18 18
13
18’

Пример 29. Точки А, В и С лежат на 
окружности основания конуса, причем АВ — 
диаметр. Точка К — середина ВС.

а) Докажите, что прямая МК образует с 
плоскостью АВС угол, равный углу между АС 
и плоскостью МАС.

б) Найдите угол между прямой МА и 
(МСВ), если АС = 8,ВС = 6, МА = 4у/16.
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Решение.
а) Точка О — проекция точки М на плоскость основания конуса. Так 

как МК ± ВС (МК — медиана и высота равнобедренного ^МВС), то 
ЛМКО — угол наклона МК к (АВС).

Но ОК || АС, так как ОК — средняя линия ^АВС. Значит, угол между 
АС и (МВС) равен углу между МК и (АВС), ч. т. д.

б) Так как АС = 8, то ОК - -АС = 4, ВК = -ВС = 3, МА = МС - 
2 2

= МВ = 4710, тогда из АМ В К получим
МК - 4мв*^вк* - Ѵ(4>/І0)2-32 =7151.

Из ШОК МО = ^МКг-ОКг = 7151-16 = 7135 = зТІ5.

йшок =-МО -ОК = -МК ■ ON, откуда 
2 2

МО ОК зТІ5 -4 12715
МК 7Ї5Ї ТЇ5Ї

И ЛИГ • /лиг ОХ 12л/Ї5 1 зТІ5
Из ОЫК 8іп AOKN =-----= , — = -т—

ОК 7151 4 7151

Ответ: б) агсэіп

Пример 30. В конус, радиус основания которого 
равен 4, вписан шар радиуса 3.

а) Изобразите осевое сечение комбинации этих 
тел.

б) Найдите отношение площади поверхности ко­
нуса к площади поверхности шара.

Решение.
а) Так как АВС — конус, то осевое сечение — 

равнобедренный ААВС, где АС = ВС — как обра-
зующие конуса, АВ — диаметр конуса. В ААВС вписана окружность, 
радиус которой равён радиусу шара.

б) Пусть АО = г = 4 — радиус основания конуса, ОБ = Л = 3 — радиус
вписанного в конус шара.

Известно, что ^конуса = пг(г + I), где I = АС — образующая конуса.
^шара = 4лВ2.
тт - X ОБ АОПо свойству биссектрисы треугольника-----=----- , или

С^) .А.С

СБ-З АС'

206



Кроме того, АС2 - СР2 = 16.

Из равенства (1) имеем ЗАС = 4СР - 12, откуда СБ =

(2)
ЗАС+ 12 

4
9(АС + 4)^Тогда равенство (2) примет вид АС2-----------------= 16, или

16
16АС2 - 9(АС + 4)2 = 256.

Раскрыв скобки и упростив выражение, получим уравнение 
7АС2 - 72АС - 400 = 0.

— = 362 + 2800 = 4096 = 642. 
4

АС = 1 = 36 ±64 , 100 , ,———, откуда I = —^— (так как і > 0).

Следовательно
с
^конуса _

’ а 
‘“’шара

л-4- 4 +-----I 7 £128
4л-9 ” 63

128Ответ: б)----- .
63

Замечание. Задача допускает и другие способы решения.

Пример 31. Дан конус МАВ. На окруж- м
ности основания конуса отмечены точки А, 
ВиС так, что АС = ВС, N — середина обра­
зующей МВ.

а) Докажите, что ^N00 = 90°.
б) Найдите угол между прямыми AN и 

МС, если АМ = 8, АВ = 2>/б.

Решение.
а) МАВ — осевое сечение конуса, N — А 

середина МВ, тогда медиана AN пересекает 
высоту МО конуса. Значит, плоскость МАВ 
содержит высоту конуса, АВ — диаметр ко­
нуса, МО — высота.

Так как АС = ВС (по условию), то СО — высота равнобедренного 
ААВС, тогда ОС 1 АВ, ОС 1 МО => ОС 1 (МАВ). Значит, ^N00 = 90° (по 
определению перпендикулярности прямой и плоскости), ч. т. д.

б) Пусть К — середина ВС, тогда NK — средняя линия АМВС => 
=> NK || МС. Следовательно, угол между скрещивающимися прямыми 
AN и МС равен углу между AN и NK.

Заметим, что 7АСВ = 90° — как вписанный угол, опирающийся на 
диаметр АВ, АСАВ = ААВС = 45°.

207



ВС=АС =АВ • 8іп 45° - 2ч/б —= 2л/3. 
2___________

Из ЛАСК АК = ^АС2+СК2 = у/(2^3^ + (^3^ = ѴІ5?

В ШОВ сое ШВО = — = —. 
МВ 8

Из ЛA^B по теореме косинусов имеем 
АТУ2 = АВ2 + В№ - 2АВ • BN • сов ХАВЫ, или

А№= (2>/б)2 + 42-2- 2>/б-4 —, или - 
8

А№ = 24 + 16 - 12 = 28, откуда АЫ = 2Л.
Из ААМК, где ААЛК = а, получим 

АК2=А№ + ЫК2 - 2AN • ЫК ■ сов а, или 
15 = 28 + 16 - 2 • 2>/7 • 4сов а, откуда

ІбѴ? соз а = 29, соз а = 29
ІбТ?

т. е. а = агссоз 29 
16>/7

Ответ: б) агссоз 29 
16>/7

§ 15. Задание 15. Неравенства

Здесь представлены в основном логарифмические и показательные 
неравенства, а также другие типы неравенств. В любом случае исходное 
неравенство сводится к дробно-рациональному. Самое трудное — найти пе­
ресечение полученных неравенств с областью допустимых значений (ОДЗ).

15.1. Рациональные неравенства

Пример 1. Решите неравенство
х2+2х + 2 х2+8х + 20 х2+4х + 6 х2+6х + 12
--------------+---------------- <--------------- +---------------- .

х + 1 х + 4 х + 2 х+3
Решение.
Запишем неравенство в виде

(х + 1)2 + 1 (х+4)2+4 (х + 2)2+ 2 (х + 3)2 + 3
х + 1 х + 4 х + 2 х + 3

х + 1 + —- Ь х + 4 + —-— х + 2 + —- ---- 1- х 4- 3 + —-—, или 
х+1---- х+4 х+2---------------- х+3
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4 2 3
(1)

Для упрощения вычислений запишем неравенство (1) в виде
4 3 2 1 4(х + 3)-3(х + 4) 2(х + 1)-(х + 2)

-----------£----------- , ИЛИ ---------------- £---------------
х + 4 х + 3 х + 2 х + 1 (х + 4)(х + 3) (х + 2)(х +1)

После раскрытия скобок в числителе дробей получим

X X
------------<------------ , ИЛИ X
(х + 4)(х + 3) (х + 2)(х + 1)

(х + 2)(х +1) - (х + 4)(х + 3) 
к (х + 4)(х + 3)(х + 2)(х + 1) ,

Вновь раскрывая скобки в числителе дроби, имеем

х2 + Зх + 2 — х2 — 7х —12 _ х(-4х-10) .
х--------------------------------— <0, или---------------------------------<0, или

(х + 4)(х + 3)(х + 2)(х + 1) (х + 4)(х + 3)(х + 2)(х +1)
х(х + 2,5) .0

(х + 4)(х + 3)(х + 2)(х + 1)
Решая полученное неравенство методом интервалов, находим
хх = 0; х2 = -2,5; х3 = -4;
х4 = -3; х5 = -2; хб = -1.

-4 -3 -2,5 -2 -1 О

Ответ: (-оо; -4) и (-3; -2,5] и (-2; -1) и [0; +оо].

Пример 2. Решите неравенство

( 5 6Х-11Ѵ25
І6х-11+ 5 J 4 '

Решение.
и 2^25Неравенство имеет вид а <—, которое приводим к виду 

4

В нашем случае получим неравенство
Г 5 6х-11 5Ѵ 5 6х-11 5> Л--------- +---------------------------- +----------+ - <0.^6х-11 5 2Д6Х-11 5 2^
'гб+сбх-и)2 

5(6х-11)
5Ѵ25+(6х-11) 5'
2Д 5(6х-11) + 2? ІО.

„ 25 + (6х-11)2 ( бѴ бѴЛ „
Пусть ------ 1-------- — = У^ тогда имеем у— у+- <0. Решая мето-

5(6х-11) V 2Д 2)
5 5дом интервалов, находим —<у<—.
2 2
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Учитывая замену, получим систему неравенств
25 + (6х-11)2 ^ 5 

5(6х-11) "2’

25 + Сбх-ІІ^ 5
5(6х-11) “ 2

50 + 2(6х -11)2 - 25(6х -11)
10(6х-11)

50 + 2(6х-11)2+25(6х-11)

10(6х-11)
Пусть 6х - 11 = £, тогда числители дробей можно разложить на мно­

жители:

212 - 2Ы + 50 = 2(* - 10)1-- и 2*2 + 25^ + 50 = 2(* + 10) ^ + - .
V I 2 у

Тогда получим 
2(і-10)(і-^ 

іо?
^+ю)^+^ 

. 10*

(е-іо)Ь-|

І
(( + 10)М

і

77777777р—!~^7Т777777777р—
0 5/2 10

!////»^ Чтпп>
-10 -5/2 0

Найдем пересечение:

-10 -5/2 0 5/2 10

-ю^<Л д 
2 2

Учитывая замену 6х- И = і, имеем:

1)-10<6х- 11 5
2

1_
6

17
" 2 ’
17
12’

5
2) - <6 х-11 <10 

2
27— <6х<21, 
2

9
4

7
2

Следовательно,х

Ответ. "1. I7" 
6’ 12

к 17' 
.6’ 12_ 

9. 7 
4’ 2 '

9. 7' 
4’ 2

Пример 3. Решите неравенство

х2 - Зх - 3 8х-29 < 9х + 1
х2 - Зх х - 4 х
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Решение.
Если перенести последнюю дробь в левую часть неравенства, а затем 

привести дроби к общему знаменателю, то получим довольно сложное 
неравенство.

Более простое решение заключается в выделении целой части у каж­
дой дроби.

(х2-3х)-3 8(х-4) + 3 9x1
- 5  ----  + —------ -----  <  + —, ИЛИ

х -Зх х-4 хх
1 3 , о , 3 _ 1 3 3 1 л1-------------- 1- 8 +------ < 9 +—, или-------------------------<0, или

х(х-З) х-4 х х-4 х(х-З) х
Зх(х - 3) - 3(х - 4) - (х - 4)(х ~ 3) < 0

х(х-3)(х-4)
тт л х(2х-5)После упрощения числителя дроби получим----- 1------------< 0.

х(х-3)(х-4)
Решая методом интервалов, находим 

- - + “ + к
0 2,5 3 4

Ответ: (-оо; 0) и (0; 2,5] и (3; 4).

Пример 4. Решите неравенство
7х2-5х + 20 

+ 2х^ - ------------------ < 5.
х-4

Решение.
Приводить левую часть неравенства к общему знаменателю ни к чему 

хорошему не приводит, так как в результате в числителе дроби получим 
многочлен 4-й степени, который придется разложить на множители.

Запишем неравенство в виде

3x0 2 Г 7x2х3 4- 2х2  ------------------ - < 5, или
кх-4 х-4 ?

х3 + 2х2 - -------  4- 5 < 5, или
х-4
7х2

х3 4- 2х2--------- < 0.
х-4

Теперь вынесем общий множитель х2 за скобки:
^ хѳ 7 Ъп х2((х + 2)(х-4)-71 .

х х + 2-------- < 0, или — -------- - ------ -—- < 0, или
V х—4^ х-4
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х2(х2 — 2х —15^
—---------------- -  <0. Но х2 - 2 х - 15 = (х - 5)(х + 3), где 5 и -3 — корни 

х-4
х2(х-5)(х + 3) 

квадратного трехчлена. Тогда получим неравенство —-------—------:, ко- 
х-4

торое решим методом интервалов, учитывая, что х2 — двойная точка.

тп^ • ----- ѴшттттР
-3 0 4 5

Следовательно, х< -3, х = 0 или 4 < х < 5.
Ответ: (-оо; - 3] и {0} и (4 ; 5].

15.2. Иррациональные неравенства

Пример 5. Решите неравенство
Ѵх2-7х + 12-УЗх-9

|3х2 — 2х—з| — |2х2 + х — б|

Решение.
Данное неравенство равносильно системе неравенств

____________ (х2-7х + 12)-(Зх-9)____________ >
(Зх2 — 2х—3—2х2 — х + 5)(3х2 -2х-3+2? + х-5)" ’

■ х2 -7х + 12>0,
Зх-920,

х2-10х + 21
(х2-3х+2)(5х2-х-8)"и

или и х - 3)(х - 4) > 0, (1)

Так как х2 - Юх + 21 = (х - 3)(х - 4), х2 - Зх 4- 2 = (х - 1)(х - 2) и
5х2 - х - 8 = 5(х - Хі)(х - х2), где Хі = * ^ 1+Ѵ161 , х2 =----------- , то систе-2 10
ма (1) запишется в виде

(х-3)(х-7)

(х-1)(х-2) ґ 1-Ж ' 1+Жл 10 J 1 10 )
х є {3} и [4; +оо).

(2)
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1-Ѵ161 . о\ =----------- « -1,2; х9 =1 10 2
1 + Ѵ161 , л ----------- «1,4.

10
Решим дробно-рациональное неравенство системы (2) методом интер­

валов:

10 10

Учитывая, что х е {3} и [4; +оо), находим 
х е {3} о {4} и [7; +оо).
Ответ: {3} и {4} и [7; +оо).

Пример 6. Решите неравенство
Ѵ-?+9х-14 -х + 2 <о 
|х2-5х + б|-|б-х2|

Решение.
Запишем неравенство в виде

^-9х+14)-(х-2) .
|х2 -5х + б|- х2 -б|

Поскольку -(х2 - 9х + 14) > 0, то х2 - 9х + 14 ^ 0, или (х - 2)(х - 7) < 0, 
откуда х е [2; 7].

Но тогда я - 2 £ 0. Значит,

(-х‘ + 9х-14)-(х-2)2
(х2-5х+6-х2+6)(х2-бх+6+х2-6) ’

-2х2 + 13х-18 
----------------- 5------- <0, ИЛИ 
(-5х + 12)(2х2-бх)

2х2-13х + 18 о

х(5х-12)(2х-5) '
Но 2х2 - 13х + 18 = (2х - 9)(х - 2), тогда получим

(2х-9)(х-2) ,0 
х(5х-12)(2х-б)

Неравенство (2) решим методом интервалов:
Хі = 4,5; х2 = 2; х3 = 0; х4 = 2,4; хб - 2,5.

~ . + .~Л ~ . + 
0 2 2,4 2,5 4,5

Учитывая, что х 6 [2; 7], находим

хе [2; 2,4] и (2,5; 4,5].
Ответ: [2; 2,4] и (2,5; 4,5].

(1)

(2)
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Пример 7. Решите неравенство

4х+і-ъ
и укажите количество целых решений.

Решение.
Применяя метод рационализации (с учетом ОДЗ), получим систему

неравенств 
х2-4-(12-6х) 

х+7-25 
х2-4>0, 
2-х>0, 
х + 7>0;
(х + 8)(х-2)^0 

х-18
- (х-2)(х + 2)>0, 
-7<х<2.

х2+6х-16>д 
х-18 " ’

< (х-2)(х + 2)>0, 
х<2, 
х>-7;
— + — +

----- */7////77^ " '<>N1// ►

-8 2 18
77^7777^—~—~^7777^7777^

-2 2
-------------^//>//////?77/>7^--------------- ►

-7 2
Тогда решением последней системы, а значит, и данного неравенства

будет
-8 -7 -2 2 18

х е [-7; -2] и {2}, следовательно, х = -7, -6, -5, -4, -3, -2, 2 — целые 
решения, а всего 7 целых решений.

Ответ: 7.

Пример 8. Решите неравенство
Ѵ-х2+х + 42 <о 

|х2 - 4х + з| - |х2 - х - б|

Решение.
Данное неравенство равносильно системе неравенств

-х2 + х + 42 > О,
'_________________ -х2 + х + 42__________________ < О*
[ ((х2 - 4х + 3) - (х2 - х - 6))((х2 - 4х + 3) + (х2 - х - 6)) ~

х2 -х-42<0, 
х2~х~42 >о

(-3х + 9)(2х2-5х-3)"
Так как х2 - х -42 = (х + 6)(х - 7), 2х2 - 5х - 3 = (х - 3)(2х + 1) и

-Зх + 9 = -3(х - 3), то получим
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(x + 6)(x-7)<0, 
_^)(x-7)_^0 
(x-3)2(2x + l)

Поскольку (x 4- 6)(x - 7) < О, то знаменатель дроби (x - 3)2(2x + 1) > 0. 
Если (x + 6)(x - 7) < 0, to x g [-6; 7];

если (x - 3)2(2x + 1) > 0, to x g I ——; 3 | u(3; +oo).

-6 13 7
2

Значит, x g {-6} и I “5 3 | и (3;7].

Ответ: {-6} и [ -—; 3 | и (3;7].

Пример 9. Решите неравенство 
7х3-8х2+16х-9 /г— 

ѵх-1 
и укажите сумму целых решений.

Решение.
Данное неравенство равносильно системе неравенств 

9-х>0, 
х-1>0, 
х3-8х2+16х-9>0,

Ѵх3 -8х2 + 16х-9 - Ѵ9-х • Ѵх-1 > 0; 

1<х<9, 
-х3-8х2+16х-9>0, 

7х3-8х2+16х-9 - 7(9-х)(х-1) > 0. 

Применив метод рационализации, получим 
|1 < х 9, fl < х < 9,
[х3-8х2 + 16х-9-(9-х)(х-1)>0, ИЛИ [х3-7х2+6х>0; 

|1<х<9, Г1<х<9,
[х(х - 1)(х - 6) > 0; {(х - 1)(х - 6) > 0. 

+ - +

1 6 9
Значит, х g (6; 9], тогда сумма целых решений будет равна 

7 + 8 + 9 = 24.
Ответ: 24.

215



15.3. Показательные неравенства

Пример 10. Решите неравенство

Решение.
Запишем неравенство в виде
< іѴ^ 1 --их
72 <7-72 -7~*ех, или 72 <72 , или

к 7

1
-1^х-- + ^х <0, 6 - (ідх -3 + 2 tgx) < 0,

[ТС 7С— + пп; — + пп , п е 2.
2 4

Ответ: -—+пп; — + пп , п е 2.I 2 4
Пример 11. Решите неравенство

8х-5
(■Л+2)^2 <(^-2)"х.

Решение.
Так как (>/5 - 2)"1 = — = — Ѵб+ 2 — _

Ѵ5-2 (Ѵ5-2)(Т5+2)
^ + 2 о
-------- = Ѵ5 + 2, то данное неравенство примет вид 
5-4

8х-б
Й + 2)'*! $(^+2)'.
К неравенству (1) применим метод рационализации:

(Ѵ5 + 2-1)| где 75 + 2-1 = 7б + 1>0,
I х + 2 )

тогда получим равносильное неравенство

8х-5 8х-5-х2-2х _ х2-6х+5кЛ
---------- х^О, или-------------------- <0, ---------------£0.

Но я2 - 6х + 5 = (х - 1)(х - 5), тогда получим
(х-1)(х-5К0 

х + 2

(1)

(2)

Неравенство (2) решим методом интервалов: Хі = 5; х2= 1; х3 = -2.

-2 1 5
х е (-2; 1] и [5; +оо).

Ответ: (-2; 1] и [5; +оо).
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Пример 12. Решите неравенство —---------->0. Найдите наимень-
3 — 81

шее целое решение.
Решение.
Запишем неравенство в виде

3*-34 (1)

В неравенстве (1) заменим разность в знаменателе дроби на равно-

сильное по знаку выражение----------------> 0, или
(3-1)(х-4)

Пусть у[х = £, где t > 0, тогда х = £2.
„ ^-и+б.. а-2)а-зк.
Получим —=------ >0.  ------ !------ ->0.

(!-4 (і-2)(і + 2)
Но £ + 2 > 0, так как £ > 0 и £ * 2.

Следовательно, откуда і> 3.

х-4

Значит, Ѵх>3, или т. е. х>9их = 9 — наименьшее целое

решение исходного неравенства.
Ответ: 9.

Пример 13. Решите неравенство 
(2^-2Д+ЗО)(5Ж-125)

1 -З-^2

и укажите наибольшее целое решение.
Решение.
Запишем неравенство в виде 

(2^2^^

3 3
Теперь можно применить метод рационализации, т. е. заменить каж­

дую разность в числителе и знаменателе дроби на равносильное по знаку 
выражение:

(2-1)(х2-х-30)(5-1)(х-3)
------ ----- г--------------------------> и, или

і-11(х®-2х2-х + 2)
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(^^І*^<п т

Но х2 - х - 30 = (х - 6)(х 4- 5), где 6 и -5 — корни квадратного трех­
члена. Знаменатель дроби разложим на линейные множители способом 
группировки:

х3 - 2х2 - х + 2 = х2(х - 2) - (х - 2) = (х2 - 1)(х - 2) =
= (х - 1)(х + 1)(х - 2).
В этом случае неравенство (1) примет вид

(х-6Хх + 5)(х-3)<0
(х-1)(х + 1)(х-2)

Решая полученное неравенство методом интервалов, имеем
Хі = 6; х2 = -5; х3 = 3; х4 = 1; х5 = -1; хб = 2.

+ — 4- — 4- — + ^
----- ^ІТТППППіР 077770 ^////777///» ' • >

-5 -112 3 6

Значит, х = 6 — наибольшее целое решение исходного неравенства.
Ответ: 6.

Пример 14. Решите неравенство
3х + 2 + з-х_7>1О£28о

Найдите наибольшее целое отрицательное решение. 
Решение.

Так как 3х + 2 = 9 • 3х, 3 * =— и log28 = 1о§223 = 3, то получим нера- 
3х

венство

9 • зх + — - іо г о. 
з*

Пусть 3х = ^, где ^ > 0, тогда неравенство (1) примет вид 

или 9/2 - 10< 4- 1 > 0.

Поскольку 9 - 10 4- 1 = 0, то ^і = 1; І2=-.
9

Значит, 9і2 - 10t 4- 1 = 9(£ - 1)р"Н

Учитывая замену 3х = <, получим (£ - 1) £— >0, или 
9 у

(3х- 1)^3*-1^0.

Представим неравенство в виде (3х - 3°)(3Х - З"2) £ 0.

(1)

9* + --10>0,

(2)
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Теперь неравенство (2) решим методом рационализации:
(3 - 1)(х - 0)(3 - 1)(х + 2) > О, или

х(х + 2) > 0. (3)
Неравенство (3) решим методом интервалов: Хі = 0; х2 = -2. 

+ — +
777777777#--------- •►//////// ►

-2 0
X е (-оо; -2] и [0; +оо).

Тогда х = -2 — наибольшее целое отрицательное решение неравен­
ства (3), а значит, и исходного.

Ответ: -2.

Пример 15. Решите неравенство 
125х - 31 • 25х + 31 • 5х +1 - 125 < 0.

Решение.
Запишем данное неравенство в виде

(5х)3 - 31 • (5х)2 +155 • 5х - 125 < 0.
Пусть 5х = у, где у > 0. Получим 

у3 - 31і/2 + 155і/ - 125 < 0. (1)
Левую часть неравенства (1) разложим на множители способом груп­

пировки:
(у3 - 125) - 31і/(і/ - 5) < 0, или

(у - 5)(у2 + 5у + 25) - ЗІЛ - 5) < 0.
Вынося общий множитель у - 5 за скобки, имеем

(у - 5)(у2 - 26у + 25) < 0.
Но у2 - 26у + 25 = (у - 1)(у - 25), тогда
(У ~ 5)(у - 1)(у — 25) < 0, где у>0.
Учитывая замену у = 5х, получим неравеЦство
(5х - 5)(5Х - 1)(5Х - 25) < 0. (2)
Чтобы применить метод рационализации, запишем неравенство (2) в 

виде (5х - 5)(5Х - 5°)(5Х - 52) < 0.
Тогда получим равносильное неравенство

(5 - 1) • (х - 1) • (5 - 1) • (х - 0) • (5 - 1) • (х - 2) < 0, или х(х - 1)(х - 2) < 0.
Хі = 0; х2 = 1; х3 = 2. 

- + “ +
0 12

х € (-оо; 0] и [1; 2]. 
Ответ: (-оо; 0] и [1; 2].
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Пример 16. Решите неравенство
^З*’’3"2 < р7 + >/48 - г)*.

Найдите наибольшее целое решение.
Решение,
Так как 7 + >/48 = 7 + 4>/з = 3 + 4>/3 + 4 = (Ѵз + 2)2, то правая часть дан­

ного неравенства преобразуется к виду

'7 + Ѵ48-2 = Шз + 2?-2\‘ =

= ^ + 2| - г)” = (^ + 2-2)' = (^)* =з2.

.— --------- х2-Зх+2

Левую часть неравенства запишем в виде у 3х ”3х+2 =3 3 .
ЛЗх+2 х

В этом случае исходное неравенство примет вид 3 3 <32, или
?-Зх+2 х

3 3 -32<0.
Применяя метод рационализации, имеем равносильное неравенство

(3-1)
х2-Зх + 2 х^л 

— <0, или
23

2х2-9х + 4 2 п
--------------- < 0, или 2х2 - 9х + 4 < 0.

6
Но 2х2 - 9х + 4 = (х - 4)(2х - 1), тогда (х - 4)(2х - 1) < 0.
Решая полученное неравенство методом интервалов, получим хх = 4,

*9 = “• 
2 2

4
2 -; 4 . 

2
Значит, х = 4 — наибольшее целое решение исходного неравенства.
Ответ: 4.

Пример 17. Решите неравенство

Найдите наименьшее целое решение.
Решение.
Применяя метод рационализации, имеем

(х2 + X +1 -1) х2-6

Заметим, что х2 + х + 1 > 0 при всех х е R, так как Р<0иа = 1>0.
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Тогда получим равносильное неравенство

(х2 + х) х2-6 Л z х2-3х-18
------- --  3 > 0, или х(х +1)----------------

п 2 о Х(Х + 1)(Х-6)(Х + 3)Но х2 - Зх - 18 = (х - 6)(х + 3), значит,------------- -------------> 0.
х + 4

*і = 0; х2 = -1; х3 = 6; х4 = -3; х5 = -4.

-------^П)»!^ ^111»^------------------------------- 977777777^

-4 -3-10 6
х є (-4; -3] и [-1; 0] и [6; +оо).

Следовательно, х = -3 — наименьшее целое решение исходного нера-
венства.

Ответ: -3.

15.4. Логарифмические неравенства

Пример 18. Решите неравенство log2 х2 >9.
8 

Решение.
Запишем неравенство в виде

>0, или

( 1
logi^-logi —

К з

или log1(27x2)log 
з

х
27

Заменим каждый логарифм на равносильное по знаку выражение, 
учитывая, что х 0:

f 1 Y ѵ2
—-1 (27х2-1) —-1 ——1 >0.
3 ) (3 J 27 (1)27

fl vi Hi Y
Так как I—-111—-11 = 1—-II >0, то знак неравенства (1) не изме-

нится, тогда получим равносильную систему
(Зл/Зх - ІХЗТЗх + 1)(х - з>/зх* + з Ѵз) > 0, 
х^0.
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Решим неравенство системы (2) методом интервалов, где х* 0:

-зѴз _± 
зѴз

о 1оя8Ѵ24 3>/3

х -±4
м 3/3

:84 =±3>/3.

—Ц о] и [о; Д] и (ЗѴЗ; + оо). зѵз / ѵ зѵз у
Ответ: (-оо; -3\/3) и |0 и | 0;

I 3^ / I

Пример 19. Решите неравенство ^х + ^4
Решение,

Запишем неравенство в виде logJx+-log4x>l,5, или 

210g4 X +10^4 х - 3 £ 0. (1)
Левую часть неравенства (1) можно разложить на множители относи­

тельно log4x:

2^х 4- 31og4X - 2^4х - 3 > О, или

log4X ’ (21og4X + 3) - (21og4X + 3)^0, (2^4х 4- 3)(log4X - 1) > О, или
(ІО£4Х2 - log44■3)(log4X - ІО£44) £ 0.

К неравенству (2) применим метод рационализации:

(4 - 1)| х2 —— | • (4 - 1)(х - 4) > 0, или 
к 64/

| х-- х+- |(х-4)>0.
I 8 Л 8 /

(2)

(3)

Так как х > 0 (по ОДЗ), то неравенство (3) равносильно системе нера­
венств

— х + — (х-4)£0, 
8 Д 8 ^ или -

х-і|(х-4)£0, 
8/

0 1
8

4

0; — и [4; +оо).

Ответ: [ 0; — и [4; +оо).
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Пример 20. Решите неравенство

І08з(*2 ~ 2* ~ І4)2 ~ ІобізС*2 ~ 2х ~14)3 0 
3-5х-2?

Укажите количество целых решений.
Решение.
Так как 1о§3(х2 - 2х - 14)2 = 1о£313 • ^13(х2 - 2х - 14)2 =

= 2 log313 • 1о§і3(х2 - 2х - 14), где х2 - 2х - 14 > 0, то данное неравенство 
примет вид

21оеэ13 1об13(х2-2х-14)-ЗІое13(х2-2х-14)>()
3-5х-2х! " ’

или (2іоЄзіз-з)іоЄ13(х2-2х-і4),0
3 - 5х - 2х*

Но 21о£313 - 3 = 1о§3132 - 1о£327 = (1о£3169 - log327) > 0, тогда нера­
венство (1) запишем в виде

1оЄіз(*2-2*-14Ь0 (2)
2х2 + 5х - 3

Но 2х2 + 5х - 3 = (2х - 1)(х + 3), где 1 и -3 — корни квадратного трех-
члена.

Кроме того, х2 - 2х - 14 > О (по ОДЗ), или (х - (1 + >/15))(х - (1 - 715)) > 0.
Теперь к неравенству (2) применим метод рационализации:

(13-1)(х2-2х-15)

(2х-1)(х + 3) 
х2-2х-14> 0, 
(х-5)(х + 3) ^0 
(2х-1)(х + 3) ’

или 4
(х-5)(х + 3)
(2х-1)(х + 3) (3)

Х“5 ------- < 0, х
2х+1
------ О—О

~3 1

2
5

1-Ѵ15

Тогда решением системы (3) будет пересечение полученных мно­
жеств.

Учитывая, что -3< 1 - Лб <- и -< 1 + -715 <5, получим 
2 2

-З 1-715 1 1+^5 5
2
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Следовательно, х е (1 + Ѵ15; 5] и х = 5 — единственное целое решение 
исходного неравенства.

Ответ: 1.

Пример 21. Решите неравенство

(3 + 2х - 8х2)1оЄзґ1- 3 3 ОЬ, 
V х +Х+3)

Решение.

Поскольку 3 + 2х - 8х2 = -8І х2 -^х"д І=дх+2 ІІХ~4 

чим -8 х + — X— ІОСЯ 1---- 5--------- ^0.І 2Д x2 + x + зJ

то полу-

Теперь заменим логарифм на равносильное по знаку выражение, учи­
тывая ОДЗ:

2
3
4

3
.2 . . ^0,

где х2 + х 4- 3 > 0 при всех х е Я (Р < 0, а 
Тогда получим систему неравенств

1
2

х-- £0,
(1)

Іи 3
— *-------2 Д 4

1. І2: 4 '

1 3 —; х2=— 
2 2 4

■#777777777777777^

1
2

3
4

2) х(х + 1) > 0.
X! = 0; х2 = -1. о
х е (-оо; -1) и (0; +оо).
Тогда решением системы (1), а значит, и исходного неравенства будет 

пересечение (общая часть) полученных множеств.
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ь^ььЪтттпЛгтттт^^

1
2

1
2

0 £ 
4 

и Го; И
I 4

Ответ: < — > и 0; — .I 2] 4J
Пример 22. Решите неравенство

(8? + 4* +1)^-1-30 - і
Найдите сумму наименьшего и наибольшего целых решений.
Решение.
Введем обозначения:

Д (х) = 161ОКз(і2-9) -(х + И)10*’16,

/2(х) = log7(x2 4- 2х — 8) - 1,
/з(х) = (8х2 + 4х + 1)*2-*-зо _ 1.

Тогда данное неравенство будет иметь вид

4М
Найдем область определения £>(/) неравенства: 

в(/) = адпвдпад.

х2-9>0, (х-3)(х + 3)>0,

(1)
(2)
(3)

х2+2х-8>0, (х + 4)(х-2)>0, 
8х2+4х + 1>0; ^€Й(Р<0;а = 8>0).

1) (х - 3)(х + 3) > 0.
х е (-оо; -3) и (3; +оо). -3 3

х е (-11; +оо).
“^07777777777777777777“►

-11

3) (х + 4)(х-2)> 0.
х е (-оо; -4) и (2; +оо). -4 2

4) х е Я. 7777777777777777777777777^
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Теперь найдем пересечение полученных множеств:
тттттИОВИб^  ̂
-11 -4-3 2 3

хє(-11;-4)и(3; +оо).
Упростим выражения (1), (2) и (3):
^(х) = Іб10®8^2-9^ — (Х +11)10®816 = 16loJ’(xL9) „^^(х-ьіцуовііб —
= lg10^^2-9) _ (31о«зІв^ОДв^+И) _i61og8(*a-9) _iglog8(x+ll),

f2(x) = log7(x2 + 2х - 8) - 1 = log7(x2 + 2х - 8) - log77;
AW = (В*2 + 4* +1)*2-*-30 -1 = (8х2 +4х +1)*2-*-30 - (8х2 +4х +1)°.
Приведенные преобразования вызваны необходимостью в подготовке

к применению метода рационализации.
В этом случае исходное неравенство примет вид

цб^.і^-») - 1610‘'<x+11,)(log7(x2 + 2х - 8) - logT 7 ^ „ 

(8х2 + 4х + 1)х 'х-3° - (8х2 +4х +1)°
(16 - l)(log8(x2 - 9) - log3(x +11))(7 - 1)(х2 + 2х-8-7) ,Q 

(8х2 + 4х +1 - 1)(х2 - х - 30 - 0)
ппя (3-1)(х2-9-х-11)(х2 + 2х-15)<п
ИЛИ -------------------------------- S и,

4х(2х + 1)(х-1)(х + 6)
(х2-х-20)(?+2х-15)гП ...

или ---------------- --------------- -<0. (о)
х(2х + 1)(х-1)(х + 6)

Нох2-х - 20 - (х - 5)(х + 4), х2 + 2х - 15 = (х + 5)(х - 3), тогда нера­
венство (5) примет вид

(х-5)(х + 4)(х + 5)(х-3)^0 
х(2х + 1)(х-1)(х + 6) ’ 1 '

Неравенство (6) решим методом интервалов: Хі = 5; х2 = -4; х3 = -5;

х4 = 3; х5 = 0; хб = ——; х7 = 1; х8 = -6. 
2

Учитывая (4), имеем

-11 -6-5-4101 3 5
2

х е (-6; -5] и (3; 5].
Тогда сумма наименьшего и наибольшего целых решений будет равна 

-5 + 5 = 0.
Ответ: 0.
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15.5. Логарифмические неравенства 
с переменным основанием

Пример 23. Решите неравенство
Щх-5Но?^<0(

Укажите количество целых решений неравенства.
Решение.
Применяя метод рационализации и учитывая ОДЗ, получим систему 

неравенств

(х-1)(х-5-13 + х) ^ 
(х-3-1)(х-1) < ’

х>0,
<х-5>0, 
х-3>0, 
13-х>0;

(х-1)(2х-18)<0 
(х-4)(х-1)

х>0,
<х>5, 
х>3, 
х<13;

(х-1)(х-9)<0 
(х-4)(х-1) 
х>5, 
х<13;

— <0, 
5 х-4
5<х<13;

4<х<9,
5<х<13,

откуда находим х е (5; 9). Тогда целые решения: 
х = 6; 7; 8, всего 3 целых числа.
Ответ: 3.

Пример 24. Решите неравенство
.ОоьтУЧььтГ^о 
х1ог2,7-(1ой27Г*3

и укажите количество целых решений.
Решение.

Пусть 1об27 = а, где а е (2; 3), тогда х1о£„ж 7=х - 1о§27 = 1об27 = а. 
2 х

Кроме того, должно выполняться условие 2* * 1, т. е. X * 0.
В этом случае данное неравенство примет вид

------ < 0, где х * 0. (1) 
а-а
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Неравенство (1) решим методом рационализации:

Неравенство (2) решим методом интервалов, исключая число 0:

-2 0
Значит, х е (-2; 0) и (0; 5].
Целыми решениями будут числа -1; 1; 2; 3; 4; 5, всего 6.
Ответ: 6.

Пример 25. Решите неравенство log ж_2 (х-2) <2.

Решение.

Поскольку 2 = log < 0, то неравенство запишется в виде

log ж_2 (х-2)-log
IM mU2x 5L ^0. (1)

Применив к неравенству (1) метод рационализации, получим

х-2

>-5|
-1) х-2- х-2 \2^

£0,

х-2
|2х-б|

>0,

х-2
|2х-5| *1,

х-2>0,
(х - 2 - |2х - б|Хх - 2)((2х - 5)2 - (х - 2)) 2 0,
|2х-5|#0,
х-2>0,
|2х-5|-(х-2)#0,

(|2х - 5| - (х - 2)Х4х2 - 20х + 25 - х + 2) S 0,
х#2,5, 
х>2,
(2х-5-х + 2)(2х-5 + х-2)^0,

(2х-5-х + 2)(2х-5 + х-2)(4х2-21х + 27)>0, 
х*2,5, 
х>2,
(х-3)(Зх-7)^0.
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Но 4х2 - 21х 4- 27 = (х - 3)(4х - 9), где х^З; х2=- — корни квадрат- 
4

ного трехчлена. В этом случае система (2) после преобразований запи-
шется в виде

(х-3)2(Зх-7)(4х-9)>0, 
х*2,5,

’ х>2,
7 

х^З; х#—.I 3
7 9

1) = —•1 3 2 4
+ “ + к Г

777777770------------- ^///77777»

9 7

(Зх-7)(4х-9)>0, 
х*2,5,

* я > 2,
7 

х^З; х^—.I 3

(3)

2 7 2,5 3
3

Г 7^ <7 Лх е 2; - и -; 2,5 и (2,5; 3).
\ 3/ \3 )

Тогда решением системы (3), а значит, и исходного неравенства будет
пересечение полученных множеств.

Ответ: 2; — и -; 2,5 и (2,5; 3) и (3; +х).

Мз<1о*Мз*Пример 26. Решите неравенство log

Решение.

Приведем логарифмы к основанию —, используя формулу перехода

^ьа = 1о£с£ 
Ч&'

------ ;------г-------- і------ 7<0, или
1оЯі|х-2| 1о£і|х-4|

3 3

1о£і|х-4|-1оеі|х-2| 
____ 3_____________3_________<0
1о<і|х-2|-1ові|х-4| 

3 3

(1)
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Неравенство (1) равносильно системе неравенств

3

1
3

1
3

или <
(х - 4)2 - (х - 2)2 

((х-2)2-1)((х-4)2-1)

К числителю и знаменателю дроби применим формулу 
а2 -Ь2 = (а- Ъ)(а 4- Ъ), тогда получим

(х - 4 - х 4- 2)(х - 4 + х - 2)
(х-2-1)(х-2 + 1)(х-4-1)(х-4 + 1) 
х*2, х*4;

-2(2х-6) 
(х-3)2(х-1)(х-б) 
х*2, х*4;

--------г^----------<0.
(х-3)2(х-1)(х-б) (2)
х*2, х*4.

Решим неравенство (2) методом интервалов, учитывая ограничения:

-3 1 2 3 4 5

Ответ: (-оо; -3) и (1; 2) и (2; 3) и (3; 4) и (4; 5).

Пример 27. Решите неравенство
1о£ж - г(*3 ~ 12х2 + 50х - 67) - 1о£ж _ 2(х - 3) < logx _ 2(9 - х).

Найдите сумму целых решений.
Решение.
Запишем неравенство в виде
1°6х - г(*3 ” 12х2 4- 50х - 67) < Іо^ _ 2(х - 3) 4- logx _ 2(9 - х), или 

logж - 2(*3 - 12х2 + 50х - 67) < 1о£х _ 2(х - 3)(9 - х). (1)
Неравенство (1) с учетом ОДЗ равносильно системе неравенств

(х - З)(х3 - 12х2 + 50х - 67 - (х - 3)(9 - х)) £ О,
х3-12х2 + 50х-67>0,

- х - 3 > 0, или
9-х>0,
х-2>0; х —2^ 1,

(х-3)(х3 -12х2 +50х-67-9х + 27 + х2 -Зх)^0,
х>3,
х<9,
х>2; х*3,
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(х - З)(х3 -11х2 + 38х - 40) < 0,
<х<9, (2)
х>3.

Упростим многочлен х3 - Их2 + 38х - 40, разложив его на множители.
Заметим, что х = 4 — корень многочлена, тогда получим х3 - Их2 + 

+ 38х - 40 = х2(х - 4) - 7х(х - 4) + 10(х - 4) = (х - 4)(х2 - 7х + 10).
Но х2 - 7х + 10 = (х - 2)(х - 5), значит, 
х3 - Их2 + 38х - 40 = (х - 4)(х - 2)(х - 5). 
В этом случае система (2) примет вид 
[(х-3)(х-4)(х-2)(х-5)<0,
>6(3; 9). ( }

Решая неравенство системы (3) методом интервалов и учитывая, что 
3 < х < 9, получим

------ *Г77777770ті«^^^ -----------► 

2 3 4 5 9

х е [4; 5].
Тогда сумма целых решений исходного неравенства — 4 + 5 = 9. 
Ответ: 9.

Пример 28. Решите неравенство
$3(х+1) _ 2'/9^+І1о«^ 5

Іоз^ (Зх + 2) - 1о£|х|(3х +1)" °*

Решение.
Так как 2^^'1о^5=2^'1овл6=2|3^ то

неравенство примет вид
кЗ(х+1) _ к2|3х-1|

--------Г——-------------- <0. (1)
102^ ѴЗх + 2 - 1о2]ж| (Зх +1)

Теперь к неравенству (1) применим метод рационализации, учитывая 
ОДЗ:

(5-1)(3(х + 1)-2|Зх-1|) ^р 
(|х|-1ХѴЗх + 2-(Зх + 1))

<Зх + 2>0,
Зх + 1>0,

(Зх + 3 - 6х + 2)(3х + 3 + 6х - 2) < ф 
(х-1Хх+№ + 2-(Зх+1)!) " ’
х#0; х*±1,

или
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(Зх-5)(9х + 1) ,0
(х-1)(х+1)(9?+3х-1)

« х^О,
1

Так как 9х2 4- Зх - 1 = 9(х - хх)(х - х2), где х^

(2)

«-0,5;

«0,2, то, решив дробно-рациональное неравенство систе­

мы (2), учитывая условия х * 0, х > —, получим

15.6. Неравенства с модулем

Пример 29. Решите неравенство
х2 -Зх + 2
х2 + Зх + 2

<1.

Решение.
Запишем неравенство в виде

х2 -Зх + 2
х2 + Зх + 2 (1)

Неравенство (1) равносильно смешанной системе

|х2 - Зх + 2| - |х2 + Зх + 2| < 0, 

х2 + Зх+2*0.

Следовательно, (х2 - Зх + 2 - х2 - Зх - 2)(х2 - Зх + 2 + х2 + Зх + 2) < 0, 
(х + 1)(х + 2) # О*

или -6х(2х2 + 4) < О, 
х ^ — 1, х*-2.
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Разделив обе части неравенства на (-12), получим < х(х2 + 2) > О, 
х*-1, х^-2.

х > 0, т. е. х е [0; +оо).
Ответ: [0; +оо).

Пример 30. Решите неравенство
|х2 + х - 12| - 45 < 9|х - 3| - 5|х + 4|.

Решение.
Поскольку х2 + х-12 = (х- 3)(х + 4), где 3 и -4 — корни трехчлена

и |а • Ь| = |а| • |&|, то исходное неравенство примет вид
|х 4- 4| |х - 3| - 45 < 9|х - 3| - 5|х 4- 4|, или
(|х + 4| |х - 3| - 9|х - 3|) 4- 5(|х 4- 4| - 9) < 0, или
|х - 3| • (|х + 4| - 9) + 5(|х + 4| - 9) < 0.
Остается вынести за скобки общий множитель:
(|х + 4| - 9)(|х - 3| + 5) < 0. (1)
Неравенство (3) мы привели к виду, при котором можно использовать 

условие равносильности.
(х + 4 - 9)(х + 4 + 9)(х - 3 - 5)(х - 3 + 5) < 0, или 
(х - 5)(х + 13)(х - 8)(х + 2) < 0.
Решая методом интервалов, имеем

—*77777777777^-

-13 -2
■^7777777777^

х е [-13; -2] и [5; 8].
Ответ: [-13; -2] и [5; 8].

Пример 31. Решите неравенство
7х-2-х-9
4х - 3 - х 4- 3

<0.

Решение.
Используя метод рационализации, получим

(7х-2-х4-9)(7х-2 + х-9) _2---------------- ------------------ -  < 0, или
(4х-3-х-3)(4х-3 + х + 3)

(6х + 7)(8х -1П п (6х + 7)(8х -1D п---------—----------<0, или---------—--------- -<0
3(х-2)-5х х(х-2) (1)

Кроме того, |4х - 3| * |х 4- 3|, т. е. 4х - 3 * ±(х 4- 3), откуда х * 2, х 0.
Теперь остается решить неравенство (4) методом интервалов.

233



Значит, х е
6 )

Ответ, Л о и 
6 )

I о 6
-977777777770-

11 2
8

Пример 32. Решите неравенство

13-|х + 3|
Решение.
Поскольку |-х| = х, то данное неравенство можно записать в виде

7
------ і------ г -1 < 0, или 
13-|х + 3| )

■----- :----- и-----— < 0, или
13-|х + 3|

|х + 3|-13 (1)

Нетрудно заметить, что х = 4 — решение неравенства (1), а значит, и 
исходного.

Теперь решим методом рационализации неравенство т1----- гJ-----  
|х + 3|-13

используя условие равносильности 3.
(х + 3-6)(х + 3 + 6) ЧЛ (х-3)(х + 9) ЧЛ—---------- - ---------- — >0, или —  —— ^0, 

(х + 3-13)(х + 3 + 13) (х-10)(х + 16)
х = 4.

777777779"

-16
■^777777777777779

-9 3 4
-9/777777 ►

10
Значит, х е (-оо; -16) и [-9; 3] и {4} и (10; +оо).
Ответ: (-оо; -16) и [-9; 3] и {4} и (10; +оо).

Пример 33. Решите неравенство

£0.
|х2 -5х + 6 — х2 +7х-8|

|бх-1 — 2х-9|
Решение.

(х2 - 5х + 6 - х2 - 7х + 8)(х2 - 5х + 6 + х2 + 7х - 8) Л
------------------------------- - ------------------------------ - £ 0, или 

(6х-1-2х + 9)(6х-1 + 2х-9)
(-12х + 14)(2х2+2х-2)>0

(4х + 8)(8х-10)
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После упрощения получим
(6х-7)(хг + х-1)г0 

(х + 2)(4х-5)
„ 7 -1±^
Корни числителя: х^-, х2 3 =---------- •

6 2

Корни знаменателя: х4 = -2, хб =—.

Заметим, что Ѵо «2,24, тогда X! < хб,----------<—.
2 6

Решим неравенство (1) методом интервалов.

(1)

77777770^------- *77770—

-2 -І-Ѵб -1+7б 7 5 
2 2 6 4

Ответ: (-оо; -2) и

Пример 34. Решите неравенство
|3х2 - 4|х| - 4| < 2|х2 - б|х| + 8|.

Решение.
Запишем неравенство в виде
|3х2 - 4|х| - 4| - |2х2 - 12|х| + 16| < 0.
Так как х2 = |х|2, то имеем
|3|х|2 - 4|х| - 4| - |2|х|2 - 12|х| + 16| < 0.
Теперь применим метод рационализации:
(3|х|2 - 4|х| - 4 - 2|х|2 + І2|х| - 16)(3|х|2 - 4|х| - 4 +
+ 2|х|2 - 12|х| + 16) < 0, или (Н2 + 8|х| - 20)(5|х|2 -16|х| + 12) < 0.
Используя формулу ах2 + Ьх + с = а(х - х^х — х2), где Хі и х2 — корни 

трехчлена, разложим каждый из квадратных трехчленов относительно 
|х| на линейные множители:

(|х| + 10)(|х| - 2)(5|х| - 6)(|х| - 2) < 0.
Так как |х| 4- 10 > 0 при всех х е Я, то получим (|х| - 2)2(5|х| - 6) < О,

И = 2, Гх = ±2, + + - +
[б|х|-6<0, [(5х-6)(5х + 6)<0. -2 -1,2 1,2 2

Следовательно, х € {-2} и [-1,2; 1,2] и {2}.
Ответ: {-2} и [-1,2; 1,2] и {2}.
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Пример 35. Решите неравенство
I х2 - Зх| - - 5 
и------ г—г—^0-|8х-7|-7|-9

Решение.
Применяя метод рационализации, получим

(|х2 - Зх -5-5)( х2 -Зх-5 + 5)

(|8х-7 -7-9)( 8х-7|-7 + 9)

(|х2-Зх|-10)|х2-Зх| 
(|8х-7|-16)(|8х-7| + 2)“°’

Заметим, что |8х -7| 4- 2 > 0 при всех х & R. Тогда полученное неравен­
ство равносильно смешанной системе

|х2 -Зх|-10
’ |8х-7|-16 "°’

х2 -Зх = 0.
К неравенству системы еще раз применим метод рационализации:

(х2-Зх-10)(х2-Зх + 10) > 0 Г (х-5)(х + 2)(х2-Зх + 10) > 0

« (8х-7-16)(8х-7 + 16) " ’ или < (8х-23)(8х + 9) " ’
х(х-3) = 0, х = 0, х = 3.

Учитывая, что х2 - Зх + 10 > 0 при всех х е R, так как Р<0иа = 1>0,
получим

(х-5)(х + 2) ^ 
- (8х-23)(8х + 9) ’
х = 0, х = 3.

Остается решить полученное неравенство методом интервалов и доба­
вить числа 0 и 3.

+ 

7777777^“

-2

+ + - ~ + ^

-О777777>77777777Р-------9——^7777777^

9 0 23 3 5
8 8

х е (-оо; -2] и 1 ^18’ 8 J и {3} и [5; +оо).

Ответ: (-оо; -2] и 1 231 
8’ 8 J и {3} и [5; +оо).
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§ 16. Задание 16. Экономические задачи

Задачи с экономическим содержанием появились в ЕГЭ в 2016 г. 
В настоящее время задачи стали более разнообразными и сложными.

Задание № 15 в ЕГЭ подразделяется на несколько видов:
1) задачи, связанные с банками, вкладами и кредитами;
2) задачи на оптимальный выбор.

Пример 1. На строительство нового завода требуется 72 млн руб. На 
производство х тыс. ед. продукции необходимо 0,5х2 4- 4х 4- 26 млн руб. 
в год. Если продукцию завода продать по цене р тыс. руб. за единицу, 
то прибыль фирмы (млн рублей) за 1 год составит рх - (0,5х2 + 4х + 26). 
После окончания строительства завода фирма должна выпускать про­
дукцию в таком количестве, чтобы прибыль была максимальной. При 
каком наименьшем значении р строительство завода окупится не более 
чем за 3 года?

Решение.
Заметим, что если а > 0, Ь > 0, то Д*^ >4аЬ, или а + Ъ>24аЬ, причем

знак равенства выполняется, если а = Ь.
Чтобы прибыль завода за 3 года была не меньше 72 млн руб., необхо­

димо, чтобы ежегодная прибыль была не меньше 72 : 3 = 24 млн руб., 
т. е. чтобы выполнялось неравенство рх - (0,5х2 + 4х + 26) > 24, откуда, 
используя вышеприведенное неравенство, получим

0,5х2 4-4x4-50 , 50^.чОС 50 . л л
р>--------------------= 0,5х -I--------- 1- 4 > 2./0,5х— +4 = 2Ѵ25 4- 4 = 14.

х х ѵ х
Проверим, что при р = 14 существует количество продукции х, когда 

достигается эта цена.
14х - (0,5х2 + 4х + 26) > 24, или 28х - (х2 + 8х + 52) > 48, или
х2 - 20х 4-100 < 0, (х - ІО)2 < 0, откуда х = 10.
Итак, при р = 14 (цене 14 тыс. руб.) и х = 10 (производстве 10 единиц 

продукции) завод окупится за 3 года.
Ответ: 14.

Пример 2. Сергей взял кредит в банке на срок 7 месяцев. В конце 
каждого месяца общая сумма оставшегося долга увеличивается на 13 %, 
а затем уменьшается на сумму, уплаченную Сергеем. Суммы, выплачи­
ваемые в конце каждого месяца, подбираются так, чтобы в результате 
сумма долга каждый месяц уменьшалась равномерно, т. е. на одну и ту 
же величину.
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Сколько процентов от суммы кредита составила общая сумма, упла­
ченная Сергеем банку (сверх кредита)?

Решение.
Заметим, что общая сумма, уплаченная банку сверх кредита, обуслов­

лена лишь применением процентной ставки.
В первом месяце эта часть заплаченной суммы составила 0,135, Во 

6 5 1втором — 0,13 • —8, в третьем — 0,13 • —8, ..., в последнем — 0,13 • —8.

Следовательно, за 7 месяцев сумма составит
1+1

0,135- І1 + -+- + ... + -І =0,135- —£-7 =0,135- — -7 =
I 7 7 2 2-7

= 0,135-4 = 0,525.
Значит, общая сумма, уплаченная банку (сверх кредита), составит 

52%.
Ответ: 52.

Пример 3. В июле планируется взять кредит на сумму 4 468 500 руб.
Условия его возврата таковы:

— каждый январь долг возрастает на 10 % по сравнению с концом 
предыдущего года;

— с февраля по июнь каждого года необходимо выплатить некоторую 
часть долга.

Сколько рублей нужно платить ежегодно, чтобы кредит был полно­
стью погашен тремя равными платежами (т. е. за 3 года)?

Решение.
5 = 4 468 500 руб., г % = 10 %, а = 1,1.

5+ — -5 = 5- (1+—
100 1001

— -5 = 1,15. 
100

Ь — платеж, тогда 5 • 1,1 - & — первая выплата, получим за 3 года 
(три равных платежа).

((5 • 1,1 - Ь) • 1,1 - Ь) • 1,1 - Ь = 0, или
5 • 1,13 - Ь • 1,12 - Ь • 1,1 - Ь = 0, или
5 • 1,13 = (1,12 + 1,1 + 1)Ь, откуда
. 51,1’ 5 133,1 4 468 500 133,1
0 =--------------------------=------------------------ = ----------------------------------------------

1,21 + 2,1 331
= 1 796 850 (руб.). 
Ответ: 1 796 850.

331
= 13 500 • 133,1 =
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Пример 4. Сергей кладет в банк 500 000 руб. под 10 % годовых на 
4 года (проценты начисляются один раз после истечения года) с правом 
докладывать три раза (в конце каждого года после начисления процен­
тов) на счет фиксированную сумму 150 000 руб. Какая максимальная 
сумма может быть на счете у Сергея через 4 года?

Решение.
Сумма на счете у Сергея будет максимальной, если он все 3 раза вос­

пользуется правом внести 150 000 руб. на счет.
1) После первого года хранения вклада:
сумма вклада возрастет до 500 000 • 1,1 = 550 000 (руб.).
Тогда дополнительное пополнение счета будет
550 000 + 150 000 = 700 000 (руб.).
2) После второго года хранения вклада:
сумма вклада возрастет до 700 000 • 1,1 = 770 000 (руб.);
дополнительное пополнение счета составит
770 000 + 150 000 = 920 000 (руб.).
3) После третьего года хранения вклада:
сумма вклада возрастет до 920 000 -1,1 = 1 012 000 (руб.);
дополнительное пополнение счета составит
1 012 000 + 150 000 = 1 162 000 (руб.).
4) После четвертого года хранения вклада:
сумма вклада возрастет до
1 162 000 -1,1 = 1 2 78 200 (руб.).
Ответ: 1 278 200.

Пример 5. По вкладу «А» банк в течение трех лет в конце каждого 
года увеличивает на 10 % сумму, имеющуюся на вкладе в начале года, 
а по вкладу «Б» — увеличивает на 12 % в течение каждого из первых 
двух лет. Найдите наименьшее целое число процентов за третий год по 
вкладу «Б», при котором за все три года этот вклад все еще останется 
выгоднее, чем вклад «А».

Решение.
Пусть за каждый тип вклада внесена сумма S, тогда на вкладе «А» 

сумма увеличивается каждый год на 10 %, т. е. умножается на 1,1. Че­
рез 3 года сумма на вкладе «А» будет равна 1,13 • S = 1,331S.

Аналогично на вкладе «Б» через 3 года сумма будет равна

1,122|1+— - 8= 1,2544 |1 + —| - S, где neN.
< 100J < 100J
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Согласно условию надо найти наименьшее целое решение неравен
ства1,2544|1 + —І 5 > 1,3315, или 1 + — > 1,331 , 

100 7 100 1,2544
я 13 310-12 544

100 > 12 544
п> 76600 т е. п = 7%. 

12 544
Ответ: 7.

Пример 6. Строительство нового магазина стоит 60 млн руб. Затраты 
на производство х тыс. ед. продукции равны 1,5х2 + 2x4-4 млн руб. в год. 
Если продукцию магазина продать по цене р тыс. рублей за единицу, то 
прибыль фирмы (в млн руб.) за год составит рх - (1,5х2 + 2х + 4). Когда 
магазин будет построен, фирма будет выпускать продукцию в таком 
количестве, чтобы прибыль была наибольшей. При каком наименьшем 
значении р строительство магазина окупится не более чем за 3 года?

Решение.
Чтобы прибыль за 3 года была не меньше 60 млн руб., необходимо, 

чтобы ежегодная прибыль была не меньше 20 млн руб., т. е. получим 
неравенство

рх - (1,5х2 + 2х + 4) > 20.
Замечание. Известно, что если а, Ь > 0, то °+ ^ > 4аЬ, или а + Ь > 

2
> 24аЬ, причем знак равенства выполняется, если а = Ь.

„ 1,5х2+2х+24 . _ 24
В нашем случае получим р>------------------- =1,5x4------- + 2 >

_______  ____ х х
£ 2./1,5х-—+ 2 = 2, -24+2=21Й6 + 2 =2-6 + 2 = 14.

V х Ѵ2
Остается убедиться, что это значение р= 14 достигается, т. е. сущест­

вует количество продукции х, при котором достигается эта цена.
14х - (1,5х2 + 2х + 4) > 20, или 28х - (Зх2 + 4х + 8) ^ 40, или
Зх2 - 24х + 48 < 0, х2 - 8х + 16 < 0, (х - 4)2 ^ 0, откуда х - 4 = 0, х = 4.
Значит, при р = 14 и х = 4 магазин окупится за 3 года.
Ответ: 14.

Пример 7. При рытье колодца глубиной свыше 12 м за первый метр 
заплатили 1000 руб., а за каждый следующий на 500 руб. больше, чем 
за предыдущий. Сверх того за весь колодец дополнительно было упла­
чено 8000 руб. Средняя стоимость 1 м оказалась равной 5250 руб. Чему 
равна глубина колодца?
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Решение.
Имеем арифметическую прогрессию, где d = 500, а^ = 1000. Пусть 

хм — глубина колодца, тогда сумма первых х членов арифметической 
прогрессии будет равна 
2a1+(x-l)d 2 1000 + (х-1) 500 п—1---- -—х =------------ ------ -------- х = (1000 4- (х - 1) • 250)х =

= (1000 + 250х - 250)х = (250х + 750) • х = 250х2 4- 750х.
Согласно условию задачи, кроме указанной суммы было уплачено 

еще 8000 руб., а средняя стоимость 1 м составила 5250 руб.
Учитывая, что глубина колодца свыше 12 м, получим уравнение 
250х2 + 750х + 8000 = 5250х, х > 12, или 250х2 - 4500х + 8000 = 0. 
Разделив обе части полученного уравнения на 250, получим

х2 - 18х 4- 32 = 0, откуда находим Xj = 16, х2 = 2. Поскольку х > 12, под­
ходит корень х = 16, т. е. глубина колодца 16 м.

Ответ: 16.

Пример 8. В мае планируется взять кредит в банке на сумму 
6 млн руб. на некоторый срок. Условия его возврата таковы:

— каждый январь долг возрастает на 16 % по сравнению с концом 
предыдущего года;

— с февраля по апрель каждого года необходимо выплатить часть 
долга;

— в мае каждого года долг должен быть на одну и ту же величину 
меньше долга на май предыдущего года.

На какой минимальный срок (целое число лет) следует брать кредит, 
чтобы наибольший годовой платеж по кредиту не превысил 1,5 млн руб.?

Решение.
Согласно условию задачи долг уменьшается равномерно. При такой

схеме погашения кредита платеж состоит из двух компонентов:

Платеж - ------ I- р % от долга, где 8 — сумма кредита, п — количество 
п

выплат (срок, р — процентная ставка).
Понятно, что I платеж будет наибольшим, поскольку в первый раз 

необходимо погасить максимальную сумму долга.

I платеж вычисляется по формуле -4-“—. 
п 100

Наибольший годовой платеж, согласно условию, не должен превы­
шать 1,5 млн руб.

Следовательно, имеем неравенство
6 6 14
п + 100 < 1,5, или -4------ <1,5.

и 100
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Полученное неравенство запишем в виде

— - 1,5 4- 0,84 < 0, или — - 0,66 < 0, где и > 0. 
п п
Следовательно, 6 - 0,66п < 0, 0,66п > 6,
0,11п>1, или lin > 100, откуда получим п-^ = ^'

Значит, минимальный срок, на который можно взять кредит, равен 
10 лет.

Ответ: 10.

§ 17. Задание 17. Планиметрия

Эта задача содержит два пункта.
В первом пункте задания нужно доказать, а во втором пункте вычис­

лить.
Вместе с тем никаких особых знаний в этой задаче не требуется. По­

мимо геометрии здесь необходимо знать тригонометрию, а в некоторых 
случаях уметь применять метод координат.

17.1. Треугольники

Пример 1. В ААВС известно, что АС 4- ВС = 
= 28, 8^двс = 98.

а) Докажите, что ААВС — прямоуголь­
ный.

б) Найдите сторону квадрата, вписанного 
в ЛАВС, если две его вершины лежат на сто­
роне АВ.

Решение.
а) По условию задачи АС 4- ВС = 28. Пусть 

АС = х, тогда ВС = 28 - х.

Так как S^abc = 98, получим —АС • ВС sin ZC = 98, 
2

іх(28 - х) sin ZC = 98, x2 - 28x + 196 = 0.
2 sin ZC
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— = 142——iO, 19бГ1—-—]го,
4 sin ZC V sin ZC J

1-------—> 0, sin ZC * 0, sin ZC > 1, откуда sin ZC = 1, t. e. ZC = 90°.
sin ZC

Значит, ААВС — прямоугольный.

б ) Так как sin ZC =1, то — = 0, тогда AC = ВС = 28 : 2 = 14,
4

т. е. ААВС — равнобедренный и прямоугольный. Если ХА = ХВ = 45°, 
то ХАЕМ = XBFN = XCEF = XEFC = 45°, тогда АМ = MN = NB.
Но АВ = 4асЧВС^ = Ѵ142 + 142 =14>/2.

Значит, MN = —АВ = ^^^. В

33 Жл « 14^ /\Ответ: б)------- . / \
3 / \

Пример 2. В равнобедренном ААВС (АВ = ВС) / \
проведены биссектрисы АУ, CM, ВВ. -------

а) Докажите, что АВММ — равнобедренный. / \\/7 \
б) Найдите S^mn* если 8&авс = 121, cos ХВАС = / \

5* A D С
Решение.
а) Рассмотрим АМАС и АМАС. ХМАС = ХАСМ (по свойству равно­

бедренного ААВС), АС — общая сторона, ХАСМ = ХСАМ, так как АМ и 
СМ — биссектрисы (по условию).

Значит, АМАС = ААСМ по II признаку (по стороне и прилежащим к 
ней углам). Тогда АМ = СМ. Заметим, что АМАВ = АМСВ по I призна­
ку (по двум сторонам и углу между ними), АМ = СМ (по доказанному), 
ХМАВ = ХМСВ и АВ = ВС, так как в равнобедренном ААВС биссектриса 
ВВ, проведенная к основанию АС, является медианой и высотой. Тогда 
ВМ = ВМ, т. е. АМВМ — равнобедренный с основанием ММ, ч. т. д.

б) По условию соз ХВАС = —.

Пусть АВ = Зх, АВ = 5х. Так как АМ — биссектриса, то по свойству
АВ ВМбиссектрисы-----=----- , где АС = 2АВ = 6х, МС = ВС - ВМ = 5х - ВМ.
.А.С АТС

т 5х ВМ ВМ 5Тогда получим — =----------- , или----------- =—, или 6ВМ = 25х - 5ВМ,
6х Ъх-ВМ ^х-ВМ 6

25 или 11ВМ = 25х, откуда ВМ = —х.
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BN 25 5Так как NBMN ~ ААВС (по двум углам), то -^ = Л =—х: 5х = —, где

k — коэффициент подобия.
Но отношение площадей подобных треугольников равно Л2, 

т. е. S^bmn = Г—1 S^abc = ттт ’ 121 = 25.

Пусть /ВАС = ZBCA = а.

S&AMD = S&CND = “^'AD • sin а = “(АВ - ВМ) • Зх • sin а =

2П о • 1 30 _ . 45 2 .= — 5х------х • Зх • sin а =------- х • Зх • sin а = —x^sin а.21 11 J 2 11 11

^\авс = —АВ • АС • sin а = — • 5х • 6х • sin а = 15х2 sin а. 
2 2

По условию задачи S^bc =121, тогда 15x2sin а = 121, откуда
121 2sin а =-----xz.
15

Следовательно,

45 2 . 
а —х sina оВдамп = 11_________ 45 3
&ьлвс 15x2sina 11-15 11

^ S&amd — S&cnd “ &ьдвс ~ 2&ьамо — S&BMN — 121 — 2 • 33 — 25 — 30.
Ответ: б) 30.

Пример 3. Биссектрисы AN и ВМ ААВС 
пересекаются в точке К.

а) Докажите, что ААВС — прямоуголь­

ный, если АВ = 13, АМ =—, ВЫ =—.
5 3

б) Найдите длину МЫ.
Решение.
а) Пусть СЫ = х, СМ = і/. По свойству биссектрисы угла треугольника 

13
АС CN у+ к х 13 Зх
АВ ВЫ 13 26 * 5 2

3
26

А ВС СМ Х+ 3 У 26 „
Аналогично-----=------ , или------— = тт, или х + -— = 5и.АВ АМ 13 13’ 3 *

5

244



Полученные равенства решаем как систему способом подстановки:
13 Зх 

2
26 ех +— = 5щ3 У

Зх 13
Ѵ~ 2 5 ’

26 J3x 13х + — = 5----------З I 2 5
Упростим II уравнение полученной системы:

26 15 15 26 13 65 1 5х +— = —х-13, или —х-х=13+—, или —х =—, или —х =—,
32 2 3 23 233 2 2 3 ’ 2

10откуда х = —.

Тогда из первого уравнения системы находим

У =
3 10 13 с 13 12
----------- = р-----= —
2 3 5 5 5

Значит, АС = АМ + МС = —+ —= 5, ВС = х + 
5 5

26_36 — — 1Z«з з
Так как АВ2 =АС2 4- ВС2, т. е. 132 = 52 + 122, то ^АВС — прямоуголь­

ный (по обратной теореме Пифагора).
б) Из прямоугольного АМСМ (ХС = 90°) имеем

MN + У‘
,2 _ ю?
КЗ.

12?
— , или
5 )

.... 100 144MN =----- +----- = ,
V 9 25 1

' 2 /-----Ответ: б) —Ѵ949.
15

3796 4 949
9-25 9 25

—л/949. 
15

Пример 4. В остроугольном ^АВС проведены 
высоты AN и ВМ.

а) Докажите, что АСМЫ ~ ААВС.
б) Найдите отношение радиусов окружностей, 

описанных около ДАВС и ^СМЫ, если В^^с = 
= 27, 8іСи„ = 3 и MN = 3>/2.

Решение.
а) Так как АДМ В = ZANB = 90°, то АВ — диаметр окружности, опи­

санной около четырехугольника AMNB.
Тогда АМАВ + ZBNM = 180°. Значит, ЛМАВ = ZCAB = 180° - 

- Z.BNM = Z.CNM. Выходит, что &CMN ~ ДАВС — по двум углам (ZC — 
общий, ZCAB = ZCNM по доказанному), ч. т. д.

б) Отношение площадей подобных треугольников равно квадрату ко­
эффициента подобия, т. е. ^^^L = k2 = — = —, откуда k =—.

&ьАвс 27 9 3
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Значит, АВ = 3MN = 3 • 3^2 = 9^2. С другой стороны, k =-----= cos ZC

Пусть Ri — радиус окружности, описанной около ^ABCt R2 — около 
&CMN.

По теореме синусов Rl =
АВ 9уі2 3 27

Аналогично R^ = MN

2sinZC 2 2^2 4 ’
3^2 3 9

2sin ZC 2-2^ 4*

Следовательно, — - --------= 3.
^49

Ответ: б) 3. ' Е
Пример 5. Четырехугольник ABCD вписан ^

в окружность, где АВ — диаметр. Угол между / \
прямыми AD и ВС равен 60°. О//_____ г

а) Докажите, что ZCFB = 60°.
б) Найдите отношение CD : АВ. // \\

Решение. .
А .•■■ -^в

а) Проведем диагонали АС и BD четырех- I О /
угольника ABCD. Пусть F — точка их Пересе- \ /
чения, а Е — точка пересечения прямых AD и \ /
ВС. Поскольку АВ — диаметр окружности, то х-------- 
&АСВ и &ADB — прямоугольные (ZADB и ZACB — вписанные, опираю­
щиеся на диаметр).

Значит, ZAFB + Z.CFB = ZDFC 4- ZCFB = 180°, откуда 
ZCFB = 180° - ZDFC.

В четырехугольнике DECF Z.EDF = Z.ECF = 90°, ZE = 60°, тогда 
ZDFC = 180° - 60° = 120°.

Значит, ZCFB = 180° - 120° = 60°, ч. т. д.
б) Заметим, что ZCAB = ZBDC — как вписанные, опирающиеся на 

одну и ту же иСВ, ZAFD — Z.CFB — как вертикальные, тогда 
CF &AFB ~ NDFC (по двум углам), причем коэффициент подобия k =----  =
BF

- cos 60° = -.

Следовательно, CD : АВ = cos 60° = —.

Ответ: б) 1 : 2.
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Пример 6. В прямоугольном ААВС 
ЛС = 90°, АС = 12, ВС = 5 проведены ме­
диана АМ и биссектриса СВ, пересекаю­
щиеся в точке Е.

ч тт АЕ 24а) Докажите, что------= —.
ЕМ 5

б) Найдите З^сем-
Решение.
а)ТаккакАС=12,ВС = 5и/АСВ = 90°,то АВ = >/12Г+5? = Лб9 =13.

По условию задачи СБ — биссектриса, тогда ХАСВ = Л ВС В = 45°.

Пусть ХСАМ = а. Поскольку АМ — медиана ДАВС, то СМ = МВ = —.
2

Из ЬАСМ имеем АМ = 4аС^+СМ^ = ./144+—=
V 4 2

m АС 24Тогда cos а =------= г .
АМ >/бОІ

„ . , АС АЕ 12 24По свойству биссектрисы----- =------ = — = —
СМ ЕМ 2,5 5

о АЕ 24 Значит, ------=—, ч. т. д.
ЕМ 5

б) Так как АМ = АЕ + ЕМ =
2

АЕ 24 , и----- = — (по доказанному), то
ЕМ 5

получим систему уравнений 

АЕ 24 
ЕМ~ 5*
АЕ + ЕМ=^± 

2
Пусть АЕ = х, ЕМ = у. 

[5х = 24у,
Имеем • Твої 5х - 24 •

Ѵ = — ~ХІ
—-х , или 5х = 12\/б01 - 24х,
2

или 29х = 12V601, откуда xs^^^ для нахождения искомой пло- 
29

щади АС ЕМ остается найти длину СЕ. Из &АЕС (по теореме косинусов) 
имеем СЕ2 = АС2 + АЕ2 - 2АС • АЕ • cos а, или

СЕ2 = 122 +
'12^01 

29
.2.12.1^І. *1-,

29 V601
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СЕ2 = і22-[1+^|-“,
841J 29

1442 6912 7200 ™CE2 = 144 •---------------- =-------, откуда CE =
841 29 841

60^2 
29

Следовательно, S^CEM = — CE - CM • sin 45 
2

.О 1
2

60^2 5 J_=75
29 2 j2~29

Ответ: б) —.
29

Пример 7. Основания высот остроуголь­
ного ААВС служат вершинами другого 
ADEF, периметр которого равен 8.

а) Докажите, что ААВС ~ ABDF.
б) Найдите S^abc, если R = 3,5, где R — 

радиус описанной около ЛАВС окружности.
Решение.
а) ПустьD, Е nF — основания высотЛАВС. Так как /ODF = /OBF =

= — - /.ВСЕ, тогда /BDF = — - /ODF = /ВСЕ, кроме того, /АВС — 
2 2

общий.
Значит, ААВС ~ ABDF, ч. т. д.
б) Пусть R — радиус окружности, описанной около ^АВС, Rx — около 

AC R АС • R,&BDF, тогда —- = —, откуда DF =-------—, где R = 3,5 (по условию
DF R

задачи).

Rx = — OB (OB — диаметр), тогда DF =

ACBE-ACOE

АСОВ АС(ВЕ-ОЕ)
2R 2R

2R
Ho AC • BE = 2S^xbc, AC • OE = 2S^qc.

Значит, DF = —(S^bc - S^qc). Аналогично 
R

EF - ~(8&авс _S^aob) и DE —— (S^abc - S^bqc)-

Следовательно, DF + EF + DE = -^(SS^-CS^oc + S^Ob + Здвос)) =

“7^ЛАВС “ ^ЛАВс) ——SbABC-
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2
По условию задачи В = 3,5, P^def = 8, тогда получим —S^bc = 8,

3,5
откуда S^bc = 3,5 • 4 = 14.

Ответ: б) 14.

Пример 8. В ААВС ХА = 45°, ХВ = 60°, 
СВ, ВМ и АЫ — высоты треугольника.

а) Докажите, что АВВЫ ~ ААВС.
б) Найдите длину АВ, если
АС = 6(5/3-1).

Решение.
а) Из АВСВ, где СВ — высота, имеем

ВВ - ВС сое 60° = -ВС.
2

Аналогично из AABN находим BN —АВ cos 60° = ^АВ.

„ ВО 2ВС ВС
Значит, -----= 7----- =----- .

BN 1^ АВ 
2

Следовательно, АВВЫ ~ ААВС (по II признаку подобия), ч. т. д. 
1б) Из подобия треугольников следует, что п =----- = —, тогда

АВ 2

BN = -АС.
2

Аналогично доказываем, что ААМВ ~ ААВС, где коэффициент подо-

бия k =—.
2

л/2 АС ВСЗначит, MB = —ВС. По теореме синусов имеем --------- =---------- ,
2 sin 60° sin45°

АС 4з 42 4з
ВС 2 2 42

По условию задачи АС = 6(Ѵз -1), тогда ВС = ^^АС = —11
Ѵз Ѵз

Так как ХС = 180° - (45° 4- 60°) = 75°, то по теореме косинусов найдем 
длину АВ.

АВ2 = АС2 + ВС2 - 2АС • ВС cos 75°.
42 42 1 42 г

Но cos 75° = cos (45° + 30°) = —(ѴЗ-1).
2 2 2 2 4
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Пусть для краткости АС = а, ВС = —^ а.

Получим АВ2 = а2 4- —а2 -2а- (г/3-1) =-а2-^^а2 =
3 4 з 7з

, Гб 73(73-1)^1 2 + ^ 2 12+^3= а^ •------------------- =-------- а , откуда АВ-аЛ---------, где а =АС =
^3 3^3 V 3

= 6(7з-1) (по условию задачи).

Но 2 + Тз =^(14-2Тз+3) = ^(7з +1)2.

Следовательно, АВ = в(7з-1) - ^ = ^^ = 2>/б.

5/6 \/б <6 6
Ответ: б) 2>/б.

17.2. Окружности и треугольники

Пример 9. В равнобедренном остроуголь­
ном ^АВС основание АС = 24, а расстояние 
от вершины В до точки М пересечения вы­
сот равно 7.

а) Докажите, что АВСВ ~ &АЕС.
б) Найдите радиус окружности, вписан­

ной в ААВС.
Решение.
а) Заметим, что в &ВСВ и ^АЕС АС — 

общий, АВВС = ААЕС = 90°.
Значит, АВС В ~ ААЕС (по двум углам), ч. т. д.
б) I способ
Пусть АСВВ = АСАЕ = а. Из ААЕС, где АС = 24, имеем ЕС = AC sin а = 

= 24 sin а.
DC 12С другой стороны, ЕС = ВС - BE, где ВС =------ =------- , BE = 7 cos а.

sin а sin а

Значит, ЕС - ----------- 7 cos а. Так как ЕС = 24 sin а, то получим урав-
sina

12 онение 24 sin a - ----------- 7 cos а, или 24 sinza 4- 7sin a cos a - 12 = 0.
sin a
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Поскольку 12 = 12 • 1 = 12(sin2 а + cos2 а), то получим 24 sin2 а + 
+ 7 sin а cos а - 12(sin2 а + cos2 а) = 0, или 12 sin2 а + 7 sin а cos а - 
- 12 cos2 а = 0 — однородное уравнение II степени.

Разделив обе части полученного уравнения на cos2 а * 0, получим 
12 tg2 a+7tga-12 = 0 — квадратное уравнение относительно tg a.

3 4Решая полученное уравнение, находим tga = —, tga = — (не подходит, 
4 3

так как 0 < a < 90° и tg a > 0).
Из ^АМВ имеем tga = ^^ =—, где AD = 12, тогда MD = — • 12 = 9, 

AD 4 4
высота BD = 7 + 9 = 16.

Значит, S^bc = -АС • ВЛ = і • 24 • 16 = 192.
2 2

С другой стороны, S^abc = р ’ г, где р = — (АВ + ВС + АС),
2

АВ = JaD2+BB2 = 20 (из ^АВВ), г = MD.
1 с і оо

Следовательно, р = — (20 + 20 + 24) = 32, г = ^- =-----= 6.
2 р 32

Ответ: б) 6.

II способ
Из ^ABD имеем АВ2 = АВ2 + ВВ2.
Пусть АВ = у, МВ = х, тогда у2 = (7 + х)2 + 144.

л л л СЕ СВ СЕ 12Из подобия ААЕС и АВВС имеем =---- , или = —.
АС ВС 24 у

Но СЕ = у - ВЕ, тогда * = —. (1)
24 у

ВЕ ВВ 7Заметим, что----- =----- , или ВЕ = — • (7 + х), тогда
ВМ у у

7 1
у-ВЕ = у-~ '(7 + х)=-(у2-49-7х). (2)

У У
-. у2-49-7х 12 р
Учитывая равенство (1), имеем —------------- = —, или у* = 7х + 337.

24у у
Но у2 = (7 + х)2 + 144, тогда получим (7 + х)2 + 144 = 7х + 337, или 

х2 + 7х-144 = 0, откуда находим хх = 9, х2 = —16 (не подходит, так как 
х > 0). Если х = 9, то ВВ = 7 + 9 = 16 и т. д. (см. I способ).

Ответ: б) 6.
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Пример 10. В прямоугольном ААВС АВ = 30°, 
АС = 90°.

а) Докажите, что ВО — биссектриса угла В.
б) Найдите отношение радиусов описанной и впи­

санной окружностей.
Решение.
а) По свойству касательных ВМ = BN, ОМ = ОЫ = 

= г, где г — радиус вписанной окружности. Кроме 
того, ОМ 1 ВМ и ОЫ 1 ВЫ (касательная к окружно­
сти перпендикулярна радиусу, проведенному в точку
касания).

Значит, ^ВМО = №N0 (по двум катетам).
Из равенства треугольников следует, что АОВМ = АОВЫ, т. е. ВО —

биссектриса АВ, ч. т. д.
б) Из АВМО, где АМВО = 15°, имеем ВМ = г • сѣ^ 15°, тогда

ВС = ВМ + г = г • сѣй 15° + г = г - (1 + сШ 15°).
Так как АС = 90°, то АВ = 2В, где В — радиус описанной окружности.
По условию АВ = 30°, тогда ВС = 2В сов 30°.
Значит, г(1 + сій 15°) = 2Ясов 30°, откуда ^=^+^^ _1+сій15 

г 2сов30° 7з
Но сѣй 15° = сѣй (45° - 30°) = ^^845220^302+1 = ЬД+1 = 

сѣй30°-сѣй45° Ѵз-1
_ (^+1)2 4+2^

(>/3-1Х5/5 + 1) 2
. Я 1+(2 + ^3) 3+^ л/3(Ѵз + 1) ГТ ,
Следовательно, — = —^—- = —,=—=—^—- = ѴЗ +1.г Ѵз ѵз
Ответ: б) 7з + 1.

Пример 11. Радиус окружности, вписанной в 
прямоугольный треугольник, равен полуразности его 
катетов.

а) Докажите, что углы треугольника 30°, 60° и 90°.
б) Найдите радиус вписанной окружности, если 

длина гипотенузы равна 6.
Решение.
а) Пусть ВС = а, АС = Ъ, АВ = с. Пусть для опреде­

ленности Ь> а.

Согласно условию задачи г = -(Ь - а), где г — ради- 
2

ус вписанной окружности.
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С другой стороны, г= — (а + Ь-с).
2

Следовательно, — (Ь - а) = —(а + Ь- с), или Ь-а = а + Ъ-с, откуда 
2 2

с = 2а.
Значит, ХА = 30° (по свойству), /С = 90° (по условию), тогда /В = 60°,

ч. т. д.

б) Так как ХА = 30°, то ВС = —АВ = 3, т. е. а = 3 и АС = Ь = с- сов 30° = 
2

= 6- — = 3л/3.
2

Значит, г=-(Ь-а) = і(3л/3 -3) = -(л/З -1).
2 2 2

Ответ: б) ^(Ѵз-1).

Пример 12. Центр окружности, касающей­
ся катетов ВС и АС соответственно в точках В 
и Е, лежит на гипотенузе.

а) Докажите, что ВВ • АЕ = г2, где г = ОЕ — 
радиус окружности.

б) Найдите радиус г, если 7г = АС 4- ВС и 
8&авс = $6.

Решение.
а) Пусть точка О — центр окружности, касающейся катетов АС и ВС 

соответственно в точках Е и В.
Пусть АС = х, ВС = у, АЕ = Ь, ВВ = а.
Так как ВС 1ОВ, АС 1 ОЕ и ОЕ = ОВ = г, то СВОЕ — квадрат, тогда 

АС = Ь + г, ВС = а + г, т. е. х = Ь + г, у = а + г.
Заметим, что АВОВ ~ ААВС — как прямоугольные, имеющие общий 

острый ХВ. Тогда ^ = ^11^ или аЬ + аг = аг + г2, откуда г2 = аЬ, 
г Ь + г

т. е. ВВ • АЕ = г2, ч. т. д.
б) По условию задачи 8^с = 56, или ^АС • ВС = 56, или

(а 4- г)(Ъ 4- г) = 112, или аЬ + (а + Ь)г + г2 = 112.
Но аЬ = г2 (по доказанному) и Чг — х + у (по условию).
Получим г2 4- 5г2 4- г2 = 112, или 7г2 = 112, откуда г2 = 16, г = 4.
Ответ: б) 4.
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Пример 13. Хорда N0 пересекает диаметр 
АВ в точке М под углом 30°. Через точку 
С проведена хорда СВ 1 АВ. Известно, что 
МЫ : МС = 1 : 3, а радиус окружности В - 3.

а) Докажите, что ЫС : СВ = 4:3.
б) Найдите 8^св.
Решение.
а) Пусть МЫ = х, МС = Зх. Так как 

СВ 1 АВ, то ^МСК — прямоугольный, где

ХСМК = 30°. Тогда СК = -МС =—, NO - 4х, 
2 2

ывИз АЫСВ по теореме синусов имеем---------= 2Я, где Я = 3, /С = 60°. 
зіп/С

Значит, - 2 - 3 - аіп 60° = 2 • 3 • — = 85/3. 
2

С другой стороны, по теореме косинусов 
NO2 = С№ + СО2 - 2CN • СО ■ сов /.С, или

№2 _ 16;с2 + 9ж2 _ 2 - 4х • Зх - - - 25л2 - 12л2 - 
2

= 13х2, откуда ЫВ = х413.
Но ^Z> = 3^/3, значит, *Лз=8л/з, откуда
3^3 З5/З9 

х = -₽=-------.Лз із
№ . 12^/39 лп , Ш _п 12^9 95/39
ЫС = 4х =--------- , СВ - Зх =--------, тогда ЫС : СВ ------------ :--------  =

13 13 13 13
= 12 : 9 = 4 : 3, ч. т. д.

6) 8кмсо = —ЫС • СВ • 8Іп /С — — ---------.—.— =
2 2 13 13 2

_ 12 39-э Л 3-3 9-5/3 8І5/3
2 1313-2 “ 13 ~ 13 '

Ответ: б)------ .
13

17.3. Четырехугольники
Пример 14. Радиус окружности равен 10. Из точки М, взятой вне 

окружности, проведены касательные МА и МВ (А и В — точки ка­
сания), АМ і МВ. РЕ — также касательная к окружности, причем 
Е е АМ, Р е ВМ.
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а) Докажите, что АОВМ — квадрат,
б) Найдите периметр АМЕР.
Решение.
а) Так как МА и МВ — касательные к 

окружности, то МА 1. АО и ММ 1 ВО. Кроме 
того, АМ 1 МВ (по условию) и ОА = ОВ = R.

Значит, АОВМ — квадрат.
б) Ршер = МЕ + ЕМ + ЕР. Пусть К — точка 

касания ЕР к окружности, тогда АЕ = ЕК и 
КР = ВР (по свойству касательных).

Так как АОВМ — квадрат, то Ршер = ME + FM 4- (EK + KF) = ME +
+ FM + AE + FB = (МЕ+АЕ) + (MF + FB) = AM + MB = 10 + 10 = 20.

Ответ: б) 20.

Пример 15. В квадрате ABCD точки М, 
Е, F — середины сторон ВС, АВ и CD соот­
ветственно, К — точка пересечения АМ и 
DE, Т — MD и AF, N — AF и DE.

а) Докажите, что точки М, К, N и Т ле­
жат на одной окружности.

б) Найдите радиус окружности, впи­
санной в четырехугольник MKNT, если 
АВ = 16.

Решение.
а) Так как ABCD — квадрат, точки Е, 

М и F — середины сторон АВ, ВС и CD 
соответственно, то ЛАВМ = ЛВАЕ (по двум 
катетам). Тогда ХВАМ = XADE = а.

Так как ЛЕАВ — прямоугольный, то 
XAED = 90° - XADE = 90° - а. В ЛАЕК 
ХАКЕ = 180° - (ХЕАК + ХАЕК) = 180° - 
- (а + 90° - а) = 90°. Значит, ЛАЕК — пря­
моугольный. Аналогично ADFT — прямо­
угольный.

Выходит, что в четырехугольнике 
XMKN = XMTN = 90°. Следовательно,
вершины треугольников, имеющих общую гипотенузу MN, лежат на 
одной окружности, где MN — диаметр.

Итак, точки К, М, Т, N лежат на одной окружности.
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б) Известно, что площадь четырехугольника, описанного около четы­
рехугольника, определяется по формуле S=p- г, гдер — полупериметр, 
г — радиус вписанной окружности.

ВМВМ tga = —= і.
АВ 2

„ 1 1 15 2 4Известно, что 1 + tgJa = —5—, или =— = —, откуда cos a = —, 
cos a cos a 4 5

2
cosa = —(cos a > 0).

Из ЛАЕК соза =----- ^АК =АЕ • сов а = 8-7= = —;=.
АЕ 75 75

Из ЛАВМ соаа=— => АМ = ^- = 4^5.
АМ 2

Тогда МК - АМ -АК = 445-£=-^. 
л/б л/5

Так как точка М — середина ВС, то ММ — биссектриса ХАМЕ, тогда 
ХВАМ = ХАММ (как накрест лежащие углы).

Из ШКМ 1ва = — ^КМ = МК-1&а = =
МК Тб 2 Тб

SмкNT “ 2&шкк “ 2 • —МК • KN = -т-”-т--=—.

2МК + 2КМ 426р =----------------- = МК + КМ = -= + -= = -=.
2 75 75 75

л 8 ^5 4>/б
Следовательно, г = -^ьш- =--------=------ .

р 5 6 15

Ответ: б)------.
15

Пример 16. Площадь квадрата ABED, 
построенного на стороне равнобедренного 
ЛАВС с острым углом В, в 4 раза больше 
площади ЛАВС.

а) Докажите, что ХАВС = 30°.
Rб) Найдите —, где Виг — соответствен- 
г

но радиусы описанной и вписанной окруж­
ностей.

Решение.
а) Пусть АВ = ВС = BE = х, АС = у.
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По условию задачи х2 = 48^.
Но «ми = -АВ • ВС • sin ZABC = i*2sin ZABC. 

2 2
Следовательно, x2 = 4 • ix2sin ZABC, или x2 = 2x2sin ZABCt откуда

sin ZABC = —. Значит, ZABC = 30°, ч. т. д. 
2

ACб) По следствию из теоремы синусов имеем------------- = 2Я, откуда
sin ZABC

R =---- - ---- = —^z- = y. Итак, R = y = AC.
2sin30° 2 *

2
Известно, что S&= р • г, где р = і(АВ + ВС + АС) = -(2х + у), тогда 

2 2
s |x2sin30“ ?

— = —л------------- = ----------- , значит,
Р ±(2х + у) ^^

2

R _2y(2x +y)
г x2

Но cos ZBAC = cos 75°, или у = 2х cos 75°,
В 4xcos75°'(2x + 2xcos75°) о , _еочт. е. — =--------------^--------------- - = 8 cos 75° • (1 + cos 75°).
г х

Но cos 75° = cos (30° 4- 45°) = cos 30° • cos 45° - sin 30° • sin 45° =

2 2 2 2 4

г 4 4

=y(>/3-l)'72(2Æ + 73-l) = (л/3-1)(2Ѵ2 + л 

= 2Æ-2Æ-2Æ + 4 = 2j3(j2-l) + 2>/2(j2-l) 
Ответ: б) 2(Ѵз + J2)(J2 -1).

= 2(Ѵз -ь V2)(V2-1).

Пример 17. В параллелограмме АВС В 
стороны АВ = 6, АВ = 4, точка Е — сере­
дина АВ. Известно, что АС 1ВЕ, М — точ­
ка их пересечения.

а) Докажите, что ^АМЕ ~ ДВМС.
б) Найдите Завсо-
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Решение.
а) Проведем ВР || ВЕ, тогда ВЕВР — 

параллелограмм. По условию точка Е — 
середина АВ, тогда Р — середина СВ (по 
теореме Фалеса).

Заметим, что ЛСАВ = /АСВ и ЛАЕВ = 
= ЛСВЕ (как накрест лежащие при парал­
лельных прямых и секущей).

Тогда ААМЕ ~ АВМС (по двум углам или как прямоугольные, имею­
щие общий острый угол), ч. т. д.

б) Значит, — = -, тогда ^£=^. ЦуСТЬ МЕ = х, АМ = у, МВ = 2х, 
МС 2 МЕ 1 *

МС - 2у. Из прямоугольных треугольников АМЕ и АМВ имеем
X2 + у2 = 9, т о 2 2 7

< о о или, вычитая из II уравнения I, получим Зх2 = 7, х =—, 4х2 + і/2=16, 3

откуда х = >. Тогда и2 = 9 - х2 = 9-------—, у* 3 3*
Так как диагональ АС делит параллелограмм АВСВ на два равных

треугольника, то З^зсв = 28^^ = 2 • —АС • ВМ = 3у • 2х = бху, или 
2

влвсо-6^Л = 2#Й = 4Л

Ответ: б) 4^/35.

Пример 18. В параллелограмме АВСВ 
точка М — середина АВ. Прямые АС и ВМ 
пересекаются в точке О.

а) Докажите, что 8^Оо = 8±сом-
б) Найдите Здвы), если АВ = 8, АВ = 6.
Решение.
а) Заметим, что в^м = 8 мем* так как у 

них АМ — общее основание, а высоты рав-
ны, ААОМ — общая часть. Значит, в^оп = 8ьсом> ч« т- Д-

б) В прямоугольном ААОМ АМ = —АВ = 4. Пусть ОМ = х, тогда 
2

АО = у/АМ2-ОМ2 = л/16-х2.
Из ААОВ имеем ОВ = у/АВ2-АО2 = ^Зб-Цб-Х2) = /х2+20.
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DCТак как ИЛОМ ~ АВОС (по двум углам), то Л =------= 2, где Л — коэф-
АМ

фициент подобия.
ВС ОВ \іх2+20 о х2+20 . Q

Значит,------=------ = 2, или------------ = 2, или----- =— = 4, 3xz = 20,
АМ ОМ х х2

откуда х =

Тогда DM = 0D + ОМ = + 20+x = J—+20 + 
V 3

Теперь, зная стороны ^ADM, найдем XDAM. Пусть XDAM = а, тогда 
по теореме косинусов имеем DM2 = AD2 4- AM2 - 2AD • AM • cos а, или

20-2'6'4' cos a, или 2'6'4 cos a = 52 - 9 • —, или
3

2'6'4 cos a = -8, откуда cos a = —.
6

Тогда sin а = yl-cos a = JI----- = —V 36 6

Следовательно, Едва, = АВ • AD • sin a = 8 • 6 • 

Ответ: б) 8>/35.

Пример 19. В параллелограмме 
АВ С В точка Е — середина АВ, N — 
точка пересечения АС и ЕЕ, АВ = ВЫ.

а) Докажите, что ЕЕ 1 АС.
б) Найдите 8АВСві если АВ = 10, 

АО =6.
Решение.
а) Пусть точка М — середина N0. Так как AD = BN (по условию зада­

чи) и ВС = АВ (по свойству параллелограмма), то ВС = ВУ, т. е. ДСВУ — 
равнобедренный, тогда медиана ВМ является высотой, т. е. ВМ ± АС.

Заметим, что ЛАУБ ~ ДВУ С (по I признаку), тогда Л = ^^ = ^ = %’ 

где к — коэффициент подобия. Пусть АУ = х, тогда УМ = МС = х, УС = 
АУ АМ= 2х. Кроме того, АААЕ ~ ЛАМВ, так как ----- =------ , тогда ЛАНЕ =
АЕ АВ

= ХАМВ. Поскольку ВМ 1 АС, то NE ХАС, ч. т. д.
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б) Пусть МЕ = у, тогда ЕМ = 2у (так как к = 2).
В ААМВ х2 = 62 - (2у)2, или х2 = 36 - Ау2,
В ЛАМЕ х2 = 52 - у2, или х2 = 25 - у2.
Сравнивая правые части полученных равенств, получим 36 - ^у2 =

= 25 -у2, или Зу2 = 11, у2=—, у =
3

х2 = 25-і/2 = 25-—= —, 
3 3

8 откуда x = —f=.

Следовательно, S^cd = ^\adc = 2 • -AC DN = 3x-2y = вху = 
2

= 6 з.ІЙ^=і6ЛІ.
ѴЗ N 3 3

Ответ: б) ІбТІІ.

17.4. Окружности и четырехугольники

Пример 20. Окружность с центром О, 
построенная на стороне АВ параллело­
грамма АВС В как на диаметре, проходит 
через точку М.

а) Докажите, что АВСВ — ромб.
б) Найдите АС, если АВ = 3\І2 и 

АК : КВ = 3:1, где К — точка пересече­
ния окружности со стороной АО.

Решение.
а) Поскольку АВ — диаметр и ХАМ В —

вписанный, то ААМВ— прямоугольный.
Значит, АС 1 ВВ, т. е. параллелограмм АВСВ является ромбом,

ч. т. д.
б) По условию АВ = Зуі2 и АВ = АВ.

АВ = 4х. Значит, 4х = зѴ2, х = 
4

Тогда 7CD = х = —, АК = Зх = — 
4 4

Пусть КВ = х, тогда АК = Зх и

Заметим, что ААВК — прямоугольный (ХАКВ = ХАМВ = 90° — как 
вписанные, опирающиеся на диаметр АВ).

КВ = ^АВ^АК2 = = /18-— = J^ =—.
\ [ 4 ) У 16 V 16 4
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Из прямоугольного &ВВК (ZBKB = ZAK В = 90°) найдем BD:

ВВ = 4БкГ+ВК2, или BD = ҐЗа/2? 126 _ /18 126 _ р44 12
4 J + 16 П6+ 16 V 16 " 4

Тогда DM = ~ВВ = ^. Из ^АМВ найдем АМ = ^АВ2 - МВ2

V \2) \ 4 V 4 2
Следовательно, АС = 2АМ = 3\І7.
Ответ: б) 3^7.

Пример 21. В трапеции 
АВСВ (АВ || ВС) окружнос­
ти, построенные на боковых 
сторонах как на диаметрах, 
пересекаются в точках М и N.

а) Докажите, что МЫ А АВ.
б) Найдите МЫ, если АВ = 

= 21, ВС = 3, АВ = 18, СВ = 12.
Решение.
а) Так как АВ и СВ — диа­

метры, то точки Оі и О2 — се­
редины АВ и СВ соответственно. Тогда ОіО2 — средняя линия трапеции 
АВСВ, т. е. ОіО2 || ВС \\АВ.

Заметим, что &ОіМО2 = ЫО^О2 (по III признаку), так как ОіМ = 
= О^, МО2 = ЫО2 — как радиусы окружностей и ОіО2 — общая сто­
рона. Тогда КМОіК = ZN01Kt т. е. в равнобедренном КМО^ ОіК — 
биссектриса и высота. Значит, ОіО2 1 МЫ, и так как ВС || АВ || ОіО2, то 
ММ А АВ, ч. т. д.

б) Найдем длину средней линии трапеции:

В &ОіМО2 ОіМ = ОіВ = 9, МО2 = СО2 = 6, тогда 
/------------ 1 275дцмо2 =4р(р~а^р-ъ^р-^, гдер = -(9 + 6 + 12) =—;

27 27 п 9 _27 27 с 15р - а = — - ОіМ = — - 9 = —; р - Ъ = — - МО2 = — - 6 = —
2 2 2 2 2 2

27 3р - с= — -12=—.
2 2
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„ о /27 9 15 3 /27-27 15 27>/І5
Следовательно, 5^^ = ^у 2'У 2 " V-----?----- = “У

С другой стороны, 8ДО(МО2 = |оА * МК.

Значит, ?^^ = 1.12 • МК, откуда ^МК = 
4 2

27-715 9-715 
6-4 8

Тогда M^ = 2МК = ^^.

27л/І5 
4

или

л м Э'/Іб
Ответ: б)-------

4
Пример 22. В равнобедренную трапецию 

АВСВ вписана окружность радиуса г = 2-Тз, Р — 
точка касания окружности с основанием СВ. 
Отрезок АР пересекает окружность в точке М 
так, что АЛІ: МР = 2:6.

а) Докажите, что ВР = АМ.
б) Найдите периметр трапеции.
Решение.
а) Пусть АМ = 2х, тогда МР = 6х, АР = 8х, ВР = у. По свойству каса­

тельных ВР = ВЫ = у, АЫ = АЕ. По свойству касательной и секущей 
АЕ2 = АР • АМ, откуда АЕ = 7вх^2х = 4х. Так как АЕ = 4х, АР = 8х, то 
ХАРЕ = 30°, тогда ХАЕВ = ХРАЕ = 60°.

Из ЛАВР, где ВР = у, АВ = АЫ 4- ЫВ = АЕ + ВР = 4х + у, по теореме 
косинусов имеем (4х + у)2 = (8х)2 + у2 - 2 • 8х • у • соз 60°, или 
16х2 4- 8ху + у2 = 64х2 + у2 - 8ху, или 48х2 = 16ху, х# 0, откуда у = 2х.

Но і/ = ВР, 2х = АМ, т. е. ВР = АМ, ч. т. д.
б) Если у = 2х, то ВС = 2у = 4х, АВ = 2АЕ = 8х.
Из ДАЕР имеем АР2 - АЕ2 = РЕ2, или (8х)2 - (4х)2 = (2г)2, или

12х2 = г2, откуда 2хТз = г.
По условию задачи г = 2>/3. Значит, 2х-Тз = 2-Тз, откуда х = 1.
Следовательно, АВ = 8х = 8, СВ = 4. Но АВ 4- СВ = АВ 4- ВС (по свой­

ству описанного четырехугольника), тогда периметр трапеции 
Р = (8 + 4) • 2 = 24.

Ответ: б) 24.
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Пример 23. В равнобедренную трапецию 
ТМЫК, площадь которой равна 125, вписана 
окружность радиуса г. Е иР — соответствен­
но точки касания боковых сторон МТ и ЫК с 
окружностью, ЕР = 8.

а) Докажите, что г2 = МЕ • ТЕ.
б) Найдите площадь круга.
Решение.
а) Проведем диаметр АВ окружности. По 

условию ТМ = KN.
Пусть МЕ = т, ТЕ = п, ЕО = ВО = г, АВ = 

= 2г. Заметим, что МО и ТО — биссектрисы 
соответственно углов ТМЫ и МТК.

Кроме того, АТМЫ + ХМТК = 180°, тогда 
ХТМО + ШТО = 90°, ХТОМ = 180° - 90° =
= 90°, т. е. КМОТ — прямоугольный.

Так как ОЕ = г, то ОЕ 1 МТ. Значит, ОЕ — высота прямоугольного 
ШОТ.

По свойству перпендикуляра, опущенного из вершины прямого угла 
на гипотенузу, имеем ОЕ2 = тп, или г2 = МЕ • ТЕ, ч. т. д.

б) По условию ЕР = 8, тогда СЕ = СР = 4. Из ЫОЕС ОС = \Іг2-16, тогда 
АС=АО-ОС = г- Ѵг2-16, ВС = ВО + ОС = г+ Ѵг2-16.

Значит, МЕ : ЕТ = АС : ВС, или т : п = (г-л/г^-їб) : (г+ л/г2 -16).

По условию 5ТМхК = 125, или —(МЫ + ТК) 'АВ = 125.
2

По свойству описанного четырехугольника МЫ + ТК = 2МТ = 2(пг + п).
Значит, і • 2МТ • АВ = 125, или (т + п)'2г = 125.

Получим систему уравнений
т:п = (г- ^г2 -16): (г + Ѵг2 -16),

<тп = г2, 
2(т + п)г = 125.

Пусть для краткости г-уг2-16 = а, г + ѵг2-16=р, тогда т =—п и

II уравнение системы примет вид ^ ' п2 ~ г2> следовательно, III уравне- 

ние преобразуется к виду 2 — п + п • г = 125, или 2пг\ —+ 1 = 125.
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Следовательно, 2г2------ ; ■ =125-------, ,
г + у/г2-16 г + Ѵг2-16

или г3 = 125, откуда г = 5, тогда 8кр. = пг2 = 25л.
Ответ: б) 25л.

Пример 24. В прямоугольную трапецию 
АВСВ вписана окружность, центр О которой 
удален от концов боковой стороны на расстояния 
ОБ = 9 и ОА = 12.

а) Докажите, что ААОВ — прямоугольный.
б) Найдите периметр трапеции.
Решение.
а) Так как АВСВ — трапеция, то АВАР) + ЛАОС = 180° (сумма однд- 

сторонних углов при параллельных прямых АВ и СВ и секущей АО).
По условию в прямоугольную трапецию вписана окружность, тогда 

АО и ВО — биссектрисы соответственно углов ВАВ и АВС. Значит, 
ХОАР = і ЛВАВ и ЛОВА = і ЛАОС, тогда ЛОАР + ЛОВА = 90°, 

2 2
т. е. АЛОВ — прямоугольный, ч. т. д.

б) По свойству описанного четырехугольника АВ + СВ = ВС 4- АВ.
Так как О — центр окружности, то ЕР — средняя линия трапеции, 

тогда АВ 4- СВ = 2ЕР.
Периметр трапеции будет равен Р = (АВ + СВ) + (ВС + АВ) = 2ЕР 4- 

+ 2ЕР = 4ЕР, где ЕР = ЕО 4- ОР, ЕО = ОМ — радиус вписанной окруж­
ности. Так как ОВ = 9 и ОА =12 (по условию), то из &АОВ по теореме 
Пифагора АО = у/іЯ^+д2 =уі225 = 15. Но точка Р — середина АО, тогда 
ОР — медиана &АОВ, а точка Р — центр окружности, описанной около 

1 15прямоугольного &АОВ, т. е. ОР = ~^В = —.

о а АО-ОВ 36Заметим, что 8^ОІ) = — АВ • ОМ = —АО • ВО, откуда ОМ =---------- = —.
2 2 А О 5
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Значит, Р = 4ЕЕ = 4(Е0 + ОЕ) = 4(0М + ОР) =4| — + —
15 22

= 4(7,2 + 7,5) = 4 • 14,7 = 58,8.
Ответ: б) 58,8.

Пример 25. В прямоугольной трапе­
ции АВСВ (АО || ВС) ЕЕ — средняя линия, 
ВС.СВ = 1: 2,АС1ВВ.

а) Докажите, что Едва) = ^АС ’ ВВ-

б) Найдите ВС, если ЕЕ = 20.
Решение.
а) Пусть О — точка пересечения диаго­

налей АС и ВВ.

По условию АС 1ВВ, тогда Едвсб = Е^двс + Злавс = ~^АС ' ВО +

+ -АС • ВО = -АС - (ВО + ВО) = -АС • ВВ, ч. т. д. 
2 2 2
б) Пусть в трапеции АВСВ ВС = х, СВ = 2х, АВ = у, тогда

ЕЕ = — (х + у) = 20, или х + у = 40.

Из ААВС АС = у/АВ2 + СВ2 = ^з^+у2.

Проведем высоту ВМ, тогда из АВ МВ имеем ВВ = 'ІВМ2 +ВМ2, где
ВМ = СВ = 2х, ВМ = ВС = х.

Значит, ВВ = \І4х2 +х2 = Ѵбх.

Так как Вдвся = — АС • ВВ (по доказанному), то Едва) = — 
2 2

С другой стороны, Едвси = —(АВ 4- ВС) • ВМ = — (х + у)' 2х. 
2 2

Следовательно, —^4х2 +у2 • \/5х = — (х+у)• 2х, или -^5(4х2 +у2) = 2(х + у), 
2 2

х ^ 0. Но х + у = 40, тогда получим ^5(4х2 + у2) = 80, или 4х2 + у2 = 1280.

„ „ І4?+р!=1280,Получим систему уравнении < 
[х + у = 40;

4х2 + і/2=1280, 
у = 40 - х.

4х2 + (40 - х)2 = 1280, или 4х2 -I-1600 - 80х + х2 - 1280 = 0, или
5х2 - 80х -I- 320 = 0, или х2 - 16х + 64 = 0, или (х - 8)2 = 0, откуда х = 8.
Значит, ВС = х = 8.

Ответ: б) 8.
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Пример 26. Трапеция MEQT (МТ || EQ) 
вписана в окружность радиуса OQ - 8, MQ — 
биссектриса ЛЕМТ, ЛMQE = 30°.

а) Докажите, что &MEQ — равнобедренный.
б) Найдите Занят-
Решение.
а) По условию задачи MQ — биссектриса 

ЛЕМТ, значит, ЛEMQ = ^МТ. Но ^МТ = 
= ЛMQE — как накрест лежащие при парал-
лельных прямых МТ и EQ и секущей MQ. Выходит, что ЛEMQ - ЛМОЕ - 
= ЛОМТ = 30°, т. е. АМЕО — равнобедренный, ч. т. д.

б) Проведем высоты ЕР и QK трапеции, где ЕМ = QT. Пусть EQ - 2х, 
МТ = 2у, МЕ = EQ = 2х.

Из ШЕР МР-ШЕ-х (ШЕР = 30°),

ЕР- 4мЛшЛ = 4іЛЛ^ - 4зх‘=х4з-< язШQKMQ-2^QK-

-2-ЕР - 2x^2 (^МК - 30°).

&ьмот = ~^МТ • QK — — ' 2у • х4з =4&ху.

С другой стороны, 3ШаТ = ^^, где а = MQ, Ь = QT, с = МТ, R = QO = 8 
4Е

(по условию), тогда 3^т =----- ——- =—х У-
4*8 4

V 3Значит, 4$ху =—х2у, ху * 0, откуда х = 4. 
4

Следовательно, SMтQE = —(МТ 4- QE) • ЕР = (х + у) • хѴз. 
2

Но МТ = 2МР 4- РК = 2МР 4- EQ = 2х + 2х = 4х, или 2у = 4х, у = 2х.
Но х = 4, тогда у = 8. 3Мтое = (4 4-8)’ 4\/з = 48>/з.
Ответ: б) 48-Тз.

Пример 27. В трапеции АВСВ 
(АО || ВС) ЛА = 70°, ЛВ = 20°, МЫ = 
= 4 — средняя линия трапеции, 
КР = 2, где К и Р — соответственно 
середины ВС и АВ.

а) Докажите, что КР = і (АО “ ВС).

б) Найдите длины оснований АО и ВС.
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Решение.
а) Пусть AD = 2х, ВС = 2у. Проведем КЕ || АВ и KL || CD. Заметим, что 

ЛКЕР = ZA = 70° и ZKLF = ZD = 20° (как соответственные углы), тогда 
ЛЕКЬ = 90°, т. е. \EKL — прямоугольный и KF — медиана &EKL, зна- 
чит, FE - FL = KF - ^{AD - ВС), ч. т. д.

б) Следовательно, -(2х - 2у) = 2, или х - у = 2.
2

Кроме того, MN = 77 (AD + ВС) = 4, или х + у = 4.

х + у = 4, лЛ способом сложения, находим 
х-у = 2

Решая систему уравнений

2х = AD = 6, 2у = ВС = 2.
Ответ: 6)AD = 6, ВС = 2.

Пример 28. Меньшее основание равнобед­
ренной трапеции ABCD равно 10, а острый 
угол равен 60°.

а) Докажите, что АВОС — равносторонний.
б) Найдите длину отрезка, соединяющего 

центр вписанной окружности с вершиной 
меньшего основания.

Решение.
а) Так как ABCD — трапеция, то AD || ВС, тогда ЛА + ЛВ = 180° и 

ЛВ 4- ЛС = 180°, откуда ЛВ = ЛС = 180° - 60° = 120°. По условию задачи 
окружность вписана в трапецию, тогда ВО и СО — биссектрисы углов 
АВС и BCD.

Значит, Z.OBC = ^ЛАВС = 60° и ЛВСО = 60°. Выходит, что ЛВОС = 

= 180° - (60° + 60°) = 60°, т. е. ЛВОС — равносторонний.
б) Поскольку ЛВОС — равносторонний, то ВО = ОС = ВС = 10.
Ответ: б) 10.

§ 18. Задание 18. Задачи с параметром

Это задание высокого уровня сложности, рассчитанное на примене­
ние не одного метода решения, а на комбинацию различных методов. 
Для успешного выполнения этого задания, помимо прочных матема­
тических знаний, необходим также высокий уровень математической 
культуры.

267



Здесь встречаются задачи нескольких типов:
1) функции, зависящие от параметра;
2) уравнения с параметрами;
3) неравенства с параметрами;
4) системы и неравенства с параметрами.

18.1. Рациональные уравнения и неравенства

Пример 1. Найдите все значения параметра а, при каждом из кото­
рых наибольшее значение функции /(х) = |х - а| - х2 не меньше 3.

Решение.
Для того чтобы наибольшее значение функции было не меньше 3, 

необходимо и достаточно, чтобы функция в какой-либо точке приняла 
значение, равное 3.

И действительно, /(а) = -а2 < 3.
Если /(х) > 1, то в какой-либо точке значение будет равно 3. Если же 

Дх) < 1, то значение, равное 3, приниматься не может.
Перефразируя задачу, условие можно записать так: при каких значе­

ниях параметра а уравнение |х - а| = х2 + 3 имеет корни?
Заметим, что х2 + 3 > 0 при всех х е R. Следовательно, полученное 

уравнение равносильно совокупности:
х2 - х + (3 + а) = О, 
х2+х + (3-а) = 0.

(1)
(2)

Уравнение (1) имеет решение, если Р > 0, т. е. 1 - 4(3 4- а) > О, или

1 - 12 - 4а > О, или -4а > 11, откуда а<-—.

Аналогично, решая уравнение (2), имеем

1-4(3-а)>0,4а>11, а>—.

Ответ: а е -оо;-----I 4
Пример 2. При каком значении параметра а уравнение 

|х2 - 4ах + 9| = |6а - х2 - 4х - 3| имеет более двух корней?
Решение.
Если |т| = |п|, то т2 = п2. Следовательно, данное уравнение можно за­

писать в виде (х2 - 4ах + 9)2 = (6а - х2 - 4х - З)2.
Применив формулу разности квадратов, получим

(х2 - 4ах + 9 - 6а + х2 + 4х + 3)(х2 - 4ах 4- 9 4- 6а - х2 - 4х - 3) = О, или 
(2х2 4- 4(1 - а)х + 12 - 6а)(-4(а 4- 1)х + 6(а + 1)) = 0, или
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(х2 + 2(1 - а)х + 6 - За)(-2(а + 1)х + 3(а 4-1)) = 0, или
(х2 + 2(1 - а)х + 6 - За)(а + 1)(2х - 3) = 0.

Полученное уравнение имеет более двух корней, если а = -1 или если 
уравнение х2 + 2(1 - а)х + 6 - За = 0 имеет два различных корня, отлич- 

3 ных от —:
2

(1-а)2-6 + За>0, [а2+а-5>0,
і (3 V 3 і 9

— +2(1-а) —+ 6-За*0; —+ 3-За + 6-За*0;^2; 2 І4

а2 + а - 5 > 0,
15 Р = 21>0, 

а*—.I 8
-1±Й -1-й -1+й 15 15

а =----------- , откуда а<------------, ------------<а<— или а>—.
2 2 2 8 8

Итак, исходное уравнение имеет более двух различных корней при
-1-V2Ï , -1 + Й 15 15

а<----------- , при а = -1, при------------<а<— и при а>—.
2 2 8 8

f-1+Æ 151 <15 1
Ответ: -ос;

2

Пример 3. В зависимости от значений параметра а решить уравне­

ние х5 - 5х3 + 5х = а5 +
а5

Решение.
Пусть у + — -х, тогда у2 +-^ = х2 -2; 

У У У

yj
= (х2 - 2)х - х = х3 - Зх;

у4+—г = У + —\- У2 +—т = (х3 “ 2х)х - (х2 - 2) = х4 -4х2 + 2;
і/ I 2/ Л У) < У J

= (х4 - 4х2 -I- х)х - (х3 - Зх) = х5 - 5х3 + 5х.
Учитывая левую часть исходного уравнения, имеем 

ÿS4=°54' (1)
У а
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Теперь идея решения становится ясной. Возможны следующие слу­
чаи:

1) если а = -1, то і/5 + = -2, отсюда і/ = -1, тогда х=у+—= -2;
У У

2) если а = 0, то (1) не имеет корней;
3) если а = 1, то /+-^- = 2, откуда у = 1 и х = 2;

У

4) если а * ±1, а * 0, тоу = а, х = а +—. 
а

Ответ: если а = -1, то х = -2; если а = 0, то корней нет; если а = 1, 

то х = 2; если а * ±1, а * 0, то х = а +—.
а

Пример 4. При каких значениях параметра а корни уравнения 
х3 + ах2 + 56х - 64 = 0 составляют геометрическую прогрессию?

Решение.
Пусть *і = т, х2 = тд, х3 = тд2 — корни данного уравнения, состав­

ляющие геометрическую прогрессию, где д — знаменатель прогрессии, 
тогда левую часть уравнения можно разложить на множители:

х3 + ах2 4- 56х - 64 = (х - хх)(х - х2)(х - х3) =
= (х - т)(х - тд)(х - тд2).

Раскрывая скобки в правой части полученного равенства и сравнивая 
коэффициенты при одинаковых степенях х, получим

х3 + ах2 + 56х - 64 = (х2 - тх - тдх 4- т2д)(х - тд2) =
= х3 - тх2 - тдх2 4- т2дх - тд2х2 4- т2д2х 4- т2д3х - т3д3 =

- х3 - (тп 4- тд 4- тд2)х2 4- (т2д 4- т2д2 4- т2д3)х - т3д3.
Отсюда имеем систему 

т + тд 4- тд2 = -а, 
< т2д + т2д2 + т2д3 = 56, < 
т3д3 = 64,

т(1 + д + д2) = -а, 
т2д(1 + д + д2) = 56, 
тд = 4.

Разделив обе части II уравнения на I, имеем
56 л 56 .тд =----- , и так как тд = 4, то------= 4, откуда а = -14.
а а

Ответ: -14.

Пример 5. При каких значениях параметра а неравенство
х2+а2

---------- >1 выполняется для всех X € (-1; 1). 
а(х + 6)
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Решение.
Данное неравенство должно выполняться, в частности, при х = О, 

тогда оно примет вид — >1, откуда а > 6.
6а

Заметим, что если х е (-1; 1), то х 4- 6 > 0, и при указанных ограниче­
ниях исходное неравенство имеет вид х2 - ах 4- а2 - 6а > 0.

Абсцисса вершины параболы у = х2 - ах + а2 - 6а будет равна

хо = —>1, так как а > 6, и неравенство будет выполняться при всех

х є (-1; 1), если оно выполняется при х = 1, т. е. имеем
1 - а + а2 - 6а > 0, или а2 - 7а -I-1 > 0, D = 49 - 4 = 45 > 0, а12 = ^~^^

^(7-й) i(7+3^)
Следовательно, ае -оо;

Учитывая условие а > 6, окончательно получим

ає

Ответ:

Пример 6. При каких значениях параметра неравенство 
х2 4- 5|х - а| > а2 справедливо для всех значений?

Решение.
Заметим, что при х - а > 0, т. е. при х > а данное неравенство равно­

сильно неравенству х2 + 5(х - а) > а2, или (х2 - а2) 4- 5(х - а) > 0, 
(х - а)(х 4- а 4- 5) > 0, (х - а)(х - (-а - 5)) > 0 справедливо для всех зна­
чений из рассматриваемого промежутка тогда и только тогда, когда 
а > -а - 5, т. е. когда а > -2,5.

Если х < а, то |х - а| = а - х, тогда имеем х2 - 5(х - а) > а2, или 
(х - а)(х - (5 - а)) > 0, которое справедливо при а < -а 4- 5, т. е. если 
а <2,5.

Итак, исходное неравенство справедливо для всех значений при 
-2,5<а<2,5.

Ответ: [-2,5; 2,5].
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Пример 7. Решите неравенство а------->1. 
х-1

Решение.
Запишем данное неравенство в виде

х + 1 (х + 1 Ла--------- а > 1 - а, или а ----------- 1 > 1 - а,х-1 к*-1 )

Если а = 1, то------>0, х - 1 > 0, т. е. х > 1. 
х-1

Если а < 0, то х - 1 < 0, т. е. х < 1.
В этом случае данное неравенство запишется в виде

1 + п 2а < (1 - а)х - 1 4- а, или (1 - а)х > а + 1, откуда х >------ .
1-а

1 + а Следовательно, если а < 0, то <х<1. 
1-а

Если 0<а<1, тох>1,и данное неравенство примет вид 
1 + а 2а > (1 - а)х -1 + а, или (1 - а)х < 1 + а, откуда х <------ .
1-а

1 + а Значит, если 0<а<1, то 1<х<------ .
1-а

Наконец, если а > 1, то при х > 1 неравенство выполняется, а если 
х < 1, то неравенство примет вид 2а < (1 - а)х -1 + а, или 

а +1 (1 - а)х > 1 + а, откуда х <------- .
а-1

Итак, если а > 1, то х > 1, или х <-------- .
а-1

Ответ: 1) Если а = 1, то х > 1;

2) если а '
. а + 1

> 1, ТО X <----- , ИЛИ X -
а-1

> 1;

- - 1 + 03) если 0 <'а< 1, то 1 <х<------ ;
1-а

1 + а4) если а < 0, то------< х < 1. 
1-а

Пример 8. Найдите все значения параметра а, при которых уравнение 
(х2 - 4|х| + а)2 + 2(х2 -4|х| + а) + 2 = соз^ 

а
имеет ровно два корня.
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Решение.
Запишем уравнение в виде

(х2 - 4|х| + а)2 + 2 • (х2 -4|х| + а) + 1 + 1 - cos—= 0, или 
а

(х2 - 4|х| + а + I)2 + 11-cos—| = 0. 
к а J

Заметим, что (х2 - 4|х| + а + 1)2>0, 1-cos—>0. 
а

Следовательно, исходное уравнение равносильно системе 
х2-4|х| + а+1 = 0, (1)

1-cos—= 0. ($)
а

Уравнение (1) представим в виде
|х|2 - 4|х| + 4 = 3 - а, или (|х| - 2)2 = 3 - а, откуда находим |х| = 2 ±у/З-а.

Из (2) имеем cos—= 1, — = 2о, т. е. а =—, п е Z. 
а а п

Итак, имеем - |х| = 2 ± ѴЗ-а,
3

а = —у heZ.
п

Уравнение |х| = 2 ± ѴЗ-а имеет ровно два корня, если д/З-а =0, или

2-д/з^а <0, т. е. при а = 3, или а < -1. Значит, а е (-оо; -1) и {3}.
3 3Так как a = —, nEZ,тoa = ±3; ±—; ±1, ... .
п 2

3
Тогда а = ±3, а =

3
Ответ: ±3; —.

2
Пример 9. Найдите все значения параметра а, при каждом из кото­

рых три различных корня уравнения х3 + (а2 - 10о)х2 4- 18ах - 216 = 0 
образуют геометрическую прогрессию. Найдите эти корни.

Решение.
Пусть д — знаменатель прогрессии, тогда х2 = Хі • д, х3 = хх • д2.
По теореме Виета хіх2х3 = 216, или (хід)3 = 216, откуда х^д = 6, 

т. е. х2 = 6.

Запишем теорему Виета для х,=—=-, х2 = 6, х3 = x2g = 6g.
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Имеем ■
Хі + х2 + х3 = -(а2 - 10а) 
хгх2 +.х1х3 + х2х3 = 18а, 
х^Хд =216;

—+ 6 + 6д = 10а-а2,

R А
— 6 + — 6д + 6-6д = 18а,
Я <1
^2 ®’

6 —+1+д =10а-а

36 —+ 1 + д =18а.

х2 = 6.

2

Поскольку а * 0, ибо в противном случае уравнение —+ 1 + д = 0 не
<1 

имеет корней, следовательно, этот случай противоречит условию суще­
ствования трех различных корней (согласно условию задачи).

Разделив первое уравнение полученной системы на второе, имеем 
1 Ю-а— =--------, откуда находим а = 7, тогда из второго уравнения последней
6 18
системы получим

5 ^ = 2,
36 — + 1 + д =18-7, или д2—д + 1 = 0, 1

) 2

Пусть д = 2, тогда ^=- = 3, х2 = 6, х3 = 6 • 2 = 12. В обоих случаях 
Я

получаем тройку чисел 3; 6; 12.
Поскольку *2 = 6, уравнение можно решить проще: подставим в ис­

ходное уравнение х = 6.
63 + 36(а2 - 10а) + 18 • 6а - 216 = 0, или

6 + а2 - 10а 4- За - 6 = 0, или 
а2 - 7а = 0, а 0, а = 7.

Если а = 7, то получим уравнение
х3-21х2 + 126х-216 = 0,

(х - 3)(х2 - 18х + 72) = 0, (х - 3)(х - 6)(х - 12) = 0, откуда хх = 3, 
Х2 = 6, х3 = 12.

Ответ: а = 7, Хі = 3, х2 = 6, х3 = 12.

Пример 10. Найдите все значения параметра а, для которых ровно 
при одном х из промежутка [1; 5) значение выражения х4 - х2 + 5 равно 
значению выражения а(х2 - 4).
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Решение.
Согласно условию задачи имеем

х4 - х2 + 5 = а(х2 - 4), или
х4 - (а + 1)х2 + (5 + 4а) = 0. (1)

Пусть х2 = і. Так как х е [1; 5), то і е [1; 25). Учитывая замену, ра­
венство (1) примет вид

*2 - (а + IX + (5 + 4а) = 0. (2)
С учетом (2) условие задачи можно перефразировать так: найти все 

значения параметра а, при которых квадратный трехчлен /V) = і2 - 
- (а + 1)^ + (5 + 4а) имеет ровно один корень на промежутке [1; 25). Это
возможно в следующих случаях:

1) П = 0; 1 < х0 < 25, где х0 — абсцисса вершины параболы /(0;
2) /(1) • /(25) < 0;

3) /(1) = 0,
^ - ^ = 5 + 4а> 25,
^і ^2 =5 + 4а<1.

Рассмотрим каждый случай в отдельности.
Г(а + 1/;4(5 + 4а) = 0, р_14о_19=0> 

1 1<^<25; 1<а<49.
2 1

Решая квадратное уравнение системы, находим
О!2 =7± 749 + 19 =7±2а/17, 1<7 + 2^7 <49;
7-2^7<1 => 7+ 2>/17 — удовлетворяет условию задачи.

2. (1 - (а + 1) • 1 + (5 + 4а))(25 - 5(а + 1) + (5 + 4а)) < 0, или 
(За + 5)(а - 20) > 0.

Решая полученное неравенство методом интервалов, имеем совокуп­

ность неравенств
5 а<—,
3 

а >20.

1-(а + 1)1 + (5 + 4а) = 0, 
’Г5 + 4а>25,

5 + 4а<1;

За = -5,
< а > 5, 

а<-1;

5 
і = —,3
а >5, 
а<-1,

5 откуда а = — удовлетворяет условию задачи.
3

(5“
-оо;----

3
и {7 + 2>/17} и (20; +оо).

Пример 11. Найдите все значения параметра а, при которых уравне-

ние —5 =ах-3 на промежутке (0; -І-оо) имеет более двух корней, 
х
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Решение.
6 Рассмотрим функции /і(х) = ах - 3 и /2(х) = —б. Исследуем уравне- 
х

ние Л(х) = /2(х) на промежутке (0; +оо).
Заметим, что при а < 0 на промежутке (0; +оо) все значения функции 

^(х) < 0, а /2(х) > 0, следовательно, при а < 0 уравнение Л(х) = /2(х) не 
имеет решений на промежутке (0; +оо).

При а > 0 функция /1(х) возрастает, а функция /2(х) убывает на про-
61 

межутке 1^5»

корня на I 0; — ,

значит, уравнение ^(х) = /2(х) имеет не более одного

(
61 {61
— >/2 — , 
б 7 \ б у

т. е. имеем а-----3>0, откуда а>—. 
б------ 2

(6 I
-; +°° уравнение Д(х)= /гС^) запишется в виде
5 /

6
ах - 3 = 5 - —, откуда получим квадратное уравнение ах2 - 8х + 6 = 0. 

х
Учитывая, что случай а < 0 был рассмотрен выше, будем считать, что

а > 0.

Так как Р/4 = 16 - 6а, то при В/4 < 0, т. е. а>— уравнение не имеет

корней; при П/4 = 0, т. е. а = — уравнение имеет 1 корень х = —=—; при 
3 а 2

Л 8 о 4±Ѵ^74 к,
0<а<— — 2 корня: хх 2 =------------- , причем больший корень

3 'а
4+ѴП/4 436 <6 Л «

х9 =----- -—-—> — > — >—, значит, х,е -; + оо , а меньшии корень2 а а 2 5 І5 Г

(6 1Хі є —; +00 в том случае, если

6 е 36а-90—+ 6 =----------- >
5 25

5 5т. е. а>—. Итак, исходное уравнение имеет 1 корень при 0<а<— и 
2 2

8 О 5 8 О 5 8а>—; 2 корня при а = — и а =—; 3 корня при — <а<—; нет корней при 
3 2 3 2 3

Ответ: —<а<—. 
2 3
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Пример 12. При каком значении параметра а уравнение
(а + 2 - |х + 1|)(а + х2 + 2х) = 0 имеет: 1) 3 корня; 2) 2 корня?

Решение.
Пусть х + 1 = £, тогда х2 + 2х = (х + I)2 - 1 = ^2 - 1, и данное уравнение 

запишется в виде
(а + 2 - |ф(а - 1 + I2) = 0. (1)

Построим графики функции
а = 1 - і2 и а = \і\ - 2.

1. Прямые а = 1 и а = -2 имеют ровно 3 общие точки с графиком урав­
нения (1), т. е. при а = 1 и а = -2 уравнение (1) имеет 3 корня.

2. Если а > 1 и а < -2, то уравнение (1) имеет ровно 2 корня.
Кроме того, уравнение (1) имеет 2 корня в случае, если графики функ­

ций а = 1 - f2 и а = |z| - 2 имеют общие точки, т. е. если 1 - t2 = |f| - 2, где 
t0 > 0, ИЛИ 1 - z2 = z - 2 (z = |t0|).

Значит, z2 4- z - 3 = 0, D = 13 > 0, отсюда 
7ІЗ-1 о ѴІЗ-5

го_ , ^о ^о 2

Ответ: 3 корня при а = 1 иа = -2; 2 корня при
ѴІЗ-5 

а < -2; а > 1; а =---------- .
2

Пример 1'3. Найдите все значения параметра а, для которых нера- 
ах2 + 6х-9а-9 _ венство---------------------->0 выполняется при всех х < -2.

Решение.
Поскольку х < -2, то х - 4 < 0. Следовательно, данное неравенство

равносильно неравенству
ах2 + 6х - 9а - 9 < 0.

Пусть f(x) = ах2 + 6х - 9а - 9.
(1)
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Возможны три случая:
1. а > 0. В этом случае ветви параболы направлены вверх, значит, 

ни на каком бесконечном промежутке не может выполняться условие 
/(х) < 0.

2. а = 0, тогда 6х - 9 < 0 верно при всех х < -2, значит, а = 0 удовле-
творяет условию задачи.

3. а < 0. В этом случае неравенство (1) выполняется при всех х < -2,
если

£<0, 
/(-2)^0, 
Л-"2’ 

где х0 — абсцисса вершины параболы /(х).
Заметим, что Р/4 = 9 + 4а(9а 4- 9) = 36а2 4- 36а 4- 9 = (6а 4- З)2 £ 0,

тогда имеем равносильную систему неравенств

7(-2)<0, 
Л--2’

4а-12-9а-9<0, 5а 4-21 > 0, 

'—20.
а

Учитывая, что а < 0, получим 5а >-21, 
2а-3^0;

а >-4,2, откуда
а s 1, о,

-4,2<а<1,5.
Так как а < 0 и а = 0 удовлетворяют условию задачи, окончательно 

получим -4,2 < а < 0.
Ответ: [-4,2; 0].

Пример 14. Найдите все значения параметра а, при которых нера- 
х-2а-4 _ венство------------ <0 выполняется для всех х е [2; 3]. 
х-а4-4

Решение.
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На плоскости хОа изобразим множество пар (х, у), для которых вы­
полняется данное неравенство. Искомые значения а0 характеризуются 
тем, что отрезок прямой а = а0 при х е [2; 3] полностью принадлежит 
заштрихованной области, что достигается при

а е [4 4
Ответ: [ ——; б|.X 2 /

18.2. Рациональные системы уравнений

Пример 15. Найдите все значения параметра а, при каждом из кото­
рых система уравнений

х2 + у2 = За,
(2ху = За -1

имеет два решения.
Решение.
Складывая и вычитая левые и правые части системы, имеем

(х + у)2=6а-1, п
\(х-у)2=1.

При а< — уравнение (1), а значит, и исходная система не имеет реше- 
6

НИЙ.

При а^ — получим х + у = ±у/ба-1, откуда у = -х + \І6а-1,
у = -х- \/ба-1.
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Как видно из рисунка, при а>— система имеет четыре решения (ко- 
6

ординаты точек А, В, С и В), а при а = — — два решения (координаты 
6

точек Е и Р).

Ответ: а = —. 
6

Пример 16. При каждом значении параметра а решите систему
„ [х2 + у2 + 2(2х-Зу) + 13 = 0, 

уравнении < „
(а2-Зах-2ау-9 = 0.

Решение.
Запишем первое уравнение в виде 

(х2 + 4х + 4) + (у2 - бу + 9) = 0, или
(х + 2)2 + (у - З)2 = 0, откуда х = -2, у = 3, ибо при остальных значе­

ниях хи у левая часть положительна.
При х = -2, у = 3 второе уравнение системы примет вид

а2 4- 6а - 6а - 9 = О, а2 = 9,а = ±3.
Следовательно, исходная система имеет решение х = -2, у = 3 при 

а = ±3.
При остальных значениях а решений нет.
Ответ: при а = ±3 х = -2, у = 3, при остальных а решений нет.

Пример 17. Найдите все значения параметра а, при каждом из кото-
у2+ ху-3х-7у +12 = О,

рых система < у = ах +1, имеет единственное решение.

Решение.
Запишем первое уравнение системы в виде

ху - Зх + у2 - Зу - 4у + 12 — 0, или
х(у - 3) + у(у - 3) - 4(у - 3) = 0, или

(у - 3)(х + у - 4) = 0. (1)
Заметим, что уравнение (1) задает цару пересекающихся прямых 

у = 4иу = 4-х, а система
|(у-3)(х + у-4) = 0, 
[х > 2

задает части этих прямых, расположенных правее прямой х = 2, 
т. е. лучи ВВ н СЕ (исключая сами точки В и С), см. рис.
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Уравнение у = ах + 1 задает прямую 
р с угловым коэффициентом а, прохо­
дящую через точку А(0; 1). Необходимо 
найти те значения параметра а, при 
каждом из которых прямая р имеет одну 
общую точку с объединением лучей ВБ 
и СЕ.

а) Прямая АВ задается уравнением 
у = х + 1, поэтому при а > 1 прямая р не 
пересечет лучи ВВ и СЕ.

б) Прямая АС задается уравнением 
у = 0,5х 4-1, поэтому при 0,5 < а < 1 пря-
мая р пересечет луч ВВ, но не пересечет луч СЕ.

в) При 0 < а < 0,5 прямая р пересечет оба луча.
г) Наконец, при -1 а <9 прямая р пересечет только луч СЕ, а при

а <-1 она не пересечет ни луч ВВ, ни луч СЕ.
Ответ: -1 < а < 0; 0,5 < а < 1.

Пример 18. Найдите все значения параме­
тра а, при каждом из которых система 

х2 -4х + |у|-5 = 0, 
х2 +(у- а)(у + а) = 4(х -1) 

имеет ровно шесть решений.
Решение.
Запишем систему в виде

х2-4х + 4 + У = 9, кх-2)2+|у| = 9, (1)
х2-4х + 4 + /=о2, [(х-2)2 +у2 =а2. (2)

Уравнение (1) задает части двух парабол: 
|9-(х-2)2, ?>0, 
[(х-2)2-9, у <9 (см. рис.).

Уравнение (2) задает окружность радиуса |а| с центром (2; 0).
Из рисунка видно, что исходная система имеет 6 решений, если

окружность проходит через точки (-1; 0) и (5; 0), пересекая параболу
еще в четырех точках.

При этом радиус окружности равен 3, тогда а2 = 9, откуда а = -3 
или а = 3.

Ответ: а = ±3.
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18.3. Иррациональные уравнения и неравенства

Пример 19. Найдите все значения параметра а, при которых система 
(у-Зх)(Зу-х)^0,
^(Х + д)2 + (у—^ - і°^і имеет Ровно Два решения.

Ло у-Зх
Решение.
Первое неравенство систе­

мы задает пару вертикальных 
углов на координатной плос­
кости хОу (см. рис.).

Графиком уравнения систе­
мы является окружность ра- 

диуса = центр кото­

рой — точка М(-д; д) — лежит 
на прямой у = -х (биссектриса 
II и IV координатных углов).

Заметим, что оба графика симметричны относительно прямой у = -х, 
тогда исходная система будет иметь ровно два решения, если расстояние 
ММ от центра окружности до прямой у = Зх будет равно радиусу 
о Іа + 2І
Д = ^д данной окружности.

Из АМОМ имеем ММ = МОзіп —+ а , где tg а — угловой коэффици- 
)

1ент прямой у =—х.

Значит, tgа =—,

зіп—соа а + сов—зіп а
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Поскольку ММ = R, то получим |а|--/= = ^=-, или 4|а| = |а + х|,

216а2 = (а + 2)2, 4а = ±(а + 2), откуда,4а = а + 2, т. е. а = —, или
3

2
4а = -(а + 2), а = —.

2 2Ответ: а = —, или а = —.
3 5

Пример 20. Найдите все значения параметра а, при которых уравне­
ние ух2 - бас - 9а = 4 - х решения не имеет.

Решение.
Пусть у/х2 -6ас-9а = 4 - х равносильно смешанной системе

4 — х О, 
[х2 - бах - 9а = (4 - х)2; х2 — бах - 9а = 16 - 8х + х2;

8х-6ах = 9а + 16; [2(4-За)х = 9а + 1б.

4
а) Пусть 4 - За * 0, т. е. а*—, тогда - 

3
9а+ 16

*"2(4-За)’

п 9а + 16 .Значит, если----------- > 4, то решения не попадают в область опреде- 
2(4 - За)

ления В(у). 
9а+ 16 . _Имеем------------- 4>0, или

2(4-За) 
33а-16 л

9а+ 16-32 +24а Л 33а-16
2(4-За) ’ 2(4-За)

За-4
Решая полученное неравенство методом интервалов, имеем

16 4
Сіу — , ^9 — 933 2 3

16
33

4б) При а = — решений нет.
3

4
3

(16 4) 
д є —;— • 

зз з

л Г16Ответ: при ае —; —ІЗЗ 3 уравнение не имеет решений.
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Пример 21. Найдите все значения параметра а, при которых уравне­
ние ^а - 2ху =у-х+5 имеет единственное решение.

Решение.
Данное уравнение равносильно смешанной системе

Ja-2xy = у-х + 5, 
у-х + 5>0;

а - 2ху = у2 +х2 - 2ху + Юу 4- 25 - Юх, 
у-х + 5>0.

(х2 - Юх + 25) + (у2 + Юу + 25) = а + 25, 
у - х + 5 > 0;

(х-5)2+(р5)2=а + 25, 
у-х + 5>0.

Уравнение (х - 5)2 + (у + 5)2 = а 4- 25 
задает на координатной плоскости при 
а > -25 — окружность с центром в точке 
А(-5; 5) и радиусом R = у/а + 25, а неравен­
ство у - х + 5 > 0 задает верхнюю полуплос­
кость с границей у - х 4- 5 = 0.

Как видно из рисунка, окружность и полуплоскость имеют одну об-

щую точку, если радиус окружности R = —AO квадрата MANO,

т. е. і-------- 5 25Va4-25=-j=, откуда а 4-25 =—, 
\2 2

а = -12,5.

При а < -25 уравнение, следовательно, и система не имеют решений, 
а при а = -25 решением уравнения будет пара (5; -5), не удовлетворяю­
щая неравенству у - х 4- 5 > 0.

Ответ: -12,5.

Пример 22. Найдите все значения параметра а, при каждом из кото­
рых уравнение ах4-у/&-4х-х2 = 2а4-3 имеет единственный корень.

Решение.
Запишем данное уравнение в 

виде
^5-4х-х2 = -ах 4- 2а 4- 3. (1)

Приведем графическое решение 
уравнения (1), для чего рассмо­
трим функции

/(х) = Ѵб-4х-х2 и ^х) = -ах 4- 2а 4- 3.

Заметим, что графиком функции /(х) = у/з2 -(х + 2)2 является полу­

окружность радиуса г = 3 с центром в точке М(-2; 0), лежащая в верх-
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ней полуплоскости. Графиком функции g(x) = -ах + 2о + 3 является 
прямая с угловым коэффициентом (-а), проходящая через точку В(2; 3).

Уравнение (1) имеет единственный корень при условии, если графи­
ки функций f(x) и g(x) имеют одну общую точку: либо прямая g(x) каса­
ется полуокружности, либо пересекает ее в одной точке.

Поскольку касательная DC, проведенная из точки D к полуокружно­
сти, параллельна оси Ох, то угловой коэффициент равен нулю, т. е. при 
а = 0 исходное уравнение имеет 1 корень.

При -а < 0 прямая g(x) не имеет общих точек с полуокружностью.
Так как прямая DA, заданная уравнением у = -ах 4- 2а + 3, проходит 

через точки D(2; 3) и А(-5; 0), то получим

0 = 5а + 2а + 3, откуда 7а = -3, -а =—.
7 

g
При 0<-а<— прямая, заданная уравнением у = -ах 4- 2а 4- 3, имеет 

две общие точки с полуокружностью.
Аналогично прямая DB, заданная уравнением у = -ах 4- 2а 4- 3, про­

ходит через точки Dix. В, тогда 0 = -а + 2а 4- 3, -а = 3.
3

При -<-а^З прямая, заданная уравнением у = -ах 4- 2а 4- 3, имеет 

угловой коэффициент больше, чем у прямой DA, іх не больше, чем у пря­
мой DM, и пересекает полуокружность в одной точке.

3Таким образом, при -3 < а < — исходное уравнение имеет един- 
7

ственный корень, а при -а > 3 прямая не имеет общих точек с полу­
окружностью.

Ответ: -3;

Пример 23. В зависимости от значений параметра а решите неравен­
ство х + 5а>бѴах.

Решение.
Если а < 0, то из правой части неравенства следует, что х < 0. Но тогда 

х 4- 5а < 0, значит, ни при каких отрицательных значениях а исходное 
неравенство не имеет решений.

Если а = 0, то х > 0.
Пусть а > 0, тогда х > 0 и х = 0 является решением исходного неравен­

ства. Кроме того, при таких значениях а и х данное неравенство равно; 
сильно неравенству (х 4- 5а)2 > Збах, или х2 - 2бах 4- 25а2 > 0.

Разлагая на множители левую часть полученного неравенства, имеем 
(х - а)(х - 25а) > 0.
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Решая полученное неравенство методом интервалов, находим

Ответ: при а < 0 решений нет; при а = 0, х > 0; 
при а>0,0^х<а,х> 25а.

Пример 24. При каких значениях параметра а множество решений
неравенства 3 + \]х2 +ах >х содержит отрезок [5; 8]?

Решение.
Запишем неравенство в виде ух^+ах >х-3.
Поскольку х € [б; 8], то х - 3 > 0.

(1)

m m fx2+ax>(x-3)2,
Тогда неравенство (1) равносильно системе < «

х + ах 0.
Из первого неравенства системы имеем

х2 + ах > х2 - 6х + 9, или (а + 6)х - 9 > 0.
Графиком функции р - (а + 6)х - 9 является прямая, причем в точках 

х - 5 и х - 8 функция принимает положительные значения.
Следовательно, получим системы линейных неравенств

(а + 6)б-9>0, Гба>-21, 
(а + 6)-8-9>0; |8а>-39;

21
б ’ 21° откуда а>-— 

б

п ( 21
Ответ:----- ;I 5

18.4. Тригонометрические уравнения

Пример 25. При каких значениях параметра а уравнение

sin2 Зх - а + — 8іпЗх + - = 0 
2

имеет ровно три корня, принадлежащих отрезку 2л, 
7; л ?

Решение.
Решаем данное уравнение как квадратное относительно sin Зх = t, где 

И si.

t2- a + - t+- = 0, D = \a + —\ -2а = а2 + а +— 2a = |a— ;
I 2) 2 I 2) 4 I 2j
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^'2
1
2

— , откуда находим t^ = a, t2=—.
2 ) j 2

Следовательно, sin Зх = а и sin3x = i.

Так как второе уравнение на отрезке

13л

2л имеет два корня

Хі=— и х2=^у> т0 значение параметра а удовлетворяет условию
17л

задачи, если уравнение sin Зх = а имеет на отрезке 2л
—; л
3

лишь один

корень.

Заметим, что функция у = sin Зх принимает на отрезке 2л
—; л
3

все

значения от 0 до 1, причем каждое из этих значений, кроме 1, — два­
жды. Тогда условие задачи выполняется только при значении а = 1.

Ответ: 1.

Пример 26. При каких значениях параметра а уравнение 
(х2 4- 16) sin ах = 2(х2 -4х + 16)

имеет корни? Найдите эти корни.
Решение.

2(?-4і+16)
sin ах = ——5-----------

х2+16 (1)

и 2(х2-4х + 16) п ж
Но |sin ах| ^ 1, кроме того, -—=--------- -> О при любом х е R, так как

х +16
х2 + 16 > 0 и х2 - 4х + 16 = (х - 2)2 + 12 > О,

2(?-4х + 16)„
тогда из неравенства-------——----- < 1 имеем

2х2 - 8х + 32 < х2 + 16, или х2 - 8х + 16 < О,

(х - 4)2 < О, что верно, если х - 4 = 0, т. е. х = 4.
Тогда равенство (1) возможно лишь при х = 4, т. е. в этом случае по­

лучим

sin 4а =
2(42 - 4 4 + 16) 2 16

42 + 16 32 = 1,

. л , п л лп „откуда 4а = — 4- 2лп, а = — +—, лея.
2 8 2

~ л лп .Ответ: если а = — +—, п € Z, х = 4; при других значениях пара- 
8 2

метра а корней нет.
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Пример 27. Найдите все значения а, которые удовлетворяют усло­
вию 4 < а < 17 и при которых уравнение

\ - \ІСО8ЛХ-Втлх|ах Зя ) (1 V 1 
— +— = —

имеет хотя бы одно решение, удовлетворяющее условию 1 < х < 2.
Решение.
Заметим, что

СО8ЯХ-ЗІПЯХ =

4 44
Учитывая ограниченность функции cos і, имеем

4

(1Г /1 \|cMnz-elniw| 
— - — 1.
3 7 k 3 J

Значит, —
ІЗ J

2f ах Зя 
г — + —I 3 4 3

<2 / о1 . 2(ах , Зя
-І^СОЗ ---4----

3 4
£0.

Л (ах Зя] Л ах ЗяОтсюда cos —+— =0, т. е. — + I 3 4 J 3 = —+ ЯП, 71 Е Z.
24

ах я Зя ----=---------+ ЯП,
3 2 4

ax я— = — + ЯП, 
3 4

Зя о „ ах =----- + 3яп, п е Z.
4

(1)
/ 1 \ |совлх-віплх|

Равенство I— I =1 выполняется при cos ях - sin ях = 0 — од­

нородное уравнение I степени.
Разделив обе части полученного уравнения на cos ях * 0, получим 

я 1tg ях = 1, откуда ях = -+яЛ, т. е. х = —+ Л, k е Z. 
4 4

Так как по условию задачи 1 < х < 2, то 
13 7 11 < — + Л < 2, или — </?<—, откуда А = 1, тогда х = — +1 = 1,25. 
4 4 4 4

Итак, учитывая (1), имеем

1,25а = -—+ 3ял, откуда 
4

Л Зя „ Л 4 Зя 12япа=----- + 3яп — =------+------- .< 4 J 5 5 5
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По условию 4 < а < 17, тогда (2) примет вид
4<_^ + 1^<17 20 < -Зл + 12лп < 85 

5 5

20 + Зл < 12лп < 85 + Зл

Так как л » 3,14, то ^^^«0,78 и 
12л

20 + Зл 
12л

85 + Зл 
12л

85 + Зл 
12л

«2,51, тогда п = 1 и и = 2.

, Зл 12лп 9лЕсли я = 1, то а =----- +
5 5 5

Если п = 2, то Зя 24лп 21л
5 5 5

_ 9л 21л Ответ: —;  .
5 5

Пример 28. При каком значении параметра а уравнение 
|1£х + а с!§ х| = -^ не имеет корней? 

Решение.

ОДЗ: х#у, пеХ.

При таких значениях х, полагая 1? х = ^ получим
а 4

Уз (1)

4
Если а = 0, то і = 

ѴЗ
При а ^ 0 уравнение (1) равносильно совокупности 

о 4 г —т=і + а = 0,

4 г +~і=і + а = 0. 
ѴЗ

Заметим, что дискриминанты обоих уравнений совокупности совпа-
<4 Адают и равны В = 41 — - а I.

Значит, если Л 40, т. е. —а>0, 
3

4>—, то исходное уравнение не 
3

имеет корней.

<4Ответ: а е —
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18.5. Показательные и логарифмические уравнения

Пример 29. При каких значениях параметра а уравнение 
27.9~л - з/2 - (а + 2) • 3’* + (1 - а)(2а + 1) = О 

имеет единственное решение?
Решение.
Пусть 3-ж = і, где £ > 0, тогда получим уравнение 

27 • (З-*)2 (З2)"3/2 - (а + 2) • 3-* + (1 - а)(2а + 1) = О, 
27 12 ' ^ ~^а + 2^ + ^~ а^2а + 1) = 0’ или 

і2(а + 2) + * + (1 - а)(2а + 1) = 0. (1)
_ (а + 2) ± ^(а + 2)М(М^

2 " 2______________ ___
_ (а + 2) ±7о2 + 4о + 4-8а + 8а2 -4 + 4а _
“ 2

а+2±3а 
=------------ , откуда і1 = 2а+ 1, І2в 1 "в.

2
Заметим, что уравнение (1) имеет единственное решение, если іх и ^2 

имеют разные знаки или когда ^ = ^2 > 0.
В первом случае получим (2а + 1)(1 - а) < 0, откуда, решая методом 

1 интервалов, находим а^ =—, а2 = 1. 
2 

— + —

1
2 

1

Во втором случае имеем ^ = і2 при а = 0.

Ответ: а е -оо; — и {0} и [1; +оо).

Пример 30. Найдите все значения параметра а из интервала (2; 5), 
при каждом из которых существует хотя бы одно х е [2; 3], удовлетво­
ряющее уравнению

1о?2 (3 _ |sin ах|) = cos I лх-|

Решение.
Рассматривая возможные значения функций в обеих частях равен­

ства, легко заметить, что

log2 (3 - |sin ах|) > 1, a cos лх-— <1,
I 6 J
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и равенство возможно только при выполнении условии cos лх— =1 и

|sin ах| = 1.
Первое из этих уравнений при х е [2; 3] имеет единственное решение, 

Л n і 13 _так как лх- —= 2лп, х = —+ 2л, откуда при п = 1, х = —. Значения

13aа е (2; 5) найдем, решив уравнение sin-----=1, откуда sin------ = ±1.
6 66

. 13а 13а л 6 f л ]Если sin----- = 1, то------= —+ 2лп, а = — —+ 2лп ;662 13^2 /

при и = 1, Oi =^ G (2; 5).

„ . 13а . 13а л п 6 f л _Если sin----- = -1, то----- = — + 2ли, а = — — + 2лп ;6 62 13^ 2 )

при п = 1, а2 =^ € (2; 5).

Итак, условию задачи удовлетворяют лишь два значения пара­
метра а.

_ 15л 9лОтвет: а, =----- , а9 =—^ 13 2 13

Пример 31. Решите уравнение
1g (ах) 4- 1g х = 1g (х - 3).

Решение.
ОДЗ: х > 3, a > 0.
Потенцируя уравнение, получим
lg (ax • х) = 1g (х - 3), или ах2 = х - 3, ах2 - х + 3 = 0, 
п , 1±Ѵ1-12а
В = 1 - 12а, х, 2 =--------------- .

’ 2а
л fl-12a>0,
Следовательно, < [а>0,
Учитывая, что х > 3, имеем

0<а<—, 
12

откуда 0<а<—.

1±л/1-12о 
2a

1 
12* 

>3; [1±Ѵ1-12а>6а,
или

0<а<—, 
12

1 - Ѵ1 — 12а > 6а.
(1)
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1+71-120 „--------------- > ^J
2a

(2)

Система (1) имеет решение при любых 0 < а < —.

и 1 + Ѵ1-12а
Неравенство (2) запишем в виде-----------------3 > 0, или

2а
1-6а + О» „ < п х 1
----------------------> 0, имеет смысл при любых 0 < а < —.

2а 12

Ответ: при а = —, х = 6;
12

при 0<a<—, Хі 2 =
при a < 0 или о>—, корней нет.

Пример 32. В зависимости от значений параметра а решите уравнение 
2 log5 (ax - 1) = log^ (-Х2 - 7х - 10).

Решение.
Запишем уравнение в виде

2 log5 (ax - 1) = 2 log5 (-Х2 - 7х - 10), или 
log5 (ax - 1) = log5 (-x2 - 7x - 10).
Уравнение (1) равносильно системе

(1)

или системе «

ах-1 = -х2 -7х-10,
-х2-7х-10>0,

х2 + (а + 7)х + 9 = 0, 
, или

х2 +7х + 10 < 0,

х2 + (а + 7)х + 9 = 0,
(2)

Корни уравнения системы (2) (если они существуют) будут равны 
Р = (а + 7)2 - 36 = (а + 7 - 6)(а + 7 + 6) = (а + 1)(а + 13),

-а-7-^а + ІХа + ІЗ) _ -a - 7 + ^/(o + lXo + 13)
2 2 — 2

Рассмотрим возможные случаи расположения корней хь х2 в интер­
вале (-5; -2):

1) Пусть дискриминант уравнения системы (2) равен нулю,
т. е. Р = 0, тогда а = -1, или а = -13.

1-7Если а = -1, то х = —= -3 е (-5; -2);

13 — 7если а = -13, то х =------- = 3 ё (-5; -2).
2
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2) Пусть а е (-оо; -13) и (-1; +оо).
Если оба корня хх и х2 лежат в интервале (-5; -2), то должна быть 

совместна система

(3)
1^2

Решая систему (3), находим, что -1 < а < —.
2

3) Если только корень х2 є (-5; -2), то должны выполняться неравен-

ства - откуда следует, что решений нет.

4) Если только меньший корень хх е (-5; -2), то получим систему
5<х.<-2, 1 1

решая которую находим, что — <а< —.2<х2, 2 5

Ответ: если а є (-оо; -1) и —; +оо I, то корней нет;

если а = -1, то х = -3;

если а є

если а є

1; "I’

1.
2’ 5 ’

ТО Х-і1,2 ”
-(а + 7)±Ѵ(а + 1)(а + 13).

2
-(а + 7) + ./(а + ІХа + ІЗ) то х =-------------2------------------

2

18.6. Логарифмические неравенства

Пример 33. Решите неравенство
(4^-х + 77)^^!!=^>0. 

х-а
Решение.
Заметим, что 4х2 -х + у[1 >0 при всех х е R (так как Л < 0 и первый

коэффициент 4 > 0).
Тогда данное неравенство равносильно 

неравенству
^«>0. (1)

х-а
Для решения неравенства (1) на коорди­

натной плоскости (х; а) найдем области, где 
выражение, стоящее в левой части неравен­
ства, сохраняет знак, и определим его. Гра­
ницы этих областей задаются соотношения-
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мих+1>0, х+1 = 1,т. е. х = Оиа = х. На рисунке заштрихованы те 
области, координаты точек которых удовлетворяют неравенству.

Ответ: при а е (-оо; -1], х € (-1; 0);
при а е (-1; 0), х е (а; 0);
при а = 0 решений нет;
при а € (0; +оо), х е (0; а).

Пример 34. Решите неравенство (а-б) -2^х 4 <а-3.

Решение.
Пусть 2^^ =і, где £ > 1, тогда получим неравенство (а - 6)1 < а - 3. 

На координатной плоскости (і; а) изобразим области, координаты точек 
которых удовлетворяют соотношениям і = 1 и (а - 6)і = а - 3, или

(і - 1)а = 6^-3, откуда а = ——— = 6+—.
і 1 і “ 1

На рисунке нужная область заштрихована.
Следовательно, при а є (-оо; 6], £ є [1; +оо) и при а є (6; +оо),

Учитывая подстановку t = 2'^~4t получим окончательный результат.

Ответ: при а є (-оо; 6], х є [4; +оо);

при а є (6; +оо), х є 4; 4 + log2f——“1

Пример 35. При каких значениях параметра а неравенство 
log4 (х + 1 - а) + 0,5 logo,б (* _ 3 - 2а) > 1 

имеет решение?
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Решение.
ОДЗ: /І+1’о>0’
* [х-3-2а>0.

Запишем исходное неравенство в виде
2 1о£4 (х + 1 - а) - 2 log4 (х - 3 - 2а) > 2, или 

log4 (х + 1 - а) - log4 (х - 3 - 2а) > 1, 
которое в области допустимых значений х и а равносильно неравенству

—— > 4, или х 4-1 - а > 4(х - 3 - 2а),
х-3-2а

откуда получим х + 1- а>4х-12- 8а, 7а + 13 > Зх, или

х<-(7а+13). (1)
3

Так как а-1<хи2а + 3<х (следует из ОДЗ), то с учетом (1) полу­
чаем систему неравенств

а-1<-(7а + 13), Гза_з<7а + із> Ґ4а>-10, |а>-2,5,

о [6а + 9<7а + 13; [а>-4; [а>-4,2а + 3<-(7а + 13); 1

откуда а > -2,5.
Заметим, что при а > -2,5 верно неравенство а - 1 < 2а + 3.
Итак, при а > -2,5 исходное неравенство имеет решение

2а + 3 < х < і(7а +13).

Ответ: (-2,5; +оо).

Пример 36. Найдите наибольшее значение параметра а, при котором

сумма loga И loga больше единицы при всех х.

Решение.
ОДЗ: х е R.
Пусть |х| = і, где £ > 0, тогда получим

10g« +ч >1, или

(4 + 30(6 + 50 
1ов“^ї7^>1ое‘а-

1) Если а> 1, то (1) примет вид

(1)

^—^^-^ > а, или (4 + 30(6 + 50 - а(1 + О2 > О, 

24 + 382 + 15і2 - а- 2аі - аі2 > О,

295



(15 - а)*2 + 2(19 - а)і + (24 - а) > 0. (2)
Р/4 = (19 - а)2 - (15 - а)(24 - а) = 

= 361 - 38а + а2 - 360 + 39а - а2 = а + 1 > 0.
Так как а > 0, а ^ 1, то

_(а-19)-Та + 1 _ (а -19) + Ѵа + 1
15-а ’ 2~ 15-а ’

а) а = 15, тогда из (2) имеем 81 + 9 > 0 — верно при всех ^ > 0; 
б) 1 < а < 15.
Так как 15 - а > 0, то ^ > *і, тогда неравенство (2) верно при любом 

^ > 0, если ^2 < 0» т- е. “—19)+ ° + ^<о> или (а-19) + 7а + 1 <0, или 
__  15-а 

7а + 1<19-а,
а + 1<(19-а)2, Іа2-39а + 360>0,
19-а>0; [а<19.

Решая неравенство а2 - 39а + 360 > 0, находим
В = 392 - 4 • 360 = 81 = 92 > 0,

15 24

39-9 39+9а, =------- = 15, а» =---------= 24.

Следовательно, а е (-оо; 15) и (24; +<ю).
Сравнивая с рассматриваемым случаем, имеем а е (1; 15).
в) а > 15.
Учитывая, что первый коэффициент в левой части неравенства (2) 

отрицателен, приходим к выводу, что неравенство (2) не может выпол­
няться при ^ > 0 ни для какого а > 15.

2) Если 0 < а < 1, то неравенство (1) примет вид
(15 - а)*2 + 2(19 - а)# + (24 - а) < 0. (3)

Заметим, что 15 — а > 0, значит, неравенство (3) не может выполняться 
при < > 0 ни для какого 0 < а < 1.

Итак, а е (1; 15], тогда а = 15 — наибольшее значение, удовлетворяю­
щее условию задачи.

Ответ: 15.
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§ 19. Задание 19. Числа и их свойства

Это в некотором смысле уникальная задача, которая решается до­
вольно просто — иногда всего в несколько строчек. Однако найти идею 
решения очень трудно.

Здесь встречаются задачи: .
1) на числа и их свойства;
2) числовые наборы на карточках и досках;
3) последовательности и прогрессии;
4) сюжетные задачи.

Пример 1. Найдите все простые числа р такие, что 14р2 -I- 1 — тоже 
простые.

Решение.
Если р * 3, то 14р2 4-1 делится на 3.
И действительно, р = ЗН 1, или р = ЗА - 1, тогда р2 = 9А2 + 6Н 1, 

или р2 = 9А2 - 6А 4- 1, а это значит, что остаток от деления числа р2 на 3 
равен 1.

Следовательно, 14р2 + 1 делится на 3 при любом р, не делящемся на 
3, т. е. не является простым числом.

Если жер = 3, то число 14р2 4- 1 = 127 — простое.
Ответ: 3.

Пример 2. На доске написано более 45, но менее 55 целых чисел. 
Среднее арифметическое этих чисел равно 6, среднее арифметическое 
всех положительных из них равно 15, а среднее арифметическое всех 
отрицательных из них равно -5.

а) Сколько чисел написано на доске?
б) Каких чисел написано больше: положительных или отрицатель­

ных?
в) Какое наибольшее количество отрицательных чисел может быть 

среди них?
Решение.
Пусть А — количество положительных чисел, I — отрицательных и 

т — нулей. Заметим, что сумма набора всех чисел равна количеству чи­
сел в этом наборе, умноженному на его среднее арифметическое. Тогда 

15А - 5/ 4- 0 • т = 6(А + I 4- т). (1)
а) Нетрудно заметить, что в левой части равенства (1) каждое слагае­

мое кратно 5, значит, к + 1 + т — количество целых чисел, кратных 5.
Согласно условіию задачи 45 <к + 1 + т< 55, поэтому к + 1 + т = 50. 

Значит, на доске написано 50 чисел.
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б) Упростим равенство 15А - 5/ = 6(Л + I 4- т) к виду 9Л > 11/ 4- 6т. 
Учитывая, что т>0, имеем 9к > 11/, т. е. к > 1, значит, положительных 
чисел больше, чем отрицательных.

в) (Оценка.) Подставим значение £ + / + т = 50в правую часть ра­
венства 15А - 5/ = 6(Л 4- / 4- т). Получим 15Л - 5/ = 6 • 50 = 300, откуда 
1 = 3к- 60.

Так как к + 1< 50, то к 4- (Зк - 60) £ 50, 4А < 110, /? < 27, тогда
I = Зк - 60 = 3 • 27 - 60 < 21. Значит, отрицательных чисел не более 21.

г) (Пример.) Пусть на доске 27 раз написано число 27, 21 раз написано 
число (-5) и 2 раза — 0.

т 15-7-5-21 405-105 еТогда имеем------—------= ----- —-----= 6, что удовлетворяет условиям

задачи.
Ответ: а) 50; б) положительных чисел; в) 21.

Пример 3. Каждое из чисел 2, 3, ..., 7 умножают на каждое из чисел 
12, 13, ..., 17 и перед каждым произвольным образом ставят знак плюс 
или минус, после чего все 36 полученных результатов складывают. Ка­
кую наименьшую по модулю сумму и какую наибольшую сумму можно 
получить в итоге?

Решение.
1. Если все произведения взяты со знаком «4-», то их сумма наиболь

шая и будет равна

(2 + 3 4-... + 6 4- 7)(12 + 13 + ... + 16 + 17) = «1(12+17 Й•о---------- оЛ 2
= (9 • 3) • (29 • 3) = 27 • 87 = 2349.

2. Поскольку полученная сумма нечетная, то число нечетных слагае­
мых в ней — нечетно. Кроме того, это свойство суммы сохраняется при
изменении знака любого из слагаемых. Следовательно, любая из полу­
чающихся сумм будет нечетной, а значит, не равна нулю.

3. Наименьшую по модулю сумму можно получить при такой расста­
новке знаков у произведения:
(-2 4- 3 - 4 4- 5 4- 6 - 7) • (12 - 13 - 14 4- 15 - 16 4- 17) = 1 • 1 = 1.

Ответ: 1; 2349.

Пример 4. Коричневый карандаш стоит 19 руб., зеленый — 15 руб. 
Необходимо купить карандаши, имея в наличии 629 руб. и соблюдая 
дополнительное условие: число зеленых карандашей не должно отли­
чаться от числа коричневых карандашей больше, чем на 5.

а) Можно ли купить 36 карандашей?
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б) Можно ли купить 39 карандашей?
в) Какое наибольшее число карандашей можно купить?
Решение.
а) Можно, например, купить 17 коричневых и 22 зеленых карандаша:
16 • 19 + 20 • 15 = 604 (руб.).
б) Дешевле всего 39 карандашей будут стоить, если купить наиболь­

шее возможное количество зеленых карандашей и наименьшее возмож­
ное количество коричневых, т. е. если купить 17 коричневых и 22 зеле­
ных, учитывая, что если коричневых меньше 17, то зеленых больше 22.

В этом случае разность между числом коричневых и зеленых каран­
дашей больше, чем 5.

Тогда стоимость покупки равна
17 • 19 4- 22 • 15 = 653 (руб.), что больше, чем имеющаяся сумма 

629 руб.
в) Пусть а и Ь — число зеленых и коричневых карандашей соответ­

ственно. Тогда получим
196 +15а £829, (1)

■ |б-а|<5, (2)
Ь, а = 0, 1, 2, ...

Пусть Ь + a = k, откуда a = k-b.B этом случае неравенство (1) примет

вид 19b + 15(А - Ь) < 629, или 45 4- 15А £ 629, откуда Ь < —(629 - 15Л).
4

Следовательно, неравенство (2) преобразуется к виду
-5 < b - а < 5, или -5 < b - (А - Ь) < 5, или й-5<2Ь<А + 5,

откуда - (й - 5) < b < — (k 4- 5), b = 0, 1, ..., k. 
2 2

Значит, |(6 - 5) < ^(629 - 156), или 2(6 - 5) < 629 - 156, 176 < 639,

Т. е. л—.
17

Таким образом, можно купить не более 37 карандашей.
Проверим, возможен ли случай, когда А = 37. При Ь = 17, а = 20 име­

ем 17 • 19 + 20 • 15 = 623 < 629.
Следовательно, наибольшее число карандашей равно 37.
Ответ: а) да; б) нет; в) 37.

Пример 5. Сторона квадрата на 3 см больше ширины прямоугольни­
ка, а площади этих фигур равны. Длины сторон квадрата и прямоуголь­
ника — целые числа.

а) Может ли ширина прямоугольника быть равной 6?
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б) Может ли длина прямоугольника быть равной 12?
в) Найдите все возможные варианты таких пар прямоугольников и

квадратов.
Решение.
а) Пусть х — ширина, у — 

длина прямоугольника, тогда 
(х 4- 3) — сторона квадрата.

По условию задачи 5КВ, = 5пр.
Но 5КВ. = (х 4- З)2, 5пр. = ху, 

тогда получим (х + З)2 = ху, где

+
R

X

У

х, у в N.
Если х = 6, то получим бу = (6 4- З)2, или бу = 81, откуда
81 27

У 6 2 « N.

Значит, ширина прямоугольника не может быть равной 6.
б) Если у = 12, то (х 4- З)2 = 12х, или х2 - 6х 4- 9 = 0, или (х - З)2 = О, 

х - 3 = 0, х = 3.
Так как x = 3€^иy = 12e^, то длина прямоугольника может быть 

равной 12.
ѵ (Х4-3)2 х24-6х4-9 .д. 9

в) (х 4- З)2 = ху, откуда у = -------— =-------------- = х 4- 6 4- —.
XX X

Так как у € ^, то х — делители числа 9, где х е N.
Значит, х = 1; 3; 9.
ООО

Тогдау = 1 4- 6 4- — = 16; у = 3 4- 6 4- — = 12; у = 9 4- 6 4- — = 16.
13 9

Имеем 3 возможности:

5 = 36 12

3 5 = 36

Ответ: а) нет; б) да; в) 4 х 4 и 1 х 16; 6 х 6 и 3 х 12; 12 х 12 и 9 х 16.
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Пример 6. Гриша перемножил несколько различных натуральных 
чисел из отрезка [21; 82]. Артур увеличил каждое из чисел на 1 и пере­
множил все полученные числа.

а) Может ли результат Артура быть вдвое больше, чем у Гриши?
б) Может ли результат Артура быть в 7 раз больше, чем у Гриши?
в) В какое наибольшее целое число раз результат Артура может быть 

больше, чем Гриши?
Решение.
а) Например, для набора чисел {22; 23; ...; 43} результат Гри­

ши равен 22 • 23 • ... • 43, а результат Артура будет 23 • 24 • ... • 44, 
т. е. (23 • 24 • ... • 44): (22 • 23 • ... • 43) = 2, т. е. в 2 раза больше.

б) При добавлении новых чисел отношение результатов Гриши и Ар­
тура становится только больше. Следовательно, наибольшее отношение 
получим, если Гриша перемножит все натуральные числа из данного 
отрезка [21; 82]. При этом результат Гриши равен 21 • 22 • 23 • ... • 82, 
а Артура — 22 • 23 • 24 • ... • 83. Тогда отношение этих чисел будет равно 
(22 • 23 • 24 •... • 83): (21 • 22 • 23 •... '82) = ^ < 7.

Значит, результат Артура не может быть в 7 раз больше результата 
Гриши.

в) Как показано в пункте б), результат Артура превосходит результат 
83Гриши не более чем в — раза. Наибольшее целое число, не большее

83—, — это число 3.
21

Для набора {21; 22; 23;...; 62} результат Гриши равен 21 * 22 - 23 *... * 62, 
а Артура — 22 • 23 • 24 •... • 63, т. е. в 3 раза больше.

Таким образом, наибольшее целое отношение результатов Артура и 
Гриши равно 3.

Ответ: а) да; б) нет; в) 3.

Пример 7. Известно, что at bt с и d — попарно различные положи­
тельные двузначные числа.

і ™ а + с 9 о
а) Может ли выполняться равенство------ = —?

b + d 21

б) Может ли дробь------ быть в 13 раз меньше, чем сумма —+ —?
b + d b d

. „ „а + св) Какое наименьшее значение может принимать дробь ------ , если
b + d

а> 3b и. О 3d?

301



Решение.
ч а + с 9 18 27 12 + 15а)------ = — = — = — =---------- ,

b + d 21 42 63 13 + 50
значит, а = 12, b = 13, с = 15, d = 50.

б) Допустим, что 13 а + С = —+—. Тогда получим 135d(a + с) = ad(b + 
b + d b d

+ d) + bc(b + d), или 13abd + 13bcd = abd 4- ad2 + b2c + bcdt или 12abd - 
- ad2 + 12bcd - b2c = 0.

Группируя слагаемые, имеем
ad(12b - d) + bc(12d - 5) = 0. (1)

По условию задачи a, b, с и d — различные положительные двузнач­
ные числа, тогда 12b - d > 0 и 12d - b > 0r ad > 0, be > 0t значит, равен­
ство (1) выполняться не может.

Кроме того, 125 - d > 12 • 10 - 99 > 0 и 12d - b > 12 • 10 - 99 > 0, зна­
чит, б) нет.

в) а ^ 35 + 1, с ^ 6d + 1, тогда
а + с 35 +1 + 6d + l = (35 + 3d) + (3d + 2) = ^ ( 3d + 2
b + d b + d b + d b + d ’

ЗН1$а,или36+В99, is—= 32-. 
3 3

Значит, наибольшее значение 5 = 32, тогда
_ 3d + 2 о 3d + 23+------- = 3 +---------

b+d 32+d
3d + 96-94 

d + 32
3(d + 32) 94 = 94

d + 32 d + 32 d + 32
94Дробь -------- будет наибольшей, при наименьшем значении d = 10

d + 32
(так как d — двузначное положительное число).

94Получим 6-----------
10 + 32

94=6-— = 12M7 = 7?
42" 21 21 "21’

Итак, 5 = 32, d = 10, a ^ 3 • 32 + 1 = 97, c 6d + 1 = 6 • 10 + 1 = 61.
o a + c 97 + 61 158 79Значит, ------ =----------=-------= —.

5 + d 32 + 10 42 21
79Ответ: а) да, а = 12, b = 13, с = 15, d = 50; б) нет; в) —.

Пример 8. Известно, что а,Ь,с^,еи/ — это различные, расставлен­
ные в произвольном порядке числа 2, 3, 4, 6, 7 и 16.

а) Может ли выполняться равенство
асе 
b + d+7

б) Может ли выполняться равенство
асе 1235 ч
- + — + - = :—?

b d f 336
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в) Какое наибольшее значение может принимать суі^ма — + — +—?
Ь d / 

Решение.

а) —+- + - = -+- + 2 = 5 + 2 = 7.
6 3 2 3 3

б) Заметим, что произведение Ь - d^ / должно быть кратно 336.
336 = 2 • 2 • 2 • 2 • 3 • 7 = 24 • 3 • 7 = 16 • 3 • 7.
Знаменатель дробей может быть и 672, так как 672 = 2 • 336 = 

= 2 • 16 • 3 • 7 = 16 • 7 • 6.
Если знаменатель равен 336 • 3 = 1008 = 16 • 3 • 7 • 3, что не подходит, 

так как среди данных чисел всего одна тройка.
а_ с_ е = 21а + 48с + 112е (21 + 48 + 112) 6 _ 181-6 = 1086 1235

16 + 7 + 3 ” 336 336 336 " 336 336 '

_а_ с е = 42а + 96с + 112е < (42 + 96 + 112) 4 _ 250-2 = 500 1235
16+ 7+ 6 ” 672 672 336 " 336 < 336 ’

. а с ев) Сумма —+—+ — может принимать наибольшее значение, если в 
Ъ d /

знаменателях дробей выбрать наименьшее из данных чисел, т. е. 2, 3 и
4, а в числителе выбрать число 16. Можно записать так:

а с е а с е а с 16 6 7 16 3 7 16
—і—і— ^ —і—і— < —-і—і < —і—і----- = —і—і------- —
Ъ d / 432 432 432232

= 19 7 = 57 + 14 = 71
2 + 3 “ 6 ” 6 ’

О Г 6 7 6 7 тЗамечание. Если записать -+^ иначе, например, ^ + -, то в I случае

23 тт 45получим —, а во II случае получим —.

„ 23 46 45 
6 12 12

71Ответ: а) да; б) нет; в) —.
6

Пример 9. Квадратное уравнение х2 + рх + д = 0 имеет два различ­
ных натуральных корня.

а) Пусть д = 14. Найдите все возможные значения р.
б) Пусть р + д = 18. Найдите возможные значения д.
в) Пусть д2 - р2 = 1265. Найдите все возможные корни исходного 

уравнения.
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Решение.
а) Пусть Хі и х2 — корни данного уравнения. По теореме Виета Хі • х2 = 

= д = 14 (по условию). Но 14 = 1 • 14 = 2 • 7. Значит, хх + х2 = 15, или 
Хі + х2 = 9.

Тогда рі = -(Хі + х2) = -15 или р2 = -9.
б) Хі + х2 = ~Р> «Г «2 = Я-
По условию р + д = 18, или ххх2 - (Хі + х2) = 18. Преобразуем левую 

часть полученного равенства так, чтобы разложить на множители:
1 + х^г - Хх - х2 = 19, или (ххх2 - х2) - (хх - 1) = 19, или
х2(хх - 1) - (Хі - 1) = 19, или (хх - 1)(х2 - 1) = 19, где хх, х2 е ^.
Но 19 = 1 • 19, значит, Хі - 1 = 1, х2 - 1 = 19 (или наоборот). В любом 

случае д = Хі • х2 = 2 • 20 = 40.
в) По условию д2 -р2 = 1265, или
(д-р)(ц +р) = (ххх2 + Хі + Х2)(Х1Х2 - Хі - х2) = 1265.
Но 1265 = 5 • 253 = 5 • 11 • 23.
Заметим, что числа д - р и д + р — одинаковой четности, поэтому 

каждое из них нечетное. Кроме того, р> д+ р>
Остается рассмотреть варианты:
1) Х1Х2 + Хх + х2 = 55, Х!Х2 - Х1 - х2 = 23;
2) ххх2 + хх + х2 = 115, х^г -Хх-х2 = 11;
3) Х1Х2 + Хх + х2 = 253, Х!Х2 - хх - х2 = 5.
Рассмотрим каждый случай в отдельности.

1)
х^з + хх + х2 = 55, 
ХіХ2 — (хх +х2) = 23.

Складывая и вычитая почленно левые и правые части системы, имеем 
2ххХ2 =78, [ х.х2 = 39,

, \ і откуда Хх = 13, х2 = 3 (или наоборот).
2(хі+х2) = 32; х1+х2=16,

Аналогично находим:
ххх2 +х1 + х2 =115, 

^ХхХ2-(х1+х2) = 11;
2хгх2 = 126, Ґ хгх2 = 63, 
2(х1 + х2) = 104; [х!+х2=52.

Легко показать, что уравнение х2 - 52 х + 63 = 0 не имеет натураль-
ных корней:

2x^2 = 258, (ххх2 = 129,
2(х!+х2) = 248; [х1 + х2=124.

Уравнение х2 - 124х + 129 = 0 также не имеет натуральных корней.
Ответ: а) -15, -9; б) 40; в) 13 и 3.
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Пример 10. Известно, что квадратное уравнение вида х2 4- тх + к = 0 
имеет 2 различных натуральных корня.

а) Найдите все возможные значения к при т = -8.
б) Найдите возможные значения т при к - т = 25.
в) Найдите все возможные значения корней уравнения, если 

к2-т2 = 1628.
Решение.
а) Пусть хх и х2 — натуральные корни уравнения, тогда по теореме

Виета имеем -
Х1 + Х2 = ~т’ 

хх • х2 = k.
Заметим, что число 8 можно записать в виде суммы двух различных 

натуральных слагаемых двумя способами.
8 = 14-7 = 24-6, тогда Л = 7 или к = 12.
б) По условию задачи к - т = 25, Где к = ххх2, т = (х^ + х2). Тогда 

получим
х^г 4- Хі 4- х2 = 25, или
х^г 4- Хі 4- х2 4- 1 = 26.
Теперь применим способ группировки:
х1(х2 + 1) + (^2 + 1) = 26, ИЛИ

(Хі + 1)(х2 + 1) = 26.
Поскольку оба множителя — натуральные числа, не меньшие двух, 

то Хі 4- 1 = 13, х2 4- 1 = 2.
Значит, хх = 12, х2 = 1, тогда т = -(12 4- 1) = -13.
в) Запишем данное уравнение в виде
(к - т)(к + т) = 1628 = 4 • 407 = 22 • 11 • 37.
Заметим, что числа к - т и к + т имеют одинаковую четность, поэто-

му они оба четны.
При этом k - т > k + т, так как т 

>-т = 74, [2/? = 96,
Значит, 1) < < <

\k + m = 22\ [2тп = -52;

<0.
> = 48, 
т = -26.

В этом случае получим уравнение х2 - 26 х 4- 48 = 0, корни которого 
Хі = 2, х2 = 24.

л Â-m = 814.
2)

[k + m = 2;
2^ = 814, 
2m = -812;

> = 408, 
]т = -406.

Получим уравнение х2 - 406х + 408 = 0, которое не имеет натураль­
ных корней.

Ответ: а) 7 или 12; б) -13; в) 2 и 24.
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Глава 2

АНАЛИЗ ТИПИЧНЫХ ОШИБОК 
ШКОЛЬНИКОВ И АБИТУРИЕНТОВ 

ПРИ СДАЧЕ ЕГЭ

§ 20. Вычислительные ошибки

20.1. Действия с обыкновенными 
и десятичными дробями

„ 4 з 4 7Пример 1. - + -*-. 
4 5 9

Правильное решение.
3 4 = 3 5 + 4-4 = 15 + 16 = 31 = 11
4 + 5~ 20 "20 "20-120'

2 2Пример 2. 9 — *8- . 
3 3

Правильное решение.
9_2=83_2=81.

3 3 3 3

ПримерЗ. 13--7-#6-#6-. 
8 3 24 6

Правильное решение.
1О5 Л ^5-3-18 а 7
Іо—7— = о--------------= о—.

8 3 24 24

19,8
Пример 4. 4,35

15,55 — неверное решение. 
Правильное решение.

19,80
4,35

15,45’
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Пример 5. 23,2 * 0,001 * 0,232.
Правильное решение.
23,2 • 0,001 = 0,0232.

Пример 6. 14,4 : 0,09 * 16.
Правильное решение.
14,4 : 0,09 = 1440 : 9 = 160.

20.2. Нахождение значения выражений, 
содержащих степени

Пример 7. Найдите значение выражения
(б’1 + 7"1) -2 * (б’1) "2 + (7"1) -2.

Правильное решение.
(6-1 + 7-1)-2 = Г1 + 1Г Г13 Г = Н = 1764 =10

[б I 42 J W ЦЗ/ 169 169

Пример 8. Вычислите 92 *92 ^94 .
Правильное решение.
11 11

9292 =92+z = 9г=9.

i
Пример 9. Вычислите 64 3 *643.
Правильное решение.

_1 _1 1
64 3 =(43) 3 =4_1=^.

Пример 10. Вычислите 12 • З-1 * (12 • З)-1 * —.
36

Правильное решение.
12 • З-1 = 12 • і - 4.

3

20.3. Нахождение значения выражений, 
содержащих корни

Пример 11. Найдите значение выражения
5/7-25/6+5/7 + 2^6.

>/7-2^/б + >/7 + 25/6 = 5/1-25/6 + 6 + 5/1+25/6+6 =
= 5/аЬ^б)5 + 5/(1 + 7б7 * 1 - 5/6 +1 + 5/6 # 2.

307



Правильное решение.

^7-24б + Тт + зТб = 7(1-\/б)2 + 7(1+ Ѵё)2 = 
^І-л/бІ+ІІ+л/б^Ѵб-І+І+^гѴб.
Пример 12. Вычислите ^ -Й.

Правильное решение.
Й • ® * $27.

^З11

Пример 13. Вычислите

Правильное решение.

Пример 14. Внесите множитель под знак корня -ЗЙ.

-3^5* 7(-3)4'8-

Правильное решение.
-3^5=-Ѵз^5=-^405 .

Пример 15. Вынесите множитель из-под знака корня 7(-3)вав. 

^з/а* *-За.

Правильное решение.
^^а* = ^(-За)6 = |-3а| = |-3| • |а| = 3|о|.

Пример 16. Вычислите ^(-5)® .

^(-5)8 *-5.

Правильное решение.

Тно^иН5-
Пример 17. Вычислите >/2-Й.

^•^2^^2.
Правильное решение.

у/2-$2= ^2® • Ѵ22 = ^23 -22 = ^2® = ® .
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20.4. Вычисления, связанные с логарифмами

Пример 18. Вычислите log3 5 + log3 8 * logз 13.
Правильное решение: 1о£3 5 + log3 8 = log3 (5 • 8) = 1об3 40.

Пример 19. Вычислите log2 18 - log2 6 * log2 12.
18Правильное решение: 1о52 18 - 1об2 6 = log2— = 1о&2 3.
6

Пример 20. 3“1О8з7^-7.
Правильное решение: 3'1овз7 = (з1огз7) = 7-1 = І.

- 1
Пример 21. 6П .

Правильное решение: 6" =\/б, где п е Ы, п> 1.

Правильное решение:
Пример 22. 8^-9^ ^^-уі8.

_ д^°%9 8_дТ^^Т®

§ 21. Ошибки в тождественных 
преобразованиях

21.1. Действия с многочленами

Пример 23. Раскройте скобки:
-(5х - 2у + 7) * 5х + 2у - 7.

Правильное решение.
Знак «-» относится к каждому одночлену, тогда

-(5х -20 + 7) = -5х + 2у - 7.

Пример 24. Раскройте скобки:
-(х - 2) (4х + 3) * -4х2 - 5х - 6.

Правильное решение.
-(х - 2) (4х + 3) = (2 - х) (4х + 3) = 8х - 4х2 + 6 - Зх = - 4х2 + 5х + 6.
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Пример 25. Разложите на множители
а6 + а8 + о2 - а + 1 # а3(а3 + 1) (о2 - а + 1).

Правильное решение.
ав + а3 + а2 - а + 1 = а3(а3 + 1) + (а2 - о + 1) =
= а3(а + 1) (а2 - а + 1) + (а2 - а + 1) = (а2 - а + 1) (а4 - а3 + 1).

Пример 26. Разложите на множители Зх2 - Юх + 3.

Зх2 -10х + 3 ^ (х-3)[ х -^

Правильное решение.

Зх2 - Юх + 3 = 3(х - 3) х-- =(х-3) (Зх - 1), 
3 у

где 3 и — — корни трехчлена.

Пример 27. Ошибки в применении формул сокращенного умножения:
а2 + Ь2_ эд а -|_ эд

а2 - Ъ2 ^(а - Ь)2;
а2 - аЬ + Ь2 ^(а- Ь)2;
а3 + Ъ3*(а + Ь) (а2 + аЬ + Ъ2);
(а + Ь)3 # о3 + Ь3;
(а + Ь)2 * а2 + Ъ2.

21.2. Действия с алгебраическими дробями

х3-х2 
Пример 28. Сократите дробь------х—. 

5х
х3 - х2 х3 

5х2 5
Правильное решение. 
х3 -х2 _ х2(х-1) _ х-1 

5х2 5х2 5
х2 

Пример 29. Выделите целую часть------ . 
х-3

2 2 2 2X X X X------ ^---------- # X------ . 
х-3 х 3------- 3

Правильное решение.
X2 (х2-9) + 9 х2-9 9 „9

х-3 х-3 х-3 х-3 х-3
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Пример 30. Упростите Л------------- .
/-4 у + 2

У + Ъ _ 6 = у + 3_______ 6(у-2) * у+3-6у-12
»2-4 ^ + 2 (І/-2ХУ + 2) (у-2)(у + 2) (у-2)(у + 2) '

Правильное решение.
Следует учесть тот факт, что если перед дробью стоит знак «-», то 

знаки всех слагаемых в числителе вычитаемого следует поменять.
у + 3___6_= у+3-б(у-2) у+3-6у+12 -5у + 15
у2-4 у + 2 "' (у-2)(у + 2) (у-2)(у + 2) (у-2)(у + 2)

-5(3-у) 5(3-у)
у2-4 у2-4

п п х-Зу 9хуПример 31. Выполните сложение: —=-------- -—5“ + —=—~—г«
х2 + 3ху + 9у2 х3-27у3

х-Зу 9ху = х-Зу ________ 9ху________ =
х2 + Зху + 9у2 х3-27у3 х2 +3ху + 9у2 (х-3у)(х2+3ху + 9у2)

_ (х - Зу)2 + 9ху х-3у + 9ху

(х-3у)(х2+3ху + 9у2) х2 + 3ху + 9у2
Сокращение дроби выполнено неверно, так как для сокращения необ­

ходимо числитель дроби разложить на множители.
Правильное решение.

х-Зу 9ху _ _ (х-Зу)2 +9ху _

х2 +3ху + 9у2 х3-27у3 (х-3у)(х2+ 3ху + 9у2)

х2 +3ху + 9ху _ 1
(х-3у)(х2+3ху + 9у2) х-Зу'

21.3. Преобразование выражений, содержащих 
корни и степени с дробными показателями

Пример 32. -^^-^х3 +у3.

X3 + у3
Правильное решение.

_х + У__ (х^+(у^__ (х3+у3)(х3-х3у3+у3) _ | | |
11 11 х х У •

х3+у3 X3+у3 X3+у3
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і f і
Пример 33. х3-х3#х3 1-х9

Разложение на множители выполнено неверно, надо иметь в виду 
что выносить за скобки следует множитель с наименьшим показателем

т. е. X3 .
Правильное решение.

Пример 34. Найдите значение выражения Ѵх + 4 - Ѵх-7 , если

4х + і-4х^Ч = -11 — неверно. 
Правильное решение.

11

-з + „-3
2 2 у2 

3+у3

1 1

2 +У2 ;
Пример 35.

1 1

Пример 36. (х2 -у2)2 ^х-у.
Правильное решение. 
11 1 111 11

(х2 - у2)2 = (х2)2 -2х2у2 + (у2)2 =х-2х2у2 + у.

11 \2' 
2
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Пример 37. Ща-4)2
Правильное решение.

І2 = ^4-а, если а <4.

§ 22. Ошибки при решении различных типов 
уравнений

Пример 38. Решите уравнение Ѵ-х + 7 (8 - х) = 0.
Неверный ответ: хх = 7, х2 = 8.
Ошибка: х2 = 8 — посторонний корень.
Причина ошибки: из ОДЗ => -х + 7 > 0, откуда х < 7.
Значит, х2 = 8 не удовлетворяет ОДЗ.
Решение.

8-х = 0, х = 8,
\/-х + 7 (8 - х) = 0, откуда -х + 7 > 0, х < 7,

Значит, х = 7.
Ответ: х = 7.

х — 4Пример 39. Решите уравнение----- г = 1. 
х-4

Неверный ответ: х є R.
Ошибка: х = 4 не является корнем.

х — 4Причина ошибки: не учтено условие существования дроби------

Решение.

 = 1, откуда < / Л илих^4. 
х-4----------------- [х-4^0,
Ответ: х є (-оо; 4) и (4; -4-ос).

_і
Пример 40. Решите уравнение------- = 0.

2х-1

Неверный ответ: х = —.

Ошибка: х = — не является корнем.
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Причина ошибки: при х = — знаменатель дроби обращается в нуль 
2

(дробь не имеет смысла).
Решение.
2х-1 Л [2х-1 = 0,-—- = 0, откуда < 2* і^о т. е. уравнение не имеет действительных

корней.
Ответ: корней нет.

Пример 41. Решите уравнение
,2

- = 0.
х

Неверный ответ: Хі = 4, х2 = 0, х3 = -4.
Ошибка: х = 0 не является корнем.
Причина ошибки: при х = 0 знаменатель дроби обращается в нуль 

(дробь не имеет смысла).
Решение.

'I — х2
■------= 0, откуда
X

4|х|-х2 =0.
х*0; х^О,

т. е. 4 - |х| = 0, |х| = 4, значит, х^ 2 = ±4.
Ответ: хх = -4, х 2 = 4.

Пример 42. Решите уравнение ^ = 0.

Неверный ответ: Хі = 4, х2 = 3.
Ошибка: х2 = 3 не является корнем.
Причина ошибки: не учтено условие существования корня.
Решение.

= 0, откуда х * О, т. е. х = 4.

х-3 = 0

Ответ: х = 4.

Пример 43. Решите уравнение (х + 9) (х2 - 3) = 6(х + 9).
НеверНый ответ: Хі = -3, х2 = 3.
Ошибка: потерян корень х3 = -9.
Причина ошибки: при делении обеих частей уравнения на х + 9 по­

терян корень х3 = -9, при котором обе части уравнения обращаются в 
нуль. Следовало х + 9 вынести за скобку.
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Решение.
(х + 9)(х2 - 3) = 6(х + 9), или (х + 9)(х2 - 3 - 6) = О, 
(х + 9)(х2 - 9) = О, (х + 9)(х - 3)(х + 3) = О.
Откуда находим Хі = -3, х2 = 3, х3 = -9.
Ответ: х^ = -3, х2 = 3, х8 = -9.

Пример 44. Решите уравнение х2 + |х -

Неверный ответ: х^ = -4, х2 = 3, х3> 4 =

2| = 10.
^(і±М

Ошибка: х^ = -4 и х4 = —(1-л/ЗЗ) не являются корнями исходного

уравнения.
Причина ошибки: корень х^ = -4 был найден при условии х > 2 и это­

му условию не удовлетворяет, а корень х4 =—(1 — л/ЗЗ) найден при усло- 
2

вии х < 2 и этому условию не удовлетворяет.
Решение.
х2 +|х-2| = 10.

Iх-2-0’ 
[х2 4-х-2 = 10;

х>2, (х^2,
х24-х-12 = 0; ^=4x2=3.

Корень Хі = -4 не удовлетворяет условию х > 2, значит, при х > 2 ис­
ходное уравнение имеет корень х2 = 3.

х-2<0, 
[х2-х4-2 = 10;

х<2, 
х2 - х-8 = 0;

х<2,

Х3,4 =
|(1±^3).

Так как х < 2, то корень х3 = — (14- ѴЗЗ) не удовлетворяет, тогда

х4 = — (1 — ѴЗЗ) — корень исходного уравнения.

Ответ: 3, І(І-ѴЗЗ).

Пример 45. Решите уравнение Ѵго-х2 = 2 - х.
Неверный ответ: Хі = 4, х2 = -2.
Ошибка: х^ = 4 не является корнем уравнения.
Причина ошибки: при х = 4 правая часть уравнения отрицательна, 

что невозможно, так как 2 - х > 0.
Решение.
УІ20-Х2 = 2-х.
Возведем обе части уравнения в квадрат: 20 - х2 = 4 - 4х 4- х2, или 

2х2 - 4х - 16 = 0, или х2 - 2х - 8 = 0, откуда находим х^ = 4, х2 = -2.
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При х = 4 правая часть уравнения 2 - х < 0, что невозможно, следо­
вательно, х = 4 — посторонний корень. Корень х = -2 удовлетворяет 
исходному уравнению.

Ответ: х = -2.

Пример 46. Решите уравнение Ѵх2 =2.
Неверный ответ: х = 2^2.
Ошибка: потерян корень х = -2-Л.

2
Причина ошибки: переход от уравнения чх2 = 2 к уравнению х3 =2 

не является равносильным, поскольку исходное уравнение имеет также 
3 3

корень х = -2у/2, а уравнение х3 =2 имеет лишь один корень х = 22 =2у/2, 

так как х > 0 (по определению степени с дробным показателем).
Решение.
у/х2 = 2, тогда х2 = 23 = 8, Хх, 2 = ± Ѵв = ± 2>/2.

Ответ: х1( 2 = ± 2-72.

2
Пример 47. Решите уравнение х5 =4.
Неверный ответ: Хх = -32, х2 = 32.
Ошибка: хх = -32 не является корнем данного уравнения.

2
Причина ошибки: переход от уравнения х5 = 4 к уравнению у/х2 =4 

не является равносильным, так как для данного уравнения должно вы­
полняться условие х > 0 (по определению степени с дробным показа­
телем), тогда как уравнение у/х2 = 4 действительно имеет корни 

хх = -32, х2 = 32.
Решение. 

2 5 5
х5 =4, тогда х = 42, х = (22)2, х = 25 = 32 — единственный корень 

уравнения.
Ответ: х = 32.

Пример 48. Решите уравнение 16х2 - 9 = (4х - 3)>/хЧ48.

Неверный ответ: хх = 1, х2 = -2,6.
Ошибка: потерян корень х3 = 0,75 при делении обеих частей уравне­

ния на 4х - 3.
Причина ошибки: выражение 4х - 3 = 0 при х = 0,75, т. е. х3 = 0,75 — 

также корень уравнения, х2 = -2,6 — посторонний корень, так как при 
х = -2,6 правая часть исходного уравнения отрицательна, а левая поло­
жительна.
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Решение. ______ ______
16х2 - 9 = (4х - 3)Ѵх2+48, (4х - 3) (4х + 3) = (4х - 3)Ѵ?+48, или 

(4х - 3) (4х + 3 - 4х2 + 48 ) = 0, откуда 4х - 3 = О, 
или 4х + 3 - ^х2 +48 = 0.

Из первого уравнения находим х = 0,75 — корень уравнения.
Из второго уравнения имеем 4х 4- 3 = \Іх2 +48 , или 16х2 + 24х + 9 = 

= х2 + 48, 5х2 + 8х - 13 = 0, откуда находим х = 1, х = -2,6 — посторон­
ний корень.

Ответ: 1; 0,75.

Пример 49. Решите уравнение ѴЗх + 4 ->/х + 5 =1.
Неверный ответ: хх = 4, х2 = -1.
Ошибка: х2 = -1 не является корнем данного уравнения.
Причина ошибки: ошибка появилась в связи с тем, что при возведении 

обеих частей данного уравнения в квадрат получилось уравнение-след­
ствие, не все корни которого являются корнями исходного уравнения.

Решение.
ѴЗх + 4 -Ѵх + 5 =1, (л/Зх + 4 -Ѵх + б) =1, или

Зх + 4 + х + 5- 2 7(Зх + 4)(х + 5) = 1, 4х + 8 = 2Л/(Зх + 4)(х + 5),

2(х + 2) = ^(ЗхНХх + б), 4(х2 + 4х + 4) = Зх2 + 4х + 15х + 20,

4х2 + 16х + 16 = Зх2 + 19х + 20, 
х2 - Зх - 4 = 0.
Откуда хх = 4, х2 = -1.
Проверка показывает, что х2 = -1 — посторонний корень.
Ответ: х = 4.

Пример 50. Решите уравнение (х - 5) 1о§2 (2 - х) = 0.
Неверный ответ: Хі = 5; х2 = 1.
Ошибка: х = 5 не является корнем.
Причина ошибки: х = 5 не удовлетворяет условию 2 — х > 0, так как 

при х = 5 множитель х - 5 = 0, а второй множитель при х = 5 не имеет 
смысла.

Решение.

(х - 5) log2 (2 - х) = 0, или
|х-5 = 0, 
[2 - х > 0, 
1об2(2-х) = 0,

откуда 2-х = 2°=1,х=1 — корень уравнения.
Ответ: х = 1.

317



Пример 51. Решите уравнение І£ х2 = 3.
Неверный ответ: х = ІОТІО.
Ошибка: потерян корень х = -ІОТІО.
Причина ошибки: ошибка в применении формулы І£ х2 = 2 1< х.
Эта формула верна, если х > 0. Если х < 0, то І£ х2 = 21^ (-х). 
Решение.

I способ
ІЙ х2 = 3, или 2 І£ |х| = 3,1? |х| = —, откуда |х| = 103/2 = Ло®=юЛо, 

2
тогда Хі 2=±юЛо.

II способ
І£ х2 = 3. По определению логарифма имеем 
х2 = ІО3 = 1000, х = ±10Ло, где х * О (по ОДЗ). 
Ответ: -ІоЛО; юЛо.

Пример 52. Решите уравнение log4 (17 - 8х) • log6 _ 2х 2 = 1.
Неверный ответ: х = 1, х = 2.
Ошибка: число 2 не является корнем уравнения.
Причина ошибки: не учтено, что 5 - 2х * 1, т. е. х * 2.
Решение.

17-8х>0, 
ОДЗ: 5-2х>0, 

5-2х*1;

11
8 ’ 

5 
2’

17 х<—,
8 

х#2.

Следовательно, х є (-оо; 2) и

Запишем уравнение в виде 1о?4 (17 - 8х) 1ов(б2х)2 22 = 1, или

1о^4 (17 - 8х) = log4 (5-2 х)2, откуда 17 - 8х = (5 - 2х)2.
После упрощений получим квадратное уравнение

4х2 - 12х + 8 = 0, или х2 - Зх + 2 = 0, откуда находим Хі = 1, х2 = 2.
Корень х = 2 не удовлетворяет ОДЗ.
Значит, х = 1 — корень исходного уравнения.
Ответ: х = 1.

х-1

Пример 53. Решите уравнение 25 х 4х =80.
Неверный ответ: х = 2 и х = -1.
Ошибка: потерян корень х = -1о£б 4.
Причина ошибки: уравнение записали в виде
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(52) x -4* = 5 • 42, откуда сделан вывод, что —------- + х = 1 + 2,
Ѵ ' X

решив, получили Х1 = 2, Х2 = ~1.
Решение.
Прологарифмируем данное уравнение по основанию 5 (или 2). Сле­

дует заметить, что можно, вообще говоря, логарифмировать по любому 
положительному основанию, не равному 1, но не совсем удачный выбор 
основания может привести к громоздким вычислениям.

Имеем log65 * + log64x =80, или —------- + х log6 4 = log6 (16 • 5),
X

или ——— + х log6 4 = 2 log5 4 + 1. 
х

Умножим обе части уравнения на х * 0:
2(х - 1) + x2log6 4 - 2х log6 4 + х, или (log5 4)х2 + (1 - 2 log6 4)х -2 = 0.
D = (1 - 21og6 4)2 + 8 log6 4 = (l + 21og64)2 > 0,

*і.2 = lo^ 4 - 1) ± (2 logs 4 + 1)), откуда
2 log6 4

хі------- -—(2 logs 4 + 2 log45) = ^^ = 2, 
21og64* 21og64

х2=—------(-2)--------- ---------- logs 4.
21og45 log45

Ответ: -log6 4; 2.

Пример 54. Решите уравнение х*-6 =1.
Неверный ответ: х = 5.
Ошибка: потеряны корни х = -1их = 1.
Причина ошибки: корень х = 5 получен при условии х > 0, х * 1, по 

определению степени с целым показателем основание степени может 
быть 1 и -1.

Решение.
При х > 0, х ^ 1 получим Xх"5 = х°, откуда х = 5.
При х = 1 получим I1-6 =1, т. е. 1 — корень уравнения.
При х = -1 имеем (-1)"1-5 =1, т. е. х = -1 — корень уравнения.
Ответ: -1; 1; 5.

Пример 55. Решите уравнение cos Зх = 0,5.

Неверный ответ: х= ±— +2 пп, п е Z.

Ошибка: неверно найдено второе слагаемое.
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Причина ошибки: второе слагаемое 2пп не разделили на 3.
Решение.

cos Зх = 0,5, Зх = ± arccos 0,5 4- 2лп, п є Z, Зх = ±— 4- 2тсп, откуда 
3

, 71 2кп „= ±—+----- , п е Z.
9 3

Л , тс 2пп „ Ответ: ±—+ , п е Z.
9 3

Пример 56. Решите уравнение cos х + sin х = 1.

Неверный ответ: х = ^-, п е Z.

Ошибка: посторонние решения х = тс 4- 2пп, х = —— + 2тсп, п е Z.

Причина ошибки: обе части уравнения возвели в квадрат, что при­
вело к появлению посторонних решений. Следовало сделать проверку 
корней.

Решение.
sin X 4- COS X = 1.
В книге «Научись решать уравнения различными способами» авто­

ром приводится 10 способов решения уравнения, один из которых мы
приведем.

sin х 4- sin —х =1, или, применяя формулу суммы синусов, имеем

Я І Л і І Л і2sin—cos х— =1, или v2cos х— =1, 
4 4 4

і тс і 1cos х— = —= , откуда
I 4j V2j

Л Лx — = ±— 4- 2icn, n є Z, T. e. x = — 4- 2тсп, x = 2тсп, n є Z> 
4 4 2

тс Ответ: — 4- 2nn, 2кп, n e Z.
2

§ 23. Ошибки при решении неравенств

Пример 57. Решите неравенство -4х < -8.
Неверный ответ: (-оо; 2].
Ошибка: неправильно найден промежуток изменения переменной.
Причина ошибки: при делении обеих частей неравенства на отрица­

тельное число (-4) знак неравенства не был изменен.
Решение.
-4х < -8, или х > 2.
Ответ: [2; 4-оо).
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Пример 58. Решите неравенство — < -1.

Неверный ответ: [-1; +<ю).
Ошибка: неправильно найден промежуток изменения переменной.
Причина ошибки: в освобождении от знаменателя дроби без учета его 

знака (число х может быть как положительным, так и отрицательным).
Решение.

I х + 1 Л— < -1, — 4-1 < О, или------< 0.
XX X

Решая полученное неравенство методом интервалов, находим
-1 < х < 0. + _ +

^////////////////0 ^

-1 0

Ответ: [-1; 0).

Пример 59. Решите неравенство х2(х + 2)(х 4- 3) > 0.
Неверный ответ: (-оо; -3) и (-2; +оо).
Ошибка: не учтено, что х# 0.
Причина ошибки: при решении данного неравенства методом интер­

валов не учтено, что х = 0 — двойная точка и при переходе через нее 
функция /(х) = х2(х 4- 2)(х 4- 3) не меняет знака.

Решение.
х2(х + 2)(х + 3)>0,
Хі = 0, х2 = -2, х3 = -3, 

+ +

-2 0
х < -3, -2 < х < 0, х > 0.

Ответ: (-оо; -3) и (-2; 0) и (0; 4-оо).

Пример 60. Решите неравенство (х - 4)2(х 4- 1)(х - 5) > 0.
Неверный ответ: (-оо; -1] и [5; 4-оо).
Ошибка: пропущено решение х = 4.
Причина ошибки: при решении нестрогого неравенства в ответе необ­

ходимо записать все значения переменной, при котором данное неравен­
ство обращается в верное числовое неравенство.

Решение.
(х - 4)2(х 4- 1)(х - 5) > 0, Хі = 4, х2 = -1, х3 = 5.

+ _ _ _

-1 4 5
Следовательно, х < -1, х = 4, х > 5.
Ответ: (-оо; -1] и {4} и [5; 4-оо).
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Пример 61. Решите неравенство —------- ------ < 0.
(2-х)(6 + х)

Неверный ответ: (-оо; -6) и (2; +оо).
Ошибка: х = 5 из интервала (2; +оо) не является решением.
Причина ошибки: при решении неравенства из множества решений 

не исключено число 5, так как при х = 5 неравенство обращается в ра­
венство.

Решение.
-^<0,
(2-*Х6+*)

*1 = 5, х2 = 2, х8 = -6. 
+ _ _ _

-1 4 6
Следовательно, х < -6, 2 < х < 5, х > 5.
Ответ: (-оо; -6) и (2; 5) и (5; +оо).

Пример 62. Решите неравенство > 0.
х + х + 7

Неверный ответ: х є R.
Ошибка: при х = 10 левая часть неравенства обращается в нуль.
Причина ошибки: значение х = 10 надо исключить из решения.
Решение.
Заметим, что х2 + х + 7 > 0 при всех х є R, так как дискриминант 

П<0иа = 1>0. Числитель дроби |х - 10| > 0 при всех х е R, кроме 
х = 10. Следовательно, х < 10, х > 10.

Ответ: (-оо; 10) и (10; +оо).

Пример 63. Решите неравенство (2х - 3)>/х2 -4х + 3 > 0.
Неверный ответ: [3; +оо).
Ошибка: потеряно решение х = 1.
Причина ошибки: значение х = 1 также является решением исходно­

го неравенства, так как при этом левая часть неравенства обращается в 
нуль.

Решение.
Поскольку х2 - 4х + 3 > 0 при х ^ 1 и х > 3, то знак исходного неравен­

ства выполняется при х = 1 и х > 3.

1 1,5 3
Следовательно, х = 1, х > 3.
Ответ: {1} и [3; +оо).
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Пример 64. Решите неравенство----------- > 4. 
х-1

Неверный ответ: х< 2.
Ошибка: пропущено решение х> 1.
Причина ошибки: не учтено, что Зх2 + 4 > 0 при всех х е R, тогда 

х - 1 > 0, т. е. х > 1. 
Решение.
Поскольку х > 1 (что следует из условия), то данное неравенство 

запишем в виде Ѵзх2+4 > 4(х - 1).

Так как обе части полученного неравенства положительны, то, 
возведя в квадрат, получим равносильное неравенство

Зх2 + 4 > 16х2 - 32х + 16, или 13х2 - 32х + 12 < 0.
Решая полученное неравенство методом интервалов, имеем

13 
— 

6/13 1 2

Так как х > 1, то получим 1 < х < 2.
Ответ: (1; 2].

Пример 65. Решите неравенство >/Зх-2 + ^-х + ^4+х >0.
Неверный ответ: х е R.
Ошибка: квадратные корни определены не для всех х е R.
Причина ошибки: не учтена область определения квадратных корней.
Решение.
Данное неравенство с учетом области определения арифметического

корня равносильно системе неравенств 
2

Зх-2>0, Х’з’
« 9 - х > 0, ’ х < 9, откуда ’ 

4 + х > 0; х > -4;

Следовательно, — < х < 9.

Ответ: ’2
3

9

Пример 66. Решите неравенство 7(0,6х-3)2 >0.

Неверный ответ: х е R.
Ошибка: при х = 5 знак неравенства не выполняется.
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Причина ошибки: надо учесть, что неравенство строгое.
Решение.
Поскольку Л? = |х|, то данное неравенство запишется в виде 

|0,6х - 3| > 0.
Полученное неравенство выполняется при любом X Е R, кроме тех 

значений, при которых 0,6х - 3 = 0, т. е. 0,6х = 3, откуда х = 5.
Следовательно, х* 5.
Ответ: (-оо; 5) и (5; +оо).

Пример 67. Решите неравенство Ѵ4-Зх > х.
Неверный ответ: [0; 1).
Ошибка: пропущены решения (-оо; 0).
Причина ошибки: при решении неравенства рассмотрен лишь слу­

чай, когда правая часть неравенства неотрицательна.
Решение.
Данное неравенство равносильно совокупности систем неравенств:

х>0, 
4-Зх>х2;

х>0, 
х2 +Зх-4<0.а)

Следовательно, 0 < х < 1.

б)
х<0, 
4-Зх>0;

х<0, 
х<4/3,

откуда х < 0.

Тогда решением исходного неравенства будет объединение получен­
ных решений, т. е. х < 1.

Ответ: (-оо; 1).

Пример 68. Решите неравенство х2 -4х + 3 < Зх -х2.

Неверный ответ: х є 1
2

Ошибка: указанный промежуток не является решением данного не­
равенства.

Причина ошибки: не учтено условие Зх - х2 > 0, при котором данное 
неравенство имеет решение.

Решение.
Запишем данное неравенство в виде Зх - х2 > | х2 -4х + 31.

Отсюда видно, что Зх - х2 > 0. Но тогда обе части полученного нера­
венства неотрицательны и мы можем возвести их в квадрат.

Получим систему неравенств
Зх - х2 > 0, 
|х2-4х + з|2 <(3х-х2)2.
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Решим I неравенство полученной системы методом интервалов: 
х(3 - х) > О, откуда 0 < х < 3.
Из II неравенства системы имеем
(х2 - 4х + З)2 - (Зх - х2)2 < 0, или (х - 1)2(х - З)2 - х2(х - З)2 < О,
(х-ЗЯ2х-1)гО, х^З.Хг-і.

^///////////////^////////^

1/2
Значит, х > —. 

2
Следовательно, решением системы неравенств, а значит, и данного 

неравенства будет — < х < 3.

Ответ: —; 3 .

Пример 69. Решите неравенство 0,3х-6 >1.
Неверный ответ: (5; 4- оо).
Ошибка: не изменен знак неравенства.
Причина ошибки: так как 0 < 0,3 < 1, то показательная функция 

у = 0,3* — убывающая.
Решение.
0,3х"6 >1, или 0,3х"6 >0,3°, откуда х - 5 < 0, т. е. х < 5.
Ответ: (-оо; 5).

Пример 70. Решите неравенство 0,09х + 0,3х - 2 < 0.
Неверный ответ: (-оо; 0].
Ошибка: неверно решено неравенство 0,3х < 1.
Причина ошибки: не учтено, что функция у = 0,3х — убывающая, так 

как 0 < 0,3 < 1.
Решение.
Пусть 0,3х = і, где # > 0, тогда получим #2 + # - 2 < 0. Решая методом 

интервалов, имеем і^ = -2, £2 = 1- + “ +
Так как і > 0, то 0 < і < 1. -2 і
Значит, 0,3х <1, или 0,3х <0,3°, откуда х > 0, т. е. х е [0; + оо).
Ответ: [0; + оо).

Пример 71. Решите неравенство 1о§02 х > 3.
Неверный ответ: [0,008; + оо).
Ошибка: не Изменен знак неравенства.
Причина ошибки: не учтено, что функция у = 1оё0>2 х — убывающая.
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Решение.
Так как 0 < 0,2 < 1, то функция у = logo,2 х — убывающая, тогда дан­

ное неравенство с учетом ОДЗ равносильно системе неравенств
х<0,23, fx^0,008,

’ Л 1 п откуда х € (0; 0,008].

Ответ: (0; 0,008].

Пример 72. Решите неравенство 1< (х - 6) + ^ (х + 8) ^ 1.
Неверный ответ: [4; 7].
Ошибка: не учтена ОДЗ.
Причина ошибки: х > 6.
Решение.
Потенцируя, получим І£ (х - 6)(х + 3)^1.
Так как основание логарифма 10 > 1, то полученное неравенство с 

учетом ОДЗ равносильно системе неравенств
Г(*-6Х*+8)$10, [?-3*-2850,

Решая методом интервалов, имеем
Х1 = 7, Х2 “ “4. + хцщщщцщ

-4
у/////

Ответ: (6; 7].

§ 24. Ошибки при исследовании функций, 
их свойств и построении графиков

їх + 2
Пример 73. Найдите область определения функции у = .------ .

N х-2
Неверный ответ: П(у) = [-2; 2].
Ошибка: неверно указан промежуток.
Причина ошибки: при решении неравенства методом интервалов 

ошибочно установлены знаки промежутков, на которых выполняется 
неравенство.

Решение.

Корень четной степени имеет смысл, если -—->0.

Решая неравенство методом интервалов, находим х < 2, х > 2.
Ответ: И(у) = (-оо; -2] и (2; +оо).
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Пример 74. Найдите множество значений функции у = ^—. 
х +1

Неверный ответ: (0; 4-оо).
Ошибка: не все значения у из (0; 4-оо) принадлежат Е(у), например, 

у * 1 ни при каком х.
Причина ошибки: не учтено, что х2 >0, у * 1.
Решение.
Запишем данную функцию в виде у(х2 + 1) = х2 - 1, где х2 + 1 > 0 при 

всех х є R, или х2(у - 1) 4- у 4- 1 = 0.

Понятно, что у ^1, тогда х^ = ——.

Значит, из того, что ж2 £ 0, имеем — £ 0, откуда, решая методом

интервалов, находим -1 < у < 1, т. е. Е(у) = [-1; 1).
Ответ: [-1; 1).

Пример 75. Найдите множество значений функции 
у = х2 - 4х 4- 11.

Неверный ответ: (0; 4-оо).
Ошибка: не все значения у из промежутка (0; +оо) принадлежат Е(у), 

например, у * -1; 0; 2 ни при каком х.
Причина ошибки: поскольку дискриминант В<0иа = 1>0,тоі/>0 

при всех х є R.
Решение.
Графиком данной функции является парабола, ветви которой направ­

лены вверх, так как а = 1 > 0. Парабола целиком расположена выше оси 
Ох, так как И < а.

Ь 4Абсцисса х0 параболы определяется по формуле х0 =----- = — = 2, тогда
2л 2

ордината у0 = 22 - 4 • 2 4- 11 = 7. Значит, Е(у) = [7; 4-оо).
Ответ: [7; 4-оо).

Пример 76. Найдите наибольшее значение функции 
_ 2х2 -8х + 19

V х2 - 4х 4- 9
Неверный ответ: у = 1-
Ошибка: не все значения принадлежат Е(у), например, у 1, у ^ 3 ни 

при каком значении х.
Причина ошибки: из условия следует, что у > 0, так как
2х2 - 8х 4- 19 > 0 и х2 - 4х 4- 9 > 0 при всех х е R.
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Решение.
2?-8х+19 2(х2-4х + 9) + 1 „ 1 „ 1

У = 5------------ = — 5---------- ----- = 2 + —5----------- = 2 +-------- 5------•
х2-4х + 9 х2-4х + 9 х2-4х+9 (х-2)2 + 5

Следовательно, данная функция достигает наибольшего значения 
при наименьшем значении знаменателя полученной дроби, что достига­
ется при х = 2.

Тогда і/наиб. = і/(2) = 2 + і = 2,2.
о

Ответ: 2,2.

Пример 77. Постройте график функции у = -.—г

Неверный ответ: рис. 1.
Ошибка: \х\ * х, так как по

определению модуля числа
Гх, если Х^О, 
[-х, если х<0.

Решение (рис. 2).
_ х2 Г*, *>о, 

у"|х|"|-х, *<0.

х2 — 9
Пример 78. Постройте график функции у =-------- 

х + 3
Неверный ответ: рис. 3.
Ошибка: функция не определена, если х + 3 = 0, т. е. при х = -3
Причина ошибки: из рисунка надо исключить точку х = -3.
Решение (рис. 4).

(х-3)(х + 3)
у =  ------ —------ -  = х - 3, х * -3* х + 3
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Пример 79. Построите график уравнения —5— = х-3. 
г1!

Неверный ответ: рис. 5.
Ошибка: \у - 1| * у - 1.

* у2-2у + 1 ,
Причина ошибки: —.—5— *у - 1. 

г1!

Решение (рис. 6).

Пример 80. Найдите производную функции у = sin2 х.
Неверный ответ: 2 cos х.
Ошибка: не учтено, что функция сложная.
Причина ошибки: к сложной функции применено правило дифферен 

цирования функции у = хп.
Решение.

y' = (sin2x) = 2sinx - (sinx)' = 2sin xcos x = sin 2x.

Ответ: sin 2x.

Пример 81. Найдите производную функции у = tg(2 — Зх).
гг - 3Неверный ответ:------ =—.

cos х
Ошибка: в знаменателе должно быть cos2 (2 - Зх).
Причина ошибки: не учтено, что функция сложная.
Решение.
у' = (tg(2 - Зх))' = (З-Эж)' _--------- 3---------

cos2 (2 - Зх) cos2 (2 - Зх)

Ответ:------ =---------- .
cos2(2-3x)
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Пример 82. Найдите производную функции у = ^2х3 -1.

Неверный ответ: —.
2Ѵ2х3-1

Ошибка: не найдена производная 2х3 - 1.

Причина ошибки: к данной функции применена формула {4хУ =

Решение.

У' =
^ЧЇ-^3-1)'- - Зх2

' 272х3-1 2^2х3-1 >/2х3-1

Ответ: .

Пример 83. Найдите производную функции у-^^.

Неверный ответ: ^Зх2.
Ошибка: найдена производная подкоренного выражения.
Причина ошибки: функцию надо представить в виде степенной.
Решение.
у' = (4^У = {х3/2У^х2 1 = |х2=|>/х.

Ответ: —^х. 
2

Пример 84. Найдите производную функции і/ = і

и - 1
Неверный ответ: —2-,

Ошибка: найдена производная знаменателя дроби.
Причина ошибки: функцию надо представить в виде степенной.
Решение.

Ответ: — 
х4

Пример 85. Найдите производную функции у = х3(2х2 - 3).
Неверный ответ: 12х3.
Ошибка: найдена производная каждого множителя.
Причина ошибки: неправильно применено правило дифференцирова­

ния произведения.
Решение.
у' = (х3(2ха-3))' = (2х’-Зх3)' = 10х4-9х2.

Ответ: Юх4 - 9х2.
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Глава З

КРАТКИЕ СПРАВОЧНЫЕ 
МАТЕРИАЛЫ ПО АЛГЕБРЕ 

И НАЧАЛАМ АНАЛИЗА

1. Уравнение I степени (линейное)
Общий вид: ах + Ь = 0.

1) Если а ^ 0, а Е В, Ь є В, то х = — (корень уравнения). 
а

2) Если а = О, Ь ^ 0, то корней нет.
3) Если а = Ъ = 0, то уравнение имеет бесконечно много корней.

2. Система линейных уравнений
Пусть дана система вида

[а1х + Ь1у = с1;
[а2х + Ь2у = с2.

1) Если — ^ —, то система имеет единственное решение (прямые пе- 

ресекаются в одной точке).
Ь с2) Если -^ = ^-^-^-, то система не имеет решений (прямые не пересе- 

^2 ^2 ^2

каются, т. е. параллельны).
_ Ь с

3) Если — = — = — , то система имеет бесконечное множество реше- 
^2 ^2 ^2

ний (прямые совпадают).

3. Уравнение II степени (квадратное)
Общий вид:

ах2 + Ьх + с = О,
где а * 0, а — I (старший) коэффициент, & — II коэффициент, с — сво­
бодный член.

В = Ь2 - 4ас — дискриминант (различитель).
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1) Если Р > 0, то уравнение имеет два различных действительных 
корня:

-Ь + ^Б
^" 2а

2) Если Р = 0, то х =----- — один корень.
2а

3) Если Р < 0, корней нет (действительных).

Частные случаи

1) Неполные квадратные уравнения:
а) ах2 + с = О, х12 = ±^-— , если коэффициенты а и с имеют разные 

знаки; если коэффициенты а и с имеют одинаковые знаки, то корней 
нет;

б) ах2 + Ьх = О, X! = 0, х2 = -—; 
а

в) ах2 = 0, х = 0.
2) Квадратное уравнение приведенного вида

х2+рх + д = 0, х12=-^±^^--д .

3) Квадратное уравнение вида ах2 + 2кх 4- с = О, 

-к±>Ік2 -ас
а

4) Если в квадратном уравнении ах2 + Ьх + с = О 
с

а 4- Ь + с = 0, то Хі = 1, х2 =—;
а

с
а - Ь + с = О, тохі = -1, х2 =—. 

а

4. Теорема Виета
V - Ъ Са) Для квадратного уравнения общего вида хх + х2 = —, ххх2 = —; 

а а
б) для приведенного вида Хі + х2 = -р; х^2 = д.

Теорема, обратная теореме Виета

Если р, д, хь Х2 таковы, что Хі + х2 = ~р\ х^2 = д, то Хі и х2 — корни 
уравнения х2 + рх + д = 0.
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Теорема Виета для кубического уравнения

х3 4- ах2 4- Ьх 4- с = 0.
Если хх, х2, х3 — корни уравнения, то хх 4- х2 4- х3 = -а;
хгх2 4- х2х3 4- ХіХ3 = Ь; Хі х2 х3 = -с.

5. Разложение квадратного трехчлена на множители
ах2 4- Ьх 4- с = а (х - хх) (х - х2), где Хі и х2 — корни трехчлена, В > 0. 
Если Б = 0, то ах2 4- Ьх 4- с = а(х - х^2.

6. Биквадратное уравнение
Общий вид: ах4 4- Ьх2 4- с = 0, а * 0.
Заменой х2 = у приводят к квадратному вида ау2 + Ьу + с = 0.
Корни биквадратного уравнения:

_ І-ь±4о
1 2а ’

где В = Ь2 - 4ас,
Свойства корней
1. Если биквадратное уравнение имеет корень х0, то оно имеет и ко­

рень -х0.
2. Сумма корней биквадратного уравнения равна нулю (по теореме 

Виета).
Замечание. Для вычисления корней биквадратного уравнения часто 

удобно воспользоваться формулой сложного радикала:

4а±4в
/ Ѵ2\ /

Последняя полезна лишь в случае, если ^А2-В есть рациональное 
число.

7. Возвратное уравнение IV степени
Общий вид: ах4 4- Ьх3 4- сх2 4- Ьтх 4- ат2 = 0, а # 0.
гт Г 2 Л „ т
Приводится к виду а х +—5- + о х +— +с = 0 и заменой у = х + — и

У X ) \ X} X

у - 2т = х + -г приводится к квадратному уравнению 
х

ау2 + Ьу + (с - 2ат) = 0.
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Частные случаи

1) ах4 + Ьх3 4- сх2 + Ьх + а = 0, (т = 1) — симметрическое уравнение 
I рода.

Решается подстановкой у = х + —;
X

2) ах4 + Ьх3 + сх2 - Ьх + а = 0, (т = -1) — симметрическое уравнение 
II рода.

п л 1Решается подстановкой у = х —.
х

8. Свойства степеней
Для любых х, у и а> О, Ъ > 0 верны равенства: 
а0 = 1 (по определению); 
ах-аУ = ах + У; ах: а« = ах~У;

(аЬ)х = ахЬх;

а

(ах)У = ахУ;

9. Формулы сокращенного умножения
а2 -Ъ2 = (а - Ь)(а + Ь) — разность квадратов;
(а + Ь)2 = о2 + 2аЬ + Ь2 — квадрат суммы;
(а - Ь)2 = а2 - 2аЬ + Ь2 — квадрат разности;
(а 4- Ь)3 = а3 + За2Ь 4- ЗаЬ2 + Ь3 — куб суммы;
(а - Ь)3 = а3 - За2Ь 4- ЗаЬ2 -Ь3 — куб разности;
а8 4- Ь3 = (а 4- Ь)(а2 - аЬ + Ь2) = (а + Ь)3 -ЗаЬ(а + Ь) — сумма кубов;
а3 -Ь3 = (а- Ь)(а2 + аЬ + Ь2) = (а- Ь)3 +ЗаЬ(а -Ь) — разность кубов.

Дополнительные формулы
(а + Ь + с)2 = а2 + Ь2 + с2 + 2аЬ 4- 2ас 4- 2Ьс;
(а - Ъ - с)2 = а2 + Ъ2 + с2 - 2аЪ - 2ас 4- 2Ьс;
(а + ЬУ2 (а-ЬУ2 ,
------ - ------ =аЬ;I 2 И 2

а4 -Ь4 = (а - Ь)(а 4- Ь)(а2 4- Ь2) = (а - Ь)(а3 4- а2Ь 4- аЬ2 4- Ь3);
а5 - Ъ5 = (а - Ь)(а4 4- а3Ь 4- а2Ь2 4- аЬ3 4- Ь4);
а5 + Ь5 = (а + Ь)(а4 - а3Ъ 4- а2Ь2 - аЬ3 4- Ь4);
а6 -Ь6 = (а- Ь)(а 4- Ь)(а2 + аЬ + Ь2)(а2 -аЪ + Ь2) = (а- Ь)(а5 4- а4Ь 4- а3Ь2 4- 

4- а2Ь3 4- аЬ4 4- Ь5);
а6 4- Ь6 = (а2 4- Ь2)(а4 - а2Ъ2 4- Ь4).
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10. Свойства арифметических корней
Для любых натуральных п>1ик>1и любых а > 0, Ь > 0 верны pa-

п „k 
\а

(\/а) = а (а > 0);

а при а > 0,
-а при а < 0;

2п+^ = -2п+^(а>0).

11. Соотношение между тригонометрическими 
функциями одного и того же аргумента

, sina d cos asin2 a + cos2 a = 1; tga =------ ; ctga =-------;
cos a sina

tg a • ctg a = 1; l + tg2a = — 1 + ctg a = —o—;
cos a sin a

1 1seca =------ ; cosec a =------ .
cos a sina

12. Формулы сложения
sin(a+ Р) = sin a cos p + cos a sin P;
cos(a+ P) = cos a cos p - sin a sin p;
sin(a - P) = sin a cos p - cos a sin P;
cos(a - P) = cos a cos p + sin a sin P;

tg(a+₽)=ML; tefa-^M^.
' ' 1-tgatgp 1 ' 1 + tgatgP

Дополнительные формулы

ctg(a + P) = e^; ctg(a-p) = M^;
ctga + ctgp ctga-ctgp

sin(a + P + y) = sin a cos p cos у + cos a sin a cos у +cos a cos p sin у - 
- sin a sin p sin y;
cos(a + P + y) = cos a cos p cos у - sin a sin p cos у - sin a cos p sin у - 
- cos a sin p sin y.
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13. Формулы двойных и тройных аргументов
sin 2а = 2 sin а cos а;
cos 2а = cos2a - sin2a = 2 cos2a -1 = 1-2 sin2 a;

tg2a = -^-;
1-tg a

sin За = 3 sin a - 4 sin3a;
tg3a=M^;

l-3tg2a

. o ctg2a-l 
ctg 2a =------------ ;

2ctga
cos 3a = 4 cos3a - 3 cos a;
ctg3a=^^^.

l-3ctg2a

14. Формулы половинного аргумента 
(для функций sin и cos — формулы понижения степени)

. о a 1-cosa sin — =----------- ;
2 2

, a sina 1-cosa
tg- = ;--------- =—:-------2 1 + cosa sina
, 1-cosa
tg -=z----------;2 1 + cosa

2 a 1 + cosa cos — =-----------
2 2

± a sina 1 + cosactg— =-----------=----------- ;
2 1-cosa sina

, 2 a 1 + cosa ctg — =----------- .
2 1-cosa

15. Универсальные тригонометрические подстановки
a

sina =-------—;
1+ts2^

ox a 2teo 
tga =---------—;

1-48 2

cosa =--------- —;
і а 2 a1 + tg 2

ctga =--------- —.
2tg7

16. Формулы преобразования суммы в произведение
„ Л . a + B a-B sina + sin В = 2 sin-----cos----- -;H 2 2

_ a+B a-Bcos a + cos В = 2 cos---- -cos---- -H 2 2
sin a - sinp = 2 sin——-cos^^; 

H 2 2
. a + p . a-p . a+p . p-a cosa - cos В = -2sin--- -sin----- -  = 2sin---- -sin------;H 2 2 2 2

, , _ sin(a + P)tga + tgp =----------  
cosa cosp
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, . o sin(a-P)tga-tgP =----------
cos a cos p

/ n n CL
asina + &cosa= Va +b sin(a + (p), где sin(p = -j^=, cos(p = -r== 

у Cl + U yCl + и

Дополнительные формулы

, , _ sin(a + P)ctg a + ctg р = . . X ;
sin a sin p 

, , D cos(a-p)tga + ctgp= /;
cos a sin p 

cos a + sin a = >/2 cos(45° - a);

l + sina = 2cos2| 45°-—I;
I 2/

l-tgza =---- 5—;
cos a 

tg2 a - sin2 a = tg2 a sin2 a;

, . _ sin(p-a)ctga ctgp= . r :
sin a sin p

, , n cos(a + P)tga ctgp= / ;
cos a sin p

cos a - sin a = V2 sin(45° - a);

l-sina = 2sin2| 45°-—I; 
I 2/

. .2 cos2al-ctga =---- 5—;
sin a 

ctg2 a - cos2 a = ctg2 a cos2 a.

17. Формулы преобразования произведения в сумму
2 sin a sin р = cos(a - р) - cos(a 4- Р);
2 cos a cos P = cos(a - P) + cos(a 4- P);
2 sin a cos p = sin(a - P) 4- sin(a 4- P).

Дополнительные формулы

sin(a 4- P) sin(a - P) = sin2 a- sin2 p = cos2 p - cos2 a; 
cos(a 4- P) cos(a - P) = cos2 p- sin2 a = cos2 a - sin2 p.

18. Радианная и градусная меры углов

1 рад. « 57,3°;

а рад. = 1° =—^- рад.;
180

о a =------а рад.;
180

I = aR — длина дуги окружности;
a — угол в радианах;
R — радиус окружности;

R2S =—a — площадь кругового сектора, 0 < a < л.
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19. Знаки тригонометрических функций

20. Формулы приведения

Функция а
Аргумент а

я
2~а

я—+а
2 я - а я + а

Зя 
Т"а

Зя— + а 
2 2я - а 2я + а

віп сова сова віпа -віпа -сова -сова -віпа віпа
сов віпа -віпа -сова -сова -віпа віпа сова сова
*8 сѣва -сѣяа -ѣяа ѣяа сіва -сѣва -ѣ?а ѣяа
сія і<а -іяа -сіяа сіяа ѣяа -іяа -сіяа сі?а

21. Значения тригонометрических функций 
для некоторых углов

а
0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°

0 я
6

я
4

я
3

я
2

я Зя 
2

2я

віп а 0
1
2

1
У2

Уз 
2

1 0 -1 0

сов а 1 Уз 
2

1
У2

1
2

0 -1 0 1

ѣя а 0
1

Уз 1
Уз - 0 - 0

сѣя а -
Уз

1
і

Уз 0 - 0 -
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22. Периоды тригонометрических функций
Периоды функций у = sin х и у = cos х равны 2л.
Периоды функций у = tg хиу = ctg х равны л.
Периоды функций у = A sin(cox 4- ф) и у '= A cos((»x 4- ф) находят по 

2лформуле Т = —, а функций у = A tg((ox + ф) и у = A ctg((ox + ф) — по 
(О

л формуле Т = —.
со

28. Обратные тригонометрические функции

Функция Область определения Область 
значений

у = arcsin x Я Я
2*2

у - arccos x 0 £ я

у - arctg x -00 < X < +oo
я я

~2<У<2

у - arcctg x -00 < X < 4-00 Q <y<n

ctg(arccos х) = ,-Х , -1 < х < 1;
41-х2

sin(arcsin x) = x,-Bx^ 1; cos(arccos x) = x, -Hx^ 1;
tg(arctg x) = x;
sin(arccos x) = Vl-x2 » -1 £ x £ 1;

ctg(arcctg x) = x;
cos(arcsinx) = \ll-x2, -1 x < 1;

tg(arcctg x) = —, x # 0; 
X

tg(arcsin x) = ■. *-- , -1 ^ x < 1;
41-x2
^1 — x2

tg(arccos x) =--------- , -I < x < 0, 0 <

ctg(arctg x) = - , x * 0; 
X

: x^ 1;
X

, , • \ \ll-X2 .. _ _
ctg(arcsin x) =--------- , -1 < x < 0, 0

X
< x < 1;

arcsin(-x) = -arcsin х;
arctg(-x) = -arctg х;

sin(arctg x) = X sin(arcctg x) = 1
y/l + X2 УІ1 + Х2

cos(arctg x) = 1 cos(arcctg x) = X
41 + X2 >!l + x2

arccos(-x) = л - arccos х;
arcctg(-x) = л - arcctg х;

arcsin х 4- arccos x = —; 
2

arctg x 4- arcctg x = —.
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24. Значения обратных тригонометрических функций 
некоторых углов

X 0
1 
2

■72
2

Ѵз 
2

1 -1

arcsin х 0
л
6

л
4

л
3

л
2

л
2

arccos х
л
2

л
3

л
4

л
6 0 л

X 0
1 Ѵз 

Ѵз з
1 Ѵз

arctg х 0
л
6

л
4

л
3

arcctg x л
2

л
3

л
4

л
6

25. Простейшие тригонометрические уравнения
sin х = а, где |а| < 1, х = (-1)л arcsin а 4- лп, п е Z.
cos х = а, |а| ^ 1, х = ± arccos а + 2лп, п е Z.
tg х = а, а е R, х = arctg а 4- лп, п е Z.
ctg х = а, а е R, х = arcctg а 4- лп, п е Z,

Частные случаи (а

sin х = 0, х = лп, п е Z;

tg х = 0, х = лп, п е Z;

л sin х = 1, х = —+ 2лп, п е Z;
2 

л sin х = -1, х = — + 2лп , п е Z;
2

О, а = 1, а = -1)

лCOS X = 0, х = —+ лп ^П Е Z\
2
лctg х = 0, х = — + лп, п е Z;

cos х = 1, х = 2лп, п е Z;

cos х = -1, х = л 4- 2лп, п е Z.

26. Средние величины
1. Среднее арифметическое

п
2. Среднее геометрическое Ѳ = ^х1х2...хп, где ХЬ Х2, ... , х„ > 0.
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3. Среднее гармоническое

4. Среднее квадратичное

Я 1 1 1 '
— + — + ... + — 

X *2 п

К =

5. Среднее взвешенное

Г.¥1+^2+- + Ѵп
о1+а2+... + ап

27. Некоторые важные неравенства
1. Неравенство Коши:

^^-^у/ху , где х^О, у>0.

2. Неравенство треугольника:
|х + а| ^ |х| + |а|.

3. Неравенство для двух взаимно обратных величин: 

х+—>2, где х > 0.

_ а + Ъ іа2 +Ь2
---------і и--------------

2 V 2

28. Прогрессии
1. Арифметическая прогрессия 

(а! — 1-й член, <1 — разность, 
п — число членов, ап - п-й член, Зп — сумма ц первых членов).

Определение арифметической прогрессии:
®п+1 = ап + <1.

Формула п-го члена:
ап = 01 + (п - 1)(/.

Формула суммы п первых членов:

о---п’ й------п'
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Характеристическое свойство:

e»=ô<a»-l + 0»+l)’ W»>1.

2. Геометрическая прогрессия
(bi — 1-й член, q — знаменатель (q * 0), n — число членов, 

bn — п-й член, Sn — сумма п первых членов).
Определение геометрической прогрессии:

Ьп+і = Ьп' q, где Ь^ 0, g * 0.
Формула n-го члена:

Формула суммы п первых членов:
s =MzÈL; s = ^(q" -1) где g * 1.

" g-l " ç-1
Характеристическое свойство:

Формула суммы членов бесконечной геометрической прогрессии:
S = —^—,где |д|<1.

29. Логарифмы и их свойства
1. Если х > 0, то x = alo*e* — основное логарифмическое тождество.
2. logaa = 1.
3. logal = 0.
4. Если х> 0, у > 0, то loga(^) = logax + log^ — логарифм произве­

дения.

5. loga — = loga х - loge y — логарифм частного.

б. Если х > О, р е R, то logexP = р • logax — логарифм степени.
7. Если х > 0, b > 0, b * 1, то log.x = ^^ — формула перехода от 

logba
основания а к основанию Ъ.

В частности, если х = &, то loga b = —-—» или loga b • logb a = 1. 
log{o

8. logflb = logfl,bp= ploga„b (p e R,p*0).

9. Если a > 0, a * 1, b > 0, p * 0, то loga, b = —loga b.

10. logax -log^ = logez/ • logbx, где x > 0, y > 0, a > 0, b > 0, a * 1, b * 1.
11. c10*»* =bloeac; a, b,c>O,a*l.
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30. Неравенства
1. Основные свойства числовых неравенств

1. Если а> Ь, то Ь < а.
2. Если а>ЬиЬ>с,тоа>с.
3. Если а>Ь, то а + с>Ь +с, а-с>Ь-с для любого с.
4. ас > Ьс при О 0; ас <Ьс при с < 0.
а Ь „ а Ь— >— при с > 0; — <— при с < 0. 
с с с с
5. Если 0 < а < Ь, то ас < Ьс при с > 0, ас > Ьс при с < 0.
6. Если а> Ь,с>сІ, то а + с>Ь +сі, а-сІ>Ь -с.

а Ь7. Если а > Ь > 0, с > d > 0, то ас > bd, — > —. 
d с

8. Если а < х < Ь, то (х - а) (х - Ь) < 0, и обратно.

2. Неравенство I степени (линейное)

Общий вид: ах + Ь> 0.

1. Если а > 0, то х > —.
а

2. Если о < 0, то х < —.
а

3. Если а = 0, то при Ь> 0 х е В, при Ь <0 решений нет.

3. Неравенство II степени (квадратное)

Общий вид: ах2 + Ъх + с >0, а*0.
В зависимости от знака а и от знака дискриминанта И = Ь2 - 4ас 

имеем 6 возможностей:

а > 0 а <0

Р>0
х< хъ х> х2

2^2^+

хг<х<х2

Р<0
х е R Решений нет

Р = 0
Х1=Х2 ’ 
х е R

7Ѵ 

х = х^
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4. Иррациональные неравенства

1. Иррациональное неравенство ^/Дх)<^(х) равносильно системе 
неравенств

Дх)>0, 
* £(х)>0, 
(^^^вМ/.

2. Иррациональное неравенство ^(х) > і(х) равносильно совокупно- 
сти двух систем неравенств:

5. Показательное неравенство
а^ > а8^ при а > 1 равносильно неравенству того же смысла 

Дх) > ^х)г а при 0 < а < 1 — неравенству Дх) < ^(х).
При решении показательных неравенств пользуются свойствами не­

равенств, содержащих степени.
1. При всех допустимых значениях а и Ь справедливы следующие 

утверждения:
1) неравенства аь > 1 и (а - 1)Ь > 0 равносильны;
2) неравенства а* > 1 и (а - 1)Ь > 0 равносильны;
3) неравенства аь < 1 и (а - 1)Ь < 0 равносильны;
4) неравенства аь < 1 и (а - 1)Ь < 0 равносильны.
2. При всех допустимых значениях а, Ь и с справедливы следующие 

утверждения:
1) неравенства аь> ас и(а- 1)(Ь - с) > 0 равносильны;
2) неравенства аь>аси(а- 1)(Ь - с) > 0 равносильны;
3) неравенства аь <ас и(а- 1)(Ь - с) < 0 равносильны;
4) неравенства аь <ас и.(а - 1)(Ь — с) < О равносильны.

6. Логарифмическое неравенство

ІоёаКх) > 1обді(х) при а > 1 равносильно системе неравенств
7(х)>0,

- g(x) > О,
f(x)>g(x);

а при 0 < а < 1 — системе неравенств
7(х)>0, 

- g(x) > О,
f(x)<g(x).

344



При решении логарифмических неравенств пользуются следующими 
свойствами:

1. При всех допустимых значениях а, b и с, таких, что а > 0, а # 1, 
Ъ > 0, с > 0, справедливы утверждения:

1) неравенства logab > logac и (а - 1)(Ь - с) > 0 равносильны;
2) неравенства logab > logac и (а - 1)(Ь - с) > О равносильны;
3) неравенства loga6 < logac и (a - 1)(& - с) < 0 равносильны;
4) неравенства logab < logac и (а - 1)(Ь - с) < 0 равносильны.
2.
1) неравенства \ogab • \ogcd > 0 и (a - l)(b - 1) (с - 1) (d - 1) > О 

равносильны;
2) неравенства logab • \ogcd > 0 и (a - l)(b - 1) (с - 1) (d - 1) > О 

равносильны;
3) неравенства logeb • logcd < 0 и (a - l)(b - 1) (с - 1) (d - 1) < О 

равносильны;
4) неравенства loga& • logcd < 0 и (a - l)(b - 1) (с - 1) (d - 1) < О 

равносильны.
3.
1) неравенства loga& • logc& > 0 и (a - 1)(Ь - 1) (с - 1) (с - а) > О 

равносильны;
2) неравенства logeb • logc& > 0 и (a - 1)(& - 1) (с - 1) (с - а) > О 

равносильны;
3) неравенства loga& • logcb < 0 и (a - 1)(Ь - 1) (с - 1) (с - а) < О 

равносильны;
4) неравенства logab • logcb < 0 и (a - l)(b - 1) (с - 1) (с - а) < О 

равносильны.

7. Тригонометрические неравенства

sin х > a, cos х > a, tg х > a, ctg х > а (вместо знака > могут быть 
знаки <,>,<) решаются графически: находят точки пересечения графи­
ка функции с прямой у = а, расположенной ближе к началу координат, 
а затем используют периодичность функции.

Тригонометрические неравенства можно решать и с помощью еди­
ничного круга.
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31. Таблица производных и первообразных 
элементарных и сложных функций

Функция f(x) Производная f(x) Первообразная F(x)
С, где С - const 0 Cx

Сх C -Cx2 
2

хР,р е R pxP-1
rp+i
—+ C
P + 1

ах + Ь, а^О a — ax2 +bx + C 
2

(ах + Ь)р pa(ax + b)₽-1
(ax+ôf1 , c 
a(P+l)

ех ex ex

еах+ь, а * 0 aeax+b -eax+b+C 
a

ах, а>0, а ^ 0 axln a —+C 
Ina

акх+ь, а > 0, 
a^Q kakx+bln a

akx+b
-------+ C 
kina

In х, х > 0
1 
X xln x-x + C

1п(ах + b), а * 0
a 

ax+b
-

loga х, х > 0, а > 0
1 

xlna
xlog„ x-------+ C

Ina

loge(Ax + b)
k 

(kx+b) Ina
-

sin X cos X -cos x + C

sin(ax + b) acos(ax + b) -—cos(ax+b)+C 
a

cos X -sin X sin x + C

cos(ax + b) -a sin(ax + b) —sin(ax+b) + C 
a

tg X
1 

cos2 X -ln|cos x| + C

ctg X
1 

sin2 X ln|sin x| + C

1
cos2 X

- tg x + C

1
sin2 X

- -ctg x + C
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32. Правила дифференцирования
(и, ѵ — функции, С — const)

(Си)' = Си'; (и + ѵ)' = и' + ѵ'; (иѵ)' = и'ѵ 4- иѵ';

_и'ѵ-иѵ', (. (иУ^4'
W ѵ2 ’ и J ѵ2 ’ \CJ С

(g(f(x)Y = g'(f(x)) • f'(x), где g(f(x)) — сложная функция.

33. Уравнение касательной
Уравнение касательной к графику функции у = f(x) имеет вид 

У~Уо = f(x^ • (х - х0), 
где (х0, yQ) — точка касания.

tg а = f'(x0) = k, 
где k — угловой коэффициент касательной к графику функции.

34. Правила нахождения первообразных
1. Если F — первообразная для fy а Н — первообразная для h, то 

F + Н есть первообразная для f + h.
2. Если F — первообразная для f^ak — const, то kF есть первообраз­

ная для kf.
3. Если F(x) — первообразная для f(x), aknb — постоянные, причем

k # 0, то —F(kx + b) есть первообразная для функции f(kx -I- b). 
k

35. Формула Ньютона-Лейбница
Формула Ньютона-Лейбница имеет вид 

ь 
\f(x)dx = F(b)-F(a) = F(x)\ba.
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Свойства

1. jf(x)dx = Q. 
а 
Ь а

2. ^/(х)(іх = -^/(х)(іх. 
а Ь
Ь с Ь

3. jf(x)dx=jf(x)dx+jf(x)dx, где а < с < Ь. 
а а с

36. Площадь криволинейной трапеции
Площадь криволинейной трапеции, ограни­

ченной осью Ох, прямыми х=анх=Ьи графи­
ком неотрицательной функции у = /(х) на отрез- 

ь 
ке [а, Ь], находится по формуле 8 = | f(x)dx. 

а

У*

37. Площадь фигуры, заключенной на отрезке
Площадь фигуры, заключенной на отрезке 

[а, Ь] между графиками функций у = /і(х) и 
У = /і(х) (Л(х) /г(х)), находится по формуле 

ь
Я^ЦхУ-^х^х.

38. Объем тела вращения
ь

Объем тела вращения вычисляется по формуле V = л Г /2(х^х.

39. Формула Лагранжа

/Чс)=М^. 
Ъ-а
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Характеристики элементарных функций

Функция ООФ* ОЗФ** Период Четность Нули

у = ах + Ь (-оо; +оо) (-оо; +оо) - Неч. при 
Ь = 0

Ь х =-----  
2а

и = X2 (-□о; +оо) ГО; +оо) — Чет. х = 0
и = X3 (-□о; +оо) (-оо; +оо) — Неч. х = 0

1
У = ~ X

(-оо; 0)и 
(0; +оо)

(-оо; 0)и 
(0; +оо)

- Неч. Нет

У = 4х [0; +оо) [0; 4-00) - - х = 0

У = Ух (-оо; +оо) (-оо; +оо) - Неч. х = 0
и = ха,а>0 ГО; +00) ГО; 4-оо) — — X = 0
и = Xа, а <0 (0; +оо) (0; +оо) — — Нет

и = ах (-оо; +оо) (0; 4-оо) — — Нет
у = І0£аХ (0; +оо) (-оо; +оо) - - х = 1
и = зіп X (-оо; +оо) Г-1; 11 2л Неч. X = лп

у = СОЗ X (-оо; +оо) [-1; И 2л Чет. л
Х= — +ПП

2

У = Чх
л х*—+пп
2

(-оо; +оо) л Неч. х = лп

у = сіе х х^пп (-оо; +оо) л Чет.
л х =—+пп
2

Примечание. ООФ — область определения функции.
ОЗФ — область (множество) значений функции.

Характеристики элементарных функций

У = ха
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л

у = іёх

у = СОЗ X

у = сіе х

40. Комбинаторика. Бином Ньютона
1. Перестановки — комбинации, состоящие из одних и тех же эле­

ментов и отличающиеся только порядком их расположения.
Обозначения: Рп, Р(п) — число всех возможных перестановок из п 

элементов.
Если все п элементов различны, то число всех перестановок без 

повторений определяется по формуле
Р(п) = 1 ‘ 2 • 3 ’ ... • п = п\

(и! — символ для обозначения произведения п первых чисел нату­
рального ряда. Читается «эн факториал*. По определению считают 
0! = 1).

Если среди п элементов имеется р элементов одного вида, д — дру­
гого, г — третьего и т. д., то число всех перестановок с повторениями 
определяется формулой

п Р 4 рідігі
2. Размещения из п элементов по & — комбинации, составленные из 

п данных элементов по А элементов в каждой; при этом два размещения
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считаются различными, если они отличаются либо элементами, либо их
порядком.

Обозначение: А^ — число всех размещений из п элементов по к.
Если среди п элементов нет одинаковых и повторения одного и того 

же элемента не допускаются, то число размещений без повторений 
определяется формулой

А‘=ДҐ(п-*+1)=—^Ц- = п(п-1)(п-2)...(п-й+1).

Если все п элементов различны, но в размещениях допускаются по­
вторения, то число размещений с повторениями определяется формулой

(повт) _ ^к

3. Сочетания из п элементов по Л — комбинации по к элементов из 
данных п, отличающиеся одна от другой хотя бы одним элементом.

кОбозначения: С„ или — число всех сочетаний из п элементов по к.

Для к различных элементов из п различных

л^ _ф-1)...(п-А + 1)
71 \к) к\{п-к)\~ 1-2-3-...А? ’

Для к с повторениями из п различных
(повт) _ рЛ _Г^ + ^ — (^^^"1)1

Соотношения между числом размещений, сочетаний и перестановок:

/^к _

4. Бином Ньютона
+ ^) «П-2 2 । ^(^ ^^ 2)Л-33 ,

іх±а) = х ±пх ал----------- х а ±------------------ х а +... + (±1) а ,
21 3!

или

(х±а)п = С^хпа° ±С„хп 1а1 + С2хп 2а2 ±С3хп 3а3 + ... + (±1)"С^х°ап, 
или

(х±а)п И „ п П \хпа°±\
О 1

п 1 1 п
2

п~2а2 ± ” х"Ѵ+... + (±1)п « 0 п\х а .

Во второй и третьей формулах для симметрии мы определили 

С^=С" =1.
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Глава 4
КРАТКИЕ СПРАВОЧНЫЕ 

МАТЕРИАЛЫ ПО ГЕОМЕТРИИ

Часть 1

ПЛАНИМЕТРИЯ

41. Классификация углов

Прямой угол Острый угол

Тупой угол Развернутый угол

Смежные Вертикальные 
углы углы

42. Углы при параллельных прямых
(а \\Ь, с — секущая)

1. Соответственные углы: Zl и /5; Z2 и Z6; Z3 и Z7; Z4 и Z8. 
Каждые два соответственных угла равны.
2. Внутренние накрест лежащие углы: Z3 и Z5; Z4 и Z6.
3. Внешние накрест лежащие углы: Zl и Z7; Z2 и Z8. 
Каждые два накрест лежащих угла равны.
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4. Внутренние односторонние углы: Z3 и Z6; Z4 и Z5.
5. Внешние односторонние углы: Z1 и Z8; Z2 и Z7. 
Каждая пара односторонних углов равна в сумме 180°.

43. Теорема Фалеса 
а IIЬII с II d

abed

Если А^ = А2А3 = ..., то ВХВ2 = В2В3 = ...

44. Равенство углов со взаимно 
перпендикулярными сторонами

Если АВ 1MN и ВС 1NP, то ZABC = ZMNP.

45. Произвольный треугольник
(а, Ъ, с — стороны, а, р, у — противолежащие им углы; р — полу­

периметр; R — радиус описанной окружности; г — радиус вписанной 
окружности; В — площадь; Ла — высота, проведенная к стороне а; Іа — 
биссектриса; та — медиана)

С
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1. ZA + ZB + ZC = 180° — сумма углов AABC.
2. ZCBD = ZA + ZB — внешний угол AABC.
3. Неравенства треугольника: 

a <b + c, b <a +c, c < a + b.
4. Определение вида треугольника no его сторонам.
Пусть с — наибольшая сторона. Тогда:
а) если с2 < а2 + Ь2, то Д остроугольный;
б) если с2 = а2 + Ь2, то Д прямоугольный;
в) если с2 > а2 + Ь2, то Д тупоугольный.
5. Биссектрисы треугольника пересекаются в точке О — центре впи­

санной окружности.
ВС = а, АВ = су АС = Ь.

6. Свойство биссектрисы внутреннего угла Д:
ВС^ВС^ 
АС " АСі

а или — = —
b \

7. Длина биссектрисы:
Іс=т^д; іе=^ЕЕ^1Еа.

а + Ь
8. Медианы треугольника пересекаются в одной точке (центр тяже­

сти, или центроид Д) и делятся в этой точке в отношении 2:1, считая от 
вершины:

АМ : МАі = ВМ :МВХ = СМ : М^ = 2:1.
С

9. Длина медианы:

тс = ^у/2(а^+Ь^с .̂
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10. Длина высоты:

К =-\ІР(Р~а)(р-Ь)(р-с), 
с

где а, Ь, с — стороны треугольника, р = —(а + Ь + с) — полупериметр, 
2

йс — высота, проведенная к стороне с.
11. Высоты треугольника пересекаются в одной точке (ортоцен­

тре Д).

Остроугольный Прямоугольный Тупоугольный

12. Зависимость между сторонами и высотами:

и и и 111 
abc 

13. Зависимость между высотами ha, hb, hc и радиусом г вписанной
окружности:

14. Теорема Чевы:

Для. того чтобы прямые ВЕ, АВ и СР пересекались в одной точке, не-
обходимо и достаточно, чтобы выполнялось равенство

BD СЕ АГ 
CD AE BF

15. Серединные перпендикуляры к сторонам 
треугольника пересекаются в одной точке — 
центре окружности, описанной около треуголь­
ника.
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16. Теорема синусов:

-J-=-^ = ^ = 2R 
sin A sin В sinC

17. Теорема косинусов:
a2 = b2 + с2 - 2bc cos A;
&2 = a2 + c2 _ 2ac cos B;
c2 = a2 + b2 - 2ab cos C,

18. Площадь треугольника:
S =—aha; S = ^ab siny;

S = -Jp(p - a)(p - b)(p - c) — формула Герона;

S = p - г, где p= — (a + b + c); 
2

g_abc ^_a2sinBsinC 
4R ’ 2 sin A

46. Прямоугольный треугольник
(a, b — катеты; c — гипотенуза; ac, bc — проекции катетов на гипоте­

нузу)

S = — ab; S = — ch'
2 2
1 1r = —(a + b - c); R = —c;
2 2

a2 + b2 = с2 (теорема Пифагора);
h2 = ac • bc; a2 = ac- c;
b2 = bc' c;
a = c sin a = c cos 0 = b tg a = & • ctg 0; 
c = 2mCf где mc — медиана.

47. Равносторонний (правильный) треугольник

4

R = 2r;

а — R у/з — 2г Ѵз ;

V3 2V3
. av3 h =-----  

2
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48. Четырехугольник

3. Описанный
а + с = b + d — суммы противоположных 
сторон равны:

а

S=p’ г.

49. Параллелограмм
(аиЬ — смежные стороны, а — угол между ними; d1vLd2 — диагона­

ли, (р — угол между ними; ha — высота к стороне а)
а + р = 180° — сумма углов, прилежащих к одной стороне.
d^ + d^ = 2(а2 4- Ь2) — зависимость между сторонами и диагоналями.

S = a - ha = ab sin a = — dxd2 sin ф.
2
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50. Ромб
d^ +d^ = 4а2;

S = aha = a2 sin a = - did2.

51. Прямоугольник
d2 = a2 + b2;

S = ab = —d2 sin ©.2 v

d = a^J2;
D 1 , V2
R = —d =—a;

2 2

52. Квадрат
a = Ryj2 = 2r;

S = a2=-d2.
2

53. Трапеция
(a и b — основания; h — высота; I — средняя линия; di и d2 — диаго­

нали, ф — угол между ними)
1-^(а + Ь);

ZA + ZD = 180°;
ZB + ZC = 180°.

S = lh = —(a + b)h = -(^^зіпф. 
2 2

1. Равнобедренная трапеция

AC = BD = d;AD = ВС;
ZA = ZB; ZD = ZC;
АЕ = ±(а-Ъ).

ЕслиАСІВД ToS = h2.
AB + CD = 2AD.
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Л = 2г, г — радиус вписанной окружности.
к = 4аЬ.

R — радиус описанной окружности;
О — центр окружности, описанной около треугольника, вершины 

которого совпадают с вершинами трапеции.

2. Прямоугольная трапеция

AE = a-b; ZD = ZC = 90°;
BE = CD = h — высота трапеции.

54. Многоугольник (выпуклый)
(п — число сторон (углов))

Основные свойства:

1) 180°(п - 2) — сумма внутренних углов;
2) 360° — сумма внешних углов;

3) —п(п - 3) — число диагоналей.

55. Правильный многоугольник
(ап — сторона; Rn — радиус описанной окружности; гп — радиус впи­

санной окружности, ап — величина угла; Рп — периметр; Sn — площадь)

ап=— 180°; ал=2Язіп—; 
п п

о х 180° D 180°
ап = 2г№------ ; гп = Rn cos-------;п п

D о _ . 180° о 1 . 360° 1 2 , 180°Рп = пап = 2nRn sin----- ; Sn =-nRn sin------- = -nanctg------- .
n 2 n 4 n
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56. Длина окружности. Площадь круга и его частей
(R — радиус окружности, круга; В — диаметр; С — длина окружно­

сти; I — длина дуги; а — радианная мера центрального угла; п° — гра­
дусная мера; 8 — площадь круга; 5сект — площадь сектора)

С = 2пВ = пВ — длина окружности.
, пВп° п
I= 180° = — ДЛИНа ДУГИ ОКРУЖНОСТИ-

«„ =лЯг=-яОг=^СВ; « = — «3,14;
кр 4 2 В

сект “ 360°
= -В2а.

2

57. Углы и окружность
1. Центральный угол измеряется дугой, 

на которую он опирается:
ХАОВ = иАтВ.

2. Вписанный угол измеряется половиной 
дуги, на которую он опирается:

ХАВС = -^АтС.
2

58. Метрические отношения в окружности
1. Если хорды АВ и СВ пересекаются в 

точке Е, то
АЕ - ЕВ = СЕ- ЕВ.

2. Если из точки В к окружности проведе­
ны две секущие^ то

ВВАВ = ЕВСВ.
с
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3. Если из точки В к окружности проведе­
ны секущая и касательная, то произведение 
секущей на ее внешнюю часть равно квадрату 
касательной:

АВВВ = ВС2.

59. Числовое выражение
Числовое выражение — запись, которая состоит из чисел, соединен­

ных между собой знаками действий.
Например: -3,4 • (-8) + 12 : 0,4 — числовое выражение.
Значением числового выражения называется число, которое полу­

чено в результате выполнения действий, указанных в этом выражении.
Например: число 57,2 — значение выражения.

60. Стандартный вид числа
Стандартный вид числа — представление числа в виде а * 10п, где 

1 < а < 10, п — целое число, а — мантисса числа, п — порядок числа.
Например: 342,7 = 3,427 • 102, т. е. а = 3,427, п = 2;
0,009 = 9 • ІО"3, т. е. а = 9, п = -3.

61. Целая часть числа. Дробная часть числа
Целой частью числа х называется наибольшее целое число, не пре­

восходящее X, где X Е R.
Обозначение: [х].
Дробной частью числа х называется разность между данным числом 

и его целой частью.
Обозначение: {х}, тогда {х} = х - [х].
Например: [2,59] = 2;
{2,59} = 0,59; [-8,4] = -9;
{-8,4} = -8,4 - (-9) = 0,6.

62. Погрешность приближения
Абсолютная погрешность приближения — модуль разности между 

точным значением величины и ее приближенным значением.
Обозначение: |х - а|, где х — точное, а — приближенное значение.
Например: запись е = 2,71 ± 0,01 означает, что |е - 2,71| < 0,01, 

т. е. число е = 2,71 с точностью до 0,01.
Относительная погрешность — частное от деления абсолютной по­

грешности |х - а| на модуль приближенного значения величины.
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Обозначение: 1 . . 1, где х — точное значение, а — приближенное.

Относительную погрешность часто выражают в процентах.
Например: если х = 2,89, а = 3, то относительная погрешность будет 

равна І3~ 2>891 = 2121 = « 0,003, или 0,3 %.
|3| 3 300

63. Пропорции.
Производные пропорции

Частное двух чисел называется отношением этих чисел.
Отношение показывает, во сколько раз I число больше II или какую 

часть I число составляет от II.
Два числа, произведение которых равно 1, называются взаимно об­

ратными.
1 3 4Например: 5 и —; 0,4 и 2,5; 7— и —.
5 4 31

Равенство двух отношений называется пропорцией:
а с а b = с : d, или — = —. 
Ъ d

Числа and называются крайними членами, а числа b пс — средни­
ми членами пропорции, где а * 0, b * 0, с * 0, d * 0.

Основное свойство пропорции: произведение крайних членов равно 
произведению средних.

Верно и обратное утверждение: если а ‘ b = с d, то а • d = b • с.
Если а • d = b • с, то числа af b, с, d составляют пропорцию 

а : b = с : d.
Производные пропорции

а с a + b c + dЕсли TO ----
Ь d’ b d '

а-Ь c-d . a _ c
b d ’ a + b c + d ’
а с a + b _ c + d.

а-Ь c-d a-b c-d ’
а-Ъ c-d
а + Ь c + d

64. Периодические дроби
При обращении обыкновенной дроби в десятичную может образовать­

ся бесконечная десятичная дробь.
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Бесконечная десятичная дробь, которая, начиная с некоторого разряда, 
образуется последовательным добавлением справа одного и того же числа, 
называется периодической, а повторяющееся число — ее периодом.

Периодические дроби, в которых повторение начинается сразу после 
запятой, называются чистыми периодическими.

Например: 0,333... = 0,(3); 21,666... = 21,(6).
Периодические дроби, в которых повторение начинается не сразу по­

сле запятой, называются смешанными периодическими.
Например: 7,23444... = 7,23(4); 0,19535353... = 0,19(53).
1. Обращение чистой периодической дроби в обыкновенную.
В качестве числителя обыкновенной дроби берут период чистой пе­

риодической дроби; в знаменателе пишут цифру 9 столько раз, сколько 
цифр в периоде.

Например: 0,(8) = —;
9

143,(14) = 3—.
99

2. Обращение смешанной периодической дроби в обыкновенную.
Для этого достаточно из числа, стоящего до второго периода, вычесть 

число, стоящее до первого периода, и полученную разность записать в 
числитель, а в знаменатель написать цифру 9 столько раз, сколько цифр 
между запятой и периодом.

Например:
_2 6313-63 _ 2 6250 2125 .

9900 2 9900 2198 ;

74-7 = 67.
90 90’

861-8 = 853.
99 99 ’

_ 4365-43 = 4322 = 2161
990 990 495 ’

0,7(4) =

8,(61) =

65. Проценты
Процентом называется сотая часть числа.
Обозначение — %.
Например: 3 %, 250 %, 0,02 %.
Тысячная часть числа называется промилле.
Обозначение — %о.
1. Если данное число принять за 1, то 1 % составляет 0,01 этого чис­

ла, 35 % составляют 0,35 числа, или 7/20 этого числа, и т. д.
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Следовательно, чтобы число процентов выразить в виде дроби, доста­
точно число процентов разделить на 100.

Например: 86 % = 86 : 100 = 0,86.
2. Нахождение процентов данного числа.
Чтобы найти а % от числа Ь, надо число Ь умножить на а/100.
Например: 24% от 80 составляют 80 ^ = |д о.

100
3. Нахождение числа по его процентам.
Если известно, что а % числа х равно Ь, то число х можно найти по 

формуле х = — ' 100.
а

Например, если 2 % вклада в сберкассу составляют 120 руб., то этот 
120вклад равен----- • 100 = 6000 руб.

2
4. Нахождение процентного отношения чисел.
Чтобы найти процентное отношение двух чисел — а и Ь, надо отноше­

ние этих чисел умножить на 100 %, т. е. вычислить
(-1 • 100%.

5. Сложные проценты.
Если в сберегательную кассу внесен вклад в а рублей и положен на р 

процентов годовых (т. е. проценты начисляются один раз в год), то через

^+іоо РУб

Замечание. Здесь проценты насчитываются на проценты и поэто­
му называются сложными.

66. Деление числа на части прямо и обратно 
пропорционально данным

1. Чтобы разделить некоторое число пропорционально данным чис­
лам, надо разделить это число на сумму данных чисел и результат умно­
жить на каждое из них.

Например, отрезок длиной 20 см разделить в отношении 2:3.
Решение.

20-2 = 8 (см); -=^- • 3 = 12 (см).
2+3 2+3
2. Чтобы разделить число на части, обратно пропорциональные дан­

ным числам, достаточно разделить это число на части, прямо пропор­
циональные числам, обратным данным.

Например, число 54 разделить обратно пропорционально числам 3 и 6.
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Решение.

Числа, обратные данным, относятся как — : — = 6 : 3. Тогда получим

— • 6 = 36; — • 3 = 18.
9 9

Часть 2

СТЕРЕОМЕТРИЯ

67. Призма

1. Произвольная призма

(I — боковое ребро;
Р — периметр основания;
'Зоей — площадь основания;
Н — высота;
Рсеч — периметр перпендикулярного сечения;
^сеч — площадь сечения;
^бок — площадь боковой поверхности;
V — объем)

^бок — -^сеч * ^» 

Ѵ=Зсеч-Н; 
Ѵ=Зсеч-1.

*^ПОЛН ^бок + 25осн*

2. Прямая призма 
в^-Р-Н;

^полн — ^бок + 25^; 

Ѵ=Зосн-Н.
Замечание. Для произвольного параллелепипеда справедливы те же 

формулы.

68. Прямоугольный параллелепипед
(а, Ь, с — измерения; <1 — диагональ; 3 — поверхность)

в^-РН;
Ѵ=аЪс;
3 = 2(аЬ + Ьс + ас);
ср = а2 + ь2 + с2
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69. Куб (а — ребро)
Ѵ=аг;

сі = а^З .
8 = 6а2.

а

70. Пирамида

1. Произвольная пирамида

(80СН — площадь основания; Н — высота; V — объем)

^пол ^бок + ^ОСН» д^осн '

2. Правильная пирамида

(Л — апофема; Н — высота; ф — двугранный угол при основании)

^бок п^ '^

а
_  _~осн . 

бок___________ >сова
^пол — ^бок + ^осн»

ѵ-Ав^я.

3. Произвольная усеченная пирамида

(Н — высота; 8Х и 82 — площади оснований; V — объем) 
К=^(51+8і + ^).

4. Правильная усеченная пирамида

(Л — апофема; Рі и Р2 — периметры оснований)
вбок = |(Л +

5пол = Збок + 51 + 52.
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71. Октаэдр
Все 8 граней — равносторонние треугольни­

ки; 6 вершин, 12 ребер; К— объем; 8 — поверх­
ность; а — сторона (ребро); R — радиус описан­
ной сферы; г — радиус вписанной сферы.

Ѵ =
а3^ 

3
Я = 2а2л/3; Я = г =

72. Цилиндр

(Н — высота; R — радиус основания)
8б0К = 2пRH;
^пол ^бок + 25осн;
5пол = 2nR(R + Н);
Ѵ=^2Н.

73. Конус
(Н — высота; R — радиус основания; 

I — образующая)
^бок 1^11)
^пол ^*бок + ^осн»

5Пол = ^R(R + 0;

Ѵ = -пЯ2Н.
3

Усеченный конус

(Н — высота; I — образующая; R тл. г — радиусы оснований) 
5бок = яіф + г);
5Пол = ^бок + ^ + 32;

8і = пЯ2;
82 = яг2;

Ѵ= ^(R2 + Rr+r2).
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74. Шар, сфера
(R — радиус шара; 8 — площадь сферической поверхности;

V — объем; И — диаметр) 
8 = 4лЯ2 = тФ2;

У = -пВ?=-Ф*.
3 6

75. Шаровой сегмент
(Я — радиус шара; Л — высота сегмента; 8 — площадь сферической

поверхности сегмента; V — объем; і— радиус основания)
в = 2іФіі = тФИ - л(г2 + Л2);
вполи = І(Ж + г2) = л(й2 + 2г2);
У = лЛ2| Я-іл |.

I 3

76. Шаровой сектор
в = лй(2Л + г);

Ѵ = -лЕ2Ь=-пВ2к, 
3 6

77. Шаровой пояс
(Л — высота пояса; и и г2 — радиусы оснований)

^бок = 2лЯЛ = тФк;
8 = л(2ЯЛ + г2 + г22);
У=|я1і(3г1! + 3^+Л!).
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Условные обозначения

N — множество натуральных чисел;
Z — множество целых чисел;
Zo — множество целых неотрицательных чисел;
Q — множество рациональных чисел;
R — множество действительных чисел (числовая прямая);
С — множество комплексных чисел;
[а; Ы, или а<х<Ь — замкнутый промежуток (или отрезок) с началом 

а и концом Ъ;
(а; Ь), или а < х <Ъ — открытый промежуток (или интервал);
(а; Ь], или а< х<Ъ;[а; Ь), или а<х<Ь — полуоткрытые промежутки 

(полуинтервалы);
[а; +оо), или х>а; (-оо; &], или х <Ь — лучи;
(а; +оо), или х> а; (-оо; Ь), или х <Ъ — открытые лучи;
(-оо; +ао) = R — числовая прямая;
а = Ь — а равно Ъ;
а * Ъ— а не равно Ъ;
а^Ь — а приближенно равно Ь;
а> b — а больше Ь;
а>Ь — а больше или равно Ь;
а<Ь — а меньше Ь;
а < b— а меньше или равно Ь;
а е А — а принадлежит множеству А;
аёА — а не принадлежит множеству А;
BczA — В является подмножеством А;
А и В — объединение множеств А нВ;
Ап В — пересечение множеств А и В;
0 — пустое множество;
% — процент;
%о — промилле;
НОД (а; Ь) — наибольший общий делитель чисел а и Ъ;
НОК (а; Ъ) — наименьшее общее кратное чисел а и Ь;
\а\ — модуль (абсолютная величина) действительного числа а;
ап — п-я степень числа а;
4а — корень п-й степени из числа а;
4а — арифметический квадратный корень из числа а;
л» 3,1415 — отношение длины окружности к диаметру;
е « 2,71828 — основание натурального логарифма;
logax, где х > 0, a > 0, a * 1 — логарифм числа х по основанию а;
Igx — десятичный логарифм числа х;
Іпх — натуральный логарифм числа х;
sin х — синус х;
cos х — косинус х;
tg х — тангенс х;
ctg х — котангенс х;
1 /sin х — косеканс х;
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І/cos х — секанс х;
arcsin х — арксинус х;
arccos х — арккосинус х;
arctg х — арктангенс х;
arcctg х — арккотангенс х;
Дх — приращение аргумента;
Ау — приращение функции;
у', f(x) — производная функции у = f(x) в точке х;
1/наиб» шах/(х) — наибольшее значение функции на отрезке [а; Ь]; [а;Ь]
У паям , шіп/(х) — наименьшее значение функции на отрезке [а; Ь]; [а;Ь]
ь
^f(x)dx — интеграл функции f(x) от а до &;
а

А — точка А;
а, АВ — прямая а, прямая АВ;
а, АВС — плоскость а, плоскость АВС;
^АВС — треугольник АВС;
Z — знак угла, например, Z(a; b), ZABC;
II — знак параллельности, например, о || Ь, а || р;
1 — знак перпендикулярности, например, а 1 Ь, а 1 р;
и — знак дуги, например, иАВ;
-----знак подобия, например, ААВС - ДА^^;
М(х) — точка М на координатной прямой имеет координату х;
М(х; у) — точка М в прямоугольной (декартовой) системе координат 

имеет абсциссу х и ординату у;
М(х; у; г) — точка в пространстве имеет абсциссу х, ординату у, ап­

пликату 2.

Таблицы

Квадраты натуральных чисел от 10 до 99
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 100 121 144 169 196 225 256 289 324 361
2 400 441 484 529 576 625 676 729 784 841
3 900 961 1024 1089 1156 1225 1296 1369 1444 1521
4 1600 1681 1764 1849 1936 2025 2116 2209 2304 2401
5 2500 2601 2704 2809 2916 3025 3136 3249 3364 3481
6 3600 3721 3844 3969 4096 4225 4356 4489 4624 4761
7 4900 5041 5184 5329 5476 5625 5776 5929 6084 6241
8 6400 6561 6724 6889 7056 7225 7396 7569 7744 7921
9 8100 8281 8464 8649 8836 9025 9216 9409 9604 9801

Кубы натуральных чисел от 1 до 9

п 1 2 3 4 5 6 7 8 . 9
п8 1 8 27 64 125 216 343 512 729
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Степени некоторых чисел

п п4 п5 п6 п1 п8
1 1 1 1 1 1
2 16 32 64 128 256
3 81 243 729 2187 6561
4 256 1024 4096 16384 65536
5 625 3125 15625 78125 390625
6 1296 7776 46656 279936 1679616
7 2401 16807 117649 823543 5764801
8 4096 32768 262144 2097152 16777216
9 6561 59049 531441 4782969 43046721

Простые числа до 997
2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43

47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97 101 103 107
109 113 127 131 137 139 149 151 157 163 167 173 179 181
191 193 197 199 211 223 227 229 233 239 241 251 257 263
269 271 277 281 283 293 307 311 313 317 331 337 347 349
353 359 367 373 379 383 389 397 401 409 419 421 431 433
439 443 449 457 461 463 467 479 487 491 499 503 509 521
523 541 547 557 563 569 571 577 587 593 599 601 607 613
617 619 631 641 643 647 653 659 661 673 677 683 691 701
709 719 727 733 739 743 751 757 761 769 773 787 797 809
811 821 823 827 829 839 853 857 859 863 877 881 883 887
907 911 919 929 937 941 947 953 967 971 977 983 991 997
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