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ПРЕДИСЛОВИЕ

Настоящая книга посвящена решению задач профильного уровня. 
Она включает в себя все типы уравнений и неравенств, предлагаемых 
на ЕГЭ.

Приступать к решению задач целесообразно при условии, что уче­
ник владеет навыками решения задач базового уровня школьного 
курса математики.

Книга состоит из трех глав, разбитых на 12 параграфов, а пара­
графы — на пункты, что дает возможность быстро найти нужную 
информацию.

В главе 1 рассматриваются различные типы уравнений: тригоно­
метрические, рациональные, иррациональные, логарифмические и 
показательные.

Каждый параграф снабжен краткими теоретическими сведениями 
и справочными материалами.

В главе 2 приводятся решения неравенств методом интервалов, 
т. е. метод решения рациональных неравенств. На многочисленных 
примерах с решениями рассмотрены основные типы неравенств.

В главе 3 рассматривается метод рационализации, или, как его 
еще иногда называют, метод замены множителей.

Метод рационализации позволяет значительно упростить решение 
многих неравенств с модулем, иррациональные неравенства, а также 
показательные и логарифмические неравенства как с постоянным, 
так и с переменным основанием.

Для каждого типа неравенств приведены алгоритмы и методиче­
ские указания, а также подробные решения и обоснования разных 
типов примеров и разного уровня сложности.

Метод рационализации с успехом применяется в последние годы 
на ЕГЭ по математике профильного уровня.

Ко всем задачам в конце книги даны ответы, что дает возможность 
проверить правильность решения.

В качестве дополнительного материала и для основательной подго­
товки к ЕГЭ рекомендуется использовать вышедшие в издательстве 
«Феникс» книги автора: «Репетитор по математике для старшекласс­
ников и абитуриентов» (2021), «Репетитор по алгебре и началам ана­
лиза для 10-11 классов» (2023), «Математика. Разбор заданий для 
подготовки к ЕГЭ с анализом типичных ошибок» (2024).



Глава 1

УРАВНЕНИЯ

§ 1. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ

Здесь предлагается решить различные типы уравнений. При'этом 
решение состоит из двух частей:

1) собственно решить уравнение;
2) найти корни, принадлежащие отрезку.
Заметим, что корни на отрезке при решении тригонометрических 

уравнений можно находить по-разному: с помощью двойных нера­
венств, единичного круга, графически.

Выбор способа остается за учеником и вполне допустим на экзамене.

Краткая теория и справочные материалы

Тригонометрические уравнения — это уравнения, содержащие не­
известную величину под знаком тригонометрической функции.

При помощи соответствующих преобразований всякое тригоно­
метрическое уравнение сводится к одному или нескольким простей­
шим уравнениям.

Главный принцип — не терять корней. Одним из возможных ме­
тодов отбора корней, отсеивания посторонних является проверка. 
Заметим, что в отличие от алгебраических уравнений трудности, 
возникающие с отбором корней, проверкой, резко возрастают, так 
как проверять приходится целые серии, состоящие из бесконечного 
числа членов.

Типы тригонометрических уравнений 
и методы их решения

1. Простейшие тригонометрические уравнения.
2. Уравнения, решаемые разложением на множители.
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3. Уравнения, сводящиеся к квадратным.
4. Однородные и сводящиеся к ним уравнения.
5. Уравнения, решаемые введением вспомогательного аргумента.
6. Уравнения, решаемые преобразованием суммы тригонометри­

ческих функций в произведение.
7. Уравнения, решаемые преобразованием произведения тригоно­

метрических функций в сумму.
8. Уравнения, решаемые с применением формул понижения сте­

пени.
9. Уравнения, решаемые с применением формул двойного и трой­

ного аргументов.
10. Уравнения, решаемые с помощью замены переменной.
11. Уравнения вида f(x) = ^ф(х).

12. Уравнения, решаемые с использованием ограниченности 
функций sin х и cos х.

Замечание 1. В формулах для решения уравнений запись решений 
имеет простую и однозначную форму. Однако в более сложных при­
мерах форма записи множества решений не однозначна, но идентич­
ность их можно доказать при помощи тождественных преобразова­
ний. Объясняется это тем, что различные методы решения приводят 
к различным формам записи ответа.

Замечание 2. Довольно часто множество решений уравнения за­
писывается при помощи нескольких формул. Иногда их объединяют 
(хотя и не обязательно), и получается более простая форма записи 
ответа. И в этом случае различная форма записи ответа часто объяс­
няется различными методами решения данного уравнения.

Замечание 3. Часто бывает, что одно и то же множество решений 
дается несколько раз. В таких случаях эти повторы можно исклю­
чить. Например, если при решении уравнений получены два множе- 

„71 71 ТІПства решении: —+ лп и — +—, то, как видим, решения первой серии 
2 6 3

содержатся во второй, и тогда окончательная форма записи ответа
- ТІ Tin „будет иметь ВИД — +—, neZ.

6 3
Замечание 4. Возможен случай, когда найденные серии решений 

лишь частично пересекаются, тогда общая часть в записи оконча­
тельного ответа приводится лишь один раз без повторений.
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Например, если при решении уравнения получены две серии ре- 
лп пк

шений: — и — (п, к е Z), то ни одно из этих решении не является 
3 2

частью другого, но если положить п = 3 т, к = 2 т (т е 2), то полу­
чим в каждом случае пт. Значит, эту серию решений надо исклю­
чить в одной из серий, например, во II серии все четные значения к 
надо исключить и оставить лишь нечетные к вида к = 2 р + 1 (р е Z).

гг Л пп л(2р + 1)Тогда обе серии примут вид —,  —------, где п, р е Z.
3 2

Справочные материалы

1) sin х = af х = (-1)л arcsin a + лп, п е Zt\a\< 1;
2) cos х ~ a, х = ± arccos a + 2лп, п е Z, \a\ < 1;
3) tg х = а, х = arctg a + ли, n e Zt a e R;
4) ctg x = at x = arcctg a 4- лп, n e Z, a e R.

Частные случаи 
(a = 0, a = 1, a = -1)

sin x = 0, x = ли, n e Z. sin X = 1, x = —+ 2лп, n E Z. 
2

sin X = -1, X = -—+ 2лп, n E Z. COS X = 0, X = —+ ЛП, n E Z. 
2 2

COS X = 1, X = 2лп, n E Z. COS X = -1, X = л + 2лп, n E Z.
Л

tg X = 0, X = ЛП, n E Z. ctg X = 0, X = — + ЛИ, n E Z.
2

Основные формулы

. 9 , 9 , £ sina , cosasinz a 4- cosz a = 1; tg a =------- ; ctg a =---------;
cosa sina

tga-ctga=l; l + tg2a =—l+ctg2a =—; 
cos a sin a

sin (a + P) = sin a cos p + cos a sin P;
sin (a - P) = sin a cos p - cos a sin p;
cos (a + P) = cos a cos p - sin a sin p;
cos (a - p) = cos a cos p 4- sin a sin P;
«a+W = »L; «а-₽) = -М;

1-tgatgp 14-tgatgp

sin 2a = 2 sin a cos a;
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cos 2а = cos2 а - sin2 а = 2 cos2 а - 1 = 1 - 2 sin2 а;

tg2a = 2tga 
l-tg2a;

sin За = 3 sin a - 4 sin3 a;
cos 3a = 4 cos3 a - 3 cos a;

. a a 1-cosa 2 a 1 + cosaom __ —___________ • пло __ —___________

00
 I p

, a sina 1-cosa , _ „tg—=-----------=------------, а^л + 2ятг, n e Z;
2 1 + cosa sina

2tg^ l-tg2^ 2tg
sin a =------ — ; cos a =--------- — ; tg a =------------ ,

1+te 2 1 + tg 2 1-tg 2

. n o . a + p a-p sin a + sin p = 2 sin------  cos---- -  ;
2 2

sin a - sin p = 2 sin -—- cos—; 
2 2

„ n a+p a-p cos a + cos P = 2 cos------  cos------  ;
2 2

. a+p . a-p . a+p . p-a cos a - cos P = -2 sin------  sin---- -  = 2 sin------  sin  ----- ;
2 2 2 2

, , o sin(a + P) , , _ sin(a-p)tga + tgp =---------- ; tg a - tgp =--------------^— ;
cos a cos p cos a cos p

a sin a + & cos a = у/a2 +b2 sin(a + cp),

где sin<p = b a
1 — , COS ф — і =~,

ja2 +b2 ^a2 +b2

sinasinp = -(cos(a-P)-cos(a+P)); 
2

cosacosp = — (cos(a — p) + cos(a + P)); 
2

sinacosp = -(sin(a-p) + sin(a+p)); 
2

arcsin (-x) = -arcsin x; arccos (-x) = л - arccos x; 
wctg (-x) = -arctg x; arcctg (-x) = л - arcctg x.
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Примеры с решениями

7
Пример 1. а) Решите уравнение sin6 х + cos6 х = —

б) Укажите его корни, принадлежащие отрезку -; 0 . 
2

Решение.
а) Запишем уравнение в виде

(зт2 х
fl-cos2xV fl + cos2xV 

или ------------- + -------------
2 2

7= —, или 
16

1-3 cos 2х + 3 cos2 2х - cos3 2х + 1 + 3 cos 2х + 3 cos2 2х + cos3 2х =
7 2 1 і , 1 j 1= —, или 2cos 2х = —, l + cos4x = —, cos4x = —,
2 2 2 2

, 2л _ , л лп _
откуда 4х = ±— + 2лп, х = ±—+—, п є Z.

3 6 2

б) Найдем корни, принадлежащие отрезку

1) X = —+---- , П Е Z.
6 2

Л < Л пп 
2'6+Ѵ

4
3

1
3’

. л л лоткуда п = -1, тогда х =-------= —
6 2 3

2) х = — +—, п 
6 2

л л ТІП _— <— + — <0,
2 6 2

є Z.

2
3

1
3’

откуда п = О, тогда X = —
6

Таким образом, данное уравнение на заданном отрезке имеет всего 
2 корня.

Ответ: а) ±-+—, п є Z; б) --; -- 
6 2 3 6
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Пример 2. а) Решите уравнение
. (Л Зх^ „ . Гл 
sin — + — = 2sin------- .U 2 J U 2j

б) Укажите его корни, принадлежащие отрезку [-л, л].
Решение.
а) Заметим, что

. Г л Зх^ . Г Зл „ Г л
sin — + — =sin л- — + — =sin---------- =sin3---------- .U 2 J ^<42^ I 4 2 J U 2j

Известно, что sin За = 3 sin а - 4 sin3 а, тогда
. _ Гл о . Г71 

sin3--------=3sin--------- -4sin--------- .
U 2j U 2j U 2j

Следовательно, исходное уравнение примет вид
О . Г71 4 ' зГ71 • Г71
3sin--------4sin--------- =2 sin--------- ,

U 2j 1^4 2j ^4 2j
. Г71 л - 3 Г71 n

sin--------4sin--------- =0, или

. Г71 - 2 Г Л _
sin-------l-4sin---------- =0, откуда:< 4 2Д U 2))

1) sin-------=0,--------- = nn, откуда x. = —+ 2лп, n e Z;U 2 4 1 2

2) l-4sin2[---] = 0, или 1-2 1-cosf— + x]] = 0,

1 - 2(1 - sin x) = 0; 2 sin x = 1, sinx = ^, откуда

х = (-1)л —+ лп, n e Z.
6

б) Из найденных серий решений найдем корни, принадлежащие 
отрезку [-л, л].

л1) х = —+ 2лп, и е Z.
2

лПри и = 0 х = — — единственный корень, принадлежащий отрезку 
2

[-л, л].
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2) х = (—1)” — + яд, п е 2.
6

Эта серия содержит два корня.

Прип = 0х = —; при п = 1 х = л-—= —.
6 6 6

Ответ: а) —+ 2лп; (-1)" —+ ли, п е Z; б) —; —; —.
2 6 2 6 6

Пример 3. Решите уравнение

Q • <3 18 sin х =------ +--------на отрезке
cosx sinx

5л. л
Т’ ~ 2

Решение.
лCOS X ^ 0, sin X ^ 0, т. е. X ^ — + ЛП, X ^ ли, п е Z.
2

Запишем уравнение в виде
8sin2xcosx = 73sinx + cosx, или 4 sin 2х sin х = >/3 sin х 4-cos х. /

Применяя формулу
2 sin a sin р = cos (а - Р) - cos (а + Р), получим

2(cos х - cos Зх) = л/З sin х + cos х.

Разделим обе части полученного уравнения на 2:
о . 1 о

cosx-cos3x = —sinx +—cosx, или cos3x- 
2 2

1 >/з . 'I
—cosx sinx 
2 2

= 0.

i л V3 . л
Ho — = cos—, — = sin—, тогда имеем 

2 3 2 3

cos3x-cos —+ x =0, или -2sin 2x + — sin X-— =0, откуда: 
\3 J V 6; \ 6J

1) sin|2x + —| = 0, 2x + —= лп, x. =——+—, ti e Z;
6 J 6 1 12 2

2) sin X-— =0, X-—= ЛП, X9 = —+ ЛД, 71 e Z.
6 2 6

Из найденных серий решений найдем корни, принадлежащие от-

резку 5л 
т

л
2
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,. 5л л лп л1 )--- <------+ — <—,
2 12 2 2

-30 <-1 + 6п < -6,
-29 < 6п < -5,

5 5
-4— <п< —, откуда п = -4; -3; -2; -1.

6 6

19л.
12 ’

л 25л
При и =-4 х = -—-2л = -—; 

12 12
_ л Зл 19лпри п = -3 х =------------=-------- ;

12 2 12
п л 13л

при п = -2 х =------- л =-------- ;
12 12

_ л л 7лпри п = -1 х =---------- =------ .
12 2 12

5л л , л
2)----- < —+ лп<—,

2 6 2
-15 < 1 + 6п < -3, -16 < 6п < -4,

2 2
-2—<п<—, откуда п = -2; -1. 

3 3

При п =-2 х = --2л = -—; 
6 6

. л 5лпри п = -1 х = — л =----- .
6 6

„ л лп л _
Ответ:----- +—; —+ лп, ті, е Z;

12 2 6
25л.
12 ’

13л 7л 11л 5л
12 ’ Г (Г

Пример 4. Найдите все корни уравнения 
.4 л ] 25лsin x + sin х + — =sin ----- ,I 4> 6

удовлетворяющие неравенству 1g х-ѵ2х + 24І > 0.
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Решение.
Известно, что 2 sin2 а = 1 - cos 2а, тогда имеем

—(l-cos2x) +— l-cos2 х + — =sin 4л+ —4Ѵ ; 4 I 4 I 6

І1 , Л ] | . . 9 тсили —(l-cos2x) +— l-cos2 х + — =4sin —,4 'A I 6

1-2 cos 2х + cos2 2х +1 + 2 sin 2х + sin2 2х = 1, 

2-2cos2x + 2sin2x = 0, или sin2x-cos2x + l = 0, 

2 sin х cos х + (1 - cos 2х) = 0,2 sin х cos х + 2 sin2 х = 0, 

sinx (cosx + sinx) = 0, откуда sin x = 0, или cos x + sin x = 0.

Если sin x = 0, to x = лп, n e Z;
cos x + sin x = 0, то 1 + tg x = 0 (cos x = 0),
X 1 TCtgx = -l, x = + ЛП, n E Z.

4
Теперь решим логарифмическое неравенство lg(x-а/2х + 24)>0. 

Это неравенство равносильно системе
х - \/2х + 24 > 1, 

х - х/2х + 24 > 0, 

откуда х->/2х + 24 > 1, или 72г + 24<х-1,

что равносильно системе неравенств
2х + 24 > О, х>-12,

2х + 24<(х-1)2; х2-4х-23>0; 1
х2-4х-23 > 0.

Решим неравенство х2 - 4х + 23 > 0 методом интервалов: 

— = 4 + 23 = 27>0, х12=2±3>/з.
4

х<2-3^, х>2 + 3л/3.

WWWWWWWp___________^ШШ1>
2-ЗѴз 2 + зТз
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Так как х > 1, то решением системы неравенств является 
х>2 + 3>/3. Этому условию удовлетворяют корни

х = лп, х = -— + лп; n>^nEN.
4

Ответ: ли; — + лп,п^,п>3,пе№
’4

Пример 5. Решите уравнение

(
г- \2 I тс

созх + ^Ззтх^ = 5 + соз1—+ 2х

на отрезке л
2: Л

Решение.
Запишем уравнение в виде

4 -созхн----- эшх
2 2

= 5 + соз —+ 2х , или

Л . л л .
4 ЭШ —СОЗХ + СОЭ —Э1ПХ

6 6

2 /

= 5 + соз —+ 2х1 б

4эіп —+ х =5 + соз —+ 2х .
6 6

(1)

Заметим, что левая часть уравнения (1)

4зт2 —+ х <4, а правая — 5 + соз —+ 2х >4. 
) 6

Следовательно, имеем систему уравнений

4зіп2 [ —+ х 1 = 4,
I 6 J

•„2 
31П

2 І тс і _ 
сое — + х = 0.(6 )

5 + СО8 —+ 2х =4; соз -+2х 1 = -1; 
)

ТС о 1сое —+ 2х =-1:І6 )

соз —+ х =0.І6 J

соз —+ 2хІ6

л л—+ х = —+ ли, 
6 2
л—+ 2х = л + 2лА;[б

л х = —+ ли,
3
5л , х = — + ля.
12
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откуда —+ лп = —+ ^, 4л + 12лп = 5л + 12лА, л + 12лА = 12лп,

1 L 12п-1 5л л(12п-1)или 12л = 12n - 1, откуда л =--------- , тогда х = — + —--------- -
12 12 12

5л + 12лп-л
12

, или х = —+ лп, П Е Z.
3

Теперь найдем корни, принадлежащие отрезку л—; л , для чего

решим двойное неравенство
л л

— < —+ лп < л,
2 3

- 3 < 2 + 6п < 6,
- 5 < 6п < 4,

— <п<—, откуда п = О, тогда х = — — единственный корень.

Ответ: —+ лп, п е Z; х = —. 
3 3

Пример 6. а) Решите уравнение —-------- ------1 = 0.
tg х sinx

Г Зл
б) Найдите все корни, принадлежащие промежутку -Зл;------ .

2

Решение.
ОДЗ: sin х ;* 0, cos х * 0.
а) Так как —— = ctg2 х и 1 + ctg2 х = —^-, то ctg2 х = —-----1.

tg х sin х sin х
В этом случае исходное уравнение примет вид
1 1 о л 1---- 5---------------2 = 0 — квадратное уравнение относительно------- . 

sin х sinx----------------------------------------------------------------------- sinx

Пусть —-— = а, тогда получим а2 - а - 2 = 0, откуда ах = 2; а2 = -1. 
sinx

1 1 7іЕсли а = 2, то -------= 2, sinx = —, откуда х = —+ 2лп, х = — + 2лп,
sinx 2 6 6

П Е Z.
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Если а = -1, то-------= -1, sin х = -1. 
sinx

В этом случае получим сое х = 0, что невозможно в силу ОДЗ.

б) 1. х = —+ 2лп, п е Z.
6

п Л п Зл-Зл < — + 2лп <-----,
6 2

19 о 5 19^ 5
----- <2п<—,------ <п<—

6 3 12 6

откуда п = -1, тогда х = — 2л =-------
6 6

5 тс
2. х = — + 2лп, п е Z.

6

-Зл<—+2лп<-—, 
6 2

23 7
6 3

23_ 7
----- <п< — — нет целых п.

12 6
л 5л 1ІЛОтвет: а) —+ 2лп, — + 2ли, n g Z; б)  
6 6 6

Замечание. Ответ можно записать иначе:

а) (-1)"- +л*, Л е Z; б) -— 
6 6

Пример 7. а) Решите уравнение
log2 (cos х + sin 2х + 8) = 3.

б) Найдите все корни, принадлежащие отрезку ^; Зя 
2

Решение.
а) Заметим, что cos х + sin 2х + 8 > 0 при всех х g Rt так как 

|cos х| < 1, |sin 2х| < 1.
По определению логарифма имеем cos х + sin 2х + 8 = 8, или 

cos х + sin 2х = 0.
Так как sin 2х = 2 sin х cos х, то cos х + 2 sin х cos х = 0, или

cos х • (1 + 2 sin х) = 0, откуда cos х = 0, или sinx =
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Если cos х = 0, то х = — + лп, п е Z.
2

_ . 1 Л л 7л оЕсли sin х = —, то х = — + 2лп, х = — + 2лп, п е Z.
2 6 6

б)

1) — < —+ лп<3л,
2 2

2) — <-—+ 2лп<3л.
2 6

1<п<2,5, .19
3 6

. Зл
л — 1, хх- —,

5 _ 19 
— <п<—, 
6 12

л 5лп = 2, х9 =—.
2 2

Зл 7л _ _
3) —<— + 2лп<3л, 

2 6

, 11лп = 1, х =----- .
6

L .11— <2п< —, —<п< — — нет целых п. 
3 6 6 12

Л 71
Ответ: а.) — + пп, — + 2лп, — + 2лп, п е Z;

2 6 6
_ Зл 11л 5 л
б) —; ----- ; —.

2 6 2

Пример 8. а) Решите уравнение
sin 2х - 2>/з sin2 х + 4 cos х - 4>/з sin х = 0.

б) Найдите все корни, принадлежащие промежутку [-л; л]. 
Решение.
а) Запишем уравнение в виде
2 sin х cos х - 2>/з sin2 х + 4 cos х - 4>/з sin х = 0, или

sin х cos х - 7з sin2 х + 2 cos х - 2V3 sin x = 0.

Применим способ группировки:
cos х (sin x + 2) - >/з sin x (sin x + 2) = 0, или

(sin x + 2)(cos x - VS sin x) = 0, откуда

sin x + 2 = 0 — нет корней, или
cos x - Тз sin x = 0 — однородное уравнение I степени.



Глава 1. Уравнения •» 17

Разделив обе части полученного уравнения на cos х ^ 0, имеем 
l-V3tgx = 0, tgx = i, откуда х = — + пп, п е Z.

л/З 6
л Лб) -л<—+лп< л, —<п<—, откуда п = -1; и = 0.
6 6 6

Если и = -1, то х1 = ; если и = 0, то х9 = —.
1 6 2 6

Ответ: а) — + лп, п е Z; б) —^; —.
6 6 6

Пример 9. а) Решите уравнение
sin 2х+ Л cos Зх = sin 4х.

б) Найдите корни, принадлежащие промежутку -л; -^ .

Решение.
а) ^2 cos Зх = sin 4х - sin 2х. (1)

К правой части (1) применим формулу
sina-sinB = 2 sin——-cos^^.

2 2
Получим ^2 cos Зх = 2 sin х cos Зх, или cos Зх • (\/2 - 2sin х) = О,

и Л о Л Л ЛП _откуда cos Зх = 0, Зх = — + лп, х = — +—, п е Z, или 
2 6 3

уі2 л о Зл п „
smx = —, откуда х = —+ 2лп, х = —+ 2лп, п е Z.

б) ^ Х = 7 + Т’ neZ. 
о 6

п пгі п 7 п 2 7 „-л< —+ — <—, —< —<—, —<п<-2,
6 3 2 6 3 3 2

5лп = -3, х, =----- ;

п = -2, х9 =-—.
2 2
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2) х = —+ 2лп, п е Z.

3
— <п< — — нет целых п, 

8 8

3) х = — + 2лп, п е Z.

5— <п< — — нет целых п.
8 8

Ответ: а) —+—, —+2лп, —+ 2лп, п е Z; б) -—;
63 4 4 6 2

Пример 10. а) Решите уравнение
|sin х + cos х\= \І2 sin 2х. 

f л
б) Найдите все корни из промежутка —; 2л .

Решение.
а) ОДЗ: sin 2х > 0.
Возведем обе части уравнения в квадрат, учитывая, что |а|2 = а2.
(sin х + cos х)2 = 2 sin2 2х, или
1 + sin 2х = 2 sin2 2х, или 2 sin2 2х - sin 2х - 1 = 0.
Заметим, что 2 - 1 - 1 = 0, тогда sin 2х = 1,

2х = |+2лп, х = ^+лп, п g Z, или sin2x = — — не удовлетворяет 

ОДЗ, так как sin 2х > 0.

б) х = ^ + лп, п е Z.

71 л о 3 7 Л— < —+ лп<2л, —< п <—, откуда п = 0; п = 1.
2 4 4 4

Если п = 0, то х, = —; если п = 1, то х9 = —+ л = —.
1 4 2 4 4

Ответ: а) — + лп, п е Z; б) —; —.
4 4
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Пример 11. а) Решите уравнение 4sin2х + 4см2х = 4.

б) Найдите все корни, принадлежащие отрезку —; 2л

Решение.
а) Запишем уравнение в виде 4am2l+41’81n2x = 4 или 4ип2і+—І-- 4.

^sin X

Пусть 4™2ï = t, тогда получим уравнение

£ + ^ = 4, или t2 - 4# + 4 = 0, (t -2)2 = 0, f - 2 = О, откуда t = 2.

Учитывая, что t = 4M”2ï, получим 481п2х=2, или 22sin2x=2, 

2 sin2 х = 1, или 1-2 sin2 х = 0.

Так как 1-2 sin2 х = cos 2х, то cos 2х = 0, 2х = — + ли, х = —+—, 
2 4 2

П Е Z.
б) Корни на отрезке найдем с помощью двойного неравенства:
Зл z л лп . 3 1 и х n 1 5^7
— < —+— <2л, или < —<2—, или —<п<—, откуда п = 3, 
2 4 2 2 4 2 4 2 2

7л 
тогда х = —.

Ответ: а) —+—, п е Z; б) —. 
4 2 4

Пример 12. а) Решите уравнение

4 cos4 —х =7 cos 4х + sin 2х + 10. U )

лб) Найдите все корни, принадлежащие отрезку —; Зл . 
2

Решение.
а) Известно, что 2 cos2 а = 1 + cos 2 а, 

/ \ f Л /
. I I I п 2 | Л _тогда получим 4 cos4 I — -х I = I 2cos I — - x 11 r + cos 2 ”

= (1 + sin 2x)2.
Кроме того, cos 4x = 1 - 2 sin2 2x, и данное уравнение примет вид 
(1 + sin 2х)2 = 7(1 - 2 sin2 2х) + sin 2х + 10, или 
1 + 2 sin 2х + sin2 2х = 7 - 14 sin2 2х + sin 2х + 10, или
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15 sin2 2х + sin 2х - 16 = О — квадратное уравнение относительно 
sin 2х.

Пусть sin 2х = t, где \t\ < 1, тогда получим 15t2 + t - 16 = 0.
16Заметим, что 15 4-1 - 16 = 0, значит, *і = 1, тогда t2 =----- (не удо-
15

влетворяет условию |і| < 1).
ТС

Значит, J = 1, тогда sin 2х = 1, 2х = — + 2лп, откуда х = ^ + ^, 

п е Z.

б) х е -; Зл 
2

— < —+ лп<3л, или---------<п<3—, или —<п<2—. откуда
2 4 2 4 4 4 4

n = 0, 1, 2.

Если п = 0, то х, = —; если n = 1, то х9 = —+ л = —; если п = 2, то 1 4’ ’ 2 4 4 ’

л „ 9лх2 = —+ 2л = —.
3 4 4

Ответ: а) — + лп, n g Z; б) —; —; —. 
4 4 4 4

Пример 13. а) Решите уравнение
sin х + cos х = >/2 sin 5х.

б) Найдите все корни, принадлежащие отрезку 0; —

Решение.
а) Разделим обе части уравнения на V2 :

1 . 1 л . .л . _—f =smx + -;=COSX = Sin5x, или cos—sinx + sin—cosx = sin5x.
^2 ^ 4 4

или sin x + — =sin5x, sin5x-sin x + — = 0.

n . a-B a + BПрименив формулу sin a - sin 0 = 2sin -cos -, получим 
2-----------2

2х-—Icosl Зх + —І = 0, откуда:
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1) sin 2х— =0, 2х - — = яп, х = — +—, п Е Z;
{ 8J 8 18 2

I 71 і 71 71 Л 71712) cos Зх + — =0, Зх + — = — + ли, откуда х = — +—, п & Z.I 8 J 82 83

б) X G

ТС ТС71 ^ ТС 
18+~2~“2 1<2<1_1

18“ 2 "2 18’
1— < тг < —, откуда п = 0
9 99

*1 = —
1 18

л л ли л
I 0<- +— <—,

8 3 2

!<"<!_!
8“3“2 8’

3, J-<7і<-, откуда

Ответ: а) —+—, —+—, n е Z; б) —;
18 2 8 3 18

л 11л
8’ ”24-’

Пример 14. а) Решите уравнение
2(sin 2х 4- cos 2х) + sin 4х + 1 = 0.

5тс
б) Найдите все корни, принадлежащие отрезку —; Зл .

2

Решение.
а) Пусть sin 2х + cos 2х = t, тогда f2 = 1 + sin 4х, и данное уравне­

ние примет вид 2t + t2 = 0, или t(2 + t) = 0, откуда t^ = 0, ^2 = _2.
Следовательно, исходное уравнение равносильно совокупности 

уравнений:
1) sin 2х + cos 2х = 0 — однородное уравнение I степени. Разделим 

обе части уравнения на cos 2х * 0. Деление возможно, ибо в против­
ном случае и sin 2х = 0, что невозможно, так как не будет выполнять­
ся основное тригонометрическое тождество

sin2 а + cos2 а = 1.
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7Г 71 7СП
Имеем tg 2х + 1 = О, tg 2х = -1, 2х = — + кп, откуда х = — +—, 

4 8 2
п е Z.

2) sin 2х + cos 2х = -2 — нет корней, так как

|sin а + cos а| = 2 sin а + —I 4

5л л тіп _
б) —<— + — <3л, или

2 8 2
5 1—і— < — < 3 + —
2 8 2 8

21<п
8 " 2

25 21
8

х = — + 3л =
8

і 4 
23л 
Т’

25
4 ’

откуда п = 6 — единственное целое, тогда

Ответ: в) х = — +—, п
8 2 ег-б)т

Пример 15. а) Решите уравнение
73sin2x-2 =1-3 cos х.

б) Найдите все корни на отрезке -—; — . 
2 2

Решение.
ОДЗ: 1-3 cos х > 0, т.е. cosx < ^.

а) Возведем обе части уравнения в квадрат:
3 sin2 х - 2 = 1 - б cos х + cos2 х, или
3(1 - cos2 х) = 3 - 6 cos х + cos2 х, откуда имеем 2 cos2 х - cos х = О, 
cos х • (2 cos х - 1) = 0, cos х = 0 или cos х = ^

(не удовлетворяет ОДЗ, так как cosx <і).

л
Если cos х = 0, то х = — + ли, п е Z.

2
К Зл 13 1 1 Е 1б) -л< —+ ли<—, -1 — <п<-------, или -1,5 < п < 1, откуда
2 2 2 2 2

п = -1; 0; 1.
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П ч л лЕсли п = -1, то X, = — л = —;
1 2 2

если п = 0, то х9 = —; если п = 1, то 
2 2

Ответ: а) —+ лп, п е Z; б) —; —
2 2 2

Зл
3 2 

Зл

п cos2x + sinx л
Пример 16. а) Решите уравнение —=== = 0.

' . л sin х —I 4

б) Найдите все корни на отрезке

Решение.

-; 2л . 
2

а) ОДЗ: sin х— >0, или 2лп < х - — < л 4- 2лп, п е Z, откуда 
<4; 4

л 5л
2лп + — < х < — + 2лп, п е Z. 

4 4
Получим уравнение cos 2х + sin х = 0.
Поскольку cos 2х = 1 - 2 sin2 х, то получим 2 sin2 х - sin х - 1 = 0.
Заметим, что 2 - 1 - 1 = 0, тогда sin х = 1, sinx = -j.

л 7лУчитывая ОДЗ, имеем х = - + 2лп, х = — + 2лп, п е Z (серия 
2 6

х = -| + 2лп не подходит).

б) 1) х е ^ + 2лп, п е Z.

-—<— +2пп < 2п, ---- 
2 2 2 2 2’

1
2

5
4’

ЛЕсли п = 0, то х. = —; если п = 1, 
1 2

5л
ТО X, = —

2 2
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2)-—<—+ 2лп < 2л, или -—- — <2п<2-—, 
2 6 2 6 6

5 о 5 5^5 Л 7л
— < 2п < —, — <п< —, откуда п = О, тогда хч = —.3 6 6 12 У 3 6

Ответ: а) — + 2лп, — + 2пп, п е Z;6) —; —; —.
2 6 2 2 6

Пример 17. а) Решите уравнение
1о£2 (соз х + 8^п 2х + 8) = 3.

б) Найдите все корни, принадлежащие отрезку —; Зя

Решение.
а) Заметим, что cos х + sin 2х + 8 > 0 при всех х е Rf так как 

|cos х|< 1, |sin 2х|< 1.
По определению логарифма имеем

cos х + sin 2х + 8 = 8, или cos х + sin 2х = 0.
Так как sin 2х = 2 sin х cos х, то cos х + 2 sin х cos х = 0, или

cos х (1 + 2 sin х) = 0, откуда cos х = 0 или sin х = -—.

Если cos х = 0, то х = —h лп, п е Z;
2

если sin х = , то х = + 2лп, х = — + 2лп, п е Z.
2 6 6

б)

1)—<-+лп<Зл, ---<п<3
2 2 2 2

1 < и < 2,5, откуда п = 1, Xj = —
2

1
2

О 5л п = 2, х9 =—
2 2

„ 5 19 5, 192 ) — < — + 2лп < Зл, —<2п< —, — <п< —, откуда п = 1
2 6 3 6 6 12

11л
Х3 =----- •3 6

оч3л 7л 1 о ^11 1 ̂ 113) — < — + 2лп < Зл, — < 2п < —, или — < и < — — нет целых п.
2 6 3 6 6 12

л ч л л 7л _ „ Зл 11л 5лОтвет: а) —+ лп, — + 2лп, — + 2лп, п е —; ------ ; —.
2 6 6 2 6 2
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Пример 18. а) Решите уравнение
sin 2х + 4 Ѵз cos х - 4 sin х - 2\/3 cos2 х = 0.

б) Найдите все корни, принадлежащие промежутку [л; Зл].
Решение.
а) Так как sin 2х = 2 sin х cos х, то уравнение примет вид

2 sin х cos х 4- 4>/ЗсО8Х-48Іпх-2л/Зсо82х = 0.

Разделим обе части полученного уравнения на 2:
sin х cos х + 2 Ѵз cos x - 2 sin x - Ѵз cos2 x = 0.

Теперь разложим левую часть уравнения на множители способом 
группировки:
sinx(cosx-2)-V3cosx(cosx-2) = 0 или (cosx-2)(sinx-V3cosx) = 0, 

откуда cos х - 2 = 0, или sin х — >/з cosx = 0.

Если cos х - 2 = 0, то cos х = 2 — нет корней, так как | cos х | < 1.
Если sin х — Ѵз cosx = 0, то имеем однородное уравнение I степени.

Поскольку cos х * 0, так как при этом и sin х = 0, что невозможно, 
ибо не будет выполняться основное тригонометрическое тождество 
sin2x + cos2x = 1, то, разделив обе части полученного уравнения на 
cos х^О, получим

tgx- ѵЗ =0, или tg х =ѴЗ , откуда х = —+ лл, п е Z.
3

б) л< —+ лл<3л, или 1<- + п<3, или 1- —<л<3-—, или 
3 3 3 3

— <л <2—.
3 3

Так как п е Z, то п = 1, п = 2.
„ л 4л
Если л = 1, то х = —+ л = —, 

3 3
а л _ 7лесли л = 2, то х = — + 2л = —.

3 3
л 4л 7лОтвет: а) —+ лл, л е Z; б) —; —.
3 3 3
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Пример 19. а) Решите уравнение
2 sin Зх sin х + (3^2 -1) cos 2х = 3.

б) Найдите его корни, принадлежащие промежутку [-л; л]. 
Решение.
а) Известно, что 2 sin a sin р = cos (а - р) - cos (а 4- Р).
Тогда данное уравнение запишется в виде

cos 2х - cos 4х 4- (3>/2 -1) cos 2х = 3.

Но cos 4х = cos 2-(2х) = 2 cos2 2х - 1.
Получим уравнение cos 2х - 2 cos2 2х 4-1 4- (ЗТІ-І) cos 2х = 3, или

2 cos2 2х - cos 2х - (ЗТІ-І) cos 2х + 2 = 0, или

2 cos2 2х - cos 2х - 3^2 cos 2х 4- cos 2х 4- 2 = 0, или

2 cos2 2х - 3\/2 cos 2х 4- 2 = 0 — квадратное уравнение относительно 

cos 2х.
Пусть cos 2х = tr где |t|< 1.
2t2 - 8^2 t + 2 = О,

D = (ЗТІ)2 - 4-2-2 = 18 - 16 = 2 > 0.

_&І2±42 . _4ч/2_^ 2^2 _^2
4 ’ 1 “ 4 ’ 2 “ 4 ’ 2 ’

Если t = ^2, то cos2x = 72 >1 — нет корней.

уі2 л л
Если t = —, то cos2x = —, или 2х = ±—+ 2лп, х = ±—+ лп, п е Z.

2 2 4 8
л

б) 1) х = -—+ лп, п е Z.

-л<----- нлп<л, -1<----- і-п<1, -1 + —<п<1—, <п<1—, откуда
8 8 8 8 8 8

п = 0, п = 1.

Если п = 0, то х = -—,
8

_ л 7лесли и = 1, то х = — + л = —.
8 8

л2) х = —+ ли, п е Z.
8

-л< —4-лп<л, -1 — <п<1—, -1— < п <—, откуда п = -1, п = 0.
8 8 8 8 8
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„ . л 7лЕсли п = -1, то х = — л =----- ;
8 8

если п = 0, то х = —.
8

л л 7лОтвет: а) ±—+ лп, п е Z; б) ±—; ±—
8 8 8

Пример 20. а) Решите уравнение
nCOSX coal

------ --------- = 2-4 1
4 sin x cos x

9лб) Найдите его корни, принадлежащие отрезку —; 6л .
2

Решение.

—+ х = -sinx, то, приведя обе части уравнения к
3 )

основанию 2, получим
ЛС08Х
" О Л-28ІПХ „wr„ QCOSX - 2зІПХСО8Х ЛІ-28ІПХ лтт«т„л—, или z = 2 , откуда22sinxcoex 7 ’ ^ ^

cos х - 2 sin х cos х = 1 - 2 sin x, или
cos x - 2 sin x cos x - 1 + 2 sin x = 0.

Теперь применим способ группировки:
cos х (1 - 2 sin x) - (1 - 2 sin x) = 0, или (1-2 sin x)(cos x - 1) - 0,

откуда 1 - 2 sin x = 0, или sinx = —, x = —+ 2лп, x = —+ 2лп, neZ.
2 6 6

cos х - 1 = О,
COS X = 1, 
х = 2о, п е Z.

9 лб) Найдем корни уравнения, принадлежащие отрезку —;6л .
2

1) x = —+ 2лм, 
6

9л Л _ a— <- + 2лп<6л, 
2 6

^, 2*
12 6

L1. 
2 6
<2^ 

12

1 26
6’ 6

35
6 ’

13
6
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2) х = — + 2лп, 
6

— < — + 2лп < 6л,
2 6

22 -о 31
— <2п< —

11 31
6 12

5 о 7 о 5л л 29л— <и<2—, значит, п = 2, тогда х = — + 4л = .
6 12 б 6

3) х = 2лл,
9л _ ~— <2ли<6л,
2

— < п < 3, откуда п = 3, тогда х = 6л. 
4

Ответ: а) —+ 2лп,-----і-2лп, 2лп, п е Z; б)----- ; 6л.
6 6 6

Пример 21. а) Решите уравнение 
x/7-8sinx = -2cosx.

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку -—; 2л .
L 2

Решение.
а) ОДЗ: cos х < 0.
Возведем обе части уравнения в квадрат! 7-8 sin х — 4 cos2 х.
Так как cos2 х = 1 - sin2 х, то получим 7-8 sin х = 4(1 - sin2 х) 

или 7-8 sin х = 4 - 4 sin2 х, или 4 sin2 х - 8 sin х + 3 = О.
Пусть sin х = t, где |t|< 1.
Получим квадратное уравнение относительно переменной t:
4*2- 8t + 3 = 0, D = 64 - 48 = 16 = 42 > 0,

8±4 х 12 3 1
*і,2 = —» откуда ^і = — = - Л2 = -•

Корень ^ = - не удовлетворяет условию |^| < 1.

Если t = —, то, учитывая замену, получим sin х = —, откуда 
2 2

х = — + 2лп, х = — + 2лп, п е Z.
6 6

5лПоскольку COS X < 0, то подходит серия х = — 4- 2лп, п Е Z.
6

б) Найдем корни уравнения на отрезке ^;2я . 
2
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3" < 5" + 2™ < 2„ 3 5 < 2„ < 2 5
—— S — + 2лп < 2л, —— — — < Ап< £ — —, 

2 6 2 6 6
14 7 7 7-— <2п< —, или -— <п< —, откуда п = -1, и = 0. 
6 6 6 12

„ , 5л о 5л-12л 7лЕсли п = -1 , то х = — - 2л =------------= -—;
6 6 6

если п = 0, ТО X = —. 
6

Ответ: а) — + 2лп; п е Z; б) -—; —. 
6 6 6

Пример 22. а) Решите уравнение
log2(2 - cos х) = 1 + 2 log2(-sin х).

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку л; — .
2

Решение.
а) ОДЗ: sin х < 0.
Так как 1 = log22 и 2 log2(-sin х) = log2(-sin х)2, то уравнение при­

мет вид log2(2 -cos х) = log22 + log2(-sin х)2, или 
log2(2 -cos х) = log22 (-sin x)2, откуда 2 - cos x = 2(-sin x)2, или 
2 - cos x = 2 sin2 x.

Ho sin 2x = 1 - cos2 x, тогда получим 2 - cos x = 2 - 2 cos2 x, или 
2 cos2 x - cos x = 0, или cos x(2 cos x - 1) = 0, откуда cos x = 0, или 

1 
COS X = —.

2
1) Если cos x = 0, to sin x = ±1. Ho sin x < 0, значит, sin x = -1,

Лx = -— + 2nn, n e Z.
2

2) Если cos x = -, to sin x = ±Vl-cos^x , или, учитывая, что 
2

sin x < 0 (по ОДЗ), имеем sin х ~ —^“> откуда

л 2лx = -—I- 2лп, x = -— + 2лп, n e Z.
3 3
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б) X е 5л

л1) х = -— + 2лп, ne Z, 
2

л
2) х = -— + 2лп, ne Z, 

3

rc < - — + 2лп < —, 
2 2

1 + Ь2пЛ4, 
2 2 2

3 , ,3— < n < —,
4 2

гс < - — + 2лп < —,
3 2

1 + - < 2п + -,
3 2 3

4 17
3 6

откуда п = 1, 2 ^17- < п < —, откуда 
о 1Z12

Л , о Зл тогда х = - — +2л= —
2 2

2л
3) х = -— + 2лп, ne Z, 

3

п =
л 5л

1, х = -—I- 2л = —
3 3

2л 
т

5л
Т’

2
3

5
2

2
3 ’

5 , ,19
- < п < —, откуда п = 1, х _^+2л=±1

3 3

Ответ: а) -— + 2лп, -— + 2лп, -— + 2лп, ne Z; б) —; —; — 
2 3 3 2 3 3

Пример 23. а) Решите уравнение
2>/з sin2 Г — + х I = sin 2х.

I 2 J

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку Ил А-----;-4л .
2

Решение.

а) Так как sin ----- + х =sin 5л + —+ х2 ) І2 = -sm —+ х = -cos XІ2 J

и sin 2х = 2 sin х cos х, то получим 2>/3 (-cos х)2 = 2 sin х cos х, или 

2л/з cos2 х = 2 sin х cos х, или cos х (Ѵз cosx — sinx) = 0, откуда

COS X = О ИЛИ л/3 cos х - sin X = 0.
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Если cos х = 0, то х = — + лп, п eZ.
2

Уравнение -73cosx-sinx = 0 является однородным уравнением 

I степени. Так как cos х = 0, то sin х * 0 (ибо не будет выполняться 
основное тригонометрическое тождество).

Разделив обе части уравнения на sin х ^ 0, получим 7з ctgx -1 = 0,
1 1 71

или ctgx = -j=, откуда х = — 
ѴЗ 3

+ лп, п е Z.

б) хе 11л, -4л

л
1) X - ------h ЛП, п Е Z,

2
л

2) х = — + лп, п е Z, 
3

11л л

—1<
2 2"

1
2

Значит, п = -6, п = -5.

11л < л 
Т“3

11 1<
2 3“

35 _
— <П :
6

5— < п 
6

-4- —
3

1
3 ’
1
3’

Если п = -6, то
л „ 11л

х - ------ 6л = -- ------
2 2

если и = -5, то

откуда п = -5, 

71 ктогда х = — - 5л =

_ _ 14л

л _ 9л
х= — -5л = - —. 

2 2
Л \ 71 I Л . „ 1471 1171 9я
Ответ: а) — + лп, — + лп, п е Z; б) - ------; -- ----- ; - —

2 3 3 2 2

Пример 24. а) Решите уравнение
cos 2х - Tisin 2х = 1.

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку [4л; 6л].



32 «• Математика. Уравнения и неравенства

Решение.

а) Запишем уравнение в виде — c°s 2х - —sin 2х = —.

„ 1 . Л 7з л . л о л._1
Но - = 81п~, — = cos—, тогда получим sin—cos2x-cos—sin2x = —. 

2 6 2 6 6 6 2
Как видим, левая часть уравнения представляет синус разности,

т. е. sin —2х - — или sin 2х— = —, откуда получаем две серии 
\6 / 2 v бу 2

решений:

1) 2х - — = - — + 2лп, n е Z, 
6 6

2х = 2лп, х = лп, п е Z.

2) 2х - — =-— + 2лп, п е Z, 
6 6

2х = -— + 2лп, х = -— + лп, п & Z. 
3 3

б) х е [4л; 6л].
1) х = лп, п е Z, 4л < лп < 6л, 4 < п < 6, 

откуда п = 4, п = 5, п = 6.
Если п = 4, то х = 4л;
если п = 5, то х = 5л;
если п = 6, то х = 6л.

л2) х = - — + лп, п е Z, 
3

4л <-— + лп < 6л, 4+ — <п<6+—, 
3 3 3

4— < п < 6— , откуда п = 5, п = 6.
3 3

лЕсли п = 5, то х = -— + 5л = 
3

если п = 6, то х = -— 4- 6л = 
3

14л 
Т" 

17л 
3

л 14л 17лОтвет: а) лп; - ----- 1- лп, п е Z; б) 4л; 5л; 6л; ----- ; ------
з 3 3
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Пример 25. а) Решите уравнение
ГЗл 

25 _дХ-соаЗл

б) Найдите его корни, принадлежащие промежутку (-5л; -2л).
Решение.

а) Поскольку cos — + х = sinx, то уравнение примет вид 
у 2 /

258ІП х = £1 - cos 2х

Приведем обе части полученного уравнения к основанию 5.
52 sin х = 51 - cos 2х, откуда 2 sin X = 1 - cos 2х.

Но 1 - cos 2х = 2 sin2 х, значит, 2 sin х = 2 sin2 х, или
sin х(1 - sin х) = 0, откуда sin х = 0, х = лп, п е Z, или sin х = 1,

лх = — + 2лп, п eZ.
2

б) х е (-5л; -2л).
1) х = лп, п Е Z, -5л < лп < -2л, -5 < п < -2,

откуда п = -4, п = -3.
Если п = -4, то х = -4л; если п = -3, то х = -Зл.

л2) х = — + 2лп, п Е Z, 
2

-5л < -— + 2лп < -2л, -5 - — < 2п < -2 - і, 
2 2 2

11 5 о3-— < п < -—, -2— < п < -1 —, откуда п = -2,
4 4 4 4

л . 7л
тогда х = — - 4л = -—.

2 2
л 7лОтвет: а) лп; — + 2лп, п е Z; б) -4л; -Зл; -—.
2 2

Пример 26. а) Решите уравнение 
2cos2x + \/3cosx 

2sinx + l

б) Найдите его корни, принадлежащие промежутку
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Решение.

а) ОДЗ: 2зіп х + 1 * 0, віп х -—,
2

2 сое2 х 4- ТЗсоз х = 0, или совх(2совх + л/з) = 0, откуда сов х = 0

или 2 сое х + ѴЗ =0, сов х = /3 
2

ЛЕсли сое х = 0, то х = — 4- 
2

ян, п е Z.

। я । 5тс
Если сое х = - — ,тох = ± л — + 2лп, п е Z9 или х = ±------1- 2лп

2 6 6

п е Z.
тт • 1 Л , _ 5лНо зіп х ^ - —, т. е. х * -— 4- 2лп, х # - —

2 6 6
+ 2лп, п е Z.

Значит, подходит лишь серия корней х = — 4- 2лп, п е Z. 
6

б) х е

1) х = — + лп, п е Z.
2

5л < л
~2 ~~2

5 1
4л, — - —

2 2
1
2

и <3,5.

Значит, п = 2; л = 3.

Если п = 2, то х =

если п = 3, то х =

^+2л=^ 
2 2
^3,= ^
2 2

2) х = — 4- 2лп, п е 
6

Z

5л 5л— < — 4- 2лп
2 6

Ю , о 19— <2п< —,
6 6

л 5 4л, — 
2
-Ь2п

5
6

6
19
12 ’

4-5 
6
і п 17лоткуда п = 1, тогда х --------- 1- 2л =-----

6 6

Ответ: а) — + лп; — 4- 2лп, п е Z; б) —, —, — 
2 6 2 2 6
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Пример 27. а) Решите уравнение
cos х + sin х + sin 2х + 1 = 0.

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку л;— .
2

Решение.
а) Заметим, что 1 + sin 2х = sin2 х + 2 sin х cos х + cos2 х =

= (cos х + sin х)2.
Тогда данное уравнение примет вид
(cos х + sin х) + (cos х + sin х)2 = 0, или
(cos х + sin х) • (1 + cos х + sin х) = 0, откуда cos х + sin х = 0, или
1 + COS X + sin X = 0.
1) cos х + sin x = 0 — однородное уравнение I степени.
Разделив обе части уравнения на cos х / 0, получим 1 + tg х = 0,

tg х = -1, х = -— + ли, п е Z;
4

2) 1+ cos х + sin х = 0, или cos х + sin х = -1, или
Г1

COSX + COS —х =-1.

К полученному уравнению применим формулу суммы косинусов: 
л л

Х +---- Х Х---- + х л Г
2cos----- - -----cos----- - -----= -1, или 2cos—cos х — = -1, или

2 2 4

72 f f л> 1
2------cos х— = -1, откуда cos х— =—, или

Л [ I о Л 2 Л „х — = ± л— +2лп , п е Z, х = —±----ь2лп.
4 I 44

л
Значит, х = л + 2лп; х = -—h 2лп, п е Z. 

2

б) X е 5л

л
4
л
4

+ лп, п е Z.

5л 
т

1
4

^4, 
2 4

1- 
4

п л ^ . « ^ ^< 2 —, откуда и = 2, тогда х = -— + 2л = —
4 4 4



36 «• Математика. Уравнения и неравенства

2) X = 7Г + 2лп, п е Z. 
5 3

л < л + 2лп <—, 0 < 2п < — - 1, 0<п<—, 
2 2 4

откуда п = 0, х = л.

3) х = -— + 2лп, п е Z.
2

л <-------1- 2лп < —,
2 2

1 + - < 2п < - +
2 2

3 3 -I Л о Зл— < п< —, откуда п = 1, х = - — + 2л = —. 
4 2 2 2

Ответ: а) -— + лп, л + 2лп, + 2лп, п е Z; б) —; л, — 
4 2 4 2

Пример 28. а) Решите уравнение
cos 2х - sin х = л/з (cos х - sin 2х).

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку -; 2л 
2

Решение.
а) Разделим обе части уравнения на 2:
1 1 7з
—cos2x—sinx = —(cosx-sin2x), или
2 2 2

—cos2x +—sin2x = —cosx +—sinx. 
2 2 2 2

__ 1 л . л 7з . л л
Учитывая, что — = cos—= sin— и — = sin—= cos—, 

2 3 6 2 3 6

имеем cos—cos 2x + sin—sin 2x = cos—cos x + sin—sin x;
3 3 6 6

cost —-2x =cos —-x , или cos —-2x -cos —-x =0.

Применяя формулы разности косинусов, получим
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Отсюда получим:
_ . f л Л Зх л _ л о л 2лп _
1) sin---------=0,-----------= лп, Зх = -+2о, х,= —+------ , п е Z;

1,4 2 J 2 4 2 ‘63

f л л X л л п _
2) sin---------=0,-----------= лп, х9 = — + 2тт, п е Z.112 2J 2 12 2 6

б) X G --;2л 
2

.. л 2лп _
1) х = — +----- , п е Z,

6 3
л л , 2лп _ 1 1 2п

-— < — Н--------< 2л, -— - — < —
2 6 3 2 6 3

-- < — <2, -1<п<3, 
3 3

п = -1, п = 0, п = 1, п = 2, и = 3.
, , л 2л

п = -1, X =--------
6 3

л .
2 ’

= 0, х =
6

П = 1, X =
л 2л _ 5л . 
6+"з"""6',

п = 2, х = л 4 л _ 3 л ф 
б+т~т ’

_ л _ 1ол 
п = 3, х = —+ 2л =----- .

6 6
л

2) х = — + 2лп, п е Z, 
6

-- < - + 2лп < 2л, -i - i < 2п < 2 - i, 
2 6 2 6 6

Значит, п = 0, тогда х = —.

_ ч л 2лп л „ _ л л
Ответ: а) — +----- , —+ 2лп, n g Z; б) —, —

6 3 6 2 6
5л Зл 13л
Т’ 7’Т‘
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Пример 29. а) Решите уравнение

sinx + 2sin 2х + — = >/3sin2x + l.

б) Найдите его корни на промежутке [-Зя; -1,5л].
Решение.
а) Применив формулу sin (а + р) = sin а cos р + cos а sin р, получим 

sin х + 2 sin2xcos— + cos2xsin— = V3sin2x + l, или
I 6 6j

1
sinx + 2sin2x-----+ 2cos2x —= V3sin2x + l, или

2 2
sinx + V3sin2x + cos2x = >/3sin2x + l, или sin x = 1 - cos 2x.

Ho 1 - cos 2x = 2 sin2x, тогда 2 sin2x - sin x = 0, sin x (2 sin x - 1) = 0,

откуда sin x = 0, или sinx = —.

Если sin x = 0, to x = nn, n e Z;

если sinx = —, то x = —+ 2лп, x = —+ 2лп, n e Z.
2 6 6

б) Найдем корни, принадлежащие отрезку [-Зл; -1,5л].
1) х = ли, п е Z,
-Зл < ли < -1,5л, -3 < п < -1,5, откуда п = -3, п = -2, тогда

Хх =-Зл; х2 = -2л.
л

2) х = —+ 2лп, п е Z,
6
л 13

-Зл < —+ 2лп <-1,5л, -3< —+ 2п< —
6 6 2

19
6

10 19 5 , л о 11л—,----- <п< —, откудап = -1,тогда х = 2л =--------
6 12 6 6 6

3) х = — + 2лп, п е Z, 
6 

5л 5 3 5 23 7-Зл<-----ь2лп<-1,5л, -3 — <2п<---------,------ <п<—, нет целых
6 6 2 6 12 6

п & Z.

Ответ: а) лп; —+ 2лп, —+ 2лп, п е Z; б) -Зл; -2л; -— 6 6 7 6
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Пример 30. а) Решите уравнение

cos х + — +sin х + — -cos2x = l.

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку -л; —

Решение.

(л ] Гл ( л
х + — =cos — х + — = cos--------- X =cos —X 

6j <2 < 6jJ <2 6 J <3 .

71 I 71 О 1
то получим cos x + - +cos —x |-cos2x = l.

Известно, что cosa + cosp = 2cos-----cos----- -, тогда имеем
2 2

л 1
2cos—cosx-cos2x = l, или 2 — cosx-cos2x = l, или cos x = 1 + cos 2x.

3 2
Ho 1 + cos 2x = 2 cos2x, тогда 2 cos2x - cos x = 0, или cos x (2 cos x - 1) = 0,

откуда cos x = 0, или cosx = —.

Если cos x = 0, to x = — + ли, n e Z;
2

если cosx = —, to x = ±—+ 2лп, n e Z. 
2 3

6) xg -л; Л
2

1) x = —+ 7Ш, П E Z9
2

✓ Л 1 - 1 1 Л 4 Л

-л< —+ лп<—, -1 — <n<------ , -1,5 < n < 0, откуда n = -1, n = 0.
2 2 2 2 2

П , Л ЛЕсли n = -1, то x =— л = —;
2 2

если n = 0, TO X = —.
2

Л2) x = —+ 2лп, n g Z, 
3

-л< —+ 2лп<—, —<2n<—t —<n<—, откуда n = 0, x = —. 
3 2 3 6 3 12 3



40 «• Математика. Уравнения и неравенства

3) х =— + 2лп, п е Z, 
3

л
3

+ -1Д 
2 3

11-2
2 + 3’ 3

5
6’

1
3

5
12’

откуда п = 0, х = —.

Ответ: а) —+ лп; ±—+2лп, п е Z; б) ±—; ±—.
2 3 2 3

Пример 31. а) Решите уравнение 

sin 2x + sin 2х------I 4
1
4

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку
л
—; я
2

Решение.
а) Применяя формулу понижения степени, получим

1-cos4xY
2 J

1 ■ Зл^2
1-cos 4х------I 2 J 

2
1= —, или 
4

2
I =1*

1-2 cos 4х + cos2 4х + (1 + sin 4х)2 = 1, 
1-2 cos 4х + cos2 4х + 1 + 2 sin 4х + sin2 4х = 1, 
-2 cos 4х + 2 sin 4х + (cos2 4х + sin2 4х) +1 = 0, 
—2 cos 4х + 2 sin 4х + 2 = О, 
sin 4х + (1 - cos 4х) = 0, 
2 sin 2х cos 2х + sin2 2х = 0, 
sin 2х (cos 2х + sin 2х) = 0, 
откуда sin 2х = 0, или cos 2х + sin 2х = 0.

Если sin 2х = 0, то 2х = лп, х = —, п е Я;
2

если cos 2х + sin 2х = 0, то 1 + tg 2х = 0, tg 2х = -1,
о Л ^ ЛП —2х = — + лп, х = — +—, п е Z.

4 8 2
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1)Х =

б) X G

TITI
2

п е Z,

п = -1, п = 0, п = 1, п = 2.

1 71п = -1, х = -—;
2

п = О, х = О;

и = 1, х = —;
2

И = 2, X = Я.

2) х = — + —, п Е Z, 
8 2

< П <1+ _ 3 < и < 9
2 8'2“ 8’ 8 “ 2 “ 8 ’

3 9 л 71-— <n<—t откуда п = О, тогда х = -—.

„ . ЯП Я ЛИ
Ответ: а) —; -—+ —,

2 8 2
п е Z;6) ±—; 0; я; -—.

2 8

Пример 32. а) Решите уравнение

8 sin х =
7з 1
—+—. 
cosx sinx

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку 5я. я
7’~2

Решение.
яa) cos х ^ 0, sin х * 0, т. е. х # — + яп, х * яп, п е Z.
2

Запишем уравнение в виде
8sin2XCOSX = T3sinX + COSX, ИЛИ 4 sin 2х sin X = л/з sin X 4-COS X.

Применяя формулу 2 sin a sin р = cos (а - Р) - cos (а 4- Р), получим 
2(cos х - cos Зх) = >/з sin х + cos х.
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Разделим обе части полученного уравнения на 2:

Г1 ^ ■ 'І— СО8Х---------Э1ПХ

І2 2 )
і 

со8х-соз3х = —8Іпх + -со8х, или соэЗх- 
2 2

= 0.

тт ^ ѵЗ I 1 лНо — = соз—, — = эіп—, тогда имеем соэЗх-соз —+ х =0, или 2 3 2 3 3 )

-2эіп 2х + — эіп х- — =0, откуда: 
\ бу \ 6/

1) 8ІпГ2х+—1 = 0, 2х+—= лп, хі =——+—, п є 2;
<6,1 6 1 12 2

2) зіп х-— =0, х-— = пп, х, = —+пп, п є 2.I 6,1 6 2 6

б) Из найденных серий решений найдем корни, принадлежащие

отрезку
5л # л
У 2

5л л лп л1 )--- <------+ — <—,
2 12 2 2

- 30 < -1 + 6п < -6, -29 < 6п < -5,
5 5-4—< и < —, откуда п = -4; -3; -2; -1.
6 6

5л л2)----- < —+ лп<-
2 6

л „ 25лПри п - -4 х = --------2л =
12 12 ’
л Зл 19л

при п = -3 х = —--- —----  “ —----- .
12 2 12
л 13л

при п = -2 х = --------л = - ----- -
12 12
л л 7лпри п = -1 х = —--- — — “ —
12 2 12

л
2’

-15 < 1 + 6п < -3, -16 < 6п< -4, 
2 2-2—<п<—, откуда п =-2; -1.
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5л
~б"При п =-2 х = — 2л =------- ; при п =-1 х = — л = -

6 6 6

Ответ: а.) ——+—; — + nn,neZ; 
12 2 6

_ 25л 19л 13л 7л 11л 5л
б) ——;-------;--------;------;------- ;------ .

12 12 12 12 6 6

Пример 33. а) Решите уравнение
42 (sin х + cos х) = tg х + ctg х.

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку л. Зл

Решение.
. _ X sinx cosxа) Так как tg х + ctg х = -------+-------

cosx sinx

• 2 2 1Sin X COS X 1----------------- -- --------------- , то 
cosx sinx cosx sinx

уравнение запишется в виде Л (sin х + cos х) =------ - ------
cosx sinx

Но cos х sin x = —sin 2x, тогда получим
2

42 (sin x + cos x) = —-— . (1)
sin2x

Пусть sin x + cos x = у, тогда у2 = (sin x + cos x)2, или у2 = sin2 x + 
+ cos2 x + 2sin x cos x, или у2 = 1 + sin 2x, откуда sin 2x = у2 - 1.

Следовательно, уравнение (1) примет вид

\^2у = ,или ^у3 - ^у - 2 = 0. (2)
У

Разделив обе части уравнения (2) на 42 , имеем у3 - у - 42 =0, 

или у3 - 2у + у - 42 = 0. (3)
Решим уравнение (3) способом группировки:
у (у2 - 2) + (у - 42) = 0, или у (у - 42) (у + 42) + (у - 42) = 0, или
(у ~42)(у2 +42у+ 1) = 0, откуда у = 42.

Уравнение у2+ 42у + 1 = 0 не имеет действительных корней, так 
как П = 2- 4 = -2<0.

Если у =42 f то, учитывая замену, получим

sin х + cos х = 42 . (4)
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Но sin х + cos х = cos — х\ + cos х = 2 cos — cos — xJ 4 U

= 72 cos

Следовательно, уравнение (4) примет вид ^cos х- —
I 4 2, или

coslx-H = 1, откуда x-j = 2лп, x = -j + 2лп, n e Z.

6) X e л 3л
2’T

Л Л г Зл 1 1 г г 3 1 3 г у г
- — < — + 2лп < —, или - — - — < 2п <-------, или - — < 2п< — , или
24 2 24 24 4 4
3 5 Л л— — <п< —, откуда и = 0, тогда х = —.

71 ТС
Ответ: а) — 4- 2лп, п е Z; б) —. 

4 4
Замечание 1. Данное уравнение можно решить иначе, например, 

записать уравнение (1) в виде 
\[2 1 72 72 1
—(sinx + cosx) =-------- , или —sinx +—cosx =--------- , или
2 v 7 sin2x 2 2 sin2x

• л . Л 1 f о isin— sinx + cos— cosx =-------- , или cos x— sin2x = l, откуда4 4 sin2x 4 J

i Л | | Л ।cos x— = -l и sin 2x = -1, ИЛИ COS X— =1 и sin 2x =1, и T. Д.

Замечание 2. Так как tg x + ctg x > 2 
[ tg x + ctg x = 2, 

и T2(sinx + cosx) = 2cos x- — < 2, то - ( и т. д.
I 4 J cos x— =1,I I

Пример 34. а) Решите уравнение
tg 2x - ctg 3x = 0.

б) Найдите ето корни, принадлежащие отрезку [Л .
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Решение.

а) Поскольку ctg Зх = tg —Зх , то данное уравнение примет вид

— Зх 
2

Известно, что если іб ах = ѣ£ рх, то Рх = ах + лп, где ах ^ - + лл,

п е Z.

Тогда получим 2х = — - Зх + лл, где 2х ^ — + лл, т. е. х / - + —, 
2 2 4 2

п е Z.

Значит, 5х = — + ли, откуда х - ------- 1- —. п е Z.
2 10 5

л лл < Зл ^ _ 1 < п < 3 1
іо Т“7’ іо“К"2 іо’

— < — < —, или — < л < 7, т. е. л = 5; л = 6; л = 7.
10 5 5 2

Тогда Хі = ^ + л = 11л л , 6л 13л
—; х2 = — + — = —;
10 10 5 10

л , 7л
х3 =------ 1- — =

10 5
Зл
2 ’

л . л , лп _ _ 11л 13л ЗлОтвет: а) — Ч------ , л е 2; б)------ ; ------ ; —.
10 5 10 10 2

о Т X л X О біп2х созЗхЗамечание. Так как tg 2х - сі? Зх =-------------------- =
соз2х зіпЗх

зіп2хзіпЗх-соз2хсозЗх соэбх 
---------------------------------------=--------------------- , то исходное уравнение

СОв2хЗІпЗх СО32х-8ІпЗх

соэбх = 0.
равносильно системе < лсоэ2х * 0, откуда 5х = — + лп, и т. д.

зіпЗх^О,
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Пример 35. а) Решите уравнение 
1 ! 1 48

l+cos2x l + sin2x 35
б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку [-л; л].
Решение.
а) Приведем левую часть уравнения к общему знаменателю, учи­

тывая, что sin2 х + cos2 х = 1.
„ 1 + sin2 х +1 + cos2 x 48 3 48
Получим 7----------—г-7----------—г = , ИЛИ 7------- г—77---------г—г = ,

(l + cos2x)(l+sin2x) 35 (l + cos2x)(l + sin2x) 35

ИЛИ (l + COS2x)(l + sin2x) = jj. (1)

Но cos2 х = — (1 + cos 2х) и sin х = —(1 - cos 2х), тогда уравнение (1)

примет вид 1 +
1 + cos2xY.
------------- 1 +2 Л

l-cos2x 
2

35—, или 
16

35 35 1
(3 + cos 2х)(3 - cos 2х) = —, или 9 - cos2 2х = —, или cos2 2х = —.

Вновь понижая степень полученного уравнения, имеем

-------------= —, откуда 1 + cos 4х = —, или cos 4х = - —,
2 4 2 2

4х = ±| л-—| + 2лп, 4х = ±— + 2лп, откуда х = ±— + —, п е Z.
V 3J 3 6 2

Замечание 1. Если бы в уравнении cos2 2х = — мы не понизили 
4

степень, то в результате получили бы 4 серии решений, что значи­
тельно удлинило бы решение уравнения в части б).

б) х е [-л; л], 
л , ли „1) х = -— + —, п & Z, 
6 2

6 2 6 2 6 ’

5 ,-— < и < —, откуда
2 3

п = -2, п = -1, п = 0, п = 1, п = 2,
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о 71

п = -2, Xi = -— 
6

- Л = “

1 71

П = “1, *2 = “ —2 6
л
2

7л.
6;

_ 2я .
Т’

п = О, х3 = --; 
О

1 71 ! Я

п = 1, х4 = -— + — =
6 22

л
3

_ Л ЭЛп = 2, х5 = — + л = — 
6 6

5л

л , ли
2) х = — + —, п & Z, 

6 2
Л , лл , -л < — + — < л, -
6 2

7 < п < 5 -I
6 “ 2 " 6 ’ 3

5
3 ’

и = -2, п = -1, п = 0, п = 1,

п = _2, хб = — 
6

5л
- л = -—;

6

п = -1, х7 = —7 6
л
2

71.
з ’

п = 0, х8 = —8 6

Л = 1, Хо = - + - =
6 2

2л 
т

л . л , лп 7л 2лОтвет: а) ±- + —, п е Z; б) -—; ± — 
6 2 6 3

л 5л л— • ± —: ± —
3 6 6

Замечание 2. Уравнение (1) можно свести к биквадратному, если 
учесть, что cos2 х = 1 - sin2 х (или sin2 х = 1 - cos2 х), и т. д.

Замечание 3. Обозначив 1 4- cos2 х = а, 1 + sin2 х = b, где а > О,
L А 1 , 1 48о > 0, получим — 4— = —.

а & 35
Кроме того, а 4- & = 2 4- (cos2 х 4- sin2 х) = 3. Далее решить систему

1 1 48
—і— ——, уравнении <а b 35 и т. д.
Л4-Ь = 3,
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Пример 36. а) Решите уравнение
4(sin3 х +cos3 х) = 3(sin х 4- cos х).

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку тс
2

Решение.
а) Запишем уравнение в виде
4 cos3 х - 3 cos х = 3 sin х - 4 sin3 х.
Но 4 cos3 х - 3 cos х = cos Зх и 3 sin х - 4 sin3 х = sin Зх.
Тогда cos Зх = sin Зх — однородное уравнение I степени. Разделив

обе части на cos Зх * 0, имеем tg Зх = 1, Зх = — 4- лп, х = — + —,
4 12 3

п е Z.

б) X е

—л < — 4 < ——, ~ 1 — — < — < —— — — , 
12 3-2 12 3 2 12

13 п , 7 13 , 7-—<— <-—, -— <п<-—,
12 3 12 4 4

1 3
-3— < и < -1— , откуда п = -3, п = -2.

4 4

Если п — -3, то х = —
12

11л ,
12 ’

если п = -2, то х = — 
12

2л 
т

11
12'

Ответ: а) — + —, п
12 3

Z; б) -—
12

7л
12 ’

Замечание. Исходное уравнение можно решить иначе, записав его 
в виде 4(sin х 4- cos х)(1 - sin х cos х) = 3 (sin х 4- cos х).

Далее вынести общий множитель sin х 4- cos х за скобки и т. д. 
Приведенное решение является самым коротким и изящным (прим, 
автора).
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Пример 37. Решите уравнение
(2cos2 х - cos х) • 7_13tgx = 0.

Решение.
tgx<0,ОДЗ: 4 6

[cosx *0.

Произведение двух (и более) выражений равно нулю, если один из 
множителей равен нулю, а другой при этом не теряет смысла.

Значит, 2 cos2 х - cos х = 0, или 7_13tgx = 0.

Уравнение 2 cos2 х - cos х = 0 является квадратным относительно 
cos х.

Решим его, разложив левую часть на множители:
cos х (2 cos х - 1) = 0, откуда cos х = 0, или 2 cos х - 1 = 0.

Но cos х * 0 (по ОДЗ), значит, 2 cos х - 1= 0, cos х = —, откуда
2

X = ±---- h 2лп, п Е Z.
3

Заметим, что серия х = — 4- 2лп принадлежит I четверти, значит, 
3

условие tg х < 0 не выполняется, 
тс

Серия х = -— 4- 2лп принадлежит IV четверти, ддд нее условие 
3

tg х < 0 выполняется.
Остается решить II уравнение совокупности: 7_13tgx = 0, или 

-13 tg х = 0, откуда tg х = 0, значит, х = лп, п е Z.
71Ответ: -—4- 2лп; пп, п е Z.
3

Пример 38. а) Решите уравнение
2sin2x-sinx ^ 

log7(cosx)

б) Найдите все корни, принадлежащие отрезку -4 л; - —
2

Решение.
cosx>0, cosx>0,

а) ОДЗ:
log3 (cos х) * 0; [cos х ^ 1.
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Получим 2 sin2 х - sin х = О, или sin х • (2 sin х - 1) = О, откуда

sin х = О, или 2 sin х - 1 = 0, т. е. sin х = —
2

Если sin х = 0, то cos х = ±1.
Но cos х > 0 и cos х *І(поОДЗ).
Значит, корни уравнения sin х = 0 не удовлетворяют ОДЗ.

Если sin х = - , то х = - + 2лл и х = — + 2лл, п е Z.
2 6 6

Но серия х - ------- 1- 2лл принадлежит II четверти, где cos х < 0, что
6

не удовлетворяет ОДЗ.
лСерия х = —h 2л л принадлежит I четверти, где cos х > 0.
6

Значит, х = — + 2лл, п е Z — решение исходного уравнения. 
6

- Г і 7л
б) х е -4л;----- ,

2

1-1
2 6’

-4л < — + 2лл < -—, -4 - — 5
6 2 6

П-— < л < -—, -2— < л < -1 —, откуда л = -2, тогда
12 6 2 6

л . 23лх = — - 4л = - ------
6 6

Ответ: а) — + 2лл, п е Z; б) -— 
6 6

Пример 39. Решите уравнение
2cos2x-2cosxcos2x-1 _^ 

Vsinx
Решение.
ОДЗ: sin х > 0.
2 cos2 х - 2 cos х cos 2x - 1 = 0.
Заметим, что 2 cos2 x - 1 = cos 2x, тогда получим уравнение 

cos 2x - 2 cos x cos 2x = 0.
Разложим левую часть полученного уравнения на множители: 

cos 2х • (1 - 2 cos х) = 0, откуда cos 2х = 0, или 1 - cos х = 0.
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Если cos 2х = 0, то 1 - 2 sin2 х = О, откуда sin2 х = —, или

1Sin X = ±"7=.
V2

Поскольку sin х > 0, получим sin х = —/=, откуда имеем две серии: 
V2

х = — + 2лп, х = — + 2лп, п е Z.
4 4

Если 1-2 cos х = 0, то cos х = —, тогда х = 1 3 2лп, п е Z.

Но серия х = - — + 2лп принадлежит IV четверти, где sin х < 0, что

не удовлетворяет ОДЗ, а серия х = — + 2лп принадлежит I четверти,

где sin х > 0.

Ответ: — + 2лп, — + 2тгп, — + 2лп, п е Z. 
4 4 3

Пример 40. а) Решите уравнение
о 1cos 2х - sin —х = -—.I 2 ) 4

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку
5л 

л; —

Решение.

а) Так как sin —х = cos х и cos 2х = 2 cos2 х - 1, то уравнение

примет вид 2 cos2 х — 1 — cos2 х = —, или cos2 х = — .
4 4

0 l + cos2x l + cos2x 3Но cosz х =------------ , тогда получим------------- = —, или
2 2 4

1 + cos 2х = — , или cos 2х = —, откуда 2х = ±— + 2лп, 
2 2 3

т. е. х = ±— 4- ЛИ, п е Z.
6
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_ 5лб) х е л; — .
2

л
6

л
6

5л
Т’

1 4- — <п< — 4-—,1 — < п < 2 — , откуда п = 2,
6 2 6 6 3

л . о Илтогда х = - — 4- 2л =----- .
6 6

2) х = — 4- лп, п е Z, 
6
Л
6

5л: 
т

1
6

5 1
2 б’

5 1— < п < 2—, откуда п = 1, п = 2, 
6 3

л , 7л л , _ 13л
тогда х = — 4- л = — и х = — 4- 2л =  

6 6 6 6
х л , 7л 11л 13лОтвет: а) ±— 4- лп, п е Z; б) —; ----- ; ------

6 6 6 6

Пример 41. а) Решите уравнение
(sin х - 2)4 = 1 + cos2 х 4- cos2 х sin2 х.

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку —> 4л .L 2 J

Решение.
а) Упростим правую часть уравнения:
1 4- cos2 х 4- cos2 х sin2 х = 1 4- cos2 х (1 4- sin2 х) = 

= 1 4- (1 - sin2 х)(1 4- sin2 х) = 1 4- 1 - sin4 х = 2 - sin4 x.
В этом случае исходное уравнение примет вид 

(sin х - 2)4 + sin4 х = 2.
m sinx-2 + sinx
Так как--------------------

2
= sinx-l, то, обозначив sin х - 1 = у, полу-

чим уравнение
(у - I)4 4- (г/ + I)4 = 2, или
(у* -2у + 1)(у2 - 21/ + 1) 4- (у2 + 2у + 1)(у2 4- 2у + 1) = 2.
Раскрыв скобки и упростив, имеем 2у4 4- 12у2 = 0, или у2(у2 4- 6) = О, 

откуда у2 = 0, или I/2 4- 6 = 0 — нет корней, так как у2 4- 6 > 0.
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Если z/2 = 0, то z/ = 0, тогда sin х - 1 = О, откуда sin х = 1, х = у + 2лп, 

п е Z.
5л л Л , 5 1 _ х . 1 , , 7б)—<- + 2лп<4л,------ <2п<4—, 1<п<—, откуда п = 1,
2 2 2 2 2 4

л _ 5л
х = —+ 2л =—.

2 2

Ответ: а) —+ 2лп, п е Z; б) —.
2 2

Пример 42. а) Решите уравнение
. ( 2лЛ J

sin 2х + — cos
I 3 J '

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку -2л; — .
2 _

Решение.

I способ

а) Пусть 2х + у = у, тогда 4х + у = 2у - л.

Исходное уравнение примет вид
sin у cos (2у - л) = 1, или -sin у cos 2у = 1.
Но cos 2z/ = 1 - 2 sin2 у, значит, sin z/ (1 - 2 sin2 z/) = 1.
Получим уравнение 2 sin3 у - sin z/ - 1 = 0.
Заметим, что 2 - 1 - 1 = 0, значит, sin z/ = 1, тогда имеем
2 sin у (sin2 z/ - 1) + (sin z/ - 1) = 0, или
(sin у - 1)(2 sin2 z/ + 2 sin z/ + 1) = 0, 

откуда sin у = 1, или 2 sin2 z/ + 2 sin z/ + 1 = 0 — нет корней (D < 0).
n i о 2лЕсли sin z/ = 1, то, учитывая подстановку z/ = 2x +—, получим

3
п л 2л Л _ Лу = — + 2пп, т. е. 2х + — = —+ 2лп, откуда х =----- + лп, п е Z.

2 3 2 12

б) -2л<——+ ли<—, 
12 2

п = -1, п = 0.

11 1 , 7— <п< — +—, -1—<п<—
12 2 12 12 12

л л
12

и 1 л 13л _Если п = -1, то х =--------л =-------- ; если п = 0, то х = -
12 12

Ответ: а) —-+лп, п е Z; б) -—; —— 
12 12 12
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II способ
Так как |8Іпа|<1 и |соэа|< 1, то получим

. ( 2л ] 1 эіп 2х +— =1, 
к з; или

. ( 2л ] 1він 2х +— = -1,I 3 >

В I случае <

сое 4х + — =1,

п 2л л _2х + — = —+ 2лп,
3 2

4х + —= 2л£;
3

откуда х = -—+лп, п е Z.

Решая II систему, имеем

I л 71С08 4х + —I 3.

л х =----- + лп,
12
л л/г 

х =----- +—,
12 2

к, п е Z,

« 2л л _2х + — = — + 2лп,
3 2

4х + —= л + 2л&;
3

Эта система не имеет решений.
лЗначит, х =------- 1- лп, п Е Z.

12
\ 13лОтвет: а) ——+ лп, п е Z; б)-------

12 12
л

12

Пример 43. а) Решите уравнение
л

С08 Х + — СОЗ X------
3 3

1
2

7л 
х =----- + лп,

12
л л/г 

х = —+—.
6 2

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку

Решение.
I способ

а) Запишем уравнение в виде

2соз х +

л
3

Известно, что 2 сое а сое 0 = сое (а - Р) + сое (а + р).
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Тогда получим уравнение cos— + cos2x = -l, или

cos2x = -! + — = 
2

1 2л—, откуда 2х = ±— + 2лп, п е Z.
2 3

т. е. х = ±—+ лп, п е Z.
3

^ < л 
3"~3

4
<п< — 

3

Л Л— < —+ лп < л, 
3 3

и = О,л Лп = О, х = — 
3

1 2л п = 1, х =—, 
3

х = —
3

Ответ: а) ±—+ лп, п е Z; б) ±—; —.
3 3 3

II способ
а) Применив формулы cos(а±р) = cosacosp + sinasinp, получим

| cosx cos—-sinx sin—| ( cosx• cos— + sinx sin— | = -—, или
I 3 зД 3 3J 2

—COSX------sinx • —COSX + —sinx ="~» ИЛИ2 2 Л2 2 J 2

—cos X—sin X = —, ИЛИ COSZ X - 3 sinz X = -2. 
4 4 2

00 
I смНо cos2 х = 1 - sin2 x, тогда 1-4 sin2 x = -2, 4 sin2 x = 3, 2sin2 x =

Так как 2 sin2 x = 1 - cos 2x, то имеем l-cos2x = —, cos2x = —, 
2 2

и T. Д. (cm. I способ).

Ответ: а) ±—+ лп, n e Z; б) ±—; —. 
3 3 3

Пример 44. а) Решите уравнение
2 sin Зх + 3 sin 5х = 21 sin х.

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку Зл .—; 4л .
2
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Решение.
а) Запишем уравнение в виде
3(sin 5х - sin Зх) + 5(sin Зх - sin х) = 16 sin х.
Так как sina-sinp = 2sin-—-cos^^, то получим 

2 2
3 • 2 sin х cos 4х + 5 • 2 sin х cos 2х = 16 sin х,
2 sin х • (3 cos 4х + 5 cos 2х - 8) = 0, откуда
sin х = 0, х = лп, п е Z, или 3 cos 4х + 5 cos 2х - 8 = 0.
Но cos 4х = 2 cos2 2х - 1, тогда получим
3 • (2 cos2 2х - 1) + 5 cos 2х - 8 = 0, или 6 cos2 2х + 5 cos 2х - 11 = 0.

Поскольку 6 + 5-11 = 0, то cos 2х = 1, или cos 2х = -у.

Если cos 2х = 1, то 2х = 2лп, х = лп, п е Z;

если cos 2х = -у, то корней нет, так как | cos 2х | < 1.

б) хе Зя .—; 4л
2

Зл 3----- < лп < 4л, — < п < 4, откуда п = -1; 0; 1; 2; 3; 4.
2 2

Если п = -1, то х = -л; если п = 0, то х = 0; 
если и = 1, то х = л; если п = 2, то х = 2л; 
если п = 2, то х = Зл; если п = 4, то х = 4л. 
Ответ: а) лп, п е Z; б) -л; 0; л; 2л; Зл; 4л.

Пример 45. а) Решите уравнение

72sin х + — = 1-sinxcosx.

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку -л; — .
2 _

Решение.
а) Упростим левую часть уравнения, применив формулу 

sin (a + 0) = sin a cos 0 + cos a sin 0.

vzsin x + — sinxcos—+ cosxsin—
I 4j I 4 4

1 • 1 V

= V2 -T-Sinx + -^COSX = sinx + cosx.
V2 J
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Следовательно, исходное уравнение примет вид 
sin X + COS X = 1 - sin X COS X.

Пусть sin x + cos x = t, тогда t2 = 1 + 2 sin x cos x.
(1)

t2-l
Уравнение (1) преобразуется к виду t = 1--------- , или 2^ = 2 - t2 + 1.

2
Получим f2 + 2f-3 = 0, откуда t1 = 1, t2 = ~3-

1) sin x + cos x = 1, или cosl —-x + cosx = l, 2cos—cosf —-x =1, 
І2 J 4 U J

V2cos —x =1, cos —-x =—,=, x — = ±— + 2лп, откуда x = — + 2nn, 
U J J V2 4 4 2

x = 2тгп, n & Z.
2) sin x + cos x = -3 — нет корней, так как |sin х| < 1 и |cos x| < 1.

б) хе —7т; 3л

3л
2 

3<2 
2

— <n 
4

1
2’

/ n 3л 71 < 2лп<—,
2

1<2п<-, 
2

— <n<—t
2 4

Л 71
n = 0, x = —.

2
п = 0, х = 0.

Л 71Ответ: а) -+2лп; 2лЛ, n e Z; 6) 0; —. 
2 2

Пример 46. а) Решите уравнение
cos3x-sinx = Тз(со8х-8ІпЗх).

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку

Решение.
а) Запишем уравнение в виде

cos Зх + 7з sin Зх - (sin х + 7з cos х) = 0.

Разделим обе части уравнения на 2:

—cos3x +—sin3x-
2 2

f1 . ^3 'l
—sinx +—cosx 
2 2

= 0,

7Г •
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cos—cosЗх +sin—sinЗх- sin—sinX4-cos—COSX =0, 3 3 I 6 6 J

cos Зх— -cos x— =0.
3 6

Применим формулу разности косинусов:

-2sin( 2х-^ Isinl х~~ 1 = 0, откуда sin! 2х-Я = 0, 2x — = 7tn, 
4

х = -+—, пе2,иЛИ sinlx-—| = 0, х-— = пп.
8 2 I 12J 12 х = — + лп, n е Z.

12

б) х е -—; л 
2

Л < Л 
2"І

1 1

лп 
у

п
2 8 2

1
8’

5
4

п = -1,

7
4’

л л Зл
г =-------=------ ,

8 2 8

Л < Л 
2“12
L1
2 12
7 --- <71 

12

п < 1——, 
12

11
12’

п = 0, х = — 
12

п = 0, х
8

_ .л лп л Зл
Ответ: а) —+—; — + лп; б)------;

8 2 12 8
Л е Л
8’ 12

Пример 47. а) Решите уравнение

(sin2 2х + cos2 х) + Ѵз (si
3

+ cosx) + —= 0.7 2
Злб) Найдите его корни, принадлежащие отрезку —; Зл .

L 2 J
Решение.

I способ
а) Так как sin 2х = 2 sin х cos х, то уравнение преобразуется к виду

cos2 х •
3

sinx + l) + —= 0, или 7 2
2 (4 sin2 х 4- 1) cos2 х + 2>/3 (2sinx 4- l)cosx 4- 3 = 0. (1)
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Полученное уравнение рассматриваем как квадратное относитель­
но переменной cos х.

Имеем D/4 = 3(2 sin х + I)2 - 6(4 sin2 х + 1) =
= 12 sin2 х + 12 sin х + 3 - 24 sin2 х - 6 = -12 sin2 х + 12 sin х - 3 =
= -3(4 sin2 х - 4 sin x + 1) = -3(2 sin x - I)2 <, откуда 2 sin x - 1 = 0,

1
T. e. sinx = —.

2
В этом случае уравнение (1) преобразуется к виду

4со82х + 4\/Зсо8Х + 3 = 0, или ^2со8Х + 7з) =0, откуда СО8Х = ——

f . 1
sinx = —, 

2 Итак, 5 «
Ѵз 

cosx =------ ;
1 2

х = — + 2лп, 
6 5л _ „откуда х = — + 2лп, п е Z. 
, 5л 6

х = ±— + 2лп,
L 6

б)—<— + 2лп<3л,-------<2п<3—, —<п<—, откуда и = 1,
2 6 2 6 6 3 12

5л о 17л 
тогда х = — + 2л =----- .

6 6
Ответ: а) х = —+ 2ли, п е Z; б) IZZE, 

6 6
II способ

Пусть sin 2х = at cos х = b, где |а| < 1, |&| < 1.

Получим уравнение (а2 + Ъ2) + 4$(а + 6) + — = 0, или

(а2+ѴЗа) + (&2+ѴзЬ)+- = О. (2)
2

Теперь выделим в левой части полные квадраты, для чего предста- 
3 3 3 3вим число — в виде — = — +—.
2 2 4 4

Уравнение (2) запишем в виде

а2 ъ2+Ль+ = 0, или

Но сумма двух неотрицательных выражений равна нулю, если
каждое из них равно нулю.
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Получим систему

2 ’

2sinxcosx =------  
2

4 
cosx =------ ;

2

1 
sinx = —,

2
>/3 

cosx =------
2

и т. д.

(см. I способ).
\ 5л л _ 17лОтвет: а) — + 2лп, ne Z; б)----- .

6 6

Пример 48. а) Решите уравнение

cos 2х + — + 6sin х + —3 I 6
7
2*

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку [-Зл; 0].
Решение.

а) Заметим, что 2х + —= 2 х + —3 I 6

Обозначим х + ^ = у, тогда 2х + ^ = 2у.

7
Исходное уравнение примет вид cos2z/ + 6sinz/ = —.

2

Но cos 2у = 1- 2 sin2 yt значит, l-2sin2i/ + 6sini/ = -, или
2

2-4 sin2 z/ +12 sinz/ = 7, или 4 sin2 z/ - 12 sin z/ + 5 = 0, откуда находим

sinz/ = — —нет корней, или sini/ = —, у = — + 2пп, у = — + 2пп, п е Z.
2 2 6 6

Учитывая подстановку х + — = у, получим: 
6

1) х + —= —+ 2лп, х = 2лп, п е Z.
6 6

2) х + — = — + 2пп, х = — + 2пп, п е Z.
6 6 3
л 2л „б) х = 2лп, х = — + 2лп,

3
2л-Зл < 2лп < 0, -Зл<-----н2лп<0,
3
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3
2

2
3

2
3’

п = -1, х = -2л,

п = 0, х = О.

2лОтвет: а) 2лп; — + 
3

----- <п<—, откуда
6 3

1 2л 4лп =-1, х =------2л =------
3 3

2лп, п g Z; б) -2л; -у; 0.

Пример 49. а) Решите уравнение
sin Зх + 2 cos 2х = 2.

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку
л
2: "

Решение.
I способ

а) Так как sin Зх = sin (2х + х) = sin 2х cos х 4- cos 2х sin х и 
2-2 cos 2х = 2(1 - cos 2х) = 4 sin2 х, то исходное уравнение примет 
вид sin 2х cos х 4- cos 2х sin х - 4 sin2 х = 0, или

sin х (2 cos2 х 4- cos 2х - 4 sin х) = 0.
Но cos 2х = 1 - 2 sin2 х и 2 cos2 х = 2 - 2 sin2 х.
Тогда получим уравнение
sin х (2 - 2 sin2 х 4- 1 - 2 sin2 х - 4 sin х) = 0, или
sin х (-4 sin2 х - 4 sin x 4- 3) = 0, откуда sin х = 0, х = лп, п & Z, или
-4 sin2 х - 4 sin х 4- 3 = 0, 4 sin2 х 4- 4 sin х - 3 = 0.
Решив квадратное уравнение относительно sin х, находим

• « . 1 л _ 5л - _sinx = — —нет корней, или sinx = —, х = —+ 2лп, х = — + 2лп, п & Z.
2 2 6 6

л
2

2

п = О х = О,

Л < Л 
2 “6

2 6
1— <п 
3

2п<1--, 
6

5
12’

л 5л _— < — + 2лп< л,
2 6
1-*<2п<1Д
2 6 6

— <п<—.
3 12

п = 1 х = л.
п 71

п = 0, х = — 
6

Нет п е Z.

Ответ: а) лп; -4- 
6

„ 5л „ „ г2лп; — + 2лп, n g Z; б) 0; л; —.
6 6
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II способ
Известно, что sin Зх = 3 sin х - 4 sin3 х.
Тогда получим уравнение 3 sin х - 4 sin3 х + 2(1 - 2 sin2 х) = 2, или 

4 sin3 х + 4 sin2 х - 3 sin х = 0, или sin х (4 sin2 х + 4 sin х - 3) = О, 
откуда sin х = О, или 4 sin2 х + 4 sin х - 3 = 0, и т. д. (см. I способ).

Ответ: а) тип; —+ 2лп; —+2лп, п & Z; б) 0; л; —.
6 6 6

Пример 50. а) Решите уравнение

4 sin2 х + —= 2 sinx----- -— + 4.
sin х sinx

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку [-л; 0].

Решение.
а) ОДЗ: sin х ^ 0, х ^ лп, п & Z.

Пусть 2 sinx----- -— = у, тогда
sinx

4sin х + $—= 2sinx---------+4 = 1/ +4.
sin х V sinxJ

Исходное уравнение примет вид у2 + 4 = у + 4, или у(у - 1) = 0, 
откуда у! = 0, у2 = 1.

Учитывая подстановку у = 2 sinx------—, получим два уравнения:
sinx

1) 2 sinx------— = 0, 2 sin2 х - 1 = 0, или 1-2 sin2 х = 0. 
sinx

Но 1-2 sin2 х = cos 2х, значит, cos 2х = 0, 2х = —+ лп, откуда

л лп „х = —+—, п е Z.
4 2

2) 2 sinx------— = 1, 2 sin2 х - sin х - 1 = 0, откуда находим 
sinx

sin х = 1, х = —+ 2лп, п е Zf или sinx = --, х = -—+ 2лп, 
2 2 6

х =-------1-2лп, п & Z.
6

Итак, х = —+—, х = —+ 2лп, х = — + 2лп, х =----- + 2лп, п е Z.
4 2 2 6 6
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К ТТЛ- 
б) х = — +—.

4 2
х = -+2яп. 

2
л ЛП _

-я< —+— <0, 
4 2

5 < п < 1 
~4"2_’4’

-2,5<п<-0,5,

-я< —+ 2яп<0,
2

--<2п<--,
2 2
3 1 „— <п<—, нет п є Z.
4 4

п Зя п = -2, х =----- ,
4

і 71

п = -1, х =—.
4

х = — + 2яп.
6

-я<— + 2яи<0, 
6

-1Д<2п<і, 
6 6

12 12

п = 0, х = -—
6

X = -—+ 2яп. 
6

—я <-----+ 2яп<0
6

-1+^2»Д
6 6

12 12
л 5лп = 0, х =----- .

6

Ответ: а) —+ —; —+ 2яп; -—+ 2яп; -—+ 2яп, п & Z; 
4 2 2 6 6
Зя. я ( я. 5я 
Т’ ~4’ ”б’ ~"б~'
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Примеры для самостоятельного решения

1. а) 2 соз3 х - 2 сое х 4- зіп2 х = 0; б) —; Зл .

—-х I = соз 2х; б) 5л
—; - л
2

(X X И X X
сое—зіп— сое—+зіп— 2 2^2 2

5 ТС
4- зіп х = 0; б) л; — .

2

X . X4. а) сое---- зіп- 
12-2

х л 5лсоз—+ зіп— = зіп —2х ; б) л;— . 2 2^ 2 22 2

5.
4 + 9зіпх-4соз2х | _^

6. а) 6 соз2 х - зіп 2х = 4; б)

7.»)—------7Лв2х=1; б)
соэх

Зл. 5л 
7’7.' 

5л -----;-л .
2

8. а) 6 соз2 х - 5 зіп
7л

— х = 4; б) -5л;------2 J 22

9. а) 62 аіп 2х = 368іп ж; б) 7л. 5л 
Т’Т

ч 1 110. а)  ---------5—
31ПХ tg X

+ 1 = 0; б) -Зл;-— 
2

11. а) 3 сое 2х 4- ѵЗ зіп 2х = 0; б)
^; з/. 
2

12. а) зіп2| — I 2
^7Г

- соз 2х = 0,25; б) л;— . 
’2

13.
1-2зіпх соэ2х-2зіп2х _^

14. а) — 
созх

+ 4іб2х + 3 = 0;б) у;4л .

—-х I =4 зіп3 х; б) 7л. 9л
Т’7

Г Зл
16. а) log2(sin 2х 4- сое х + 8) = 3; б) —; Зл .

2
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17. a) log4(sin 2х + sin х + 16) = 2; б) Л 5л-4л;------ 
2

18.
cos2x + sinx

= 0.

19. а) 2 Ѵз sin2x + 4 л/з sin х — 4cos х — sin 2х = 0; б)

20. a) cos2 — -sin| — - 2х | = sin2 — ; б)
2 І2 J 2

21. 3cos2x + 7cosx + 3
V-sinx

= 0.

2cosx cos2x-2cos2x + l n
22 ■----------- z .---------- = °-Vsinx

23. a) 12sinx = 3sinx • 4COSX; 6) 2 л; —
2

24, aj 14СО8 X = 2 cos X . 7 -sin X. gj

25. a) 4 sin4 2x + 3 cos 4x = 1; 6)

5л 
я; —

3л 
я; —

26. a) 2 cos X + >?2 = sin 2x + Æ sin x; 6)

27. a) 4 cos x - sin x + 1 = 2 sin 2x; 6)

5л 
я; —

л. 3л 
2’T

28. a) sin 2x - 1 = sin x - 2sin[ x-—j ; б) —;3л . 
к 2 7 22

к 
I C

M

29. а) 2^3 cos2 = sin 2x; 6)

ЗО. a) 1 + cos 6x = 2sin2 5x; 6)

31. a) 98inx + 9"8inx = 3і ; 6)

^;3л 
2

—;-2л 
2

32. a) 16cos x + 3.22 cos x = 10; 6>
5л 

л; —
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л2аіп2х __ л^вілх

33. а) -—,- —
ѵЗзіпх

= 0; б) Г—; 5л .
2

34. (4-2 зіп2 х - 5 сое х) • 1о?2(-8Іп х) = 0.

35. а) 21оеі (2еіпх) + 7^1 (2зіпх) + 3 = 0; б)------^ •
2 2

36. а) (іб2 х- 1)х/Тсо8Х = 0; б) -Зя:

37. а) (28Іпх-1)(7-со8х+1) — 0; б)

2

Хзя’. 
2

38. а) ( -ТІ^Т^бзіпх = 0; б) 2л;у .

«л х 31 — 2б8Іп2 х — 23соэх _ _
39. а)-------------------------------  = 0; б)

ІЗвіпх-12

40. а) 1 + сѣб 2х =------Д—— 

соз| 2х—-
I 2

5л----- ;-л
2

;б) -2 л;-- 
2
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§ 2. РАЦИОНАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Уравнение называется рациональным, если оно содержит пере­
менную в целой степени.

Чаще встречаются следующие типы:
1. Линейные.
2. Квадратные.
3. Кубические.
4. Уравнения высших степеней.
5. Дробно-рациональные.

Линейные уравнения

Это уравнения вида ах = Ъ, где а* О, Ь — некоторые числа.

Квадратные уравнения

Уравнения вида ах2 + Ъх + с = б, где а * 0.

Кубические уравнения

Имеют вид ах2 + Ьх2 + сх + d = 0^ где а * 0, Ъ, с, сі — некоторые 
числа.

Целые корни (если они имеются) содержатся среди делителей сво­
бодного члена сі.

Если найден корень х = а, то можно понизить степерь кубическо­
го уравнения, приводя его к квадратному, для чего надо многочлен 
3-й степени разделить столбиком (или иначе) на выражение (х - а), 
где а — корень многочлена.

Уравнения высших степеней

Имеют вид ахп = Ъ , где а / 0.

Дробно-рациональные уравнения

Это уравнения, содержащие переменную в знаменателе дроби. 
При решении таких уравнений надо найти ОДЗ, умножить обе ча­
сти уравнения на общий знаменатель дробей, упростить полученное 
уравнение, найти его корни, исключив те из них, которые не входят 
в ОДЗ.
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Краткая теория и справочные материалы

Основные формулы алгебры

1. Уравнение I степени (линейное)

Общий вид: ах + Ь = 0.
1) Если а * 0, а е R, Ъ е R, то х = -Ь/а (корень уравнения).
2) Если а = О, Ъ 0, то корней нет.
3) Если а = Ь = 0, то уравнение имеет бесконечно много корней.

2. Уравнение II степени (квадратное)

Общий вид: ах2 + Ьх + с = 0, где а^ 0.
а — I (старший) коэффициент, Ь — II коэффициент, с — свобод­

ный член.
Л = Ь2 - 4ас — дискриминант (различитель).
1) Если Р > 0, то уравнение имеет два различных действительных

-Ь±4Ъ
корня: х12 =—- ------.

2а

2) Если Р = 0, то х = —— — один корень.
2а

3) Если Р < 0, то корней нет (действительных).

Частные случаи:

1) Неполные квадратные уравнения:

а) ах2 + с = 0, х. 2 = ±Л—, если а и с имеют разные знаки; если а и 
V а

с имеют одинаковые знаки, то корней нет;
б) ах2 + Ьх = 0, X! = 0, х2 = ~Ъ/а;
в) ах2 = 0, х = 0.

2) Квадратное уравнение приведенного вида

х2 + рх + д = 0,

3) Квадратное уравнение вида

I Л -к±\/к2-асах* + 2их -I- с = 0, X! 2 =------------------  
а
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3. Теорема Виета

а) Для квадратного уравнения общего вида:
Ь с

Х1+Х2=-------- ’ Х1Х2=”-а а
б) Для приведенного вида:

*1 + *2 = ~Р> *1*2 = <1-

Теорема, обратная теореме Виета

Если р, д, хь х2 таковы, что *і + *2 = ~Р> хіх2 = 9, т0 *і и х2 — кор­
ни уравнения х2 + рх + д = 0.

4. Разложение квадратного трехчлена

ах2 + Ъх + с = а(х - х^х — х2), 
где Хі и х2 — корни трехчлена, В > 0. 
Если В = 0, то ах2 + Ьх + с = а(х - х^2.

5. Биквадратное уравнение

Общий вид: ах4 + Ьх2 + с = 0, а ^ 0.
Заменой х2 = у приводят к квадратному уравнению вида 

ау2 + Ьу + с = 0.
Корни биквадратного уравнения 

[-Ь±4Л п л 
х1,2,з,4=±\—п------ , где ^Ь2- 4ас.

V 2а

6. Возвратное уравнение IV степени

Общий вид: ах4 -I- Ьх3 + сх2 + Ьтх + ат2 = 0, а * 0.

Приводится к виду а х + —- + о х ч— + с = 0 и заменой у = х + —
х х

и у - 2т = х + —г приводится к квадратному уравнению 
X

ау2 + Ъу + (с - 2ат) = 0.
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Частные случаи:

1) ах4 + Ьх3 + сх2 + Ъх + а = О,т=1 — симметрическое уравнение 
I рода.

Решается подстановкой у = х +—.
X

2) ах4 + Ьх3 + сх2 -Ъх + а = 0,т = -1 — симметрйческое уравнение 
II рода.

„ - 1Решается подстановкой у = х—.

7. Свойства степеней

Для любых действительных х,уиа>0,Ь>0 верны равенства:
а0 = 1 (по определению);
ах-аУ = ах + У; ах:аУ = ах~У;
(ах)У = ахУ; (аЬ)х = ахЪх;

дѴ Я* -X 1 -11
— =—; а =—а =—.
Ь) Ъх ах а

8. Формулы сокращенного умножения

а2 - Ъ2 = (а - Ь)(а + Ъ) — разность квадратов;
(а + Ь)2 = а2 + 2аЪ + Ь2 — квадрат суммы;
(а - Ь)2 = а2 - 2аЬ + Ь2 — квадрат разности;
(а + Ъ)3 = а3 + За2Ь + ЗаЬ2 + Ь3 — куб суммы;
(а - Ь)3 = а3 - За2Ь + ЗаЬ2 - Ь3 — куб разности;
а3 + Ь3 = (а + Ъ)(а2 - аЬ + Ь2) =
= (а + Ь)3 - ЗаЬ(а + Ь) — сумма кубов;
а3 — Ъ3 = {а — Ь)(а2 + аЬ + Ъ2) =
= (а - Ь)3 + ЗаЬ(а - Ь) — разность кубов.

Дополнительные формулы

(а + Ь + с)2 = а2 + Ъ2 + с2 + 2аЬ + 2ас + 2Ьс;
(а - Ь - с)2 = а2 + Ь2 + с2 - 2аЬ - 2ас + 2Ьс;

а + ЬУ2 (а-Ь\2 .
------ - ------ = ао;2 2 )

а4 - Ь4 = (а - Ь)(а + Ъ)(а2 + Ъ2) =
= (а - Ь){а3 + а2Ь + аЬ2 + Ь3);
а5 - Ь5 = (а - Ь)(а4 + а3Ь + а2Ь2 + аЬ3 + Ь4);
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а5 + Ь5 = (а + Ь)(а4 - а3Ъ + а2Ь2 - аЬ3 + Ь4);
а3 - Ь3 = (а - Ъ)(а 4- Ъ)(а2 + аЬ + Ь2)(а2 - аЬ + Ь2} = 
= (а - Ь)(а5 + а4Ь + а3Ь2 + а2Ь3 + аЬ4 + Ь5);
а6 + Ь6 = (а2 + &2)(а4 - а2Ь + Ь4).

Примеры с решениями

Пример 1. а) Решите уравнение
х(19 - х)(19 + х2) = 84(х + I)2.

Г 7
б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку —; 12 .

2

Решение.
а) Можно, конечно, раскрыть скобки, привести уравнение к стан­

дартному, а затем попытаться разложить многочлен 3-й степени на
множители.

Решим уравнение иначе, более изящным способом. Заметим, что
х = -1 не является корнем уравнения, тогда, разделив обе части на 
(х + I)2 ^ 0, получим равносильное уравнение:

Л19 —хЛ 19 + х2 о. [19-х 
х -------- ------------ = 84, или х ---------

I х+1} х + 1 I х+1
19-х) -------- = 84.

__ 19-х 19-х , і Оі<Пусть х---------= а, х +---------= о, тогда аЬ = 84,
х+1 х+1

19 — х
а + Ь = —(х + 1) + х = 19. 

х + 1

^2 — 7, 
&,=12.

Следовательно, получим систему уравнений 
а + & = 19, [04=12,

откуда < или 
[оЬ = 84, |Д=7,

19-х х2+19
Поскольку Ъ = х +--------=---------- , то получим два уравнения:

х+1 х+1
1) ^ = т,

Х + 1 
х2 - 7х + 12 = О, 
Хі = 3, х2 = 4.

_чх2+19 . _
2)--------- = 12, или

х + 1
х2 - 12х + 7 = 0, откуда 
х3 4 = 6 ± >/29.
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7 
б)Хі = 3^ -;12

2
так как 3 < —;

2

*2 = 4 G -;12 
2

і— 7 /— і—Сравним 6 - >/29 и —, 6 - 3,5 и >/29,2,5 и >/29 .

Но >/29 > >/25 = 5, т. е. 2,5 < >/29 .

7 /— 7—, или 6 - >/29 ^ —.
2 2

Сравним 6 4- >/29 и —.

7 I— 7— = 3,5, значит, 6 + у29 > —.
2 2
Теперь сравним 6 + >/29 и 12.

>/29 и 12 - 6, >/29 и 6, >/29 <

Значит, 6 + >/29 < 12, т. е. 6 +

Ответ: а) 3; 4; 6 ± >/29 ; б) 4; 6 + ^29 .

Пример 2. а) Решите уравнение
8(1 - Зх)3 - 27(х - 2)3 = 343 - 729х3.

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку [-2; 0].

Решение.
а) Заметим, что равенство 2(1 - Зх) - 3(х - 2) = 7 - 9х является 

тождеством. Учитывая, что члены исходного уравнения являются 
соответственно кубами членов этого тождества, разделим обе части 
данного уравнейия на полученное тождество:

4(1 - Зх)2 + 6(1 - Зх)(х - 2) + 9(х - 2)2 = 49 + 63х + 81х2, 
откуда (после упрощений) получим квадратное уравнение

1 718х2 + 27х + 7 = 0, корни которого Xj = -—, х2 = -—.

7
Еще один корень получим из уравнения 7 - 9х = 0, откуда х3 = —. 

9
Итак, исходное уравнение имеет ровно 3 корня.
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б) X! = -і е [-2; 0], так как -2 < - ^ < 0;

х2 = -— е [-2; 0], так как -2 < -— < 0;

х3 = — ё [-2; 0), так как - > 0.

Ответ: а) -— ; -—; — .
3 6 9

Пример 3. а) Решите уравнение
х4 - (2х - 3)(4х2 - 6х 4- 9) = 0.

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку

Решение.
а) Заметим, что раскрытие скобок лишь усложняет решение, а не­

полный квадрат разности 4х2 - 6х + 9 ничего не дает.
Нетрудно видеть, что х = 1,5 не является корнем данного уравне­

ния, тогда, разделив обе части уравнения на (2х - З)2 / 0, получим
х4 4х2-6х + 9 п х4 4х2 3(2х-3) _

---------- 7------------------ = 0, ИЛИ -----------7---------- +------------ = 0, ИЛИ
(2х-3)2 2х-3 (2х-3)2 2х-3 2х-3

х4 4х2
---- - ----5—+ 3 = 0.
(2х-3)2 2х-3

Теперь идея решения ясна.
х2

Пусть-------- = у, тогда имеем у2 - 4у + 3 = 0, откуда уі = 1, у2 = 3. 
2х-3

х2
Если у = 1, то--------= 1, х2 - 2х + 3 = 0 — нет действительных

2х — 3
корней.

х2
Если у = 3, то--------= 3, х2 - 6х + 9 = 0, или (х - З)2 = 0,

2х — 3
т. е. х = 3 — единственный корень исходного уравнения.

б) Сравним 3 и Ѵ7 , Ѵ9 > >/7 .

Значит, 3 > >/7 и 3 < 4, т. е. Л < 3 < 4.

Ответ: а) 3; б) 3.
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Пример 4. а) Решите уравнение
х4 + х3 -Юх2 - 2х + 4 = 0.

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку [2;Ло].

Решение.
а) Испытывая делитель свободного члена, можно убедиться, что 

уравнение не имеет целых корней (если вообще имеет). Тем интерес­
нее нахождение идеи решения.

Запишем уравнение в виде
х4 + х3 - 4х2 - 2х + 4 = 6х2. (1)

Прибавим к обеим частям (1) по —х2 (чтобы выделить полный ква- 
4

драт): х +х +—х -4 х +—х +4 = 6х +—х , илиI 2 ) 4

[х2+-х] -4^х2 +—х>1 + 4 = — х2. (2)
< 2 ) < 2 ) 4

Теперь видим, что левая часть (2) — квадрат разности двух чисел: 

х2 +-х и 2, тогда уравнение (2) запишется в виде

Г 2 1 
х +-1 2

откуда имеем два уравнения: 
1 5

1) х2+—х-2 = —х, 
2 2

или х2 - 2х - 2 = 0,
Р/4 = 1 + 2 = 3 > 0, 

хг 2 = 1± ѴЗ;

25 2 х-2 =—х , 
) 4

2) х2 +—х-2 = —х, 
2 2

или х2 + Зх - 2 = 0, 
П = 9 + 8 = 17>0, 
х34=|(-3±ТІ7).

Итак, исходное уравнение имеет 4 корня, 
б) X! = 1 - >/з £ [2;Т1о], так как 1 - 7з < 

ж2=1 + ТЗе[2;Ло],так как 2 < 1 + 7з 

х3 = А(-3 - Лг)<о,т.е. |(-з - 717)г| 

х4=1(-3 + ТЙ).

2 < 0;

< Лб;

"2; Ѵ10 ];
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Сравним ^(-3 + 71?) и 2, -3 + 717 и 4; TÏ7 и 4 + 2

Значит, ^(“3 + 71?) < 2.

Из найденных корней лишь корень 1 + 7з е ^2;TÏÔJ.

Пример 5. а) Решите уравнение
224 112 2 о;------ г + Х +ЗХ .

2
б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку -9; — 

3

Решение.
а) Заметим, что 6х2 - 17х + 12 = (Зх - 4)(2х - 3),
Зх2 - 7х + 4 = (Зх - 4)(х - 1), тогда уравнение примет вид

1 1 = 4х2 -10х + 5.
(Зх - 4)(2х - 3) (Зх - 4)(х -1)

ОДЗ: х*—, х*—, х^І.
3 2

Приведем левую часть (1) к общему знаменателю:
х -1 + 2х - 3 

(3х-4)(2х-3)(х-1) 

Зх-4 
(3х-4)(2х-3)(х-1)

= 4?-10х + 5, или

= 4х2-10х + 5, или

1
(2х-3)(х-1)

= 2(2х2-5х + 3)-1.

Но 2х2 - 5х + 3 = (2х - 3)(х - 1), тогда (2) запишется в виде
1

(2х-3)(х-1)
= 2(2х-3)(х-1)-1.

Заменой (2х - 3)(х - 1) = і/ уравнение (3) приводится к 
- = 2у-1, или 2у2 - у - 1 = 0, откуда находим у! = 1, у2= -j. 
У 2

(1)

(2)

(3)

ВИДУ
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Учитывая замену, получим два уравнения:

1)(2х-3)(х- 1)= 1,

2х2 - 5х + 2 = О,

2) (2х - ЗХх - 1) =-|

2х2 - 5х + 3 = —, 
2

откуда хх = 2, х2= — 
2

или 4х2 - Юх + 7 = 0^

нет корней, так как 
Ж0.

Оба найденных корня удовлетворяют ОДЗ, значит, являются кор­
нями исходного уравнения.

6)Х! = 2 г -9;- 
3

так как 2

1 2
х2 = — ^ -9; — , так как -9

2 3
1
2

2,
3 ’

1 <
2

2
3

Ответ: а) 2; ^; б) 2.

Пример 6. а) Решите уравнение 
1 1 = 2(бх2-16х + 9).

2х2-5х + 3 6х2-19х + 15

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку ГМ3

Решение.
а) Заметим, что 2х2 - 5х + 3 = (2х - 3)(х - 1) и

6х2 - 19х + 15 = (2х - 3)(3х - 5), тогда данное уравнение примет вид

--------- ---------- +--------- - -------- = 2(6х2 - 16х + 9), 
(2х-3)(Зх-5) (2х-3)(х-1)

где х * 1,5; х * 5/3; х 1.
_ х-І + Зх-5 2Далее имеем-----------------------------= 2(6х - 16х + 9),

(2х-3)(3х-5)(х-1)

или-------- --------- = 2(3х - 5)(х -1) -1.
(Зх - 5)(х -1)

Пусть (Зх - 5)(х - 1) = у, тогда получим - = 2і/-1, или 2у2 -у -1 = 0. 
У
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1
2

Так как 2 - 1 - 1 = 0, то у^ = 1, у2=~

Имеем два уравнения:
1) (Зх - 5)(х - 1) = 1, или Зх2 - 8х + 4 = О, откуда находим хх = 2,

2) (Зх - 5)(х - 1) = —, или 6х2 -16х+11 = 0 — нет действитель-

ных корней, так как .О < 0.
Следовательно, исходное уравнение имеет 2 корня.

б) х = 2 є так как — < 2 < 3. 
3

х= — <1,а — >1, значит, — ё —;3
3 3 3 3

Ответ: а) 2; — ; б) 2.

Пример 7. а) Решите уравнение
(х + З? Гх-зУ 13 х’-9
Ѵх + 2у \x-2J 6 х2-4

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку

Решение.
. Х + 3

а) Пусть ------ = а,
х + 2

х-з ь------ = о, тогда данное уравнение запишется в 
х-2

виде

а + Ь ——ио.
6

(1)

Очевидно, что Ь^О, так как в противном случае и а = 0, тогда х = 3 
и х = -3 одновременно, что невозможно, поэтому, разделив обе части 
(1) на Ь2 ^ 0, получим

а Л , 13 а— +1 =------- .
Ь) 6 &
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Пусть — = у, тогда у2 у + 1 = 0, или бу2 - ІЗу + 6 = 0, откуда 
Ь 6

3 2 а
^=1’ ^І’ тогдаг

3 а 2— и — = —
2 & 3

Учитывая подстановки, получим два уравнения:
х + З х-3 3 (х + 3)(х-2) 3 2 2

1)------ :------- = —, или - ------ - ------ - = —, 2(х2 + х - 6) = 3(х2 - х - 6),
х + 2 х-2 2 (х + 2)(х-3) 2

х2 - 5х - 6 = 0, откуда Хі = -1; х2 = 6;
х+3 х-3 2 2। к л л2)------ :------- = —. Решая аналогично, имеем х^ + 5х - 6 = 0, откуда
х і х 2 3

*3 = “6, *4 = 1-

Найденные корни удовлетворяют исходному уравнению.
5 

б) хх = -1е -2;^ так как -2 < -1
5, 
4’

5 
х2 = 6 £ -2; —

4
а 5 так как 6 > —;

4
5 

х3 = -6 £ -2; — , так как -6
I 4J

Г 5~|
х4 = 1 ё -2; — , так как -2 < 

4

-2;

к*
4

Ответ: а) ±1; ±6; б) -1; 1.

Пример 8. а) Решите уравнение —--------- 3- = —
х (х + 1) 8

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку 10. 1
3 +

Решение.
а) I способ
„ 1 1,^1Пусть — = а, ------  = о, откуда х= — их+1 = —, тогда

х х+1 а Ь

Ь а аЬ

Итак, — - — = 1. 
Ь а
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Учитывая подстановки, получим систему уравнений

а ^ 8’ (а-Ь)3 + ЗаЬ(а-Ь) = —,
' \ 8

—— = 1; а-Ь = аЬ.
. аЬ

Учитывая II уравнение системы, I уравнение запишется в виде 

(аЬ)3 + 3(ай)2 = -, или (2а6)3 + 6(2аЬ)2 -7 = 0.
8

Пусть 2аЬ = у, тогда у3 + бу - 7 = 0.
Нетрудно заметить, что у = 1 — корень полученного уравнения,

тогда имеем
УІУ2 - 1) + Ч(у - 1) = 0, (У - 1) (у2 + і/ + 7) = 0, 

откуда у =1 — единственный корень, так как уравнение у2 + у + 7 = 0 
не имеет действительных корней (В < 0).

Итак, і/ = 1, тогда 2аЪ = 1, аЬ = —.

„ 1 ц 1Но а = —,Ь=------ .
х х + 1

Значит, — 
х

1 1
---- -  = -, откуда
х + 1 2

х(х +1) = 2, 
< х*0, 
х / -1.

Решая уравнение х(х + 1) = 2, т. е. х2 + х - 2 = 0, находим Хі = -2,
х2 = 1. Найденные корни удовлетворяют исходному уравнению.

б) хх = -2 е
10 11 10
—;— , так как - —3 4І 3 -2 < 1 .

4 5

*2 = 1£
10 1 ,1—; — , так как 1 > —.
3 41 4

II способ

(х + 1)3-х 7 Зх(х + 1) + 1 7
х3(х + 1)3 8 (х(х + 1))3 8

Далее замена х(х + 1) = і/ приводит к уравнению — = —, или
У 8

Чу3 - 24у - 8 = 0.
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Можно убедиться, что у = 2 — корень полученного уравнения, то­
гда получим 7у(у2 - 4) + 4(у - 2) = 0, или (у - 2) (7у2 + 14г/ + 4) = 0, 
откуда у - 2 = 0) или 7у2 4- 14г/ + 4 = 0 — нет действительных корней 
(В < 0).

Если у - 2 = 0, то у = 2, тогда х(х + 1) = 2, и т. д. (см. I способ).
Ответ: а) -2; 1; б) -2.

Пример 9. а) Решите уравнение 
(*2-1)’ 32

х(х2-1-2х)3 $

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку
17 
6

Решение.
а) I способ
Так как х * 0 и х2 - 1 - 2х ^ о, то, разделив числитель и знамена­

тель левой частй уравнения на х2 0, получим

(х2-!)2 . х(х2-1-2х) = 32
или

32
3 ’

„ 1 У2 32
Пусть х - — = у, тогда получим уравнение —— = —, или 

х у-2 3

Зу2 - 32у + 64 = 0, откуда находим Уі = 8, Уі= —

Учитывая подстановку, получим два уравнения:
1) х - і = 8, 

X
х2 - 8х - 1 = 0,
*1,2 = 4 ± -ЛТ;

Зх2 - 8х - 3 = 0, 
откуда находим 

х3 = 3, х4 = -і.

Итак, исходное уравнение имеет 4 корня, 
б) Х! = 4-717.

Сравним 4 ->/17 и -1, 4 + 1 и 417 , 

5>Л7,т.е.4-Т17 >-1.
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Кроме того, 4-717 <0, значит, 4 - уі 7

х, = 4+ТІ7 > — 
6

5
6’

— ,т.е.4-ѵ17е -1;6 I

6

17' 
6

^з — 3
17
—; корень х= Зе -1;
6 ’

17 
6

1
х4 = —

3
л 1 17-1 и — < —, 

3 6
1

т. е. —е -1:
3

17“ 
6

II способ
Пусть х2 - 1 = у, тогда уравнение примет вид 

и2
---- - ---- -  = —, или Зу2 - 32ху + 64х2 = 0.х(у-2х) 3 * *

Левую часть полученного уравнения можно разложить на множи­
тели:

(Зу2 - 8ху) - (24хі/ - 64х2) = 0, или у(3у - 8х) - 8х(3і/ - 8х) = 0,
(Зу - 8х) (у - 8х) = 0, откуда, учитывая замену х2 - 1 = і/, получим 

две системы уравнений:
ГЗг/-8х = 0,

1) < _ или 3(х2 - 1) - 8х = 0,
Іх2-1 = к

Зх2 - 8х - 3 = О, откуда х4 = 3, х2 = - —;
3

2)
у-8х = 0,

_ или х2 - 8х - 1 = 0, и т. д. (см. I способ). 
[х!-1 = и

1.
3’

1
3

Пример 10. а) Решите уравнение 4х2+ —= — .
Зх 9

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку [-2; 0,8]. 
Решение.
а) I способ

. 2 25 . 10а) Запишем уравнение в виде 4х^ - — = 4 - — , или 
9 Зх

2хД
3

, откуда имеем:
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5 5 5
1) 2х - - = 0, 2х = - , хг = - ;

3 3 6
5 2

2) 2х + - - - = О, х * О,
3 х

2 3
6х2 + 5х - 6 = О, откуда находим х2 = —, х3 = - — .

б)хІ=Ь-2.

5 л о 5 4 25 24
Сравним — и 0,8, — и —, — > —

6 6 5 30 30
5 5Значит, — > 0,8, так как корень X! = - ^ [-2; 0,8]; 

6 6
2 2

х2 = - = 0,666... т. е. -2 < - < 0,8. 
3 3

2 
Следовательно, — е [-2; 0,8];

3

х3 = -— = -1,5>-2и-— < 0,8, значит, -—е[-2; 0,81. 32 2 ’ 2 1 4

II способ
Запишем исходное уравнение в виде
36х3 - 61х + 30 = 0, или
(36х2 - 25)х - (36х - 30) = 0, или
(6х - 5) (6х + 5)х - 6(6х - 5) = О,
(6х - 5) (6х2 + 5х - 6) = 0, откуда
6х — 5 = О, или 6х2 + 5х - 6 = О, и т. д. (см. I способ).
п ч 5 2 3^2Ответ: а) —; — ; - —; б) —

6 3 2 3
3
2'

Пример 11. а) Решите уравнение
(х2 - 2х - 2)2 - х3 = 44.

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку
-3- ^

3’ 7 •

Решение.
а) Запишем уравнение в виде (х2 - 2х - 2)2 - 62 = х3 + 8. (1)
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В таком представлении исходного уравнения и заключается идея 
решения.

Теперь разложим левую часть уравнения (1) на множители:
(х2 - 2х - 2 - 6)(х2 -2х - 2 + 6) = х3 + 8, или
(х2 - 2х - 8)(х2 -2х + 4) = х3 + 8.
Но х3 + 8 = (х + 2)(х2 - 2х + 4), тогда получим
(х2 - 2х - 8)(х2 - 2х + 4) = (х + 2)(х2 - 2х + 4), или
(х2 - 2х + 4)(х2 - 2х - 8 - х - 2) = 0, или
(х2 - 2х + 4)(х2 - Зх - 10) = 0, откуда
х2 - 2х + 4 = 0, или х2 - Зх - 10 = 0.
Заметим, что уравнение х2 - 2х + 4 = 0 не имеет действительных 

корней, так как Р < 0.
Если х2 - Зх - 10 = 0, то Хі = 5, х2 = -2.
Замечание. Если решать уравнение обычным способом, т. е. рас­

крытием скобки и приведением полученного уравнения к стандарт­
ному виду, то получим уравнение IV степени, решить которое не 
так-то просто.

б) -3 < -2 < —
7

п о с 15 с о 15т. е. х = -2е -3; — , х = 5>—, т. е. 5ё -3; — .
7 7 7

15
7

15
7

Ответ: а) -2; 5; б) -2.

Пример 12. а) Решите уравнение 
(х2+1)2 25 
(х-1)2х“ 3

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку

Решение.

I способ
а) Запишем уравнение в виде
((х2-2х + 1) + 2х)2 25 ((х-1)2+2х)2 25

(х-1)2х 3 (х-1)2х 3

(х -1)4 + 4х(х -1)2 + 4х2 25Далее имеем------------------- --------------= —, или
(х-1)!х 3

(х-1)2 X _13 
х (х-1)2 з ’
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(*-1)Пусть----------= у, где у *0, тогда получим уравнение 

4 13---------------------------------------------------------------------------- 4
у + — = —, или Зу2 - 13у 4- 12 = 0, откуда находим Уі = 3, у2 = —.

і/З З

Учитывая замену, имеем 2 уравнения:

1)--------- = 3, или х2 - 5х + 1 = 0, х, , =----------- ;
х ’ 112 2

(х-1)2 4 1
2)----------= —, или Зх2 - Юх + 3 = 0, откуда находим х3 = 3, х4 = —.

х З 3
Следовательно, исходное уравнение имеет 4 корня.

Л 5-ѴЙ Л к _ 5 + 721 г

2 2

Из найденных корней

------ є
2 З

"4
10 и х = 3є —

З
10 .

_ . 5±Ѵ21 1 _ _ 5-Ѵ21 _
Ответ', а)---------- ; —; 3; б)---------- ; 3.

2 3 2

II способ

Пусть — = а, где а > 0, х > 0.

Разделим числитель и знаменатель дроби в левой части уравнения 
на х2 * 0:

1?

----- =а, или х + — -а х + — +2а = 0.
Х + + -2 V

X

Обозначим х + — = у, тогда получим уравнение 
X

у2-ау + 2а = 0, у^2=- 8а).

„ 25 1Ґ25 /25Ґ25
Учитывая, что а = —, имеем у. „=— —±.—------8

3 12 2^3 ѵ 3<3 ))

1/25 бЛ .
о Т^ ’ откУДа 91 = ^<Уі = 
л \ и О /

10
3 ’
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Так как х + — = у, то получим 2 уравнения: 
х

1 к і л 5±ѵ211) х н— = 5, или х  - 5х + 1 = 0, х. 9 =  
х ’ 12 2

2

2) х + - = —= 3 + -, тогда х3 = 3, х4 = -. 
X о о о

Ответ: х12 = *з = 3, х4 =
1 
3’

III способ
Пусть х2 + 1 = у, где у > 0, тогда исходное уравнение примет вид
У2 _ 25

(у-2х)х 3 ’

Так как х > 0 и г/ > 0, то получим Зу2 - 25ху + 50х2 = 0,
Б = 625х2 - 600х2 = (5х)2 > 0, уг 2 _ ^^^.^ ^1 = $х, ^2 = ^х

Учитывая замену х2 + 1 = г/, получим 2 уравнения, и т. д.
(см. I способ).

л 5±ѴЙ _ 1
Ответ: хг 2 =---------- , х3 = 3, х4 = —.

2 3

IV способ

о (х-1)2х 3 (х2-2х + 1)х 3
Запишем уравнение в виде —т—ѵ = —, или ———-— = —,

(х2 + 1)2 25 (х2+1)2 25

х2+1 2х х 3 Л п х х 3
х2+1 х +Ѵ х +1 25 к х +1? х +1 25

Далее замена —---- = у приводит к уравнению (1 - 2у)у = —, или
х +1 25

25+5 Ч 150і/2 - 25у + 3 = 0, Р = 625 - 600 = 25, Уі,2=^ Ух = ^ У2 = |’

Учитывая замену у = ~з—, получим: 
х +1

х 3 1
1) —=---- = —, или Зх2 - Юх + 3 = 0, Хі = 3, х2 = —;х2+1 10 1 2 3
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х I 5
2) —---- = —, или х  - 5х + 1 = 0, х3 4 =2

х2+1 5 3,4 2
„ „1 5±ЛІ
Ответ: х^ = 3, х2 = —, х34 =----------

3 2

Пример 13. а) Решите уравнение
5х4 - 18х3 + 5х2 -1 = 0.

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку ^-1; 72^.

Решение.

I способ
а) Сложность в решении данного уравнения заключается в том, 

что оно не имеет целых корней, в чем нетрудно убедиться, испыты­
вая делители числа 1.

Подстановка х = — приводит исходное уравнение к виду 
У

5 1R 5
— —- + — -1 = 0, или у4 - Ьу2 + 18і/ -5 = 0.
У У У

(1)

Нетрудно проверить, что уравнение (1) также не имеет целых 
корней.

Запишем его в виде у4 + 4у2 + 4 = 9у2 - 18і/ + 9, или
(у2 + 2)2 = 9(у - I)2, откуда і/2 + 2 = ±3(у - 1).
1) у  + 2 = 3(у - 1), или у  - Зу + 5 = 0 — нет действительных кор­

ней, так как Л < 0.
2 2

2) у2 + 2 = -3(у - 1), или у2 + Зу - 1 = 0, откуда у12 =
2

Тогда х^ 2 =
2

-3±Ѵ13
3±Ѵ13

2

л/ІЗ<4, —
2

3 + ^<3’

^<0, 
2
з-Лз

X =--------------
2

Ответ: а) ; б)  
2--------------- 2
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II способ
Трудность этого способа решения заключается в нахождении идеи 

решения уравнения 5х4 - 18х3 + 5х2 -1=0.
Представим уравнение в виде 4х4 + 4х2 + 1 = 9х2 - 18х3 + 9х4, или 

(2х2 + I)2 = 9х2(1 - х)2.
Теперь применим формулу разности квадратов:
(2х2 + 1 - Зх(1 - х))(2х2 + 1 + Зх(1 - х)) = 0, или
(5х2 - Зх -I- 1)(-х2 + Зх + 1) = 0, откуда:
1) 5х2 - Зх + 1 = 0 — нет действительных корней, так как П < 0;

3 +
2) -х2 + Зх + 1 = 0, или х2 - Зх - 1 = 0, откуда х12 = —------ .

2

Ответ: ------
2

Пример 14. а) Решите уравнение
(х - 6)2 + (х - 5)3 + (х - 4)4 = 2.

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку 2^ 
4

Решение.
а) Раскрытие скобок и дальнейшее упрощение полученного урав­

нения приводят к уравнению IV степени. Вместе с тем исходное урав­
нение можно решить значительно проще, если записать его в виде

(х - 6)2 - 1 + (х - 5)3 + (х - 4)4 - 1 = 0, или
(х - 7)(х - 5) + (х - 5)3 + (х2 - 8х + 15)(х2 - 8х + 17) = 0,
(х - 7)(х - 5) + (х - 5)3 + (х - 5)(х - 3)(х2 - 8х + 17) = 0,
(х - 5)(х - 7 + х2 - Юх + 25 + (х - 3)(х2 - 8х + 17)) = 0,
(х - 5)(х2 - 9х + 18 + (х - 3)(х2 - 8х + 17)) = 0,
(х - 5)((х - 3)(х - 6) + (х - 3)(х2 - 8х + 17)) = 0,
(х - 5)(х - 3) (х2 — 7х + 11)) = 0, откуда
хх = 5, х2 = 3, х3 4 =|(7±л/5).

г- О \ 7-6)2<л/5<3, 9<7 + >/5<10, -<- 7 + 7б <5, 2<—-<2,5,
2 2' ' 2
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Значит, х = 5 е
2^] 
2’ 4 ’ х = 3е 2Л 

2’ 4 Н(7-^)е2^. 
4

Ответ: а) 3; 5; |(7±Ѵ5); б) ^(7 -Ѵб); 3.

Пример 15. а) Решите уравнение
(3 - х)3 - (х - 5)3 = 8(4 - х)3.

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку

Решение.
I способ

а) Запишем уравнение в виде
(3 - х)3 + (5 - х)3 = 8(4 - х)3, или (3 - х)3 + (5 - х)3 = (8 - 2х)3.
Пусть 3-х = а, 5-х = &, тогда 8 - 2х = а + Ь, или о3 + 63 = (а + Ь)3, 

откуда получим ЗаЬ(а + Ь) = 0, или аЬ(а + Ь) = 0.
1) аЬ = в, а = 0, или & = 0.
Если а = 0, то 3 - х = 0, Хі = 3;
если Ь = 0, то 5 - х = 0, х2 = 5.
2) а + & = 0, или (3 - х) + (5 - х) = 0, откуда х3 = 4.

і— і— 19 1х = 4 = Ѵ16 > Ѵ15 < — = 6—, значит, х = 4е 
3 3

х = 3 = ^9 < ѴІ5, т. е. х = 3 ё

х = 5 = ѵ25 > Ѵ15< — = 6-, т.е. х = 5е Лб; —
3 3 3

Ответ: а) 4; 3; 5; б) 4; 5.
II способ

Применив формулу разности кубов, запишем исходное уравнение 
в виде (3 - х - х + 5)((3 - х)2 4- (3- х)(х - 5) 4- (х - 5)2) = 8(4 - х)3, или 
(4 - х)(9 - 6х 4- х2 4- Зх - х2 4- 5х - 15 4- х2 - Юх 4- 25) = 4(4 - х)3, или 
(4 - х)(х2 - 8х 4- 19) = 4(4 - х)3, откуда:

1) Хі = 4; 2) х2 - 8х 4- 19 = 4(4 - х)2, или х2 - 8х 4- 15 = 0, х2 = 3, 
х3 = 5.

Ответ: а) 4; 3; 5; б) 4; 5.
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Примеры для самостоятельного решения

1. а) (х2 + 8х + 8)3 = х2(х2 + 14х + 8); б)
-зЛ] 

3

2. а) (2х - 5)2 + 8(х - 2)3 + (2х - З)4; б)

3. а) (х2 - 4х)2 - 2(х - 2)2 = 7; б)

(М 
I со4. а) (х2 + х + 6)2 + 6х(х2 + х + 6) + 8х2 = 0; б) -2,5;

= , х2 36 16
5. а) — + —г = —

25 х2 5
X 6 Л Р ;б)[10; 13]. 
.5 х }

= 8; б) [-1; 1].

125 • Т’6)
_ ч Зх 5х
8. а) —:-----------+ —х------------

2х -4х-9 2х -2х-9
=2= б> И;б 

о
9. а) х2 - 7х + - + 4 + 10 = 0; б) —;6 

хх 3

, х-36 х-41
. а)-------- +---------

41 36
36 41

х-41 х-36
;б) [-1; 78].

11. а) (х2 + х + I)2 = х2(7х2 + х + 1); б)

12. а) (х2 + 8х + 8)2 = х3 + Юх2 + 8х; б)

13. а) (1 + х)4 + (1 + х2)2 = 4х2; б) 11
6’3

14. а) 2(х2 - х + I)2 = х2(8х2 - 5х + 5); б)

15. а) (х2 - 4х)2 - 2(х - 2) = 7; б)
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§ 3. ИРРАЦИОНАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Краткая теория и справочные материалы

Это уравнения, содержащие неизвестное под знаком корня 
(радикала).

При решении иррациональных уравнений речь идет о нахождении 
только действительных корней.

Основные методы решения иррациональных уравнений:
1) возведение обеих частей уравнения в одну и ту же степень;
2) введение новых переменных;
3) искусственные приемы решения.
Заметим, что все корни четной степени, входящие в уравнение, 

являются арифметическими, а все корни нечетной степени опреде­
лены при любом действительном значении подкоренного выражения.

При возведении обеих частей уравнения в одну и ту же степень 
следует учесть, что если п — четное число, то уравнение (/(х))л = 
= (ф(х))п является следствием уравнения /(х) = ф(х), т. е. при пере­
ходе от уравнения /(х) = (р(х) к уравнению (/(х))л = (ф(х))л могут по­
явиться посторонние корни.

При решении иррациональных уравнений используется формула 
(\/ДІ)) = /(*), применение которой может привести к расширению 

области определения уравнения в случае четного п.
По этим причинам (и другим) при решении иррациональных 

уравнений в большинстве случаев необходима проверка найденных 
корней.

Сам способ проверки зависит от вида найденных решений (про­
стые и сложные), а также от способа решения уравнения.

В случае, когда при решении уравнений получаются громоздкие 
корни (и проверка затруднительна), целесообразнее переходить к рав­
носильным системам уравнений и неравенств (смешанным системам).
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Свойства арифметических корней

Для любых натуральных п>1иЛ>1и любых а > О, Ь > О верны 
равенства:

ЧаЬ=^

к
у/уіа = пу/а;

у! а

п. Ь;

^у/а^ = а (а > 0);

/-г . । [а, при а>0, 
уіа = \а\ = <

[-а, при а<0;
2п _2пуіа 2пУ-а =

Примеры с решениями

Пример 1. Решите уравнение
13
—х.
2

Решение.
Пусть х/б + х = а, уІ5-х = Ь, где а > 0, & > 0, тогда 

5 + х = а2, 

5-х = Ь2.

Складывая и вычитая (1) и (2), получим

х = -(а2-Ь2),
2 

а2+&2=10.

(1)

(2)

(3)

С учетом соотношений (1), (2) и (3) исходное уравнение примет вид 
а3-Ъ3 =^-(а2-Ь2).

Имеем систему уравнений
а3-Ъ3 =^(а2-Ь2), 

а2+Ь2 =10.
(4)
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Из (4) получим
13

(а - &)(а2 + а& + &2) = — (а - Ь)(а + Ь).
4

С учетом (5) имеем две системы уравнений:
а-Ь = О, 

а2 +Ь2 = 10;

а = Ь, 

&2=5:
а = уб, 

где а > 0, Ь > 0.
Ь = ^,

Тогда из (3) находим хх = 0;

2)

1 3 
а2 + аЬ + Ь2 = —(а + Ь),

а2+Ь2 =10.

Преобразуем полученную систему к виду

(а + Ь)2 = —(а + Ь) + аЬ, 
- 4
(а + Ь)2-2аЬ = 10.

Пусть а + Ь = и, аЬ = ѵ, тогда имеем
[ 2 13 
и = и + Ѵ,

- 4
и2 = 2и + 10.

13Решая подстановкой, находим 2и + 10 = — и + ѵ, 
4

(5)

ѵ = —п-10, 
4

5
тогда I уравнение примет вид 2и2 - 13п + 20 = 0, откуда и^ = 4, и2 = —, 

2

тогда = 13 - 10 = 3, и2 = — -10 = -—.
8 8

Учитывая подстановки, получим две системы уравнений:
\а + Ь = ^
\ откуда-
[ао = 3,

«з = -4.

а = 3;
& = 1;

■ а 1’ тогда из (3) находим х2 = І(32 -I2) = 4, 
& = 3, 2

Аналогично получим систему *

ь 5а + Ь = ~,
2 которая не имеет реше-

аЬ =----- ,
8

ний ввиду того, что а > 0, & > 0.
Ответ: 0; ±4.
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Пример 2. а) Решите уравнение 
/1 + х /1-х 8 1 + х2
ц-х П+х 13 1-х2

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку 1.8
3’9

Решение. 
а) I способ
Идея решения заключается в применении формулы

Пусть 31

а+Ь а-Ь Л
------ +-------= 2-
а-Ь

= і, тогда й

а + Ь

х 1

а + Ь
~2 ІУ’ 
а —Ь

3 . 1 _1-х . 1-Х 2(1 + х2) ,2

^3 1-х2
, откуда ------2 

1-х2
^4 
21 і3

В этом случае исходное уравнение запишется в виде
£ + - = —или #+- = 1[и-У|2+1-11

* 1з( * 1з< Л 4 ) (1)

Заметим, что ^ + ^0, тогда уравнение (1) примет вид

13 = 4 £2 + -у-1 , или 13£2 = 4(^ -і2 + 1), или 13^2 = 44 - 4(2 + 4, илиI
4і4 - 174 + 4 = 0, откуда находим (г2)! = 4, (4)2 = —, т. е. 2 = ±2, 

4

*3,4 -± р •

/1 + Х ,
Учитывая замену 3/------ = tt выразим х через t:

^-1г3+1.з 1= t , или — = 
2х

-г-—, откуда х = т— 
/3-1 ^ + 1

-9 9 7Если t = -2, то х = — = —; если £ = 2, то х = —
-7 7 9

. 1 7 1 9если t = —t то х = —; если t = —, то х = —.
2 9 2 7

Итак, исходное уравнение имеет 4 корня.
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^98 9 4 8
б) х = — > —, значит, корень х = — є —; —

7 9 7 3 9

4 81 9 4
—; — , так как —> — ;З 9] 7 3

7
х = —є

9
4 81 4 12 7
З’ 9J, • • 3 9 9’

7 8 7 Г 4 8
х = — < —, значит, — є —; —

9 9 9 3 9

II способ

/1-х , 8 1 + х2
з------ =Ь,-------------- ї = с.
П + х 13 1-х3

Идея решения основана на том, что если а + Ь + с = 0, то 
а3 + Ь3 + с3 = ЗаЬс.

В нашем случае
1 + х
------=а, 
1-х

Тогда имеем
1 + х 1-х 83 Г1 + х2Ѵ о 8 1 + х2

1-х 1 + х ІЗ3 13 1-х2

2(1 + х2) 83 Ґ1 + х2У_ 24 1 + х2 
1-х2 ""ЇЗ 1-х2’

1 + х2
Далее замена------ ^ = у приводит уравнение (2) к виду

9 83 з 24 50 83 з п п
2У~Т^'У =~Т^У’ или ТоУ~Т^У =0, откУДа находим ух = 0, или 

Іи ІО Хм ІО
2 652 х 65

У =--- Т. Є. о =±-----------.
162 ’ 16

1 + х2
Аналогично, учитывая замену------ 2=У> находим х12

9
7

3,4 9
1 + х2 

Замечание. Если і/ = 0, то уравнение ------ ^- = 0 не имеет действи-
1-х

тельных корней.

9 7 9 7
Ответ: а) ± —; ± —; б) - —; ± —.

7 9 7 9
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Пример 3. Решите уравнение
?/x + 27+<Æ^x = 4.

Решение.
I способ

Идея решения заключается в применении формулы куба суммы, 
записанного в виде

(а + &)3 = а3 + Ь3 + ЗаЬ(а + Ъ).
В этом случае уравнение примет вид

х + 27 + 1- х + 3^(х + 27)(1-х)-4 = 64, ИЛИ

12• ^/(х + 27)(1-х) = 36, или ^(х+27Х1-х) =3. (1)

Теперь возведем в куб обе части (1):
(х + 27)(1 - х) = 27, или х2 + 26х = 0, х(х + 26) = 0, откуда Xj = О, 
х2 = -26.

Оба корня удовлетворяют исходному уравнению.

II способ

Пусть
х + 27 = а3, 

1-х = Ь3,
тогда получим систему уравнений

а3+Ь3=28, 
а + Ъ = 4.

(2)

Систему (2) можно решить способом подстановки или применив 
формулы куба суммы и т. д.

III способ
Известно, что если а + Ь + с = 0, то а3 + &3 + с3 = ЗаЬс.
В этом случае исходное уравнение запишется в виде

(х + 27) + (1 - х) - 64 = ЗЛ/х + 27-</1-х (-4), или 9 = 3</х + 27 ■ ^/1 -х, 

или ^/(х + 27)(1-х) =3, ит. д. (см. I способ).

Ответ: -26; 0.

Пример 4. Решите уравнение
5рх + 4 - 2)(Ѵх-4 + 2) = Зх.

Решение.
ОДЗ: х > 4.
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Поскольку х = (\[х+4-2)(Ѵх+4+ 2), то уравнение запишется в

виде
5(Ѵх + 4 - 2)(>/х-4 + 2) = 3(Ѵх + 4 - 2Х>/х + 4 + 2).

В этом и заключается идея решения. Общий множитель 4х + і -2

выносим за скобки:
(Ѵх+4 - 2)(5(Ѵх^4 + 2) - 3(Ѵх + 4 + 2)) = О,

откуда Ѵх + 4-2 = 0, х + 4 = 4,х = 0 (не удовлетворяет ОДЗ), или 

5(Ѵх-4 + 2) - 3(7х + 4 + 2) = О, ИЛИ

5^х-4 -зТх + 4 +4 = 0. (1)
Уравнение (1) можно решить стандартным способом, т. е. уедине­

нием одного из корней и последующим возведением в квадрат обеих 
частей полученного уравнения, и т. д.

Решим уравнение (1) иначе.
Пусть Тх + 4 = а, \lx-4 = 6, где а > 0, Ь > 0, тогда х + 4 = а2, х - 4 = Ь2,

т. е. а2 -Ь2 = 8.
С учетом подстановок уравнение (1) запишется в виде 

5Ь - За + 4 = 0.

(2)

(3)
Уравнения (2) и (3) рассматриваем как систему

а2 -Ь2 = 8, 
5Ь-За + 4 = 0;

а2-Ь2=8, 

а = |(55 + 4).

- (56 + 4)2 - 62 = 8, или 25Ь2 + 405 + 16 - 962 = 72, 
9
16Ь2 + 40Ь - 56 = 0, 252 + 55 - 7 = 0.

7
Так как 2 + 5 - 7 = 0, то &і = 1, тогда Ь2 =— (не удовлетворяет 

2
условию Ъ > 0).

Если Ь = 1, то а = — (5 + 4) = 3.

Для нахождения значения х достаточно использовать значения а 
или Ъ.

Если а = 3, тох = 32-4 = 5 — единственный корень исходного
уравнения.

Ответ: 5.
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Пример 5. а) Решите уравнение

1
х

б) Найдите все его корни, принадлежащие отрезку [-1; >/2^. 

Решение.
х2 — 1

а) ОДЗ: ------- >0, откуда х е [-1; 0) и [1; +оо).

(х-1)(х + 1) х-1Запишем уравнение в виде и------- —--------- А-------
х X

х-1------ , или
X

х-1
X

= 0, откуда имеем Л------ =0, или 
V х

^=0.
X

Из I уравнения находим Хі = 1 — удовлетворяет ОДЗ.
/------ /х — 1

Из II уравнения имеем ух + 1 =1 +./------ , или, возведя обе части в
V х

/X —1 х~1 х —1 /X —1
квадрат, получим х +1 = 1 + 2./------ +------ , или------ + 2./——Х = 0,

V х х х V х

— + 2 • — х = 0, 
X X

= 0. (1)
Уравнение (1) запишем в виде

(2)
Как видим, левая часть уравнения (2) — квадрат разности,

т. е = 0, или 2 - х - 1 = 0,

откуда находим х2 3 =

Найденные корни удовлетворяют ОДЗ, значит, являются корнями 
исходного уравнения.

б)х , так как Ѵ2 > 1.

Сравним “[1-^1 и -1; 1 - Ѵб и -2, 1 + 2 и Ѵб ; 3 > Ѵб .
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Значит, -1 < т. е. 1(1-75) в [-1:^2].

Сравним -(і + Ѵ^) и Ѵ2, 1+75 и2>/2.

Возведем обе части в квадрат: (і + Тб) и (2Ѵ2) , 1 + 2>/5 + 5 и 8,

6 + 2\/5 и 8, 2 >/5 и 2, т. е. 2>/5 >2, значит, 1+ -Уб >2^2, тогда ко-

рень ^(1+^)й[-1;>/2].

Ответ: и) 1; 1(1 + ^); б) 1; 1(1-^).

12 /-------Пример 6. а) Решите уравнение — = 18х + у1 - х2. 
х

4
б) Найдите все его корни, принадлежащие отрезку —; 4

5
Решение.
а) ОДЗ: х # 0, 1 - х2 > 0.
Запишем уравнение в виде

12 = 18х2 + хл/1-х2, или 12(1 - х2) = 6х2 + хТГ-х2. (1)

Заметим, что х # ±1, тогда, разделив обе части (1) на 1 - х2^0, 
получим 

6х2 — х2 х2 X^ + ^7^ = 12, ИЛИ 6.-^+т^ = 12. (2)
1-х 1-х 1-х ^1- х2

Теперь идея решения ясна.

Заменой = = У уравнение (2) приводится к квадратному:

бу2 + У _ 12 = 0, корни которого уг = ^, у2 = -^ 

Учитывая замену, имеем два уравнения:

1)
4

= = —, где х > 0, 1 - х2 > 0.
■2 3

х2 16 4
Далее получим------- = —, или 25х2 = 16, х^- (так как х > 0); 

1 — х----- 9 5
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—, где х < О, 1 - х2 > 0.

х2 9 3
Решая аналогично, имеем ------- = -, 13х2 = 9, откуда х9 =—т=

1-х2 4 713
(так как х < 0).

Итак, исходное уравнение имеет 2 корня.
3

б) х = —,=. Сравним - 
Ѵіз

3 4 15 4^3

-15 и -4>/13, ->/225 и

г. 3 4Значит, —_ < - —, т.
>/ІЗ 5

Тз И 5 ’ 5Лз И бЛз ’ 

^1613, ->/225 < ->/208.

е. з
Тз

е --;4 . 
5

44 4
Корень х = — е —;4 .

3 55

л \ 3 4Ответ: а) —т=; —; б)
4
3

Пример 7. а) Решите уравнение

б) Найдите все его корни, принадлежащие отрезку -3; — .
3

Решение.
а) После почленного возведения уравнения в куб и подстановки 

Ух-2 вместо суммы 7х + 2 + ТЗх + 2 имеем

х + 2 + Зх + 2+ 3^(х + 2)(3х + 2) • ^х-2 = х - 2,

3^/(х + 2)(Зх + 2)(х-2) = -3(х + 2), или 

(х + 2)(3х + 2)(х - 2) + (х + 2)3 = 0, 
(х + 2)((3х + 2)(х - 2) + (х + 2)2) = 0, 

откуда х + 2 = 0, 
X! = -2, либо (Зх + 2)(х - 2) + (х + 2)2 = 0, 
Зх2 + 2х - 6х - 4 + х2 + 4х + 4 = 0, 4х2 = 0, 

откуда х2 = 0.
Из найденных корней исходному уравнению удовлетворяет лишь 

корень X! = -2.
Корень х2 = 0 — посторонний.
Следовательно, данное уравнение имеет единственный корень.
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б)х = -2е -3;- .1 зJ

Ответ: а) -2; б) -2.

Пример 8. а) Решите уравнение
4х2 + 12 х +3^х2+3х + 1 = 3.

б) Найдите все его корни, принадлежащие отрезку [-1; 2].
Решение.
а) Понятно, что уединение корня и последующее возведение в ква­

драт обеих частей полученного уравнения привели бы к весьма слож­
ному уравнению. Вместе с тем, записав уравнение в виде
4(х2 + Зх + 1) + 3>/х2+3х + 1 = 7 и обозначив Ѵх2+3х + 1 = у, где у>0, 

получим уравнение
4у2 + Зі/ - 7 = 0.

Так как 4 + 3- 7 = 0, тог/! = 1 — корень квадратного уравнения,
7 7

тогда Уі' У2= —, откуда у2 = — (не подходит ввиду того, что у > 0).
4 4

Если у = 1, то х2 + Зх + 1 = 1, х2 + Зх = 0; х(х + 3) = 0, откуда 
Хі = 0, х2 = -3. Оба корня удовлетворяют исходному уравнению.

б) Хі = 0 е [-1; 2], х2 = -3 ё [-1; 2].
Ответ: а) 0; -3; б) 0.

Пример 9. а) Решите уравнение
^7(х-1) - >/Зх-4 = л/4х-3 .

Г 7"
б) Найдите все его корни, принадлежащие отрезку 1;— .

3 _
Решение.
а) I способ
Возведя почленно обе части в квадрат, получим

7х - 7 - 2Ѵ(7х-7)(Зх-4) + Зх - 4 = 4х - 3;

6х - 8 = 27(7х-7)(Зх-4), или Зх - 4 = 7(7х-7)(Зх-4).

Возведем еще раз почленно в квадрат:
9х2 - 24х + 16 = 21х2 - 21х - 28х + 28;

12х2 - 25х + 12 = 0; Р = 625 - 576 = 49 = 72 > О,
25±7 3 4

Х12 =-------- , х.=—, х2=—.
12 24 1 4 2 3
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Из исходного уравнения следует, что
4

х - 1 > 0; Зх - 4 > 0, 4х - 3 > 0, т. е. х > —.
3

Следовательно, корень Хі=- — посторонний, а корень х2=- —

удовлетворяет.

б) 1< —<—, т. е.
3 3

4
х = —е

3 4
II способ

Запишем исходное уравнение в виде
77(х-1) = Ѵ4х-3 + ѴЗх-4.

Тогда 7х - 7 = 4х - 3 + 2^(4х - 3)(3х - 4) + Зх - 4;

0 = 27(4х-3)(Зх-4), откуда (4х - 3)(3х - 4) = 0, х1 = — (не удовлетво-
4

ч 4 
ряет), х2=-.

Отсюда видно, что второе решение значительно проще по сравне­
нию с первым.

Итак, х = - — корень уравнения.

4 4
Ответ: а) —; б) —.

3 3

Пример 10. а) Решите уравнение 
1 1 3

х-4х2 -8х х + ^х2 -8х 4х

б) Найдите все его корни, принадлежащие отрезку ^7§0; 10^.

Решение.
а) Освободимся от иррациональности в знаменателе каждой из 

дробей:
х + \/х2 -8х х-^х2 -8х _ 3 х + \Іх2 -8х х-\Іх2 -8х _ 3

х2-(х2-8х) х2-(х2-8х) 4х’ 8х 8х 4х

Из условия следует, что х * 0, тогда получим
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х + ^х2 -8х - х + ^х2 -8х = 6, или >/х2 — 8х = 3.

Уравнение (1) равносильно системе
х > 8, 

х2 -8х = 9;

(1)

или х2 - 8х - 9 = 0, откуда находим хх = 9, х2 = -1 (не подходит).
Проверка показывает, что х = 9 — корень исходного уравнения, 
б) х = 9 = ^1 > >/80. Значит, 9 е Г-^0; ю].

Ответ: а) 9; б) 9.

Пример 11. а) Решите уравнение
л/х + 9 = х2 -9.

б) Найдите все его корни, принадлежащие отрезку [-2; 3].
Решение.
а) ОДЗ: х2 - 9 > 0, т. е. х * (-оо; -3] и [3; +оо).
Пусть Ѵх + 9 = у, тогда у2 = х + 9, и исходное уравнение примет 

вид у = х2 - 9.
Получим систему уравнений 

/=х + 9, 

у = х2-9.

Складывая уравнения системы, имеем
у2 + у = х2 + х, или у2 - х2 + у - х = 0.

Следовательно, (у - х)(у + х) + (і/ - х) = 0, или (у - х)(у + х + 1) = 0, 
откуда у - х = 0і или у 4- х + 1 = 0.

1) у - х = 0, у = х^ тогда I уравнение системы запишется в виде
1 ± х/37

х2 = х + 9, или х2 - х - 9 = 0, откуда х12 = —------ .
2

2)у + х + 1=0, у = -х-1, тогда II уравнение системы примет вид
1 2 о 2 О л -1±733

-х - 1 = х2 - 9, или х2 + х - 8 = 0, откуда х3 4 =------------ .
2
і1 7Поскольку 6<>/37 <7, то -3<^—^-<-2,5, и ^^->3,

2 2

т. е. х1
1 + Ѵ37

2
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Аналогично 5<ѴЗЗ<6, тогда 2<
-і+Ѵзз 

2
<2,5, и

т. е.

б) Из а) следует, что

Значит, на отрезке [-2; 3] лежит только корень

Ответ: а)

Пример 12. а) Решите уравнение 
7 х 1 

х\іх2+7 ^х2 + 7 6

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку
17
7

Ло
Решение.

I способ
а) Запишем уравнение в виде

х 7 _1 х2-7 1
?+7 х^х2 +7 6 х^х2 +7 6 (1)

Возведем обе части уравнения (1) в квадрат, учитывая, что

X

Зб(х2-7)2 =(х>/х24-7^ , или 36х4 - 504х2 + 1764 = х4 + 7х2, или 

35х4 - 511х2 + 1764 = 0, или 5х4 - 73х2 + 252 = О,
Б = 5329 - 5040 = 172 > 0, х2 = 73±17, откуда х2 = 9, х1>2 = ±3;

х2 - 7 2 /—Условию------- > 0 удовлетворяют корни х = 3 и х = —л/35. 
х-------------------------------------------5
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17 і— б) хе —; <10 .
7

7 27
і— 17 /—10 >3, значит, х = 3е —; <10 .

7

2
5

17
7 ’

т. е.
2
5 7

5
II способ

7
Поскольку --- 7=

X X

X то исходное уравнение при-

мет вид

X
+ 7 6’

<х2+7 о х 1 п
или------------ 2—г== + —= 0.

X ^х2+7 6
(2)

Пусть---------- = у, тогда уравнение (2) преобразуется в квадратное 
X

2 4 3
у — + 6 = 0, или бу2 + і/ - 12 = 0, откуда находим уг = —, у2= —.

У 3 2
Учитывая замену, получим два уравнения:

\1х2+7 4 Х2+7 16 2
1)  = —, где х > 0, тогда —5— = —, или Ібх^ = 9хг + 63,

х 3 х2 9
х2 = 9, откуда х = ±3.

Поскольку х > 0, имеем х = 3.

2)

значит, х = -

3 л х2 + 7 9= —, где х < 0, тогда —2— = —
2 х 4

-Ѵ35.
5

2
5

Итак, исходное уравнение имеет два корня: 

х = 3 и х = -—>/35.
5
2 /— Ответ: а) —<35, 3; б) 3.
5
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III способ

Пусть у/х2 +7 = а, где а > 0, тогда а2 - х2 = 7.

7x1Исходное уравнение примет вид — =------- , или 6х2 - ах = 42.
ах а 6

Получим систему уравнений 
6х2 -ах-42, 

а2 х2 = 7;

■1
6

6х2 - ах = 42, 

6а2 -6х2 =42.

Вычтем из I уравнения системы II:
12х2 - 6а2 - ах = 0, или Зх(4х - За) + 2а(4х - За) = 0, или 
(4х - 3а)(3х 4- 2а) = 0, откуда получим:

4
1) 4х - За = 0, а = —х.

3

Учитывая, что а2 - х2 = 7, имеем —х2-х2 =7, х2 = 9, х = 3, так
9

как х > 0.
3 Г 2 У

2) Зх + 2а = 0, а = —х. Тогда получим уравнение —х -х2 = 7, 
2 I 3 у

—х2 -х2 =7, 5х2= 28, х2 =—, 
4 5 5

0.

2 /—Итак, х = 3их = —735 — корни исходного уравнения. 
5

IV способ

Пусть ’
ху/х +7 = а,

= = Ь, х ^ 0; 
+ 7

аЬ = х2,

— = аЬ + 7, 
Ъ

а 6

а = аЪ2 + 7Ь, -6 
а = 6аЬ-42; Ъ

6а = 6аЪ2 + 426, 

аЬ = 6аЬ2-42Ь.

Складывая и вычитая уравнения системы, получим 
[ба + аЪ = 12аЬ2, 

< а ^ о, так как х ^ 0.
1ба-а& = 84&,

3 2
6 + Ь = 12&2, или 12д2 - Ь - 6 = 0, откуда Ъх = —, Ь2 = -—
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V 42Учитывая, что — = Ъ—, получим а =------- , откуда
а 6 6Ь -1

42 42 42 2 42 42 42
й 3 9 9-2 = Г 2^ , -5 5

4 2

Но х2 = аЬ, тогда:

1) х  =а1ЬІ =12 - = 9, х = 3; 
4

2

, 42 < 2А 28 2 /—2) х  =0,6, х = --^.2
2 2 5 и) 5 5

2 і—Следовательно, х = 3 и х = —<35 — корни исходного уравнения.
5

2 /—
Ответ: а) -—Ѵ35, 3; б) 3.

Пример 13. а) Решите уравнение

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку -; 7І .
3

Решение.
I способ

а) Заметим, что х = 1 не является корнем уравнения. Тогда, разде­
лив обе ^іасти уравнения на 71-х *0, получим

Пусть ./------ = у, где у > 0, тогда ------- = у . Известно, что если
\1-х 1-х

а с а + Ъ с + (і . „ „ ч— = —, то =  (свойство производной пропорции).
Ъ сі а-Ъ с-сі

2 /+1 у2-1
Тогда — = -, откуда х = ~—

2х /-1 /+1
В этом случае уравнение (1) преобразуется к виду

Ѵ4(3у-4) = 2(г/-1), или (у - 1» + ІМЗу - 4) - 2(1/ - 1)^ + 1) = 0. 
і/ +1
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Вынесем общий множитель (у - 1) за скобки:
(У ~ 1)((У + 1)(3у - 4) - 2(у2 + 1)) = 0, откуда ^ = 1, или
(у + ІХЗу - 4) - 2(у2 + 1) = 0.

После раскрытия скобок и упрощений получим у2 - у - 6 = 0, 
У2 = 3, у% = -2.

Поскольку у >0, корень у = -2не подходит.
2 — 1

Если у = 1, то х = —---- = 0.
У +1

Если и = 3, то х = — = 0,8.* 10

б) хе

х = 0<^, значит, корень х = 0ё ^’ ^

х = 0,8^ = ^, 1Л, т.е.0>8>1.
5 15 3 12 3

Ответ: а) 0; 0,8; б) 0,8.
II способ

Пусть 1 + х = а2, 1 - х = Ь2, где а > 0, & > 0, тогда а2 - Ъ2 = 2х, отку­

да х = —(а2 -&2). В этом случае исходное уравнение примет вид 
2

—(а2-&2)(За-4&) = 2(а-&), откуда:
2

1) а - & = 0, тогда х = ^0 = 0.

2) (а -I- Ь)(3а - 4Ь) = 4, или За2 - аЬ - 4Ъ2 = 4.
Учитывая, что а2 = 1 + х, Ь2 = 1 - х, получим

3(1 + х) - 7(1 + х)(1-х) - 4(1 - х) = 4, или 7х-5 = ^(І + хХІ-х), где х>у. 

(7х - 5)2 = 1 - х2, или 25х2 - 35х + 12 = 0, откуда находйм х = 0,8,

X = 0,4 — не ПОДХОДИТ х>у I.

Ответ: а) 0; 0,8; б) 0,8.
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III способ
Так как 1 + х = а2, 1 - х = &2, то а2 + Ь2 = 2.
Кроме того, За2 - аЪ - 4Ь2 = 4.
Имеем систему уравнений 

'а2+Ь2=2, -2 (2а2+2Ь2=4,

За2-аЬ-4Ь2 =4 1 За2-аЪ-4Ь2 =4.

Вычитая из II уравнения I, получим а2 - аЬ - 6Ь2 = 0, или 
(а - ЗЬ)(а + 2&) = 0.

\а2 +Ь2 =2.
а = ЗЪ;

10&2 = 2, , 2 , 1 Л о
Ь2 =—, 1 - х = Ь2, х = 1 — = 0,8.

[а = ЗЬ; 5 5

2)
а2 +Ь2 = 2, 
а = -2Ь.

Эта система не имеет решений, так как а > 0, Ь > 0.

Кроме того, а - Ь = 0, откуда х = 0.
Ответ: а) 0; 0,8; б) 0,8.

Пример 14. а) Решите уравнение
(2х-1)(Ѵх + 4х-2) = х.

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку

Решение.
I способ

а) Запишем уравнение в виде 2х4х - 4х + 8х2 - 4х - 4х + 2 = х, или 

2хѴх -у/х + 8х2 - 9х + 2 = 0. (1)

Заметим, что х = 0 не является корнем уравнения (1). Тогда, раз­
делив обе части полученного уравнения на х # 0, имеем

2у[х—1= + 8х + —-9 = 0, или 2\4х---- І= | + 8| х + —|-9 = 0. (2)
ух х 24х) V ^х)

1 1 ( 1 У
Пусть ух---- ?= = і, тогда х + — = ух------ +1 = ^+1.

2ух 4х 2ух)
Следовательно, уравнение (2) примет вид

2і + 8(^ 4- 1) - 9 = 0, или 8і2 + 2£ - 1 = 0, откуда находим іг = -,
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Так как і = Ѵх —1=, то получим:

1) 4х 1= = -, или 4х - Ѵх -2 = 0, где х > 0.

Решая полученное уравнение, находим (Ѵх)12 = ^(і±Ѵзз).

Поскольку х > 0, подходит корень Ѵх = , тогда

2) 4х---- = или 2х + Ѵх-1 = 0, откуда 1 1
—, х = —, 
2 4

х = -1 < 0 — нет корней.
Итак, исходное уравнение имеет 2 корня:
^=І(17+^)’ 

б) хе 1; 5/3 .
2

1
X, = —

2 4

Так как х = —<—, 
4 2

і Гіто корень х = — £ 
4 2’

з .

5<ѴЗЗ<6, 22<17 + ТЗЗ<23, 0,68<^(17 + л/зз)<0,72.

Значит, ^<^17 + Тзз)<^, т. е. корень х = ^(17+^3^е 1; ^3

Ответ: а) ^(17 + ѴЗЗ); 1; б) ^(17 + Ѵзз).

II способ
Пусть 4х = у, где і/ > 0, х > 0, тогда х = у2.

Получим уравнение (2у2 - 1)(у + ^у2 - 2) = у2, или 
(2у2 - 1)(і/ + 2(2у2 - 1)) = у2.

Подстановка 2у2 - 1 = / приводит к уравнению і(у + 2£) = у2, или 
у2 - іу - 2і2 = 0, откуда по теореме, обратной теореме Виета, находим 
Уі = 2^, у2 = ~і.
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1) Если у = 2t, то і = —у, тогда 2у2 - 1 = і, или 2у2 -1 = —у, 
2 2

4у2 - у - 2 = 0, откуда у12 =І(1±7зз).

Поскольку у>0, подходит корень у = ^1+7зз), тогда

х=’г=і17+®)'

2) Если у = -і, то £ = -у, получим уравнение 2у2 - 1 = -у, 

2у2 + у - 1 = 0, откуда і/і = -1 (не подходит, так как у > 0), у2

или

или
1

"2’

2 1тогда х = у = — 
4

III способ

Пусть 2х - 1 = а, 4х = &, где х > 0, & > 0.

Тогда х = і(а + 1) и х = &2, так как а + 1 = 2&2, откуда а = 2Ь2 - 1.

Исходное уравнение примет вид а(Ь + 2а) = Ь2, или
(2Ь2 - 1)(& + 4&2 - 2) = &2, или (2&2 - 1) Ь + 2(2&2 - I)2 = Ь2. (3)
Заметим, что х = 0 не является корнем исходного уравнения, зна­

чит, & ^ 0.
Разделим обе части уравнения (3) наЬ2 # 0:

2^-1 + 2(2^ = 1
Ь Ъ2

2^2_।
Пусть------— = £, тогда уравнение (4) примет вид і + 2і2 = 1, или 

Ь

2і2 + ^ - 1 = 0, откуда находим ^ = -1, і2- —.
2

1) — = -1, или 262 + & - 1 = 0, 6, = -1, Ьг=-.Ь ’ 1 ’ 2 2
Корень Ь = -1 < 0 не подходит.

Если & = -, то х = Ь2=—. 
2 4
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2) ^ 1=^, или 4Ъ2 - & - 2 = 0, откуда &12 = ^1±733^ 

Поскольку 6 > 0, подходит корень д = і(1 + Ѵзз), тогда 

х=г,2=^17+^)-

Ответ: а) ^(17 + >/зз); |; б) ^(17 + Ѵзз).

Пример 15. а) Решите уравнение
хТІ+х + л/З-х = 2Т?+1.

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку
1 $

Решение.
а) Запишем уравнение в виде 

хѴ1 + х = 2а/? + 1 - ѴЗ-х. (1)

Возведем обе части уравнения (1) в квадрат 
х2(1 + х) = 4(х2 +1)-4Т?+1 • ѴЗ-х + 3-х, или

4>/х2 + 1 - л/З-х = -х3 +3х2 - х + 3 + 4. (2)

Но -х3 + Зх2 - * + 3 = 3(х2 + 1) - х(х2 + 1) = (х2 + 1)(3 - х).
Следовательно, уравнение (2) преобразуется к виду 

4^х2+1 • 73-х = (х2 +1)(3 - х) + 4.

Обозначив Ѵх2 +1 • л/З-х = у, получим квадратное уравнение 

4у = у2 + 4, или (у - 2)2 = 0, откуда у = 2. Учитывая подстановку 
^х2+1 • л/з — х = у, получим >/х2 + 1 • ѴЗ-х = 2, или (х2 + 1)(3 - х) = 4.

Упростив полученное уравнение, имеем
х3 - Зх2 + х + 1 = 0, или х2(х - 1) - 2х(х - 1) - (х - 1) = 0, или 

(х - 1)(х2 - 2х - 1) = 0, откуда находим Хі = 1, х2 = 1->/2, х3 =1 + 72.

Найденные корни удовлетворяют исходному уравнению.
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3,5б) хе -; log3- • 

3 5 3 3 5Заметим, что — <1, log3 — > log3 — > 1, значит, — <l<log3—, 
4 3 3 4 3

i ГЗ , 51
т. е. х = 1е -; log3- .

5
3

Ответ: а) 1; 1±Ѵ2; б) 1.

Пример 16. а) Решите уравнение

+ 2х2 =1.

б) Найдите его корни, принадлежащие отрезку
6

Решение.
I способ

л л
а) Пусть х = sin t, где te —; — , тогда получим уравнение 

2 2

l + 2sinfcost
2

= cos2t, где cos 2t = 1 - 2 sin2 t = 1 - 2х2.

Но 2 sin t cos t = sin 2#, тогда имеем
Il+sin2t 
J------------= cos2f.
V 2

(1)

n й l + sin2tВозведем обе части уравнения (1) в квадрат: ----------- = cos
2

или 1 + sin 2^ = 2 cos2 2^, 1 + sin 2t = 2(1 - sin2 2t), или 
2 sin2 2t + sin f - 1 = 0.

i2 2t,

Так как 2 - 1 - 1 = 0, то sin 2t = -1, или sin2f = —.
2

71 Л1) Если sin 2t = -1, то 2f =— + 2лп, t = — + лп, n e Z. 
2 4

Учитывая, что -^<t<^, получим t = ~^
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Значит, х = sin £ =sin — =------ .I 2

1 л/З
2) Если sin2t = —, то Cos2f = ±—. 

2 2

Так как cos 2t>0 (что следует из уравнения (1)), то cos2t =—,

2f = ±—+ 2лп, t = ±— + nnf п е Z, где ~—<t<—. 
6 12 2 2

Тогда t = ±—.
12

Следовательно, x = sinf = ±sinA

„ . 2 l-cos2aИзвестно, что sin a =----- - ----- , тогда

1 71 1 '

1-cos—
2 -2 6х =sin r = sin — =--------- — =-----

12 2 2

/3
2 _2-Уз

4

Но —
4

-1)2 п 2 (4-1)1 4-1
---- ->0, значит, х =----------- , откуда х =-----
8 8 24

Итак, исходное уравнение имеет 2 корня:

2 ’ *2 = 2^2 ’

6

>/2 1 Л гтх =------ <—, значит, х =------ g -;V22 2 2 L2

1 5/3 — 1 1 /— Г~Сравним — и---- ,=-, где —«0,17; <2 «1,4; V3 «1,7, тогда 
6 2V2 6

«0,25 >0,17.
2V2

_ 1 7з-1
Значит, — < ^<^2.

6 25/2
_ . ^ 4-1 „ Л-1
Ответ: а)------ ; —б) —

2 2\2 2 >/2



114 «• Математика. Уравнения и неравенства

II способ
Одночлен 2х2 перенесем в правую часть уравнения и возведем в 

квадрат:

+ Х------ — = (1-2х2)2, или 1 + 2ху/1-х2 = 2(1 — 4х2 + 4х4). (2)
2

Пусть 2ХУ/1-Х2 = у, тогда у2 = 4х2 - 4х4, и уравнение (1) примет

вид 1 + // = 2(1 - у2), или 2у2 + у - 1 = 0, откуда і/і = -1, у2 = -.

1) Если у = -1, то, учитывая подстановку 2х>/1-х2 = у, получим

-1, где х < 0. Исходное уравнение примет вид

1+ 2х2 = 1, или 2х2 = 1, откуда х = —-г= =------ .
•у2 2

2) Если у = —, то 2х>/1-х2 = -, где х > 0. 
2 2

Тогда исходное уравнение запишется в виде

2
/3 2-ѴЗ
2 ~ 2

Ѵ2-ѴЗ ѴЗ-1 , _
X =-----------=----- т=- (см. I способ).

2 2^2

Итак, X! =—— и х2 =~ 2^ — корни исходного уравнения.

_ . у/2 Ѵз-1 _ Ѵз-І
Ответ: а)------ ; —т=-; б) —

2 2\2 2^2
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Примеры для самостоятельного решения

+ 89-7? + 9 =3х+14;б) -3;- . 
7

2. а)2х-л/х-5р7 + х+з) = 4; б) [8; 10].

3. а) й + Шх + 4 = "/16(х+1); б) --;-- .
3 7

'18,29' 
7 ; 4

5. а) л/Зх-2 + л/4х-3 = ^5х-4 +7бх-5; б) у 2 .

6. а) х2+^х(х-6) = 2(1 + Зх); б) [-0,7; 5].

7. а) ^97-х + №-15 =4; б) [13; 95].

8. а) 16х2 + 9 х + 117 = 24 х^х + 13; б) -;— .
4 _

9. а) л/х-3-2>/х^4+^х-4>/х^4 =1; б) [4; 10].

10, а) 4х^1 + 4х^2 ->/х-3-7х-2 = 1; б) у;'

11. а) х2 + 2х + 7х2 + 2х + 8-12 = 0; б) [-5; 1].

12. а) .(--2.^ = 1; б) [-4; 2].
\х + 2 Ух-1

+ 24=х + 1;б) 1;— . 
3

!7?4 ^4х-24х^1=2; б) [0; 3]. 

4х2-10х + 29=3-х; б) Г-^;71£

-1 =

+ 4х2 + 9 = х + 3; б)

+ 2х2; б) [1ое20,5; 1о£34].

2

г ® ■
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§ 4. ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ 
И ПОКАЗАТЕЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Краткая теория и справочные материалы

1. Показательные уравнения

Это уравнения, содержащие переменную в показателе степени.
Решение показательных уравнений часто сводится к решению 

уравнений вида ах = а\ где а > 0, а * 1, х — неизвестное.
Это уравнение решается с помощью свойства степени: степени с 

одинаковыми основаниями а > 0, а 1 равны только тогда, когда 
равны их показатели.

Типы показательных уравнений и методы их решения

1. Решение уравнений с использованием свойств показательной 
функции.

2. Решение уравнений, сводящихся к квадратным.
3. Решение уравнений вынесением общего множителя за скобку.
4. Решение уравнений логарифмированием обеих частей.
5. Решение уравнений с использованием свойства монотонности 

показательной функции.

2. Показательно-степенные уравнения

Это уравнения, содержащие неизвестное как в показателе, так и в 
основании степени:

Корнями этого уравнения считаются только решения смешанной 
системы

7(х)>о,
</(*)* О, 
^(х) = ф(х)

и те значения х, для которых /(х) = 1 при условии, что при этих зна­
чениях определены g(x) И ф(х).

Если условием не исключается случай /(х) < 0 или /(х) = 1, то при­
ходится рассматривать все случаи.
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3. Логарифмические уравнения

Это уравнения, содержащие переменную под знаком логарифма.
Простейшим логарифмическим уравнением является уравнение 

вида loga х = b, где a > 0, a 1, равносильное уравнению х = ab.
Решение логарифмического уравнения вида

1°&а fM = loga g(x) равносильно каждой из систем:
Ш>0, Ы>0,

< или <
[/О) = ^(х), [f(x) = g(x).

Заметим, что переход от уравнения loga Дх) = loga g(x) к уравне­
нию Дх) = g(x) может привести к появлению посторонних корней.

Эти корни можно выявить либо с помощью подстановки их в ис­
ходное уравнение, либо с помощью нахождения области определения 
исходного уравнения, которая задается системой неравенств

7м>о,
£(х) > 0.

Методы решения логарифмических уравнений

1. Решение уравнений, основанных на определении логарифма.
2. Решение уравнений потенцированием.
3. Применение основного логарифмического тождества.
4. Логарифмирование.
5. Замена переменной.
6. Переход к другому основанию.

4. Логарифмы и их свойства

1. Если х > 0, то х = alog“x — основное логарифмическое тождество.
2. loga a = 1.
3. loga 1 = 0.
4. Если х > 0, у > 0, то loga (ХУ) = loga х + 1°£а У — логарифм про­

изведения.
х

5. loga— = loga х “ l°ga У — логарифм частного.
У

6. Если х > 0, р € R, то loga хР = р ' loga х — логарифм степени.
log X7. Если х > 0, Ь > 0, Ь^ 1, то loga х =---- -— — формула перехода от
logh aоснования а к основанию о. °
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В частности, если х = Ъ, то
loga Ь = —^—, или loga b • logb a = 1.

^ogba

8. loga b = logaP bp = p\ogaP b (p e R,p*O).

9. Если a > 0, a ^ 1, b > 0, p ^ 0, to

log b = -logab.
P

10. loga x • logb у = loga у • logb x, где x > 0, у > 0, a > 0, b > 0, a * 1,
1.

Примеры с решениями

Пример 1. а) Решите уравнение
64 • 9х - 84 • 12х + 27 • 16х = 0.

( 7А
б) Найдите все его корни, принадлежащие промежутку 1;— .

Решение.
а) Так как 12х > 0 при любом х є R, то, разделив обе части уравне­

ния на 12х * 0, получим
<9? <зУ /ЧУ

64- — -84 + 27- — =0, или 64- - +27- - -84 = 0.

Пусть — =tf где £ > 0, тогда получим уравнение 64^ +------84 = 0,

или 64^2 - 84* + 27 = 0,

О/4 = 422 - 64-27 = 36 = 62 >0, (,=- = -, £,= — = —.
12 64 1 64 4 2 64 16

3 7зУ 3 9 ГзУ 9
Если ^ = —, то — =—, откуда Х1 = 1; если t = —, то — =—, 

4 <4/ 4 16 16
откуда х2 = 2.

7) Л 7Л 7
б) X! = 1^11;—!, х2 = 2е1 1; —I, так как 1 < 2 < —.

Ответ: а) 1; 2; б) 2.
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Пример 2. а) Решите уравнение
log3 (х + 1) + log3 (х + 3) = 1.

б) Найдите все его корни, принадлежащие отрезку [-1; 1,5].
Решение.
а) Запишем уравнение в виде log3 (х -I- 1)(х + 3) = 1.
С учетом области определения исходного уравнения имеем сме­

шанную систему
(х + 1)(х + 3) = 3, 
х + 1>0, или <

х2 + 4х = О,

Решая уравнение х2 + 4х = 0, имеем
х(х + 4) = 0, хх = 0, х2 = -4.

Из найденных значений последней системе удовлетворяет лишь 
корень х = 0. Значит, х = 0 — корень исходного уравнения.

б)х = 0е [-1; 1,5].
Ответ: а) 0; б) 0.

Пример 3. а) Решите уравнение
log7 (2* - 1) 4- log7 (2X-7)=1.

б) Найдите все его корни, принадлежащие отрезку [-1; >/10 ].

Решение.
а) Область определения уравнения равносильна системе нера-

венств <
2х-1>0,

2х-7 >0,
откуда 2х > 7.

Потенцируя данное уравнение, имеем
log7 (2х - 1)(2Х - 7) = 1, откуда по определению логарифма получим 

уравнение (2х - 1)(2Х - 7) = 7, или (2х)2 -8 2х = 0; 2Х(2Х - 8) = 0, 2х > 0 
при любом X Е R.

Тогда 2х - 8 = 0, 2х = 8, откуда х = 3 — корень исходного уравне­
ния (2х > 7).

б) х = Зє(-1;7Ї0), так как -1 < 3 < 710 .

Ответ: а) 3; б) 3.
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Пример 4. а) Решите уравнение
log6 4x-2 + i log6 7x-ll = 1.

б) Найдите все его корни, принадлежащие отрезку 1 1 47logaïï;V о о
Решение.
а) Область определения данного уравнения равносильна системе 

[ х - 2 > 0, 
неравенств 4 откуда х > 11.

Іх-11>0,

Запишем уравнение в виде
log6 Ѵх-2 + log6 Vx-11 = 1, 

log67(х-2)(х-11) = 1, откуда 7(х-2)(х-11) = 6.

Возведя обе части полученного уравнения в квадрат и упрощая, 
имеем (х - 2)(х - 11) = 36, х2 - 13х - 14 = 0, откуда хх = 14, х2 = -1.

Так как х > 11, то корень х2 = -1 не подходит.
Значит, х = 14 — корень данного уравнения. 

1 1 47 2
б) х = 14 > log3 —, так как log3 — = -log3 6 < 0 и 14 < — = 15—.

6 6 3 3
Ответ: а) 14; б) 14.

Пример 5. а) Решите уравнение
(х+ 1)^ + !)= Ю0(х+ 1).

Г 4б) Найдите все его корни, принадлежащие отрезку —; 2

Решение.
а) Область определения уравнения х+1>0,т.е.х>—1.
Прологарифмируем обе части уравнения по основанию 10:
^ (х + 1) ^ (х + 1) = ^ 100 + ^(х + 1), или
^2(х + 1) - ^ (х + 1) - 2 = 0 — квадратное уравнение относительно
(х + 1).
Решая его, находим ^ (х + 1) = 2, х + 1 = 100, хт = 99;

^ (х 4- 1) = -1, х + 1 = 0,1, х2 = -0,9.
Оба корня удовлетворяют условию х > -1, значит, являются кор­

нями исходного уравнения.
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б) Хі = 99 > 2, значит, Хі = 99 ё 42
3

; х2 = -0,9 е

Ответ: а) -0,9; 99; б) -0,9.

Пример 6. а) Решите уравнение Ю^Чх18* = 20.

б) Найдите все его корни, принадлежащие отрезку lg—; — .
12 7

Решение.
а) Область определения уравнения задается условиями х > 0, х 1. 

Прологарифмируем обе части уравнения по основанию 10, предвари­
тельно упростив его: (101вх)1вх + х1гх = 20, х'ех + х1ех = 20, х1вх =10, 

І£2 х = lg 10, или 1ё2 х = 1, откуда 1§ х = +1, значит, Хі = 10, х2 = 0,1. 
Оба значения удовлетворяют ограничениям х > 0, х ^ 1, значит, яв­
ляются корнями исходного уравнения.

і

ш 15так как 10 > —; 
7

х2 = 0,1е І£—;— ,2 12 7
1 15

так как І£— = -І£ 12 < 0 и 0,1 < —
12 7

Ответ: а) 0,1; 10; б) 0,1.

Пример 7. а) Решите уравнение
6.4х _ 6х _ 2.9* = о.

б) Найдите все его корни, принадлежащие отрезку
1 і к

о

Решение.
а) Так как 4х > 0 при всех х е R, то, разделив обе части уравнения 

на 4х 0, получим равносильное уравнение
й 61 9 9Х Л 9 I 3
о - — - 2* — =0, или 2 • —4х 4х 12

2х

I + " -6 = 0.
1 2

Получим квадратное уравнение относительно переменной

Л 2= £, где £ > 0 , тогда I — I = і .
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_ 1 4-7 о
Имеем 2*2 + * - 6 = О, О = 1 + 48 = 49 = 72 > 0, і12 = —, £ =-,

1,2 4*2
^2 = -2 (не удовлетворяет условию і > 0).

Р 4 3 3 1

Если і = —, то I — I = —, откуда х = 1 — единственный корень ис­

ходного уравнения.

б) Заметим, что х = 1 > —.
3

Кроме того, logз 5 > Іобз 3 = 1, значит, 1 < logз 5,
т. е. х = 1е i;log35 .

Ответ: а) 1; б) 1.

Пример 8. а) Решите уравнение 
^х+^х2-2 ___ ^х-1+4^-2 _ 0

б) Найдите все его корни, принадлежащие отрезку [logз4;logзl0].
Решение.
а) Запишем уравнение в виде ^^~2 — 5 - 2-1 • 2х+'^~2 = 6, или

^х+4^2 _ 5.2^^^^ _
2

Обозначим 2х+^~^ = і, где t > 0.
5

Тогда получим квадратное уравнение относительно £:£2-—£ = 6,
2

или 2£2 - 5^ - 12 = 0, В = 25 + 96 = 121 = II2 > 0, і12 =——, откуда 
4

«1 = 4. «2 = -~-

Поскольку t > 0, корень і2 = — не подходит.
2

Если / = 4, то, учитывая замену, имеем 2х+'^~2 = 4, или 2І+1^ = 22, 

откуда х + \Іх2-2 = 2, или Ѵх2-2 = 2-х.

Получим иррациональное уравнение, где 2 - х > 0, т. е. х < 2.
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Возведем обе части полученного уравнения в квадрат:

х2 - 2 = (2 - х)2, или х2-2 = 4-4х + х2, или 4х = 6, х = — = 1,5.
2

б) Сравним х = 1,5 и log3 4. 
1,5 = log3 З1’5 и log3 4,

3’ и 4, Ѵз® и 4, >/27 >716.

Значит, 1,5 > log3 4. Теперь сравним 1,5 и log3 10. Заметим, что 
log3 10 > log3 9 = 2, т. е. 1,5 < log3 10.

Следовательно, корень х = 1,5 е [log34; log310].

Пример 9. а) Решите уравнение
^.2-lg2x-lgx2 _ Q

4
б) Найдите все его корни, принадлежащие отрезку 1g9; — 

3
Решение.
а) Область определения уравнения х > 0.
Запишем уравнение в виде х24*2*-1**2 = х-1.

Прологарифмируем обе части полученного уравнения по основа­
нию 10:

(2 - ^2 х - ^ х2) • ^ х = -^ х, или ^ х • (2 - ^2 х - ^ х2 + 1) = 0, 
откуда имеем:

1) ^ х = 0, х = 10° = 1;
2) 2 - lg2х - ^ х2 + 1 = 0, или ^2х + 2 ^ х - 3 = 0, где ^ х2 = 2 ^ х, 

так как х > 0.
Решая это уравнение как квадратное относительно ^ х, находим 

^ х = -3, х = ІО’3 = 0,001;
^ х = 1, х = 10.

Все три корня удовлетворяют условию х > 0, значит, являются 
корнями исходного уравнения.

4 1б) Так как 1g 9 < 1g 10 = 1 и — = 1— > 1, то корень хг = le lg9;i 
О

4
х2 = 10 > —, т. е. х2 = 10 ^ lg9;

х3 = 0,001 < 1g 9.
Ответ: а) 0,001; 1; 10; б) 1.

4
3
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Пример 10. а) Решите уравнение

-———4 = 31og3 х.
2 + log3x 3

б) Найдите все его корни, принадлежащие отрезку [2; log328].
Решение.
а) Пусть 2 + log3 х = t, где t *0, тогда log3 х = £ - 2, и данное урав-

16 16 16нение примет вид —-4 = 3(t-2), или —-4 = 3t-6, или —-3t + 2 = 0,

Q

16 - 3f2 + 2^ = 0, 3t2 - 2^ - 16 = 0, откуда находим tr = —, t2 = “2.
3

Учитывая подстановку, получим:
1) log3x = |, Xj=32/3=V9;

О

2) log3 х = -4, откуда х2 = З-4 =Х
ОІ

Так как х > 0 и 2 + log3 х 0, то Xj = Й и х2 = — — корни исход- 
81

ного уравнения.
б) Й > ^8 = 2, log3 28 > log3 27 = 3.

Значит, Xi = V9 е [2; log328];

*2 = < 2 , т. e. J- ё [2; log328].
ol ol

Ответ: a) V9 ; —; 6) V9 .
81

Пример 11. а) Решите уравнение
log3 (x2 - 7) • log2 (9 - x) + 5 log3 (x2 - 7) - 2 log2 (9 - x) -10 = 0.

б) Найдите все его корни, принадлежащие отрезку

log’s?: log’82 •

Решение.
а) Обозначим для краткости log3(x2 - 7) = a, logj(9-x) = b, тогда 

получим уравнение ab + 5а - 2Ь - 10 = 0.
Применяя способ группировки, имеем

а(Ь + 5) - 2(& + 5) = 0, или (а - 2)(& + 5) = 0,
откуда а = 2, или b = -5.
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Следовательно, получим два уравнения:
1) 1о£з(х2 - 7) = 2, откуда х2 - 7 = 9, х2 = 16, х1і2 = ±4.
Так как х2-7>0и9-х>0, то оба корня являются корнями ис­

ходного уравнения.
2) 1о^2(9'—х) = —5 — нет корней, так как log2(9-x)>0.

б) хе Іог,!-; І0ё382 . 
ои

Заметим, что -4 = -1о§334 = 1о§—<1о^3— < 4 = logз81 < 1о£382.
81 80

Следовательно, х = 4е
ІО^3^ 1о^3 82

Ответ: а) ±4; б) 4.

Пример 12. а) Решите уравнение
1 1 2 т 1 х(9х2-7)
1ое2х-1о£2(9х -7) = ^2------- ------.

б) Найдите все его корни, принадлежащие отрезку [logз2; ^38].

Решение.
ч т 1 Х(9Х2 - 7) , , 1

а) Так как log2------------- = log2 х +1о&2(9х<7)-1,

то уравнение запишется в виде
log2X • log2(9x2 “ 7) - log2X - log2(9x2 - 7) + 1 = 0, или
log2X • (^2(9х2 - 7) - 1) - (log2(9x2 - 7) - 1) = 0, или
(log2(9x2 ~ 7) - l)(log2X - 1) = 0, откуда log2(9x2 - 7) - 1 = 0, или 

10g2X -1 = 0.
п /1о&2(9х2-7)-1 = 0, 9х2-7 = 2, [х2=1, 

х > 0; [х > 0;
х = 1, 
х>0.

2)
log2 х -1 = 0, 

9х2-7>0;

log2 X = 1, 

9х2-7>0;

х = 2, 
' 9х2-7>0.

Итак, х=1их = 2 — корни исходного уравнения.
б) х е [logз2; logз8].
х = 1 = logзЗ > logз2 и 1 = logзЗ < logз8.
Значит, х = 1 е [logз2; ^38].
Заметим, что х = 2 = logз9 > logз8, т. е. корень х = 2 ё [logз2; logз8].
Ответ: а) 1; 2; б) 1.



126 «• Математика. Уравнения и неравенства

Пример 13. а) Решите уравнение 
log2(l - х) ■log(lx) 16 = х3 + Зх2 - 9х - 23.

б) Найдите все его корни, принадлежащие отрезку 
7й , 1

3 ’ °ё^2у/3 ’ 

Решение.

а) Так как log(1_x) 16 = Jog^ 4
log2(l-x) log2(l-x)’

то уравнение примет

ВИД

log2(1-х)------- - ------ = х3 + Зх2 - 9х - 23, или
log2(l-x)

х3 + Зх2 - 9х - 23 = 4, или х3 + Зх2 - 9х - 27 = 0.
ОДЗ: 1 - х > 0, 1 - х / 1, т. е. х < 1, х * 0.
Полученное уравнение решим способом группировки:

х2(х + 3) - 9(х + 3) = 0, или (х + 3)(х2 - 9) = 0, или (х + 3)2(х - 3) = 0,
откуда Хх = -3, х2 = 3 (не удовлетворяет ОДЗ).

Итак, х = -3 — единственный корень исходного уравнения.
1 1 '

б) хе ;10g^.

91
3

lol.
3

Кроме того, -3 = log^ (7з j = log 1 1

Значит, корень х = -3 принадлежит отрезку.
Ответ: а) -3; б) —3.

Пример 14. а) Решите уравнение

б) Найдите все его корни, принадлежащие отрезку 
Решение.

—; 2 . 
50

) Так как logx Vox = -logx ox = -(logx 0 + 1), log5 x = ^ ^, где 

0, x 1, то, обозначив logx5 = yt получим уравнение
J^+i)-=-i-
№ у

(1)



Глава 1. Уравнения •» 127

Уравнение (1) равносильно системе

2^ + 1) ^ ’ 2z/2 - z/ - 1 = 0, откуда находим ух - 1, у2=~
Л

Так как I/ < 0, то корень у = -^ не подходит.

Если у = 1, то, учитывая подстановку logI5 = у, получим

logx5 = --, откуда 
2

б) хе —; 2 .1.50 J

12 1
х = — = — >—, 

25 50 50

х 2 = 5, х = 5-2 = —
25

11 1 от. е. корень х = — е —; 2 .
25 5050

Ответ: а) —; б) —.
25 25

Пример 15. а) Решите уравнение
/ .4^16

б) Найдите все его корни, принадлежащие отрезку
1 5 491
1о6’ё:7

Решение.
а) ОДЗ: х > 0, х # 1. 

4
Идея решения заключается в связи между числами 12, 16 и —.

Нетрудно видеть, что 12 = 16—. Тогда исходное уравнение можно 
4

записать в виде 
4 іб
— X /jxlog^e /.\logJ6-l z . \ log,—я і 41 х 1 х 4 »
—— = — , или — = — , --- = —
іб іб іб

Прологарифмируем обе части уравнения по основанию х. Получим 
logx^ = -4^1og4’ или 1о8«^^1 + 1оеЛУ0, 

16 16 3 16 ѵ оу
хх 4 14 3

откуда logx — = 0, — = 1, х = 16, или logx- = -l, ^=р х = -.
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Оба корня удовлетворяют ОДЗ, значит, являются корнями исход­
ного уравнения.

fi 5 49
б) ас = 16 < — = 16—, т. е. х = 16е log,-; —

3 3 6 3
Q £ .--------- .--------- К

x=j = log384=log3ÿ27. Но 2<^27<3, 0<^1.

3 , 5 3 49 3, х = —>log,— и — <—, т. е. х = —е
4 36 4 3 4

1 5 491
log4—; — 

36 3

Ответ: а) 16; -; б) 16; -. 
4 4

Пример 16. а) Решите уравнение
3 log8(x2 + х-6)2 -61og8(x2 -Зх + 2) = 2.

■ Г 5 1 431б) Найдите все его корни, принадлежащие отрезку —; log3— .
6 4

Решение.
х#-3, х^2, 
хе(-оо; 1)и(2; +оо).

Zg 1~ 2 х е (—°0» -3) и (—3; 1) и (2; +оо).

Разделим обе части уравнения на 3:

log8 (х2 + х - б)2 - 21og8 (х2 - Зх + 2) = —,
3

log8 (х2 + X - б)2 = log8 (х2 - Зх + 2)2 + log8 4, 

(х2 + х - 6)2 = 4(х2 - Зх + 2).
Применим формулу а2 - Ь2 = (а - Ь)(а + Ъ):

(х2 + х - 6 - 2х2 + 6х - 4)(х2 + х - 6 +2х2 - 6х +4) = О, 
(х2 - 7х + 1б)(3х2 - 5х - 2) = 0, откуда х2 - 7х + 10 = 0, х± = 2,

х2 = 5, или Зх2 - 5х - 2 = 0, откуда находим х3 = 2, х4 = --.
3

Из найденных корней удовлетворяют корни х = -- и х = 5.
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х = 5 = 1ов3 З6 = log3 243 > Іо?, —.
4

п „ 5 , 43Значйт, х = 5 £ —; Іое, —
6 3 4

Ответ: а) -—; 2; б) -—. 
3 3

Пример 17. а) Решите уравнение
2х2 4- 1о£3(26 4- 2х х2) = х4 + 4.

б) Найдите все его корни, принадлежащие отрезку

Решение.

4 2 41^-; - з з

а) Запишем уравнение в виде
1о£з(26 + 2х - х2) = х4 - 2х2 4- 4, или

1ое3(27 - (х - I)2) = (х2 - I)2 + 3. (1)
Заметим, что 1о£3(27 - (х - I)2) < 1о§327 = 3, и (х2 - I)2 4- 3 > 3.
Следовательно, уравнение (1) имеет решение тогда и только тогда,

когда обе его части равны 3, т. е.
27-(х-1)2=27, 

(х2 -I)2 = 0.

В этом случае х = 1 — единственный корень исходного уравнения.

б) хе

і і і л і 2 1 3 4Х = 1 = 1£10>1£- И Х = 1 = -<-. 
О ОО

Значит, х = 1е і 2 41 
Ій-; —

3 3
Ответ: а) 1; б) 1.

Пример 18. а) Решите уравнение

41ог( 2-А =514!, 2 + -*- +4.
V 2х + 3 7 ѵ х +17

б) Найдите все его корни, принадлежащие отрезку [-3; Тб].
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Решение.
а) Выражения в каждой скобке приведем к общему знаменателю: 

.. ^4х+4^ ^2х + 3^ . .. (. х + 1 ^2х+3^ .
41<*4 о о =51°в<1 ------Г И’ 41О®4 4 Й---- О = 5 1ое«  Г + 4> 

^2х+3^ х + 1 ) < 2х + 3^ х + 1)

Л # + 1^ ^2х+3^ . «
4 + 41ое4     -51о^4 -------- -4 = 0,

12х + 3) I х + 1 )

4log4 Г ————— | + 5 log41 — | = 0, 9 log41 +1 | = о log
4І2х + ЗІ Ч2х + 3> 4 2х + 3 4

х+1 х+2
откуда-------- = 1, ---------= 0, х = -2 — корень исходного уравнения.

2х + 3 2х + 3
б) хе[-3;75].

-3<-2<7б.

Ответ: а) -2; б) -2.

Пример 19. я) Решите уравнение
9*2 з-8-Зх2-32+* =0.

б) Найдите все его корни, принадлежащие отрезку -2;^.
15

Решение.
а) [з‘?’'-9-3?)+(з‘'-9'3') = 0, или 3‘,(з,'”-9) + 3'(зЛі-9) = 0, 

или (з* ’-9Н31' + 3*1 = 0, откуда 3*! +3' =0 — нет корней, так как 

3х +3Х >0, или 3х -х — 9 = 0, 3х ~х =32, или х2 - х - 2 = 0, откуда 
хг = -1, х2 = 2.

1Я Г 14
б)х = -1>-2, -2<-1<—, т. е. х = -1е -2;— .15 [ 15J

о із о Г о із“|х = 2>—, значит, х = 2ё -2;— .
15 15

Ответ: а) -1; 2; б) -1.



Глава 1. Уравнения •» 131

Примеры для самостоятельного решения

1. а) 44х ~ 2 — 42х~1 = 12; б) 0’5;^ 
О

2. а) З2^-в-З7* = 9; б) Р=5 
6

3. а) Зх +1 + 2 • З2“х = 29; б)

4. а) З2*2 -2-3'2*'*6 +32"12 = 0; б) [-3; 2].

5. а) 9х + 4х- 13 • 6х1 = 0; б) -2;— .

6. а) (4-Л5)’ + (4+-ЛбГ=62; б) 5. 16
3’ 7

7. а) 1ов1 + Х(2х3 + 2х2 - Зх + 1) = 3; б) Г^/з; 1ов2 э!

8. а) 2 1о^2 -----; + 1о£2 ~—г2 = 35 б) 
^х-2^ < х-1 )

180,01; | .

9. а) 1гЛх + 8--18(х-13) = 3182; б) —;17 . 
2 3

10. а) 1г (х + 2) (х - 3) = 16^; б) [1о£3 82; 5]. 
х-3

11. а) 1о?2Х-1об2 —= 2; б) [1ое215; 1ое218].

12. а) 1г2 (2х - 1) - Ш - 0,5) = 1г 2; б) |;1ов265 .

13. а) 1о£з(2х + 1) - ------ т----- = 1; б) 
1о&з(2х + 1)

о
-3= 1оёз2

14. а) 18Л1х-1-18х = 0,5; б) [1г 4; 1г 11].

15. а) ^1 + 21об9х + ^4-1о53х = 3; б) 9
8

28

16. а) 1ое4(4х-1)1о§4х116 = х2+3х; б) |; ^6
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17.а)27'-4'31 + 2 + 35-г = 0; б)

18. а) 3-9* +1 - 5-6* +1 + 8-22ж = 0; б) л

19. а) З-э”'2-7-6' + 12-4’ =0; б) [2; 3].

20. а) 8* -10 • 2' + 16- 2 * = 0; б) [0; 1об511].



Гпава 2

МЕТОД ИНТЕРВАЛОВ

§ 5. РАЦИОНАЛЬНЫЕ НЕРАВЕНСТВА

Здесь представлены в основном логарифмические и показатель­
ные неравенства, а также другие типы неравенств. В любом случае 
исходное неравенство сводится к дробно-рациональному. Самое 
трудное — найти пересечение полученных неравенств с областью до­
пустимых значений (ОДЗ).

Неравенство, содержащее только рациональные функции, называ­
ется рациональным.

Р (х) Р (х)Неравенства вида РПМ > 0 или Рп(х) < 0, ——— > 0 или ——— < О,
QJx)

где Рп(х) и 0т(х) — многочлены соответственно степеней тип, 
т. е. Рп(х) = а0 + агх + ... + апхп; Qm(x) = Ъ0 + Ьгх + ... + Ьтхт, наиболее 
часто решаются методом интервалов (промежутков). Этот метод ос­
нован на одном важном свойстве рациональной функции: в интерва­
ле между двумя соседними нулями рациональная функция сохраня­
ет знак. Если рассматривается дробно-рациональная функция, то те 
значения переменной х, при которых функция обращается в нуль, 
будем называть нулями функции (точки числителя), а точки, при 
которых знаменатель дроби обращается в нуль, — точками разрыва 
функции.

Сущность метода интервалов состоит в следующем. На числовой 
оси отмечают все нули и точки разрыва функции Дх) (если они есть). 
При этом числовая ось разбивается на конечное число интервалов, на 
каждом из которых левая часть неравенства сохраняет постоянный 
знак. Чтобы установить этот знак, достаточно взять любую точку из 
интересующего нас промежутка и определить знак функции в этой 
точке. Что касается самих точек, то в случае строгого неравенства 
точки обозначают светлыми кружками. Это означает, что сами точ­
ки не входят во множество решений данного неравенства. В случае 
нестрогого неравенства точки наносят на числовую прямую темны-
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ми кружками, а это означает, что сами точки также входят во мно­
жество решений данного неравенства. Понятно, что во всех случаях 
точки разрыва функции обозначают светлыми кружками.

Следует отметить, что наибольшие трудности возникают при опре­
делении знаков промежутков.

При решении неравенств методом интервалов могут встретиться 
следующие типы неравенств.

5.1. Простейшие неравенства, 
представленные в виде произведения 

линейных множителей
Пример 1. Решите неравенство

(х 4- 1)(х + 6)(х - 4) < 0.
Решение.
Рассмотрим функцию

Г(Х) = (х + 1)(х + 6)(х - 4). (1)
Найдем нули функции, для чего решим уравнение Дх) = 0 или 

(х + 1)(х + 6)(х - 4) = 0, откуда Хі = -1, х2 = -6, х3 = 4.
------о---------о------------ о ►
- 6 -1 4

Отметим этй точки на числовой прямой. Так как мы решаем 
строгое неравенство, то все точки отмечаем светлыми кружками. 
На каждом из полученных промежутков каждый из множителей 
(х 4- 1), (х 4- 6) и (х - 4) сохраняет знак, следовательно, сохраняет 
знак все выражение.

Для определения знаков промежутков достаточно знать, какой 
знак имеет функция в одном из промежутков, и, пользуясь свой­
ством чередования знаков, найдем знаки во всех остальных проме­
жутках. При этом удобно начинать с крайнего справа промежутка 
(4; 4-оо), так как в нем значение функции (1) заведомо положительно. 
Объясняется это тем, что при значениях х, взятых правее наиболь­
шего из нулей функции, каждый из множителей х4-1,х4-6их-4 
положителен. Определим теперь, используя свойство чередования 
знаков на числовой прямой, знаки данной функции в каждом из 
остальных промежутков:

— + — +777777Р------ 97777777777^ ►
- 6 -1 4
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Как видно из рисунка, те значения х, при которых Дх) < 0 (за­
штрихованы), лежат в промежутках (-оо; -6), (-1; 4). Решение дан­
ного неравенства представляет собой объединение указанных проме­
жутков.

Ответ: (-оо; -6) и (-1; 4).

Пример 2. Решите неравенство
(х + 1)(х + 6)(х - 4) < 0.

Решение.
Решение данного неравенства полностью соответствует приведен­

ному выше. Отличие состоит лишь в том, что неравенство нестрогое, 
а потому нули функции входят во множество решений.

Такие точки, как было сказано ранее, отмечаем темными кружками.

/>>/>!?----------------- 97777777777? ►

-6 -1 4

Ответ: (-оо; -6] и [-1; 4].

5.2. Простейшие неравенства, разлагающиеся 
на линейные множители

Мы рассмотрели неравенство, левая часть которого уже была раз­
ложена на линейные множители, а в правой части число 0. Рассмо­
трим неравенство, которое можно привести к аналогичному виду.

Пример 3. Решите неравенство х3 > 9х.
Решение.
Запишем неравенство в виде х3 - 9х > 0. 
Вынесем общий множитель х за скобки: 
х(х2 - 9) > 0, или х(х - 3)(х + 3) > 0.
Решая методом интервалов, получим 
Хі = 0, х2 = 3, х3 = -3.

--------- ^77777777777*----------------- *77777^

-3 0 3

Ответ: [-3; 0] и [3; +оо).
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5.3. Простейшие дробно-рациональные 
неравенства без кратных корней

Пример 4. Решите неравенство
(х-1Их+7з)(х-72)>0 

(2х + 1)(5х-7)
Решение.
_ .. . (х-1)(х + 7з)(х-72) ,
Функция т(х) =------------------------------ обращается в нуль в точках

(2х 4~ 1)(5х — 7)

X! = 1, х2 = -7з, х3 =>/2 и претерпевает разрыв в точках х4 = -^ и

7х, = —.
5 5

Эти 5 точек разбивают числовую прямую на 6 промежутков. Так 
как неравенство строгое, то все точки отмечаем светлыми кружками:

+ — +
“9777777777777^----- 07777777777770"
-ѴЗ 1 1 7

2 5

+

Нужно решить неравенство /(х) > 0. Решая методом интервалов, 
получим

|-73; -1| и 1;- и (72; +оо).

Заметим, что ответ можно записать иначе:
1 7 г—л/3 <х<——, 1<х<—, х>\Щ.
2 5

Пример 5. Решите неравенство
(х-1Хх+Ѵз)(х-Ѵ2)

(2х + 1)(5х-7)

Решение.
В данном случае нули функции принадлежат множеству решений 

данного неравенства, поэтому на рисунке они отмечаются темными 
кружками, а точки разрыва функции (как было отмечено ранее) —
светлыми.
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+ — +
—+777777777777^>—+7777777777770

-4 11 7

2 5

+ 
+//////// ►

Ѵ2

1
2

7 і о 1; - и [ѴІ; +оо).

5)

5.4. Неравенство, содержащее множитель, 
не принимающий нулевого значения 

на числовой прямой

Пример 6. Решите неравенство
(6х-5)(2 + ?) 

(4-х2)х

Решение.

Запишем неравенство в виде
(6х-5)(2 + ?)

-(х2 -4)х

Умножим обе части полученного неравенства на -1, изменив знак 
неравенства на противоположный:

(6х-5)(2 + ?),0
(х - 2)(х + 2)х

Заметим, что множитель 2 + х2 > О при любом х е Л. В этом случае

полученное неравенство равносильно неравенству (6*-5) ^0
(х - 2)(х + 2)х

5
Тогда Хі = —, х2 = 2, х3 = -2, х4 = 0. 

6
Решаем полученное неравенство методом интервалов:

+ — + - +
тіттііі^ 4>///шнті+ 0>>>>и/>+

-2 0 5 2

6

Ответ: (-оо; -2) и I 0; — и (2; +оо).
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Пример 7. Решите неравенство
2х2 -5х-2
Зх-х2-7

<1.

Решение.
Перенесем 1 из правой части в левую и упростим полученную 

дробь:
2х2-5х-2 . о 2х2-5х-2-Зх + х2+7 _
--------- 5--------1<0, или------------------ ---------------<0,
Зх-х -7 Зх-х2-7
Зх2-8х + 5 Зх2-8х + 5 _

------- 5-----------------<0, или —=------------->0.
-(х2-Зх + 7) х2-Зх + 7

Заметим, что х2 - Зх 4- 7 > 0 при любом х е R, так как дискри­
минант В<0иа=1>0, тогда имеем равносильное неравенство 
Зх2 - 8х + 5 > 0,

П/4 = 16 - 15 = 1 > 0, X. , = —
5 

откуда х1 = - *2 = 1-

+ +
^пптт ►
5
3

Ответ: (-оо; 1] и

Пример 8. Решите неравенство
(х + 1)(х2 + 1) ^0

(х-3)(2-х)(-4-х2)

Решение.
Запишем данное неравенство в виде

(х + 1)(х2+1) ^
(х - 3)(х - 2)(х2 + 4)

Так как х2+1>0их2 + 4>0 при дюбом х е Д, то получим равно- 
(х + 1) _ _сильное неравенство ----- —---- —>0. Решая методом интервалов,

имеем X! = -1, х2 = 3, х3 = 2.

Ответ: [-1; 2) и (3; +оо).
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5.5. Простейшие неравенства 
с кратными корнями

Если в условии неравенства содержится множитель вида (х - а)2п, 
где и є ^, то точку х = а будем называть двойной. Это означает, что 
при переходе через двойную точку функция не меняет знака.

Если же неравенство содержит множитель с нечетным показате­
лем, то справа и слева от точки х = а функция имеет разные знаки. 
В этом случае точку х = а будем называть простой. Следовательно, 
при переходе через простую точку функция Дх) меняет знак.

Пример 9. Решите неравенство
(х-2)3(х + 1)“(х + 3)5(х-6)< 

х2(х-4)3 "

Решение.
Нули функции: Хі = 2, х2 = -1, х3 = -3, х4 = 6.
Точки разрыва функции: х5 = 0, х6 = 4.
Двойные точки: х2 = -1 и х5 = 0.

+ — — — + — +
----<77777777^777077777777^------ <^777777777<—“►

-3 -1 0 2------------ 4 6

На рисунке нули функции отмечены темными кружками, а точки 
разрыва — светлыми. Как видно, слева и справа от двойных точек -1 
и 0 функция не меняет знака.

Следовательно, получим -3 < х < -1; -1 < х < 0; 0 < х < 2; 4 < х < 6, 
или короче [-3; 0) о (0; 2] и (4; 6].

Ответ: [-3; 0) и (0; 2] о (4; 6].

Пример 10. Найдите область определения функции
2 1 2х-1

х2-х + 1 х + 1 х3+1
Решение.
Нахождение области определения данной функции сводится к ре­

шению неравенства
2 1 2х-1 Л 2(х + 1)-(х2-х + 1)-(2х-1) л

--------------- -------- ;---- >0, ИЛИ ------------- ------- 5----------------- ->0,
х - х +1 х + 1 х +1 (х + 1)(х -х + 1)

-х2 + х + 2 _ х2 — х — 2 п
----------- :---------- >0, ИЛИ ------------ ----------- <0.
(х + 1)(х2 -х + 1) (х + 1)(х2 -х + 1)
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Так как х2 - х - 2 = (х + 1)(х -2)их2-х+1>0 при любом х е R
(так как Л < 0 и а = 1 > 0), то полученное неравенство равносильно 

(х + 1)(х-2) _
неравенству-----------------<0.

х + 1
Заметим, что х = 2 — нуль функции, а х = -1 — точка разрыва. От­

метим, что слева и справа от точки х = -1 функция не меняет знака.
— — +

ПІ))П))!^1)ТПТ}7ТГГ)^ ►

-1 2

Ответ: (-оо; -1) и (-1; 2].

5.6. Рациональные неравенства

Пример 11. Решите неравенство
х2+2х + 2 х2 + 8х + 20 х2+4х + 6 х2 + 6х + 12
-------------------+----------------------  < ------------------- +---------------------- .

х+1 х+4 х+2 х+3
Решение. 
Запишем неравенство в виде

(х + 1)2+1 ! (х + 4)2 + 4 < (х + 2)2+2 ! (х + 3)2+3 или 
х + 1 х + 4 х + 2 х + 3

х + 1 + —— + х + 4 + < х + 2 + 2 +х + 3 + ——, или
х+1 х+4 х+2 х+3

1 4^2 3
---------- 1---------- <----------- 1---------- . 
х+1 х+4 х+2 х+3

Для упрощения вычислений запишем неравенство (1) в виде
4 3^2 1 4(х + 3)-3(х + 4) 2(х + 1)-(х + 2)

----------------------5-------- ------------- , ИЛИ ---------------------------------- ----------------------- 1----------- .
х + 4 х + 3 х + 2 х + 1 (х + 4)(х + 3) (х + 2)(х +1)

После раскрытия скобок в числителе дробей получим
х х ґ(х + 2)(х + 1)-(х + 4)(х + 3)^_

---------------- <----------------- , или х -  —-------—------- —------ - <0. 
(х + 4)(х + 3) (х + 2)(х + 1)-------------- (х + 4)(х + 3)(х + 2)(х +1) )

Вновь раскрывая скобки в числителе дроби, имеем
х2+Зх + 2-х2-7х-12---------------------------------<0, или
(х + 4)(х + 3)(х + 2)(х + 1)

х(-4х-10)
(х + 4)(х + 3)(х + 2)(х + 1)

<0, или

х(х + 2,5)
(х + 4)(х + 3)(х + 2)(х + 1)
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Решая полученное неравенство методом интервалов, находим 
хг = 0; х2 = -2,5; х3 = -4;
*4 = _3; х5 = -2; х6 = -1.

Ответ: (-оо; -4) и (-3; -2,5] и (-2; -1) и [0; +оо].

Пример 12. Решите неравенство
( 5 бх-ІіѴ 25
І6х-11+ 5 ч4

Решение.
„ 2/25Неравенство имеет вид а <—, приводим к виду 

4
і 5Ѵ 5Ъп а— а + — <0 и т. д.I 2Д 2)
В нашем случае получим неравенство

5 6х-11 5 5 6х-11 5
6х-11 5 2Д6Х-11 5 2
25 + (6х-11)2 5

5(6х-11) 2
25 + (6х-11) 5

5(6х-11) +2

_ 25 + (6х-11)2 ( 5Ѵ 5^. п
Пусть-------------------= у, тогда имеем у— У + — р0. Решая мето-

5(6х-11) < 2Д 2;
5 5дом интервалов, находим — <у<—.
2 2

Учитывая замену, получим систему неравенств
25 + (6х-11)2 <5 

5(6х-11) "2’

25 + (6х-11)2> 5
5(6х-11) ” 2

50 + 2(6х-11)2-25(6х-11) 
10(6х-11)

50 + 2(6х -11)2 + 25(6х -11) 
Ю(бх-И)

Пусть 6х - 11 = і, тогда числители дробей можно разложить на 
множители:

2і2 - 2Ы + 50 = 2^ - 10) * - — и2^ + 25г + 50 = 2(г + 10) * + - . 
к 2 у к 2 у
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Тогда получим 

20-10)і-^

10* 

2а+ю)к+^

(і-10)П

і
(і + 10)М

і

— + — +
777777777°-------- ^777777777777*-------- ►

О 5/2 10

+ — +
~^777777777777*------ 9777777^
-10 -5/2 о

Найдем пересечение:

-10 -5/2 0 5/2 10

Учитывая замену 6х - 11 =

1)-10<6х-11<
2

_І. I < 
5 2’ 2 - 
і, имеем:

2)

1.
6

< 17 
2 ’

17
12*

Следовательно,х
"1.
6

II
12

5
2 
27
2
9<
4“
9
4

7 с< —
2

7"
2 ’

Ответ: 1 . А7’ 
б’ 12

1 І 
4’ 2

Пример 13. Решите неравенство 
х2-3х-3 8х-29 < 9х + 1

х2 - Зх х - 4 х
Решение.
Если перенести последнюю дробь в левую часть неравенства, а 

затем привести дроби к общему знаменателю, то получим довольно 
сложное неравенство.

Более простое решение заключается в выделении целой части у 
каждой дроби.

(х2-3х)-3 8(х-4) + 3 ,9x1
- 5—   + —--------- -------  < — + —, ИЛИ

х - Зх х - 4 хх

1------------ + 8 +--------<9 +—, или------------------------- <0, или
х(х-З) х-4 х х-4 х(х-З) х
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Зх(х - 3) - 3(х - 4) - (х - 4)(х ~ 3) < 0 
х(х - 3)(х - 4)

После упрощения числителя дроби получим х(2х-5) 
х(х - 3)(х - 4)

Решая методом интервалов, находим

О 2,5 3 4

Ответ: (-оо; 0) и (0; 2,5] и (3; 4).

Пример 14. Решите неравенство
2 7х2-5х + 20

ха + 2х2 - ------------------ <5.
х-4

Решение.
Приведение левой части неравенства к общему знаменателю ни к 

чему хорошему не приводит, так как в результате в числителе дроби 
получим многочлен IV степени, который придется разложить на мно­
жители.

Запишем неравенство в виде

х3 + 2х2 - ----- -[х-4
5(Х-4Й . .і 7x2 хсгк
—------ - < 5, или хй 4- 2х^ - -------- + 5 < 5, или
х-4 ) х-4

7х2
х3 + 2х2 - --------< 0.

х-4
Теперь вынесем общий множитель х2 за скобки:

А ѳ 7 Ѵл ?«х+2)(х-4)-7)г.
х х + 2-------- < 0, или — -------- - ------ -—- < 0, или

х-4; х-4
х2(х2-2х-15і
—і-------------- ^<0.

х-4
Но х2-2х-15 = (х- 5)(х + 3), где 5 и -3 — корни квадратного

трехчлена. Тогда получим неравенство —-------- -------, которое ре-
х-4

шим методом интервалов, учитывая, что х2 — двойная точка.

+ +
3

"97777777^"
4 5

Следовательно, х< -3, х = 0 или 4 < х < 5.
Ответ: (-оо; - 3] и {0} и (4; 5].



144 «• Математика, Уравнения и неравенства

Пример 15. Решите неравенство
х2 + Зх - 4 х2 + 6х + 4 п _ 
-------------- +-------------- < 2х - 3.

х+4 х + 6
Решение.
Поскольку х2 +3х - 4 = (х + 4)(х - 1), где 1 и -4 — корни квадрат­

ного трехчлена, то неравенство примет вид
(х+4)(х-1) х(х+6) 4 и™

х+4 х+6 х+6
4

х -1 + х +------ < 2х - 3, х * -4.
х + 6

Получим неравенство------ + 2 < 0, х * -4, 
х + 6

или
4+2х+12 

х + 6
< 0, х ^ -4, или

х + 8
х + 6

< 0, х # Ч.

Решая методом интервалов, имеем

-8 < х < -6.

Ответ: [-8; -6);

Пример 16. Решите неравенство
1 1 1 <3

х(х -1) х(х +1) (х + IX* + 2) - 4

Решение.
Приведение дроби к общему знаменателю лишь усложняет решение.
о 1 11111
Заметим, что---------- =------------ , -----------=------------ ,

(х - 1)х х -1 х х(х + 1) X х + 1
1 1 1

(х + IX* + 2) х + 1 х + 2
Тогда исходное неравенство примет вид

1 1 ,3--------------< —, где х # О,1111 1 13-------------1--------------1---------------- <—, или — 
х-1 х х х+1 х+1 х+2 4 х

1 х + 2 — х + 13 3 3-1, -----------------<-, ----------------- < —, или
(х-1Х* + 2) 4 (х-1Х* + 2) 4

4-(х-1Х* + 2)<
(х-ІХх+2) “
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После преобразований получим неравенство
х2 + х - 6 

(х-І)(х + 2) >0, х^О, х* -1.

Но х2 - х - 6 = (х - 3)(х + 2), где 3 и -2 — корни квадратного трех­
члена.

Следовательно, (х-3)(х + 2)2------ - ------ - >0, х * 0, х * -1, х * -2.
(х-1)(х + 2)

Решая полученное неравенство методом интервалов, имеем

Ответ: (-оо; -2) и (-2; -1) и (-1; 0) и (0; 1) и [3; +оо).

Пример 17. Решите неравенство 

------------ - ------------->0. 
(х-З)3 +(х-4)3-1

Решение.
Понятно, что раскрытие скобок с применением формулы куба раз­

ности лишь усложнит решение неравенства.
Идея решения заключается в применении формулы кубов к выра­

жению
(х - З)3 - 1 = (х - 3 - 1)((х - З)2 + (х - 3) + 1) = (х - 4)(х2 - 5х +7). 
В этом случае неравенство примет вид

----------------- - ----------------- >0. 
(х-4)(?-5х + 7)+(х-4)3

В знаменателе дроби вынесем общий множитель (х - 4) за скобки: 

------- =------ ---------------г>0, или------------- ---------------- >0.
(х - 4)(х2 - 5х + 7 + (х - 4)2) (х - 4)(2х2 - 13х + 23)

Заметим, что 2х2 - 13х + 23 > О, так как П = -15 <0иа = 2>0.

Следовательно, получим равносильное неравенство------ > 0. 
х-4 

+ “ + к
77777777777^........ 9777777777777> X < 0* X > 4

0 4 ’ ‘

Ответ: (-оо; 0] и (4; +оо).
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Пример 18. Решите неравенство
24(5х + 6)(х2 - х + 8) < 16(5х + 6)2 + 9(х2 - х + 8).

Решение.
Пусть для краткости о = 5х + 6, Ь = х2-х + 8. Тогда получим не­

равенство 24а& < 16а2 + 9д2, или 16а2 - 24а& + 9&2 > 0.
Левая часть полученного неравенства — квадрат разности.
Имеем (4а - ЗЬ)2 > 0, откуда 4а # ЗЬ.
Учитывая замены, получим 4(5х + 6) / 3(х2 - х + 8), или

23
Зх2 - 23х ^ 0, или х(3х - 23) ^ 0, т. е. х ^ 0, х* —.

Ответ: (-оо;О)и 0;— и —; + <ю .

23
3

23 х> —

Пример 19. Решите неравенство
з _ 2 8х2 - х + 4 . 

х3 + Зх2---------------- < 1.
х-4

Решение.
о 8х2-х + 4 8х2-(х-4) 8х2 .
Заметим, что-------------- =-----------------=--------- 1.

х-4 х-4 х-4
8х2 8х2Тогда получим х3 + Зх2 +1 < 1, или х3 + Зх2 < 0, или 
х-4--------------------------------х-4

2Г о 8x2 Лл х2(х2-х12 8) _ х2(х2-х-20)^_
х2 х + 3---------<0, или —--------------------- -<0, или —--------------- -<0.

х-4) х-4 х-4

Так как х2 - х - 20 = (х - 5)(х + 4), то имеем ——5Хх + 4) < 
х-4

Решая неравенство методом интервалов, находим 
(х-5)(х + 4) +

Х — 9, - < 0. 777777*^----- ►
-4 0 4 5

Ответ: (-со; -4] и {0} и (4; 5].
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Пример 20. Решите неравенство
(7х + 3)(5 - 6х)(42х2 - 17х - 15) < 0.

Решение.
Разложим квадратный трехчлен на множители по формуле 
ах2 + Ъх + с = а(х - х^х - х2), где Хі и х2 — корни трехчлена. 
Имеем а = 42, & = -17, с = -15, тогда
В = 289 - 4 • 42 • (-15) = 289 + 2520 = 2809 = 532 > 0,

17±53 _ 70 35 5 _ -36 18 3
2-42 ’ “ 2-42 “ 42 ~ б’ Х‘'2-42‘ 42“ 7’

( 5Ѵ 3^
Следовательно, 42х2 - 17х - 15 = 42 х— х + — =

= (6х-5)(7х + 3). V Л 7

Исходное неравенство примет вид
(7х + 3)(5 - 6х)(6х - 5)(7х + 3) < 0, или -(7х + З)2 (5 - 6х)2 < 0.
тт 3 5Неравенство выполняется при всех х, кроме х = ~— и х = -.

7 6

( ЗП 3 5Ѵ5Ответ: -оо; — Ю —; — Ю —; +оо .
7Д 7 бДб )

Примеры для самостоятельного решения

Найдите наименьшее целое решение неравенства: 

1.4х2-Зх + 5<0. 2. 9х2 + 6х+1<0.

3. (х - З)2 < 49. 4. (^ІІ!!£і^І^!.
(х + 1)(х-1)(х-4)4

5. (х - 3)3(х + 1)3(х + 2)4(3х - 2) < 0.
6. х3-64х>0. 7. х4 + 8х3 + 12х2 > 0.

9. (х2 + 4х + 4)(х2 - 4х + 4)(х2 - 4)(х2 - 6х + 8) < 0.

х2-6х 2х2 + 2х-11 .
10. —----------- <0. 11. —5-------------<1.

х + 6х + 9 х + х +1
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12.

14.

х2 + 6х < о
х2 + Зх-4 -
12 3

---------- 1-----------<----------
х+1 х+3 х+2

16. х6 + 9х3 + 8<0.

15 10(5-х) [ 11(6-х)^5(6-х) 
3(х-4) 3(4-х) х-2

17. х2+ —<0. 
х

18. 2х 3
х2 + 3

Найдите длины интервалов, на которых выполняются неравен­
ства:

25.

1>1 
х - 5

20

22

24.

— >2.
х + 7
х-2 1
х2+1< 2

х2 -5x4-7
-2х2 + Зх + 2

12
х2

_7 
X

26. х4 - 2х2 - 63 < 0.

Найдите середины интервалов, на которых выполняются неравен­
ства:

28.

30.

32

х2 + 2х + 1 < .
х2 - х - 6
х2 -8x4-16 <(

х2 -5
Зх2-11Х + 22

х2 - 4х 4- 5

29.
х2 4-6х
2х24-5х4-9

31. -------г------

Найдите среднее арифметическое целых решений неравенств:

33. X4 - 17х2 + 16 < 0. 34. > о.
-х-2

«41 (х3-27)(-х2-4)
ОО.-- S------ . ОО. ------ 5-----------------

х 2 х3 4- 8
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37. Ц±9х±7^0
Зх2 +2х-1
1-х + х2-х2

39.-------------------- >
х + 8

38.

40.

Зх + 4 - х2
1 > 2х

х + 2 х2 - 9
Найдите наименьшие натуральные решения неравенств:

41. х3 - Зх2 - х + 3 > 0. 42. 2х + 7> - - 1.

43. 44.
5

2

—<1.

х2-4х + 3
45. ----------------

2+х 2-х 
х2-2х-1 

46. х>--------------
х

Найдите наибольшие решения неравенств:

47. х4 - 2х2 - 63 < 0. 48. —<—.
х-1 х+1
Зх2-16х + 21

49. ------->х. 50. —5---------------<0
х - 5 х + 4х + 4



Гпава 3

МЕТОД РАЦИОНАЛИЗАЦИИ

§ 6. СУЩНОСТЬ МЕТОДА РАЦИОНАЛИЗАЦИИ 
(МЕТОДА ЗАМЕНЫ МНОЖИТЕЛЕЙ)

Этот метод наиболее эффективен и доступен для применения к 
самому широкому классу задач. Он дает возможность рационализи­
ровать неравенства с модулем, многие иррациональные неравенства, 
показательные и логарифмические неравенства как с постоянным, 
так и с переменным основаниями, а также различные сложные ком­
бинированные неравенства и их системы.

Суть метода рационализации заключается в том, что он позволяет 
заменять неравенства, состоящие из весьма сложных выражений, 
на более простые неравенства, решаемые методом интервалов. Един­
ственное ограничение — функции должны быть монотонными.

Необходимо также отметить, что метод рационализации приме­
няется при условии, если исходное неравенство имеет канонический 
вид

ѵ 0> 
8і(х)ёг(х)-...§т(х)

где знак сравнения ѵ обозначает один из знаков >, <, >, <, =, мно­
жители і^х) и gp(x) (к = 1, 2, ... п; р = 1, 2, ... т) представляют собой 
различные типы функций.

Решение неравенства зависит только от знаков входящих в него 
множителей.

6.1. Равносильность неравенств

Два неравенства называются равносильными, если множества их 
решений совпадают.
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Надо учесть, что о равносильности неравенств мы говорим на од­
ном и том же множестве М.

х — 1Например, неравенства (х - 1)(х - 4) < 0 и ------ <0 равносильны
х-4

(на множестве (-оо; 4) и (4; +оо)).
Множества их решений (1; 4) совпадают. Чтобы убедиться в этом, 

достаточно решить их методом интервалов.
Аналогично равносильны неравенства log2x > log213 и х > 13 при 

условии х > 0. Решением каждого из них является множество х > 13. 
При этом первое неравенство логарифмическое, второе — алгебраи­
ческое.

Другими словами, решения неравенств log2x - log213 > 0 и 
х - 13 > 0 совпадают при х > 0. Иначе говоря, при х > 0 выражение 
log2x _ log213 имеет такой же знак, что их- 11. Следовательно, 
если в каком-либо рассматриваемом неравенстве имеется множитель 
Іобг^ “ log213, то при х > 0 его можно заменить на х - 13.

Заметим, что основная часть методов рационализации для раз­
личных классов неравенств обусловлена принципом монотонности 
функций, входящих в неравенства.

6.2. Монотонность функций

Функция у = f(x) называется монотонно возрастающей на данном 
числовом цромежутке X, если для любых двух точек хг и х2 из про­
межутка X, таких, что х2 > X} /(х2) > /(xj).

Функция у = /(х) называется монотонно убывающей на данном 
ЧИСЛОВОМ промежутке X, если ДЛЯ любых двух точек Хі и х2 из про­
межутка X, таких, что х2 > хх => f(x2) < ffx^).

Если функция только возрастает или только убывает на данном 
промежутке, то она называется монотонной на этом промежутке.

6.3. Теорема о корне

1. Если в уравнении f(x) = С, где С — const, функция у = f(x) не­
прерывна и монотонна на множестве М, то уравнение имеет на М не 
более одного корня.
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2. Если в уравнении /(х) = g(x) функция у = /(х) непрерывна и 
строго возрастает у а функция у = g(x) непрерывна и строго убывает 
на множестве М, то уравнение имеет на М не более одного корня.

§ 7. НЕРАВЕНСТВА С МОДУЛЕМ

При решении неравенств, содержащих переменную под знаком 
модуля, методом рационализации необходимо учитывать условия 
равносильности:

1. |/(х)| v 0 <=> ^(х) v 0.
2. |/(х)| v |я(х)| « ^(х) v g2(x) «

« (f(x) - g(x))(f(x) + g(x)) V 0.
3. |/(x)| > g(x) « |/(x)| - g(x) > 0 о 

to<o, tax)>o,
° [I/(x)|-g(x)>0 U [(f(x)-^(x))(f(x) + g(x))>0,

для всех X G D(f) n D(g).

(g(x) > 0.
4. |fWl^«(x)tt|f(x)|-g(x)<0tt .......

|(ta - gM)(f(x) + g(x) < 0.

5. (|ftx)| - felt • h(x) v0« (f(x) - g(x))(f(x) + g(x)) • h(x) v 0.

Примеры с решениями

Пример 1. Решите неравенство
|х2 - 13х + 1| < |х2 + 6х - 11|.

Решение.
Применяя условие 2, имеем (х2 - 13х 4-1 - х2 - 6х 4- 11)(х2 -13x4-

4- 1 4- х2 4- 6х - 11) < 0, или (-19х 4- 12)(2х2 - 7х - 10) < 0, или
(19х - 12)(2х2 - 7х - 10) > 0. (1)
Неравенство (1) решим методом интервалов:
19х - 12 = 0, 2х2 - 7х - 10 = 0,

х = —. В = 49 + 80 = 129 > 0,
19 /-----7±у129

Х2,3- А
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Расположим полученные корни на числовой прямой, учитывая,
7-Ѵ129 12 что------------< — <

4 19
,7+429 ѴІ29 «11,4.

4

7-ѴІ29 12 7 +7129
4 19 4

Ответ: 7-Ѵ129 12
4 19

7 +<129
4

Пример 2. Решите неравенство 
х2-Зх + 2 
х2 +Зх + 2

Решение.
Запишем неравенство в виде

х2 - Зх + 2
х2 +Зх + 2

(1)

Неравенство (1) равносильно смешанной системе 
|х2-Зх + 2|-|х2 + Зх + 2|<0, 

х2 + Зх + 2 * 0.

Следовательно, <
(х2 - Зх + 2 - х2 - Зх - 2)(х2 - Зх + 2 + х2 + Зх + 2) < 0, 

(х + 1)(х + 2)*0,

или <
-6х(2х2+4)<0,
х^ —1, х#-2.

Разделив обе части неравенства на (-12), получим
х(х2 +2)>0, 

х^-1, х^-2.

Поскольку х2 + 2 > 0 при всех х е Я, то имеем
х > 0,
х ^ — 1, х ^ —2,

отку-

да х > 0, т. е. х е [0; +оо).

Ответ: [0; +оо).
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Пример 3. Решите неравенство
|х2 + х - 12| - 45 < 9|х - 3| - 5|х + 4|.

Решение.
Поскольку х2 + х- 12 = (х- 3)(х + 4), где 3 и -4 — корни трехчле­

на и |а • &| = |а| • |&|, то исходное неравенство примет вид
|х + 4| |х - 3| - 45 < 9|х - 3| - 5|х*+ 4|, или
(|х + 4| |х - 3| - 9|х - 3|) + 5(|х + 4| - 9) < О, или
|х - 3| • (|х + 4| - 9) + 5(|х + 4| - 9) < 0.
Остается вынести за скобки общий множитель:
(|х + 4| - 9)(|х - 3| + 5) < 0. (1)
Неравенство (1) мы привели к виду, при котором можно использо­

вать условие равносильности 2.
(х -I- 4 - 9)(х + 4 + 9)(х - 3 - 5)(х - 3 + 5) < 0, или
(х - 5)(х + 13)(х - 8)(х + 2) < 0.
Решая методом интервалов, имеем+ - + - +

------------- ^777777777779--------------------977777777777^—^

-13 -258

х е [-13; -2] и [5; 8].
Ответ: [-13; -2] и [5; 8].

Пример 4. Решите неравенство

<0.
7х-2 — х-9
4х-3 — х + 3

Решение.
Используя метод рационализации, получим
(7х-2-х + 9)(7х-2 + х-9) Л (6х + 7)(8х -1П Л
--------------------------------------- <0, или -----------------------<0, или
(4х-3-х-3)(4х-3 + х + 3) 3(х-2)-5х

(6х + 7Х8х-П)<0
х(х-2)

Кроме того, |4х - 3| * |х + 3|, т. е. 4х - 3 ^ ±(х + 3), откуда х ^ 2, х ^ 0.
Теперь остается решить неравенство (1) методом интервалов:

7 0 11 2
6 8

Значит, х е

Ответ:
6 J



Глава 3. Метод рационализации •» 155

Пример 5. Решите неравенство
7|4-х| 

13-|х+3|

Решение.
Поскольку |-х| = х, то данное неравенство можно записать в виде

<0, или
|х-4|(7-13 + |х + 3|) 

13-|х+3|
<0, или

|х-4|(|х + 3|-6)
|х + 3|-13

>0. (1)

Нетрудно заметить, что х = 4 — решение неравенства (1), а значит,
и исходного.

т Іх + ЗІ-6 Л
Теперь решим неравенство ^----- р----- >0 методом рационализа- 

х + 3 —13

ции, используя условие равносильности 3:
(х + 3-6)(х + 3 + 6) (х-3)(х + 9)

 >0, или >0, 
(х + 3-13)(х + 3 + 13)--------------(х-10)(х + 16)
х = 4. + _ 4- —

іііпііі9 ^ііппппнп^----------•■

-16 -9 34 10

Значит, х е (-оо; -16) и [-9; 3] и {4} и (10; +оо).
Ответ: (-оо; -16) и [-9; 3] и {4} и (10; +оо).

Пример 6. Решите неравенство
х2-5х + ^-- х2 +7х-8|

|бх-1 --2х-9

Решение.
(х2 -5х + 6-х2-7х + 8)(х2 -5х + 6 + х2+7х-8)2-------------------------------- -------------------------------- > 0, или

(6х -1-2х + 9)(6х -14- 2х - 9)

(~12х + 14)(2х2 + 2х - 2) > 0 
(4х + 8)(8х-10)

После упрощения получим
(6х-7)(х2+х-1)^0 

(х + 2)(4х-5)
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Корни числителя: х^—, х2 3 = 
6

-1±Ѵ5
2

Корни знаменателя: х4 = -2, х5 = —.

О /к О / -1 + 75 7
Заметим, что уо «2,24, тогда хх < х5, ---------- < —

2 6
Решим неравенство (1) методом интервалов:

//////Р ^ИП)Г)ПН}^
-2 -1-Ѵб -1 + 75

2
-і-7б -і+Ѵб

2

^7777°-

6 4

2 2
I. І
6’ 4

Ответ: (-оо; -2) и
2 2 6’ 4

Пример 7. Решите неравенство
|3х2 - 4|х| - 4| < 2|х2 - 6|х| -I- 8|.

Решение.
Запишем неравенство в виде |3х2 - 4|х| - 4| - |2х2 - 12|х| + 16| < 0.
Так как х2 = |х|2, то имеем |3|х|2 - 4|х| - 4| - |2|х|2 - 12|х| + 16| < 0.
Теперь применим метод рационализации:
(3|х|2 - 4|х| - 4 - 2|х|2 + 12|х| - 16)(3|х|2 - 4|х| - 4 + 2|х|2 - 12|х| + 16) < О, 

или (|х|2 + 8|х| - 20)(5|х|2 - 16|х| + 12) < 0.
Используя формулу ах2 + Ьх + с = а(х - Хі)(х - х2), где Хі и х2 — 

корни трехчлена, разложим каждый из квадратных трехчленов от­
носительно |х| на линейные множители:

(|х| + 10)(|х| - 2)(5|х| - 6)(|х| - 2) О.
Так как |х| -I- 10 > 0 при всех х е Л, то получим (|х| - 2)2(5|х| - 6) < О,

откуда или

х = ±2,
(5х-6)(5х + 6)<0.

-2 -1,2 1,2 2

Следовательно, х е {-2} и [-1,2; 1,2] и {2}.
Ответ: {-2} и [-1,2; 1,2] и {2}.
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Пример 8. Решите неравенство
?-Зі-5-5 
------- г—г—^0. 
8х-7-7-9

Решение.
Применяя метод рационализации, получим

(|х2 - Зх -5-5)( х2-Зх|-5 + 5)

(|8х-7 -7-9)( 8х-7|-7 + 9)
>0, или

(|?-Зх|-10)|х2-Зх| 

(|8х-7|-16)(|8х-7| + 2)”

Заметим, что |8х -7| + 2 > 0 при всех х е R. Тогда полученное нера­
венство равносильно смешанной системе

|х2-Зх|-10
■ |8х-7|-16 “°’

х2 -Зх = 0.

К неравенству системы еще раз применим метод рационализации: 
(х2-Зх-10)(х2-Зх + 10) > 0 [ (х-5)(х + 2)(х2-Зх + 10) > 0

’ (8х-7-16)(8х-7 + 16) " ’ или (8х-23)(8х + 9) “ ’

х(х-3) = 0, х = 0, х = 3.

Учитывая, что х2 - Зх + 10 > 0 при всех х е R, так как В < 0 и
а = 1 > 0, получим

(х-5)(х + 2) ^0 
- (8х-23)(8х + 9) ’

х = 0, х = 3.

Остается решить полученное неравенство методом интервалов и 
добавить числа 0 и 3.

X є (~оо; -2] и

+7777777^“
-2

+ + —

э о 23 3

+
5

9. 231
8’ 8 1

8 8

и {3} и [5; +оо).

Ответ: (-оо; -2] и 1 231 
8’ 8 1

и {3} и [5; -Но).
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Пример 9. Решите неравенство
5х2 - х - 3 - 5х2 - х - 8
1Ч5------------ >0 
|х-2-х2|-х2 +4х-6

и укажите наименьшее целое решение.
Решение.
Запишем неравенство в виде

|І5х2 - х| - ЗІ - (5х2 + х + 8)

|х-2-х2|-(х2 -4х + 6)

Заметим, что 5х2 4- х 4- 8 > 0 при всех х е R, так как В<0иа = 5>0.
Аналогично х2 - 4х + 6 > 0 при всех х е R. Тогда неравенство (1)

примет вид
||5х2 - х| - 3| - |5х2 + х + 8| 

|х — 2 — х2| — |х2 -4х + б| (2)

Теперь к неравенству (2) применим метод рационализации:
(5х2 - х| - 3 - (5х2 + х + 8))(І5х2 - х| - 3 + (5х2 + х + 8))
----------- !----- :-----:------------- ’--------- ^-----=----------------- > 0, ИЛИ

(х - 2 - х - х + 4х - 6)(х - 2 - х2 + х2 - 4х + 6)

(|бх2 - х| - (5х2 + х +11))(|бх2 - *| + (5х2 + х + 5)) 
(2х2-5х + 8)(Зх-4) “°’

Но 5х2 4- х 4- 5 > 0 при всех х е Я и |5х2 - х| > О, тогда 
|5х2 - х| + (5х2 + х + 5) > 0.

Аналогично 2х2 - 5х + 8 > 0 при всех х е R. Полученное неравен-
ство равносильно неравенству

|5х2 -х|-(5х2 +х + 11)

Зх-4 “
(3)

Так как 5х2 + х + 11 > 0 при всех х е В, то
5х2 4- х + 11 = |5х2 4- х 4- 11|. Тогда неравенство (3) запишется в виде

|5х2 - *| - |5х2 4- X 4-11|

Зх-4 "
Вновь применив метод рационализации, получим

(5х2 -х-5х2 -х-11)(5х2 -х + 5х2+х + 11) _
----------------------------------------------------------- -  > 0, или

Зх-4
-(2х + 11)(10х2+11)>0

Зх-4
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Поскольку Юх2 + 11 > О при всех х е R, то получим равносильное
неравенство

^±И<о (4)

Наконец, решая неравенство (4) методом интервалов, находим 
11 4

Зх-4

X. =-------- . *2 = ~•
1 2 2 3

+ - +

4
2 3

11 4>
1 2 зJ

Тогда х = -5 — наименьшее целое решение неравенства (4), а зна­
чит, и исходного.

Ответ: -5.

Пример 10. Решите неравенство
(|3х-4|-1)(|б-х2|-13) 

(х-7)2+|х-7|-30

и укажите наибольшее целое решение.
Решение.
Так как |6 - х2| = |х2 - 6| и (х - 7)2 = |х - 7|2, то данное неравенство

примет вид
(ІЗх-4І-1)(|х2 -6І-13)
---11!- -<0.

|х-7|2+|х-7|-30

Знаменатель дроби неравенства (1) представляет собой квадрат­
ный трехчлен относительно |х - 7|, корни которого 5 и -6.

Следовательно, неравенство (1) можно записать в виде
(|3х-4|-1)(|х2-б|-13)

(|х-7|-5)(|х-7| + 6) ’ ' ’

Но |х — 7| + 6 > 0 при всех х е Я, тогда получим равносильное нера-
(|Зх-4І-1)(|х2 -6І-13)

венство ---------- ;-----1!------- < 0, которое решим методом рациона-
ІМ“5

лизации:
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(Зх - 4 - 1)(3х - 4 + 1)(х* -6 - ІЗХх2 -6 + 13) 
(х-7-5)(х-7 + 5)

<0, или

(Зх - 5)(3х - 3)(х2 - 19)(х2 +7) < 0
(х-12)(х-2)

Так как х2 + 7 > О при всех х є Л, то имеем
3(3х-5)(х-1)(х2-19)^^ плп (3x-5Xx-lXx-^Xxt^9),ff

(х-12)(х-2) ’ (х-12)(х-2)
5

Решая методом интервалов, находим Xj = —, х2 = 1, х3 4 
3

х5 = 12, х6 = 2. + - + - + - +
----- •►7777777^------ <777777770------- <7777777770-----

-V19 1 Ё 2 V19 12

3

х є [-ТЇ9; 1] о и [ТЇ9; 12).

Тогда х = 11 — наибольшее целое решение неравенства.
Ответ: 11.

Пример 11. Решите неравенство
|х2 + 6х| 

(х2 - 6х + 5)2
^((-х + ІГ’-С-х + б)'1)2

и укажите наименьшее целое решение.
Решение.
Упростим знаменатель дроби: (х2 - 6х + 5)2 = (х - 1)2(х - 5)2, где 1 

и 5 — корни квадратного трехчлена.
Упростим правую часть неравенства:

fl 1 Y Ґ 5-X-l + xV 16
((-Х + 1) -(-Х + 5) ) =----------------= ------------- :------ =-------- ;----------.' ' Ц-х 5-xJ Ц1-х)(5-х)^ (х-1)2(х-5)2

Таким образом, исходное неравенство запишется в виде
|х2+6х| 16 Іх2+6х|-16

---- ---- 5----- *---7---------- 5---------^<0, или - ------ 9 ------7-0,
(х-1)2(х-5)2 (х-1)2(х-5)2 (х-1)2(х-5)2

или <
(х2 + 6х - 16)(х2 + 6х +16) < 0,
х^І, х#5.
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Нюх2 + 6х + 16 > 0 при всех х е R, так как Л<0иа = 1>0, тогда

получим
х'+6х-16<0,
x^l, х#5,

(х-2)(х + 8)<0, 
х^І, х^5.

х е [-8; 1)и(1; 2].
Тогда х = -8 — наименьшее целое решение исходного неравенства.
Ответ: -8.

Пример 12. Решите неравенство
|х + 7| + |х + 11| х + З-х + 15

|х + 15| ” х + 7 - х + 11

и найдите среднее арифметическое наибольшего и наименьшего це­
лых решений.

Решение.
Умножим обе части неравенства на выражение, сопряженное пра­

вой части неравенства:
х + 7| + |х +11| х + 3 + х + 15

|х + 15| х + 7 + х + 11
х + 3 — х + 15
х + 7 — х + 11

или
х + 3 + х + 15
х + 7 + х + 11

|х + 3| + |х + 15| > (х + 3)2 -(х + 15)2
|х + 15| “(х + 7)2-(х + 11)2’

Здесь мы использовали соотношение
|а| • |а| = |а|2 = а2.

Далее имеем
|х + 3| + |х + 15|>(х + 3-х-15)(х + 3 + х + 15) 

|х+1б| ~ (х + 7-х-11)(х + 7 + х + 11)’ИЛ“

|х + 3| + |х +15| -12 • (2х +18)
Jг1;-------■>---------- ----------------- , ИЛИ

|х+15| -4(2х + 18)

|х + 3| + |х + 15|>3|х + 15|,

2х +18 * 0, 
х + 15 ^0,

■|х+3|£2|х+15|, П2х + 30|-|х + 3|<0, 

х * -9, < х ^ -9,
х ^ —15, х^-15.
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К неравенству полученной системы применим метод рационализа­
ции:

(2х + 30 - х - 3)(2х + 30 + х + 3) < 0, 
х ^-9, 
Х/-15,

3(х + 27)(х + 11)<0,
х ^ —9,
х ^ -15,

(х + 27)(х + 11)<0, 
х * -9, 
х/-15.

-27 -15 -11 -9

х е [-27; -15) и (-15; -11].
х = -27 — наименьшее целое решение неравенства, х = -11 — 

наибольшее целое, тогда среднее арифметическое будет равно 
(-27 + (-11)):2 = -19.

Ответ: -19.

Пример 13. Решите неравенство
(х2 - х + 3)2 — б|х2 - х + 3|-|х-2| + 6(х-2)2 

Зх2+11х-4 "
Решение.
Так как (х2 - х + З)2 = |х2 - х + 3|2, (х - 2)2 = |х - 2|2 и

Зх2 + Их - 4 = (Зх - 1)(х + 4), то данное неравенство запишется в 
виде

|х2 - х + 3|2 - 5 |х2 - х + 3| • |х - 2| + б|х - 2|2
(Зх-1)(х + 4) "°’ ^^

Пусть |х2 - х + 3| = а, |х - 2| = &, где а > 0, b > 0, тогда числитель 
дроби неравенства (1) примет вид а2 - 5аЬ -I- 6&2.

Полученный квадратный трехчлен (относительно переменной а 
или Ь) можно разложить на множители:

а2 - 5аЪ + 6Ь2 = а2 - 2аЬ - ЗаЬ + 6Ь2 =
= а(а - 2Ь) - ЗЬ(а - 2Ь) = (а - 2Ь)(а - ЗЬ).

Следовательно, неравенство (1) можно представить в виде
(|х2 - х + 3|-2|х-2|ѴІ*2 -х + 3|-3|х-2|)

^0. (2)
(Зх-1)(х + 4)
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К неравенству (2) применим метод рационализации:
(х2-х + 3-2х + 4)(х2-х + 3 + 2х-4)

(Зх-1) ‘

(х2 - х + 3 - Зх + 6)(х2 -х + 3 + Зх-61Л
• 2----------------------- - ------------------------>0, или

(*+ 4)
(х2 - Зх + 7)(х2 + х - 1)(х2 - 4х + 9)(х2 + 2х - 3)
---------------------------------------------------------------> 0. (о)

(Зх-1)(х + 4)

Но х2 - Зх + 7 > 0 при всех х е R, так как В<0ио = 1>0. Ана­
логично х2 - 4х + 9 > 0 при всех х е R, тогда неравенство (3) равно­
сильно неравенству

(х2+х-1)(х + 3)(х-1)^0
(Зх-1)(х + 4) ’ 1 7

Остается решить неравенство (4) методом интервалов:
-І'+Тб

х12 =---------- , где Хі » 0,62; х2 » -1,62; х3 = -3;
2

*4 = 1; «5 =|“0,3; х6 = -4.

+ — + —
7777777°------ ^77777777^—~—

-4 -3 -1-75

2

х е (-оо; -4) и -3;

Ответ: (-оо; -4) и

и [1; +оо).

Пример 14. Решите неравенство _3_
х + 2

Решение.
з У і з Л 

------------------------ 1-----------
х + 2Дх-4 х + 27

<0, или

х + 2-Зх + 12 х+2+Зх-12^ _ 
--------------------------------------- < 0, или 
(х-4)(х + 2) (х-4)(х + 2) }

(х-7)(2х-5)<0, 
х/4, х^-2.

-2(х-7)2(2х-5) _ I—------- --------- —<0, или <
(х-4)2(х + 2)2
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о Ъ>1>>>1>£>1>/>7&—

-2 2,5 4 7

х е (2,5; 4)о(4; 7).
Ответ: (2,5; 4) о (4; 7).

Пример 15. Решите неравенство
|4х2 - 5|х| + 1| > |х2 - 3|х| + 2|.

Решение.
Поскольку х2 = |х|2, то получим неравенство 

|4|х|2 - 5|х| + 1| - ||х|2 - 3|х| + 2| > 0. (1)
К неравенству (1) применим метод рационализации:
(4|х|2 - 5|х| + 1 - |х|2 + 3|х| - 2)(4|х|2 - 5|х| + 1 + |х|2 - 3|х| + 2) > 0, или 

(3|х|2 - 2|х| - 1)(5|х|2 - 8|х| + 3) > 0. (2)
Но 3|х|2 - 2|х| - 1 = (|х| - 1)(3|х| + 1) и 5|х|2 - 8|х| + 3 = (|х| - 1)(5|х| - 3), 

тогда неравенство (2) примет вид (|х| - 1)2(3|х| + 1)(5|х| - 3) > 0.
Но 3|х| + 1 > 0 при всех х е R, (|х| - I)2 > 0 при |х| = 1, т. е. х = ±1.
Значит, 5|х| - 3 > О, или (5х - 3)(5х + 3) > 0. 

+ - +
77777777?----------------------^///////// ►

3 3
5 5

Учитывая, что х = ±1 тоже является решением, получим
-тО777^ *7777$",

5 5

х е (-оо; -1) и -1;
3
5

и (1; +оо).

Ответ: (-оо; -1) и
3
5

и (1; +оо).

Пример 16. Решите неравенство

12-
х-2
х + 5

х2 - 4х + 4
х2 + Юх + 25

и укажите сумму целых решений.
Решение.
Поскольку х2 - 4х + 4 = (х - 2)2 = |х - 2|2 и х2 + Юх + 25 = (х + 5)2,

то данное неравенство примет вид

12-
х-2 
х + 5

к-2!’ „
- ------- 7<0, ИЛИ

к+5
х-2 
х + 5

2

+
х-2
х + 5

-12>0. (1)
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Полученное неравенство (1) можно, конечно, решить методом ин­

тервалов, введя замену х-2 
х + 5

= і и т. д., но мы решим методом рацио­

нализации.
Нетрудно заметить, что корни квадратного трехчлена относитель­

но переменной
х-2 
х + 5

— числа 3 и -4, тогда неравенство (1) можно

разложить на множители:

Но х-2
х + 5

х-2 
х + 5

х-2 
х + 5

(2)

+ 4 > 0 при всех х * -5, тогда неравенство (2) равносильно

неравенству
х-2 
х + 5

- 3 > О, которое мы также решим методом рациона­

лизации:
х-2 зѴ х-2 
х + 5 Дх + 5

-2х-17 4х + 13 
х+5 х+5

>0, или

(х + 17)(4х + 13)< 
(х + 5)2

Неравенство (3) равносильно смешанной системе 
(х + 17)(4х + 13)<0, 
х —5.

(3)

(4)

Остается решить полученное неравенство системы (4) методом ин­
тервалов:

-17 -5 із
4

Значит, х є [-17; -5) и 1-5; - — Тогда сумма целых решений

будет равна -17 + (-16) + (-15) + (-14) + (-13) + (-12) + (-11) + (-10) + 
+ (-9) + (-8) + (-7) + (-6) + (-4) = -23 • 6 + (-4) = -142.

Ответ: -142.
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Примеры для самостоятельного решения

Решите неравенства:
1. |х2-8х+ 12|<|15-х2|.

2. |х2 - 8х - 3| > |х2 + 9х + 7|.
3. |4х3 - х + 7| < |2х3 + 5х + 3|.
4. |2х3 - х2 + Зх - 6| < |2х3 - 5х2 + Зх - 3|.
5. |3х2 - 4|х| + 1| > |х2 - б|х| + 5|. Найдите наименьшее целое 

решение.

6.
х2 - 5х - 2
х2 + 5х + 24

> 2. Найдите наибольшее целое решение.

х + х - 2
—=---------- > О. Найдите наименьшее целое положительное
X + X - 6

решение.
8. |4х2 + 35х + 38| > |12х2 + ЗЗх + 32|.

9. |х2 - |х|| > —. Найдите наименьшее целое положительное

решение.
10. |2х2 - 3|х| 4- 1| > |х2 - 5|х| + 4|.

11.
х2 - 5х + 4 

х2-4
< 1. Найдите наибольшее целое положительное

решение.
12. х2 < |х - 2|. Найдите наибольшее целое положительное решение.

13. ,—п—^1—и—• 
|х + 1|-2 |х + 1|-1

14.
2 

х-2
Найдите наименьшее целое положительное

решение.

15.
х + 1 — 2х-1
х-3 — 2х + 3

<0.
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16.
х2-\х -6

> 1. Найдите наименьшее целое положительное

решение.
17. \х2 - 5|х| + 4| > |2х2 - 3|х| + 1|.

|х2-10х| , .2
18‘ 1У+7х—^>^(х + 1) -(х + 6) Найдите наибольшее целое

отрицательное решение.

1 + 2х + х2
19- —------- 2

1 + 2х + х

2х2-х-3

Зх2 +х-2
< 0. Укажите количество целых решений.

20.
|х-3| + |х-2| 

к-4І
х-1
х-2

х-4 
Гз Укажите сумму целых решений.
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§ 8. ИРРАЦИОНАЛЬНЫЕ НЕРАВЕНСТВА

При решении иррациональных неравенств методом рационализа­
ции необходимо учитывать следующие условия равносильности:

[/(*)> 0.

3. 2пу/^М -2п+^ё(х) ѵО о /(х)-g(x) ѵ0, п е N.

7(х)-£(х)ѵ0, 

/(х)>0, 

^О) ^ о,

п е N.

5.
ё(х) ^ 0, 
Дх)-£2п(х)>0

g(x) < 0, 
/(х)>0, при всех

,Шо-£(*)> о

х е Р(/) п D(g).

g(x) > О,

/(лЭ-^СхЭ^о.
ч I , чі2п+1

0.

Знак ѵ сравнения обозначает один из знаков >, <, >, <

Примеры с решениями

Пример 1. Решите неравенство

Решение.
Пусть Тх + 2 = £, где t > 0, тогда ^ = х + 2, х - 2 = ^2 - 4. Получим 

систему неравенств
4г<8-|*2-4|, |Ъ2-4| < 8-4*,

< 1 1 или 41 1
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Поскольку |і2 - 4| > 0, то 8 - 4/ > 0.
|і2-4|-(8-40<0,

Имеем ’ *>0,
8-4і>0.

К I неравенству системы применим метод рационализации:
(і2 - 4- 8+4()(і2 - 4+8-40 < О, 

< или
0<*<2,

^2 + 4М2)(^-4^4)<0, 
0 < £ <2.

Но ^2 + 4<- 12 = (і + 6)(і - 2), ^2 - 4# + 4 = (^ - 2)2, тогда система (1) 
запишется в виде

(^-2)за+б) < о, 
0<*<2.

Так как і > 0, то і + 6 > 0. Значит, (£ - 2)3 < 0, откуда ^ - 2 < 0, t < 2, 
тогда 0 < £ < 2. Учитывая замену, имеем 0 < х + 2 < 4, или -2 < х < 2, 
т. е. х е [-2; 2].

Ответ: [-2; 2].

п п п Ѵв-х3 - 4 + х х
Пример 2. Решите неравенство ------------------- <х и найдите наи-

х + 3
большее целое отрицательное решение.

Решение.
Перенесем переменную х в левую часть и приведем к общему зна­

менателю:
Л-х3-4+х-х2-Зх 
------------------------------- <0, или 

х + 3
Ѵ(2-х)(4 + 2х + х2)-(х2+2х + 4),,0 

х+3 " '
Поскольку х2 + 2х 4- 4 > 0 при всех х е R (Б < 0, а = 1 > 0), то, раз­

делив обе части неравенства (1) на Ѵх2 +2х + 4, получим равносиль­

ное неравенство
>/2-х -д/х2 +2х + 4 

х + 3
(2)



170 «• Математика. Графики функций. Уравнения и неравенства

Теперь к неравенству (2) можно применить условие равносильно­
сти 4:

(2 - х) - (х2 + 2х + 4) < о х2 + Зх + 2
* х + 3 " ’ или - х + 3
2-х>0, х<2.

Нох2 + Зх + 2 = (х + 1)(х + 2), тогда получим
(х + 1)(х + 2)^

< х + 3 (3)
х<2.

Решим I неравенство системы (3) методом интервалов:
х е (-3; -2] и [-І; +оо).

Учитывая, что х < 2, находим х е (-3; -2] и [-1; 2]. 
— + — +--- О77777777777Я-----#/////►

-3 -2------- -1

Тогда х = -1 — наибольшее целое отрицательное решение исход­
ного неравенства.

Ответ: -1.

Пример 3. Решите неравенство
Ѵ7-х-|5х-3
>/х + 3 — |5х—3

> 1 и найдите сред­

нее арифметическое наибольшего и наименьшего целых решений.
Решение.

#^х-|5і-3 

7х + 3-|5х-3
-1 > О, или

Ѵ7-х -х/х + З 
Ѵх + 3-|5х-3|

Решим полученное неравенство методом рационализации, приме­
нив к числителю и знаменателю дроби соответственно условия рав­
носильности 4 и 2:

Г >0 [>0 
-25х2+31х-6 ’ гбх’-ЗІх + б ’ 
-3 < х < 7; [-3 < х < 7.

(7-х)-(х + 3) >0
(х + 3)-(5х-3)2 ’

____  ——____ >о
х + 3-25х2 + 30х-9 ’

7-х>0, х<7,
х+з > 0: х > -3;

(1)
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Разложим квадратный трехчлен на линейные множители по фор­
муле ах2 + Ьс + с = а(х - Хі)(х - х2), где хх и х2 — корни трехчлена. 

с 6Заметим, что 25 - 31 + 6 = 0. Значит, Хі = 1, тогда х2= —=—, 
а 25

и система (1) примет вид

-------—------->0,
< (х-1)(25х-6)
-3<х<7.

(2)

Решением I неравенства системы (2) будет
~ _ +^~~0777777777770----- ^77777^

£12
25

—; 1 и [2; +оо).
25 )

Учитывая, что х є [-3; 7], имеем х є и [2; 7], где 2 и 7 —

соответственно наименьшее и наибольшее целые решения, тогда 
среднее арифметическое будет (2 + 7): 2 = 4,5.

Ответ: 4,5.

Пример 4. Решите неравенство
Ѵх2 -7х + 12 -ѴЗх-9 >о 

|з?-2х-3|-|2х2+х-5|'

Решение.
Данное неравенство равносильно системе неравенств

____________ (х2-7х + 12)-(Зх-9)____________ >0 
(Зх2-2х-3-2х2-х + 5)(Зх2-2х-3 + 2х2+х-5) ’

< х2 -7х + 12>0,
Зх-9>0,

х2-10х + 21 >о
(х2-Зх + 2)(5х2-х-8)"

или < (х-3)(х-4)>0, (1)
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Так как х2 - Юх + 21 = (х - 3)(х - 4), х2 - Зх + 2 = (х - 1)(х - 2)
1-^161

и 5х2 - х - 8 = 5(х - хх)(х - х2), где хх = ———
1 + Ѵ161

:2 =----------------2 10
, то

система (1) запишется в виде
[ (х-3)(х-7)

(х-1)(х-2) х- 1-7161
10

1 + Ѵ161 х--------------
10 (2)

х е {3} и [4; +оо).

1-7І6І , _
х, =------------~ -1,2;

1 10
1+7161 , , 

х9 =------------»1,4.
2 10

Решим дробно-рациональное неравенство системы (2) методом ин­
тервалов:

+ — + — + - +//////О ----- О/пш/Р ^ти/^-----%тпп ►
1-7І6І 1 1 + ѴІ61 2 3 7

10 10

Учитывая, что х е {3} и [4; +оо), находим 
х е {3} и {4} и [7; +оо).

Ответ: {3} и {4} и [7; +оо).

Пример 5. Решите неравенство 
а/-х2+9х-14 -х + 2 <о 
|х2-5х + б|-|б-х2|

Решение.
Запишем неравенство в виде

7-(х2-9х + 14)-(х-2) 
|х2 - 5х + б| - |х2 - б|

Поскольку -(х2 - 9х + 14) > 0, то х2 - 9х + 14 < 0, или 
(х - 2)(х - 7) < 0, откуда х е [2; 7].

Но тогда х - 2 > 0. Значит, 
(_?+9Х-14)-(Х-2)2 

(х2 - 5х + 6 - х2 + 6)(х2 - 5х + 6 + х2 - 6) 

-2х2+13х-18
----------------------------:------------<0, ИЛИ 
(-5х + 12)(2х2-5х)

2х2-13х + 18 <() 
х(5х-12)(2х-5)“ (1)
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Но 2х2 - 13х + 18 = (2х - 9)(х - 2), тогда получим 
(2х-9)(х-2) ^ 

х(5х-12)(2х-5)

Неравенство (2) решим методом интервалов:
Хі = 4,5; х2 = 2; х3 = 0; х4 = 2,4; х5 = 2,5.

— + — + — +
7ТГ7ТР ^ІІпР-9іІ)ІІПІІ>І^

0 2 2,42,5 4,5

Учитывая, что х е [2; 7], находим

0 2 2,42,5 4,5 7

х е [2; 2,4] и (2,5; 4,5].
Ответ: [2; 2,4] и (2,5; 4,5].

Пример 6. Решите неравенство
Ух2-4-7б(2-х)

Ѵх+7-5
и укажите количество целых решений.

Решение.
Применяя метод рационализации (с учетом ОДЗ), получим систе­

му неравенств 
х2-4-(12-6х)^ 

х+7-25
< х2 - 4 > 0,
2-х>0,
х + 7>0;

(х + 8)(х-2)^0 
х-18

< (х - 2)(х + 2) > О, 
-7<х<2.

х2 +6х-16 
х-18 

< (х-2)(х + 2)>0, 
х < 2, 
х>-7; 

— + — +
----- ^77777777* °///// ► 

-8 2------------18

+ — — * +77777777Я----------- ^777777777>
-2 2

Тогда решением последней системы, а значит, и данного неравен­
ства будет

-8 -7 -2 2 18

х е [-7; -2] и {2}, следовательно, х = -7, -6, -5, -4, -3, -2, 2 — 
целые решения, всего 7.

Ответ: 7.
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Пример 7. Решите неравенство
Т-?+х + 42 < о

|х2 -4х + 3|-|х2 -х-б| ”

Решение.
Данное неравенство равносильно системе неравенств

-х2 + х + 42 > О, 

4 -х2 + х + 42 «со-
((х2-4х + 3)-(х2 - х - 6))((х2 - 4х + 3) + (х2 - х - 6)) " 

х2 -х-42<0,

■------------------------------>0.
[(-3х + 9)(2х2-5х-3)

Так как х2 - х -42 = (х + 6)(х - 7), 2х2 - 5х - 3 = (х - 3)(2х 4- 1) и
-Зх + 9 = -3(х - 3), то получим

(х + 6)(х-7)<0, 
- (х + 6)(х-7) ^ 

(х-3)2(2х + 1)

Поскольку (х 4- 6)(х - 7) < О, то знаменатель дроби (х - 3)2(2х 4-1) > 0.
Если (х + 6)(х - 7) < 0, то х е [-6; 7];

если (х - 3)2(2х + 1) > 0, то х е | --; 3 ] и (3; +оо).

-6137 
~2

Значит, х е {-6} и I--; 3 | и (3;7].

Ответ: {-6} и ^; 3^ и (3;7].

Пример 8. Решите неравенство
\І6х2 -2х + 9 ~^5х2 +2х + 5 >^

Ѵгх^ІЗх^ + Ѵзх^ІЭ^^

Решение.
Заметим, что 6х2 - 2х + 9 > 0 и 5х2 4- 2х 4- 5 > 0, так как В < 0 и а > 0.



Глава 3. Метод рационализации •>> 175

Чтобы применить метод рационализации и использовать условия 
равносильности 4 и 3 соответственно к числителю и знаменателю 
дроби, запишем исходное неравенство в виде

Ѵбх2 - 2х + 9 - ^5х2 + 2х + 5 >^

і/2х!-13х-17-^-3?+19х + 4 "

Следовательно, имеем
(6х!-2х + 9)-{5х! + 2х+5)

—-------------- -—------ ---------- -—>0, или
(2х2 - 13х -17) - (-Зх2 + 19х + 4)

х2 -4х + 4 
5х2-32х-21

(1)

Но х2 - 4х + 4 = (х - 2)2 и 5х2 - 32х - 21 = (5х + 3)(х - 7), тогда
неравенство (1) примет вид

(5х + 3)(х-7)
(2)

Неравенство (2) решим методом интервалов, учитывая, что 
х = 2 — кратная (двойная) точка.

7777779---------•--------- 9;
.3 2 7

5

( з ЛЗначит, х е -оо; — и {2} и (7; +оо).
ѵ 5 /

Ответ:
4 1

-- и {2} и (7; +«).

Пример 9. Решите неравенство
х’-64+12х(4-х)^д 

|19-4х|

и укажите сумму целых решений.
Решение.
Поскольку |19 - 4х| = |4х - 19| > 0, то неравенство можно записать

в виде
х3 - 12х2 + 48х - 64 < |4х - 19|>/4х-19.

Заметим, что х3 - 12х2 + 48х - 64 = (х - 4)3, тогда получим 
(х - 4)3 - (Ѵіх-19)3 < 0.

Значит, *
х-4-Лх-19 <0,

(1)
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I неравенство системы (1) решим заменой 74x49 = 1;, где £ > О, 

^+19 . /2+3
тогда х = —-—, х-4 =—-—.

/2+3
Получим неравенство относительно £:--------- ^<0, или

4
к2-4і + 3<0, [(*-1)(*-3)<0, , о „ о Л

7 < откуда 1 < £ < 3, или 1 < і2 < 9.Ѵ>0; Ѵ>0,

Учитывая замену, имеем 1 < 4х - 19 < 9, 20 < 4х < 28, 5 < х < 7.
Тогда сумма целых решений будет равна 5 + 6 + 7=18.
Ответ: 18.
Замечание. Отметим, что неравенство системы (1) можно легко ре­

шить и графическим способом.

Пример 10. Решите неравенство
\Іх2 +х-72-\х-б\ 

у/х3 -7х2 +13х-7 -х + 3

Решение.
Так как |х - б| > 0, то неравенство можно записать в виде 

7х2 + х-72~7(х-6)2

</х3-7х2 + 13х-7-^/(х-3)3 ”
(1)

Теперь к неравенству (1) применим метод рационализации, ис­
пользуя условия равносильности 3 и 4:

(х2+х-72)-(х2-12х + 36)—=—4------ -—5—=--- =-----—— > 0, или
(х3 - 7х2 + 13х - 7) - (х3 - 9х2 + 27х - 27)

ІЗх-108 >
■ 2х2-14х + 20 - ’ (2)

х2 + х-72>0.

Но 2х2 - 14х + 20 = 2(х2 - 7х + 10) = 2(х - 2)(х - 5) и х2 + х - 72 = 
= (х - 8)(х + 9), тогда получим

ІЗх-108 >0 Г ІЗх-108 >0
<2(х-2)(х-5)‘ ’ 4х-2)(х-5)" ’ (3)
(х - 8)(х + 9) > 0; [(х - 8)(х + 9) £ 0.
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^Зх-108^ 
(х-2)(х-5)

2) (х - 8)(х + 9) > О

+ 
-°п77777р- 

2 5

77777777^
-9

108
13 +
^ІН/ПП) ►

8

Тогда решением системы (3) будет

Ответ:

"О777777777Р-
2 5 8 108

13

Пример 11. Решите неравенство
л/бх + х2 -X3 < Ѵбх + х2 -х3 

2х + 5 х + 4
Решение.
Вынесем общий множитель л/бх + х2 -х3

за скобку:
л/бх + х2 -х3 • {—--------- -—] > 0.

І^х + 4 2x + 5J

Выражение в скобке приведем к общему знаменателю:

Ѵбх + х2 -X3
(х + 4)(2х + 5)

(1)

К неравенству (1) применим метод рационализации:
(6х + х2 -х3)(х +1) > ^ 

< (х + 4)(2х + 5)
6х + х2 -х3 >0;

х(х2 - х - 6)(х + 1) < ^ 
(х + 4)(2х + 5)

[х(х2-х-6)<0.

Так как х2 - х - 6 = (х - 3)(х + 2), то получим 
х(х-3)(х + 2)(х + 1)г0 

(х + 4)(2х + 5) 
х(х-3)(х + 2)<0.
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Решим каждое неравенство системы (2) методом интервалов:

1) ■077777777770—^7777777^----- #777777777777777*
-4 -2,5 -2 -1 О з

2)
-2 0 3

Тогда решением системы (2) будет 
^^^“#7777777#------#»»»»»)»»•------►

-4 -2,5-2 -10 3

х є (-4; -2,5) и {-2} и [0; 3].
Ответ: (-4; -2,5) и {-2} и [0; 3].

Пример 12. Решите неравенство

6 -12Х+36-2
Ѵ12-Х-2

^Ѵх2-12x4-36-2

Ѵ12-Х-2

Решение.
Запишем неравенство в виде

г-12х + 36-2
Ѵ12-х-2

6

Так как х2 - 12х + 36 = (х - 6)2 и Ѵ?-12х + 36 = 7(^-6)^ = |х - 6|,

то получим

|х-б|-2 х2-7x4-6
к712-х-2 ) х

Но х2 - 7х + 6 = (х - 6)(х - 1), тогда неравенство (1) примет вид 
Г |х-б|-2 У (х-6)(х-1) >_

Ѵ12-Х-2 X

(1)

(2)

Кроме того, надо учесть ограничения:
12-х > О,

Ѵ12-х-2 ^0,
ИЛИ < .------------

Т12Йс^2;

х<12,
12-х*4;
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С учетом полученных ограничений применим метод рационализа­
ции к неравенству (2):

Г(х-6-2Хх-6+2)У (х-6)(х-1) 
------------------------ --------------------- > и, или

V 12-Х-4 ) х

(х-8)2(х-4)2(х-6)(х-1)^0
(8-х)2 х

Так как (х - 8)2 = (8 - х)2, то получим
(х-4)2(х-6)(х-1) ^0

х
< х < 12,
х^8.

7 ---- (^7777777*-------- •-----%ПП) ►
0 1 4 6

0 1 4 6 8 12

х є (0; 1] и {4} и [6; 8) и (8; 12].
Ответ: (0; 1] и {4} и [6; 8) и (8; 12].

Пример 13. Решите неравенство
УІх + 2 + \І5х-9 -\Іх + 2 + ^4х-15

4х + 7-6>!х-2 -^х + І4-8уіх-2

и укажите наибольшее целое решение.
Решение.
Заметим, что х+7-6^х-2 = (х-2)-6>/х-2+ 9 = (7х-2-3)2, где

х > 2.
Аналогично х + 14 - 8>/х-2 = (х - 2) - 8у[х^2 + 16 = (\/х-2-4)2, 

где х > 2.

Кроме того, должны выполняться условия
5х-9>0, 
4х-15>0;

х > 1,8,
х > 3,75,

откуда х > 3,75, тогда, применив метод рационализации и условие 
равносильности 4, имеем

(х + 2 + >/5х — 9) — (х + 2 + л/4х —15) <^ >/5х-9 -Лх-15 <^
•(х + 7-бТх^2)-(х+14-87х^2)~ ’или- 2л/х^2-7
х>3,75, [х>3,75.
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Еще раз применив метод рационализации, имеем 
(5х-9)-(4х-15)^ Г х + 6 < 

- 4(х-2)-49 ’ 8х-57“ ’
х>3,75; [х>3,75.

(1)

Остается решить дробно-рациональное неравенство системы, учи­
тывая, что х > 3,75.

х^-6; х2= — = 7,125.1 2 8

+ _ +
-6 3,75 7,125

х е [3,75; 7,125).
Тогда х = 7 — наибольшее целое решение системы (1), а значит, и 

исходного неравенства.
Ответ,: 7.

Пример 14. Решите неравенство 
Ѵх3 -8х2 +16х-9 ----

Ѵх-1 
и укажите сумму целых решений.

Решение.
Данное неравенство равносильно системе неравенств 

9-х>0, 
х-1>0,

4 х3-8х2+16х-9>0, 

л/х3 -8х2 +16х-9 ->/9-х • Ѵх-1 >О;

1 < х < 9, 

< х3 - 8х2 + 16х - 9 > 0,

Ѵх3-8х2 + 16х-9 - 7(9-х)(х-1) > 0.

Применив метод рационализации, получим 
1 < х < 9, 

і « ИЛИ
х3 - 8х2 + 16х - 9 - (9 - х)(х -1) > 0, 

Г1 < х < 9, Г1 < х < 9,

х3-7х2+6х>0; [х(х-1)(х-6)>0;
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1 < X < 9, 
(х-1)(х-6)>0. 1 6 9

Значит, х е (6; 9], тогда сумма целых решений будет равна 
7 + 8 + 9 = 24.

Ответ: 24.

Пример 15. Решите неравенство
(х2 -9Х2Ѵ5 + Х2 + ЗххѴб + х2 -Л + х2) >ф 

|х-5|-|бх + 7|

и укажите наибольшее целое решение.
Решение.
Заметим, что разность |/(х)| - |^(х)| равносильна по знаку выраже­

нию (Дх) + ^(х)) • (Дх) - ^(х)).
Аналогично разность ^//(х) - ^(х) равносильна по знаку выраже­

нию Дх) - ^(х) (при условии Дх) > 0, ^(х) > 0).
В этом случае |х - 5| - |бх + 7| » ((х - 5) + (6х + 7))((х - 5) - (6х + 

+ 7)) = (7х + 2Х-5х - 12).
Кроме того, ^5 + х2 -\І4 + х2 <=> 5 + х2 - (4 + х2) = 1.

Следовательно, данное неравенство примет вид 
(х-ЗХ*+ЗХ2У5+х*+Зх) 

(7х + 2)(-5х-12) ’ ' '

Для выражения 2>^+?+Зх мы не можем выписать выражение, 

равносильное по знаку, поскольку знак выражения Зх не определен. 
Решим неравенство (1) методом интервалов. 
Нули числителя: хх = -3; х2 = 3.

2\І5 + х2 +3х = 0, х < 0, или 2\І5 + х2 = -Зх, или 5 + х2=—х2, откуда 
4

х2 = 4, тогда х3 = -2 (х < 0). 
Нули знаменателя (точки разрыва функции):

2
7х + 2 = 0, х4 =—; 

4 7

-5х- 12 = 0, х.=-—.
6 5
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Наносим полученные точки на числовую прямую (учитывая, что 
неравенство нестрогое):

+ — + — + —
■777777777*------------- О777/7////Д ^ППТГГППтТ^----- ►

-3 _Ё "2 _2 3
5 7

<12 (2
Значит, х е (-оо; -3] и----- ; -2 и —; 3 к 5 J I 7 тогда х = 3 — наи­

большее целое решение.
Ответ: 3.

Примеры для самостоятельного решения

Решите неравенство.

1 л/—х2 + 7х — 6
|х2 - 2х - 3| - |х2 - 6х + б|

Найдите наименьшее целое решение.

/х2 + 9х-162

\ х-2
>9-14

_ УІ6 + Х-Х2 _ ^& + х-х2 ,г
3.  <----------------- . Укажите сумму целых решении,

х + 4 2х + 5
_ уі8-2х-х2 ^8-2х-х2 „
4. ------------------ >------------------- . Найдите наименьшее целое решение.

2х + 9 х + 10
(л/х2 + 3 + 2х)(х2 -1)

Э' ------- і--------- і---------------------- — "
|х - 2| - 4х + 3

6.
^2х2 +х-6

< л/х + 2.
7 |х + б| - Ѵ2х + 20 

|х - 3| - Ѵ9-Зх

8.
Ѵх2-9-75(3-х)>0

Ѵх + Ю —6
Укажите сумму наибольшего и наимень­

шего целых решений.

9. 4^х + 3<8-|х-1|. 10.
7-Ѵ8-Х3 

х + 3
> 1-х.
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Ѵб-х-І5х-8І
-у-— -—-------- >1. Найдите среднее арифметическое наиболь-

шего и наименьшего целых решений.

12.
V—х2 +11х—24 — х +1

гт---------- і—і------------и < 0. Укажите количество целых решений.|х2-7х + б|-|5 + 2х-х2|

13.
+ Зх + 40

14.

15.

х2 - 6х + 8| - |х2 - Зх - 4| 

^6х2-14х + 17 -^5х2-8х + 8 

?/2х2 -17х - 2 + </Зх2 - 25х +18

7х2 -х-72 - |х - 7|

-Юх2 + 30х-28 -х + 4

16.
х2-10х + 25-1

Л-х-1

17. >0. Найдите наименьшее це-

лое решение.

1 ха-11х2+35х-20

.. (х + 2,5-Ѵ11-4х)(х + 5-Ѵ7^)^„ „ . -
19.  , >0. Найдите наибольшее целое

решение.

20. (х2 + 2 - |х - 4|)(ѴЗхч-5 — Ѵх4-3) > 0. Найдите наименьшее це­

лое решение.
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§ 9. ПОКАЗАТЕЛЬНЫЕ НЕРАВЕНСТВА 
С ПОСТОЯННЫМ ОСНОВАНИЕМ

Решение показательных неравенств основано на монотонности 
показательной функции у = ах, где а > 0, а ^ 1.

Если а > 1, то показательная функция монотонно возрастает, 
а если 0 < а < 1, то монотонно убывает.

При решении показательных неравенств методом рационализации 
необходимо учитывать условия равносильности:

1. а^ - а^^ ѵ 0 <=> (а - 1)(/(х) - ^(х)) ѵ 0.

п ах-ЬѵО,
2. о(а - 1)(х - 1о£а&) ѵ 0.

Частные случаи:
1. а^ - 1 ѵ 0 « а^ - а0 ѵ 0 « (а - 1) • Дх) ѵ 0.

2.
а/м-ЪѵО.

о а“х)-ачЧ0 &(а- 1)(Дх) - 1о£аЬ) ѵ 0.

Примеры с решениями

1

Пример 1. Решите неравенство 5х-4 <

3
1 А 2-* 
2І;

Решение.
3

Так как —
І25;

з 6

= (5’2)2х = 5х-2, то данное неравенство запишется в

виде
і в

5х 4 < 5х 2. (1)
Конечно, неравенство (1) легко можно решить обычным, стандарт­

ным способом, но мы решим его методом рационализации, исполь­
зуя условие равносильности 1:

(5-1)
1 6

х-4 х-2
<0, или 4-

-5х + 22или----------------- <0, или
(х-4)(х-2)

х - 2 - 6(х - 4) 
(х-4)(х-2)

5х-22 . л
(х-4)(х-2)

(2)
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Неравенство (2) решим методом интервалов: 
Хі = 4,4; х2 = 4; х3 = 2. + - +

2 4 4,4

х є (2; 4) и [4,4; +оо).
Ответ: (2; 4) и [4,4; +оо).

7 л/т
Пример 2. Решите неравенство (\І7У*Х

Решение.
Запишем неравенство в виде
( 1?" 1 1г
72 <7-72-7-*х, или 7^ --^Х Ґ1 3

2 , или (7-1)- — tgx— + tgx <0,
\ 2 2 /

б-^х-З+ 2 tgx) < 0, 3 tgx < 3, tgx < 1, откуда 
2

х є — + лп; — + кп , п є Z.
I 2 4

Ответ: -— + пп; — + пп , п е 2.I 2 4

Пример 3. Решите неравенство

(Ѵ5+2)^ <(Ѵ5-2)“’.

Решение.

Так как (Ѵб - 2) 1 = —^І 5+2, то дан-

ное неравенство примет вид
8х-5

(Ѵ5+2) '+2 <(Ѵ5+2)'. (1)
К неравенству (1) применим метод рационализации:

(^5 + 2-1)[—-х|<0, где ^ + 2-1 = Ѵ5 + 1>0, 
к х + 2 )

тогда получим равносильное неравенство
8х-б 8х-5-х2-2х х2-6х + 5^_
---------- х<0, или---------------------<0, --------------->0.
х+2 х+2 х+2
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Но х2 - 6х + 5 = (х - 1)(х - 5), тогда получим
(х-1)(х-5)^0 ^

х + 2
Неравенство (2) решим методом интервалов: хх = 5; х2 = 1; х3 = -2. 

- + - +
------ 077777777# ^>)ППП1 ► 

-2 1--------5
х е (-2; 1] и [5; +оо).

Ответ: (-2; 1] и [5; +оо).

Пример 4. Решите неравенство ————— > О. Найдите наимень-

шее целое решение.
Решение.
Запишем неравенство в виде

3х-З4
(1)

В неравенстве (1) заменим разность в знаменателё дроби на равно-

сильное по знаку выражение-----------------> 0, или
(3-1)(х-4)

„ і2-5і + 6^п (Г-2)(і-3)
12-4 (і-2)(і + 2)

Но і + 2 > 0, так как і > 0 и і * 2.

Следовательно, < откуда £ > 3. 
і *2,

Значит, Ѵх > 3, или ’ т. е. х>9их = 9 — наименьшее целое

решение исходного неравенства.
Ответ: 9.

Пример 5. Решите неравенство 
(2*‘ -2^ЗО)(5Х -125)

и укажите наибольшее целое решение.
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Решение.
Запишем неравенство в виде 

(2^2^)(5^-£)>

Теперь можно применить метод рационализации, т. е. заменить 
каждую разность в числителе и знаменателе дроби на равносильное
по знаку выражение:

(2 - 1)(х2 - х - 30)(5 - 1)(х - 3)

(х3 -2х2 -х + 2)
>0, или

(х2-х-30)(х-3)^0
х3 -2х2 -х + 2 (1)

Но х2 - х - 30 = (х - 6)(х + 5), где 6 и -5 — корни квадратного 
трехчлена. Знаменатель дроби разложим на линейные множители 
способом группировки:

х3 - 2х2 - х + 2 = х2(х - 2) - (х - 2) = (х2 - 1)(х - 2) =
= (х - 1)(х + 1)(х -2).
В этом случае неравенство (1) примет вид 

(х-6)(х + 5)(х-3)^0 
(х-1)(х + 1)(х-2)

Решая полученное неравенство методом интервалов, имеем
*і = 6; х2 = -5; х3 = 3; х4 = 1; х5 = -1; х6 = 2.

+ _ + — + — +
------------^ТІПІІІІПіР <^77770--- ^777777777777*------- ► 

-5 -112 3 6

Значит, х = 6 — наибольшее целое решение исходного неравен­
ства.

Ответ: 6.

Пример 6. Решите неравенство
Зх + 2 + 3-х _ 7 > ІО£28

Найдите наибольшее целое отрицательное решение.
Решение.

Так как 3х + 2 = 9 • 3х, 3 х=— и log28 = 1о§223 = 3, то получим не- 
3х

равенство

9 • 3х + — - 10 > 0. 
3х

(1)
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Пусть 3х = £, где t > 0, тогда неравенство (1) примет вид 9^ + - -10 > О,

или 9£2 - 10t + 1 > 0.

Поскольку 9 - 10 + 1 = 0, то ^ = 1; ^=-.
9

Значит, 9^2 - 10^ + 1 = 9(і - 1)^-^ к

Учитывая замену 3х = /, получим (t - 1)1 <- -|>0, или

(3х- 1)[з'-^>0.

Представим неравенство в виде
(3х - 3°)(3Х - З-2) > 0.

Теперь неравенство (1) решим методом рационализации: 
(3 - 1)(х - 0)(3 - 1)(х + 2) > 0, или х(х + 2) > 0.

Неравенство (2) решим методом интервалов: хх = 0; х2 = -2.

(2)

(3)

■777777777#-------- %77777777~^
-2 0

х е (-оо; -2] и [0; +оо).
Тогда х = -2 — наибольшее целое отрицательное решение неравен­

ства (2), а значит, и исходного.
Ответ: -2.

Пример 7. Решите неравенство
125х - 31 • 25х + 31 • 5х +1 - 125 < 0.

Решение.
Запишем данное неравенство в виде

(5х)3 - 31 • (5х)2 + 155 • 5х - 125 < 0.
Пусть 5х = у, где у > 0. Получим

у3 - 31 г/2 + і55!/ _ 125 < о. (1)
Левую часть неравенства (1) разложим на множители способом 

группировки:
(у3 - 125) - 31у(і/ - 5) < 0, или

(у - 5)(і/2 + 5у + 25) - 31Й - 5) < 0.
Вынося общий множитель у — 5 за скобки, имеем

(у - 5)0/2 - 261/ + 25) < 0.
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Но у2 - 26у + 25 = (у - l)(j - 25), тогда (у - 5)(у - l)(j - 25) < 0, где 
ÿ>0.

Учитывая замену у = 5х, получим неравенство
(5х - 5)(5Х - 1)(5Х - 25) < 0. (2)

Чтобы применить метод рационализации, запишем неравен­
ство (2) в виде (5х - 5)(5Х - 5°)(5Х - 52) < 0.

Тогда получим равносильное неравенство
(5 - 1) • (х - 1) • (5 - 1) • (х - 0) • (5 - 1) • (х - 2) < 0, или

х(х - 1)(х - 2) < 0.
Хі = 0; х2 = 1; х3 = 2.

“ + “ +к777777^^---►
0 12

х g (-оо; 0]и[1; 2].
Ответ: (-оо; 0] u [1; 2].

Пример 8. Решите неравенство
(3-Æ)’+(3 + Æ)‘<34.

Укажите сумму целых решений.
Решение.

Заметим, что (3-Т8)(3 + Т8) =9-8 = 1, тогда (3-7в)х =----- .
(3 + Ѵ8)Х

В этом случае неравенство запишется в виде----- + (3 + Ѵ8)Х <34. 
(3 + Ѵ8)Х

Пусть (3 + Æ)x = а, где а > 0.

Получим а + — - 34 < 0, или а2 - 34а + 1 < 0, 
а

D/4 = 172 - 1 = 288, Oj 2= 17±12>/2, откуда находим

а, =17-1272 =(3-7в)2; а2 =17 + 1272 = (3 + 78 )2.

Следовательно, а2 - 34а + 1 = (а-(3-Т8)2)(а-(3 + Т8)2), или 

(а-(3 + 78Г2)(с-(3 + >/8)2)<0. (1)

Учитывая замену (3 + Т8)Х =а, неравенство (1) запишется в виде 

((3 + 78 )х - (3 + Т8)-2)((3 + Т8)х - (3 + Т8)2) < 0.
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Теперь к полученному неравенству применим метод рационализа­
ции: (3 + 78-1)(х + 2)(3 + 78-1)(х-2)<0, или (х + 2)(х - 2) < 0, где

3 + х/8-1>0.

Полученное неравенство решим методом интервалов:
Хі = -2; х2 = 2. + - +

Тогда -2 + (-1) + 0 + 1 + 2 = 0 — сумма целых решений.
Ответ: 0.

Пример 9. Решите неравенство
^/зх2-3х+2 < р7+ТЙ - 2)*.

Найдите наибольшее целое решение.
Решение.
Так как 7 + ^48 = 7 + 4л/3 =3+Й + 4 = (Ѵз+2)2, то правая часть 

данного неравенства преобразуется к виду

^7 + ^48 - гГ = ^(Ѵз+2)2 - гГ = (|Ѵз + 2| - 2)‘ = (Ѵз + 2 - 2)* = (Тз)' = 32.

,---- ----------- х2-Зх+2

Левую часть неравенства запишем в виде у 3х 'Зж+2 =3 3 .
х2-Зх+2 х

В этом случае исходное неравенство примет вид 3 3 <32, или
х2-Зх+2 х

3 ! -З2 <0.
Применяя метод рационализации, имеем равносильное неравен­

ство
1ЧГ*2-Зх + 2 2х2-Эх + 4 2 о п

(3 — 1)------------------- < О, или ------------------ < О, или 2х2 — Эх + 4 < О.\ 3 6

Но 2х2 - Эх + 4 = (х - 4)(2х - 1), тогда (х - 4)(2х - 1) < 0.
Решая полученное неравенство методом интервалов, получи^

. 1*1 = 4, х2=-.
+ - +
--------- *Г7777Т7777Ц7І77?-—

1 4

Значит, х = 4 — наибольшее целое решение исходного неравен­
ства.

Ответ: 4.
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Пример 10. Решите неравенство

Решение.

27’2х-(0,25)34х

^дх2-8ж+6 _ ^у2|х2-8х+6 _ г^2х2-16х+12

(0,25)3 4' = (2~2)3 - ^ = 28х “ 6.

Данное неравенство примет вид
у2х2-16х+12 _ г^-2х2-х+3

2?-2х_ £8х-6 (1)

Неравенство (1) решим методом рационализации, учитывая усло­
вие равносильности 1 (см. стр. 184):

(7 - 1)(2х2 - 16х +12+2х2 + х - 3) ч „
---------------------------------------------->0, или

(2-1)(7-2х-8х + 6)

4х2 -15х + 9 > о»
-Юх+ 13 ’

(х - 3)(4х - 3) 0
Юх-13

Полученное неравенство решим методом интервалов: 
Хі = 3; х2 = 0,75; х3 = 1,3.

— + —
77777770------ ^77777777777^-

0,75 1,3 3

х є (-оо; 0,75] и (1,3; 3].
Ответ: (-оо; 0,75] и (1,3; 3].

Пример 11. Решите неравенство
266-5х 53х 27 5х_____________________ I < 2

118-І7-5Х

Решение.
Перенесем число 2 в левую часть и приведем к общему знаменателю:

266-5’-53”-2|7-5’|-236 + 2|7-5’| 

118-|7-5’|
<0, или

ЗО-5’-53~’
118-|7-5’|

<0, или 5’-30 + 53-’ <
|7-5*|-118 " (1)
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Так как 5х > 0 при всех х е R, то, умножив обе части неравенства 
на 5х, получим равносильное неравенство

52"-30 5^+125
|5'-7|-118 ’ ' *

Числитель дроби неравенства (2) — квадратный трехчлен относи

тельно 5х. Разложив его на множители, получим (£25X52-25) <0 
|5'-7|-118

или, применив метод рационализации, имеем
(5-1)(х-1Х5-1)(х-2) ,р или_£1)£2Ь<о

(5х-7-118)(5х-7 + 118) ’ (5х-53)(5Х+111)

Но 5х + 111 > 0 при всех х е R, тогда
(х-1)(х-2)£0 

(х-3)

хі = 1; х2 = 2; х3 = 3.
— + — "С7777777^----------- ^77777777777^--- ►
12 3

х є (-оо; 1] и [2; 3).
Ответ: (-оо; 1] и [2; 3).

Пример 12. Решите неравенство

х1ое2,7-(1ое27Г3

и укажите количество целых решений.

Решение.

Пусть 1об27 = а, где а е (2; 3), тогда х1ое917 = х — ^27 = 1о^27 = а.
2 X

Кроме того, должно выполняться условие 2х * 1, т. е. X ^ О.
В этом случае данное неравенство примет вид

О? -ах
——5-<0, где X * 0.
а-а

Неравенство (1) решим методом рационализации:
(п-1)(5-х) ^0 

(а-1)(1-х-3);
или х-5 

х + 2

(1)

(2)

Неравенство (2) решим методом интервалов, исключая число 0.
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Значит, х 6 (-2; 0) и (0; 5].
Целыми решениями будут числа -1;1;2;3;4;5, всего 6.
Ответ: 6.

Пример 13. Решите неравенство
(ѴЗх2 - 16х + 20 - 2)(8И - 8^'5^ 

дх!о<34 ^9х2-10х_і

Решение.
Упростим знаменатель дроби:

дх1ов84 ^9х2-10х _ । _ діо^з^ ^9х2-10х _ । _ ^х ^9х2-10х _ 49х2-9х _ ।

Тогда неравенство примет вид
(ѴЗх2 - 16х + 20 - 2)(8М - 8^'МІ _

49х 9* _ 4°

Теперь применим метод рационализации:

(4-1)(9х2-9х-0)
>0, или

(Зх2 - 16х + 16)(х + 6 - х2 + 5х - 6)(х + 6 + х2 - 5х + 6)
9х(х -1)

(Зх2 - 16х + 16)(х2 - 6х)(х2 - 4х +12) 
или--------------------------------------------------- 

9х(х -1)

Но Зх2 -16х + 16 = (Зх - 4)(х - 4), х2 - 4х + 12 >

(1)

0 при всех х & R
(Б < 0, а = 1 > 0). Неравенство (1) равносильно системе неравенств

х(3х-4)(х-4)(х-6) 
*(*-1)

Зх2-16х + 20>0, 

(Зх-4)(х-4)(х-6)

|(3х-4)(х-4)(х-6) 
или < х -1

І(Зх-10)(х-2)>0.

1) х-1 
х*0.

4
-; х2 = 4; х3 = 6; х4 = 1.
и

-О-------Отт#-
0 14

3

#7777777777777#
4 6

х е 1; и [4; 6].
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2) (Зх - 10)(х - 2) > О, X! = у; х2 = 2.

+ - + .
7777777770------------------^////////// ►

2 10

3
3) Найдем пересечение полученных множеств:

1 4 2 10 4 6

з з

хє [1; I и [4; 6]. 
\

4
З

и [4; 6].

Пример 14. Решите неравенство
(25^* - 2 • 5Ѵзх2-2х -1 5)(2 710*3 (х+2) - х3 - 13х - 3)

(О, б6*2-2"1 - 0,65*!+3*’5)(|4х+3| - |3х - 5|) 

Решение.
о 400/^0)По своей структуре данное неравенство имеет вид —------------  

/зМЦх)

где А(х) = 25'^-Гх - 2 ■ 5'1^~Гх -15 = (5'^Тх + 3X5®* - 5);

/2(х) = г?108’1"2’ - х3 - 13х - 3 = З'1"'1'"21 - х3 - 13х - 3 =

= (х + 2)3 - х3 - 13х - 3 = х3 + 6х2 + 12х + 8 - х3 - 13х - 3 = 6х2 - х - 5;
/3(х) = 0,б6*2-2'*1 -0,65'’^5;

А(х) = |4х + 3| - |3х - 5|.
В этом случае данное неравенство запишется в виде

(5;і,і* + 3)(5а*‘* - 5)(6х2 - х - 5) 
(0,6е'2’2"1 - 0,65'2+3'-5 )(|4х + ЗІ - ІЗх - (1)

Поскольку 5^3х2 2х + 3 > 0 при Зх2 - 2х ^ 0 и

6х2 - х - 5 = (х - 1)(6х + 5), где 1 и -5 — корни квадратного трехчле­
на, то неравенство (1) равносильно системе неравенств
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(5^-5)(х-1)(6І+5)

(0,6‘Л“-0,65''1”'1Х[4х+3|-|Зх-5|) > °’
Зх2-2х>0,
х + 2 > О,

или, применив к первому неравенству системы (2) метод рационали­
зации, получим

(Зх2-2х-1)(х-1)(6х + 5)
-----2---------------Ч------------- - —- ------------------------------^ о, 
(6х2-2х + 1-5х2-Зх + 5)(4х + 3-Зх + 5)(4х + 3 + Зх-5)

’ х(Зх-2)>0,
х>-2,

где 5 - 1 > 0 и 0,6 - 1 < 0.
(Зх2 - 2х - 1)(х - 1)(6х + 5) < 0
(х2-5х + 6)(х + 8)(7х-2) " ’

х(Зх-2)>0, 
х>-2.

Но Зх2 - 2х - 1 = (х - 1)(3х + 1) и х2 - 5х + 6 = (х - 2)(х - 3), тогда
получим

(х-1)(Зх + 1)(х-1)(6х + 5) < Г (х-1)2(Зх + 1)(6х + 5) <
(х - 2)(х - 3)(х + 8)(7х - 2) “ ’ (х-2)(х-3)(х + 8)(7х - 2) “

х(3х - 2) > О, 
х > —2,

или < х(Зх-2)>0, 
х > —2.

(х-1)2(Зх + 1)(6х + 5) ^ 
' (х-2)(х-3)(х + 8)(7х-2)
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<ҐҐГГГГт^-

"8 _51 2 1 2 3
6 3 7

хє (-8; -|1 и Ц;|] и{1}и(2; 3).

2)
х(Зх-2)>0, 
х>-2. 7777777Р))))))))))))))^^^Ч>?ЛУ>>

-2 0 2
3

х є (-2; 0] и

3) Найдем пересечение полученных множеств:

-8 -2 -5-І 0 2 2 1 2 3
6 3 7 3

Ответ: -2; 51 Г 1
вJ I 3

О и{1}и(2;3).

Примеры для самостоятельного решения

Решите неравенства:
х+5

1. 6^>1.

3. (^3)'"^.

5. (^5 + 2)^ <(^-2Г‘.

3х-27
х2 -4х + 4

4.
2х2+1

2 8 х -43х<0.

6.
х - 24х - 8 

2х-4
> 0. Найдите наименьшее целое решение.

7. 8-3^х^х^^х. Найдите длину промежутка, на котором
выполняется неравенство.
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Зх+1

8.
/3_1 
2 8

/З 1 ] „ „
-------- . Найдите сумму целых решении нера- 
2 8 1

венства, принадлежащих отрезку [-1; 6].

9. -
г1^-1 -8

-24=------>1. Найдите наименьшее целое решение неравен-

ства.

10.
(З*2 -З^Хб* -25)

х3-Зх2

| -4"х+3

х“-81 
125-в12'*’-25

12.
2
7

47 
\6x-21 4х+1

•12,25 2 < 1. Найдите наименьшее целое решение.

13.

15.

16.

із/'2х
— >1. Укажите количество целых решений.

< (д/з1ч-12>/з - 2. Найдите сумму целых решений.

2'^ ‘-5<3. Найдите наименьшее целое решение.

4 7 7 > 0. Найдите сумму целых решений.

15 7

(Тб+гг^сТб-гг1. 22_^4
2!»-й_8

19.
(У-2)(|х + 1|-2г) ^

(іЙ+?-2хХЗх-2-х2)

(7г?+^+п-з)ізи-з^м1І

20. ^Зх2+7х . 0ХІО£65 _ і

Найдите наименьшее целое решение.
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§ 10. ПОКАЗАТЕЛЬНЫЕ НЕРАВЕНСТВА 
С ПЕРЕМЕННЫМ ОСНОВАНИЕМ

Это неравенства, в которых неизвестное находится одновременно 
и в показателе, и в основании степени.

Например, (х-5)3х2’2х < 1.

При решении показательных неравенств будем пользоваться свой­
ствами неравенств, содержащих степени.

1. При всех допустимых значениях а и 6 справедливы следующие 
утверждения:

1) неравенства аь > 1 и (а - 1)6 > 0 равносильны;
2) неравенства аь > 1 и (а - 1)6 > 0 равносильны;
3) неравенства аь<1 и (а - 1)6 < 0 равносильны;
4) неравенства аь < 1 и (а - 1)6 < 0 равносильны.
2. При всех допустимых значениях а, Ъ и с справедливы следую­

щие утверждения:
1) неравенства аь>ас и (а - 1)(6 - с) > 0 равносильны;
2) неравенства аь > ас и (а - 1)(6 - с) > 0 равносильны;
3) неравенства аь<ас и (а - 1)(6 - с) < 0 равносильны;
4) неравенства аь < ас и (а - 1)(6 - с) < 0 равносильны.

Примеры с решениями

Пример 1. Решите неравенство

Решение.
Применив метод рационализации, имеем

1х _ бР"*’ _ |ж _ 5|7<'-” ^ о, [(I* - 5| - 1)(2(х +4)- 7(х -7)) < О,
< или <
|х-5|>0, [я *5;

(|х - 5| - 1)(-5х + 57) < О, |(х - 5 - 1)(х - 5 + 1)(5х - 57) > О,
х * 5; [х* 5;

(х-6)(х-4)(5х-57)>0, 
х^5.
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Неравенство системы (1) решим методом интервалов, исключив 
число 5:

^і = 6; х2 = 4; х3 = 11,4.
_ + — +

----- ^777777^77777^------------- ♦////// ►
4 5 6 11,4

х е [4; 5) и (5; 6] и [11,4;+оо).
Ответ: [4; 5) и (5; 6] и [11,4; +оо).

Пример 2. Решите неравенство (х2 - 6х)х + 3 < 1.
Решение.
Представим неравенство в виде

(х2-6х)х + 3<(х2-6х)°. (1)
Неравенство (1) равносильно системе неравенств

х2-6х>0, рфс-6)>0,

(х2 - 6х - IX* + 3 - 0) < 0; [(х2 - 6х - IX» + 3) < 0.

1) х(х - 6) > 0, хг = 0; х2 = 6.

+ — +
77777777^----------- 97777777777^

0 6

х е (-оо; 0) и (6; +оо).
2) (х2 - 6х - 1)(х + 3) < 0.
х1>2 = 3±7І0, х3 = -3.

-3 з-Ѵіо з+Ло

х е (-оо; -3] ѵ [З-Л З + Ло].

3) Найдем пересечение полученных множеств:

-з з-Ло о 6 з+Ло

х е (-оо; -3] и [3 - ѴІ0; 0) и (6; 3+-Ло].

Ответ: (-оо; -3] и [3-Ѵ10; 0) и (6; З + ѴІО].

Замечание. Здесь мы учли, что 710 > 3, 3 + 710 > 6.
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Пример 3. Решите неравенство (х2 - 6х + 1)х < 1. Найдите наи­
большее целое решение.

Решение.
Так как 1 = (х2 - 6х + 1)°, то получим (х2 - 6х + 1)х £ (х2 -6х + 1)°.
Полученное неравенство равносильно системе неравенств 

[(х2-6х + 1-1)(х-0)<0, 
Г (1)
[х2-6х + 1>0.

Неравенство х2 - 6х + 1 > 0 выполняется при всех х е R, так как 
Л<0иа = 1>0.

Тогда система (1) равносильна неравенству (х2 - 6х)х < 0, или 
х2(х - 6) < 0. Решая методом интервалов, имеем Хі = 0 — кратная 
(двойная) точка, х2 = 6. 

+ — +
77777777Р----------- 9777777777^

0 6
х е (-оо; 6].

Тогда х = 6 — наибольшее целое решение исходного неравенства.
Ответ: 6.

Пример 4. Решите неравенство
ж2-6

(х2 + х + 1)х+4 >(х2+х + 1)3.

Найдите наименьшее целое решение.
Решение.
Применяя метод рационализации, имеем

(х2 + х + 1-1) -—"-3 >С
5 I ^ + 4

Заметим, что х2 + х + 1 > 0 при всех х е R, так как Р<0иа = 1>0. 
Тогда получим равносильное неравенство

. 2 ^Х^б х2-3х-18^_
(х + х)---------- 3 >0, или х(х +1)----------------- > 0.

тт 2 О х(х + 1)(х-6)(х + 3)Но х2 - Зх - 18 = (х - 6)(х + 3), значит, —------—------ -------- -

Хі = 0; х2 = -1; х3 = 6; х4 = -3; х5 = -4.

—9777777^----------^77777^-
-4 -3 -1 0

х е (-4; -3] и [-1; 0] и [6; +оо).
6
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Следовательно, х = -3 — наименьшее целое решение исходного 
неравенства.

Ответ: -3.

Пример 5. Решите неравенство
7-31о^х+13-х1о8зХ <60.

Укажите количество целых решений.
Решение.
Так как х108аХ = (з1о*з*уов3х _ з1о*э*, то даннОе неравенство примет вид 

7-310*’*+ 13 -31ог’х < 60, или 20 -31о₽|х <60, или З10^* < 3.

Чтобы применить метод рационализации, полученное неравенство 
представим в виде 31о*’х-3<0, тогда получим (3 - l)(logз х -1) < 0, 

или
(1обзх - 1)(І0бзХ + 1) < 0. (1)

Так как log3x = 1ое3(Зх) - 1о§31 - 1, то log3x + 1 = 1о£3(Зх) - log3l.
Значит, к неравенству (1) можно опять применить метод рациона­

лизации:
(log3x - 1об33)(1ое3(Зх) - ІО£31) < 0, или
(3 - 1)(х - 3)(3 - 1)(3х - 1) < 0, или

(х - 3)(3х - 1) < 0, откуда находим хе —; 3 .
_ 3

Целые решения: 1; 2; 3, всего 3.
Ответ: 3.

х+1

Пример 6. Решите неравенство (х2-3)2 х >1. Найдите наимень­

шее целое решение.
Решение.
Так как 1 = (х2 — 3)°, то данное неравенство равносильно системе 

неравенств
х+1 / 2 о

,(х2-3)2-'>(х2-3)°, (х Р°’

х2-3>0; (х-^)(х + 73)>0;

(х-2Хх+2)(х + 1)„Л
х-2 ’ (1)

(х-ѴЗ)(х + >/3)>0.
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1) (х + 2)(х + 1) < 0, х * 2.
*і = -2; х2 = -1.
х е [-2; -1].
2) (х->/ЗХх + л/3)>0.

X! = >/3; х2 = -Ѵз.
+ 

77777777Р-

+—о-
2

-Ѵз

+
“9777777777^
Ѵз

х е (-оо; -ѴЗ) и (>/3; + оо).
Тогда решением системы (1), а значит, и исходного неравенства, 

будет пересечение полученных множеств:

"^““ОЖЬттттттт*
-2 -Ѵз -! 2

х е [-2; -л/З).

Значит, х = -2 — наименьшее целое решение.
Ответ: -2.

Пример 7. Решите неравенство
(1ІХ - Зб)'^^ < (х2 - 5)^^

Найдите сумму целых решений.
Решение.
Поскольку Их - 35 > 0, х2 - 5 > 0, то, разделив обе части неравен­

ства на Их - 35 * 0, получим
, \Ѵ27х-9х2-20

-----------  -1 > О, или
Их-35

( х2 - 5 Л
ЦІх-35,

Ѵ27х-9х2-20
х2-5

Их-35
>0. (1)

К неравенству (1) применим метод рационализации, учитывая 
ОДЗ исходного неравенства:

х2-5 Л /-----------——-—1 (Ѵ27х-9х2-20-0)>0,
< ЦІх-35 ) или

х2-5>0, Их-35>0,

(х2 - 5 - Их + 35)(27х - 9х2 - 20) > 0,

« х2-5>0, Их-35>0, или

27х-9х2-20>0,
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(х2 -11х + 30)(9х2 - 27х + 20) < 0,

Л2-5>0’ (2)
ІІх-35 > 0, 

9х2 -27х + 20<0.

Но х2 - Их + 30 = (х - 5)(х - 6); 9х2 - 27х + 20 = (Зх - 4)((3х - 5); 
х2 - 5 = (х-л/5)(х + >/5), тогда система (2) примет вид

(х - 5)(х - 6))(3х - 4)(3х - 5) < 0,
(х-^Хх + з/5)>0,

35 х>—, 
И

(Зх-4)(Зх-5)<0.

35 2 і—Так как х> — = 3—«3,2, то х-у5>0; х + ѵ5> 
И И

Зх - 5 > 0. Следовательно, имеем систему неравенств

0;

(х-5)(х-6)<0,
35 х>—.
И

35 5 6

11

Значит, х е [5; 6], тогда сумма целых решений будет 5 + 6 — 11.
Ответ: 11.

Пример 8. Решите неравенство

(8х!+4х + 1)’’"-м-1

Найдите сумму наименьшего и наибольшего целых решений.
Решение.
Введем обозначения:

4(х) = 161огз(і2‘9) -(х + И)10^16, (1)

Г2(х) = 1о&7(х2 + 2х-8)-1, (2)
/3(х) = (8х2 + 4х + I)*2- ^- ^ - 1. (3)

Тогда данное неравенство будет иметь вид

Найдем область определения О{/) неравенства: 
іХ^РСЛ^р^упЛСГз).
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х2-9>0, 
х + 11>0, 

х2 + 2х - 8 > О, 

8х2+4х + 1>0;

(х-3)(х + 3)>0,
х + 11>0,
(х + 4)(х-2)>0,
хє R (Р<0; а = 8>0).

1) (х - 3)(х + 3) > 0.
х є (-оо; -3) и (3; +оо).

2)х+11>0,х>-11.
х є (-11; +оо).

777777779“
-3

■97777777777777777777“►
-11

3) (х + 4)(х - 2) > 0.
х є (-оо; -4) и (2; +оо).

+ 
'9777777777^'
2

4) х Е R. ///////////////////////// ►

Теперь найдем пересечение полученных множеств:

-11 -4 -З 2 З

х є (-11; -4)и(3;+оо). (4)
Упростим выражения (1), (2) и (3):
/ (х) = Іб10®3^2-9) — (х + 11)1овз 16 = 161огз(і2"9) _(д1огз(х+11)уовз16 _

= 161овз(х2’9) _ (ЗІ0£31бу08з(х+11) _ |0іов3(х2-9) _|^1овз(х+11).

/2(х) = log7(x2 + 2х - 8) - 1 = log7(x2 + 2х - 8) - 1о§77;
4(х) = (8х2 + 4х +1)*2-*-30 _ і = (8х2 + 4х +1)*2-1-30 - (8х2 + 4х +1)°.

Приведенные преобразования вызваны необходимостью в подго­
товке к применению метода рационализации.

В этом случае исходное неравенство примет вид
(161о*з(*2-9) _ 16югз(х+іі))(1 (х2 + 2х-8)- 1об77
--------------------------- --------- - -------------- -------- — < 0, или 

(8х2 + 4х + 1)х х 30 - (8х2 + 4х +1)°

(16 - l)(log3 (X2 - 9) - logз (х +11))(7 - 1)(х2 + 2х - 8 - 7) ^ 0
(8х2+4х + 1-1)(х2-х-30-0)

(3-1)(х2-9-х-11)(х2+2х-15)<п 
или -----------------------------------------------<

4х(2х + 1)(х-1)(х + 6)

(х2 - х-20)(х2 +2х-15) _ 
или ---------------------------------- < 0.

х(2х + 1)(х - 1)(х + 6)
(5)
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Но х2 - х - 20 = (х - 5)(х + 4), х2 + 2х - 15 = (х + 5)(х - 3), тогда 
неравенство (5) примет вид

(х-5)(х + 4)(х + 5)(х-3)^
х(2х + 1)(х-1)(х + 6) ’ 1 '

Неравенство (6) решим методом интервалов: хх = 5; х2 = -4;

х3 = -5; х4 = 3; х5 = 0; х6 = --; х7 = 1; х8 = -6.

2

Учитывая (4), имеем

-Ч>™^ОЙ ОГ777Т7777Р-СГ77777Ѵ--------О»>
-11 -6-5-4101 3 5

2

х £ (-6; -5] и (3; 5].
Тогда сумма наименьшего и наибольшего целых решений будет 

равна -5 + 5 = 0.
Ответ: 0.

Примеры для самостоятельного решения

Решите неравенства:

1. |х-3|2”!'7>1. 2. (4х!+2х + 1)‘‘-'>1.
х+5

3. (х2 + х + 1)х+2 > (х2 + х +1)3. Найдите сумму целых решений.

4. (х + 3)х216<1. 5. (х2 - 4х)^ + 2 < 1.

6. (х2 - X + 1)х< 1.
7. хх<х7х-х2-8. Найдите наименьшее целое решение.

9. (х-1)2х2 >(х-1)9х 9. Найдите наибольшее целое решение.

/ /------------- V1’110. Ѵ1-2Х+ х2) >1. Найдите наименьшее целое решение.
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11. (2х -1) 18 > . 1 Найдите сумму целых решений.
Ѵ2х-1

log 2х~3
12. (х2 - х + 2) 0,81+1 >1. Найдите наибольшее целое решение.

13. (х2-х + 1)х2"2’5х+1<1.

14. а/хі°^>2. 15. Ix-a^'Sl.

16. 5^’’+А'>-, 
5

17. ХЧХ +25log’x < 30. Укажите количество целых решений.
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§11. ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ НЕРАВЕНСТВА 
С ПОСТОЯННЫМ ОСНОВАНИЕМ

При решении логарифмических неравенств (как и показательных) 
следует учитывать свойства монотонности, область определения ло­
гарифмической функции и общие свойства неравенств.

Используя метод рационализации, необходимо учитывать условия
равносильности:

(а-1)(Дх)-^))ѵ0,
Ж1Ёѵо 

а-1
І0£а Я*) - І0£а £(*) V 0

Л^)>о, /(х)>0,
^(х) > 0, ^(х) > 0,
а>0, а^І. [а>0.

Частные случаи:

1. ІО£О /(х) - & V 0 <=> І0£а /(х) - І0£а а& ѵ 0 »

(а-ІХ^-а^ѵО, 

Лх)>0, о-
а>0, а 5*1.

а-1 
7(х)>0, 
а > 0.

2.1о£а ^х) + 1о£а g(x) ѵ 0 о

1оеа С/Ч» • ^х)) - 1оив 1V 0, 
« Мх)>0,

/(х) > о.

(а-Ш)^(х)-1)ѵ0, 
7(х)>0,

° g(x) > 0,

а>0, о^І.

7(х)^(х)-1 0 
а-1

о /(х)>0,
^(х) > 0, 
а > 0.
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Примеры с решениями

Пример 1. Решите неравенство
log0 5 (х2 - 5х + 6) +1 < 0.

Решение.
Так как log05(x2-5x + 6) = -log2(x2-5x + 6) и l = log22, то данное

неравенство примет вид
-log2(x2-5x + 6) + log22<0, или log2(x2-5x + 6)-log22>0. (1)

К неравенству (1) применим метод рационализации: 
(2 - 1)(х2 - 5х + 6 - 2) > 0, Гх2 - 5х + 4 > 0, Г(х - 1)(х - 4) > 0, 

х2 - 5х + 6 > 0; -5х + 6 > 0; [(* - 2)(х - 3) > 0.

1) (х - 1)(х - 4) > 0.
+ - +

777777770------------ ^ПППП) ►

1 4

х е (-оо; 1] и [4; +оо).

2)(х-2)(х-3)>0. 
+ — +

777777779------------- 9777777777^

3

Теперь найдем пересечение полученных множеств:

1 2 3 4

х є (-оо; 1] и [4; +оо).

Ответ: (-оо; 1] и [4; +оо).

Пример 2. Решите неравенство log2 х2 > 9.
з

Решение.
Запишем неравенство в виде

log1x2-3 log1x2+3
A з J

>0, или

111 1 I I X2 Ilog^x2-^—- logix2+log1 — >0, или logi(27x2)-logi — >0.
3 3^*A з З

Заменим каждый логарифм на равносильное по знаку выражение.
учитывая, что х ^ 0:

--1 (27х2-1) --1 -—1 >0. 
3 ) <3 Д27 ) (1)
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Y1 > fl Y
Так как I—-111—-11 = 1—-II >0, то знак неравенства (1) не изме-

нится, тогда получим равносильную систему
[ (зѴЗх - 1)(зѴЗх + 1)(х - 3>/3)(х + 35/3) > О, 

[х^О.

Решим неравенство системы (2) методом интервалов, где х^О:

з4

+ _ + — +
777777/0--------- 07777777077777779------------- ^777777777^

-зѴз__ L о 
зѴз

1,2 зѴз 3,4 

1 
зѴз

; 0| ѵ I 0; Д= 
J I зѵз

Ответ: (-оо; -Зл/З) u I —U; 0 | и I 0 
I зѴз J I

і 
; зѴз

Пример 3. Решите неравенство 
^(э^-б-з^Чз)^"

X
Найдите наибольшее целое решение.
Решение.
Перенесем число 2 в левую часть неравенства, а затем приведем к 

общему знаменателю:

(1)

Так как 2х = 1о§332х, то неравенство (1) запишется в виде 
іоезСЭ^-бЗ^-Чв)-  ̂

іи. {^)
х

Для краткости обозначим
/(х) = 1о£з(92х-1 - 6 • 32х“1 + 8) - 1о^332х, тогда неравенство (2) при- 

мет вид -—- < 0.
X
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К неравенству (2) применим метод рационализации:
(3 - 1М92”1 - 6- З2'4 + 8 - 32‘) Л (32х4 )2 - 9 • З2”1 + 8 „
2------- -------------------------------<0, или 2------ -------------------<0, или

X X
(32ж4-31ок’8)(32х4-30)

Еще раз применим метод рационализации к числителю дроби:
(3 - 1)(2х -1 - log3 8)(3 - 1)(2х -1 - 0) _
:------- ------------ - < 0, или

X
(2x-log324)(2x-l)

X
Кроме того, надо учесть, что

92х “1 - 6 • 32х "1 + 8 > 0, или
(32х - 1)2 _ 6.32х - 1 + 8 > 0. (4)

Левую часть неравенства (4) можно разложить на множители от­
носительно 32х “1:

(32х1-2)(32х1-4)>0. (5)
Но 2 = 31оВз2, 4 = 31овэ4, тогда неравенство (5) преобразуется к виду

(32х4 -31окз2)(32х4 -310g34) > 0, или

(3 - 1)(2х - 1 - log32)(3 - 1)(2х - 1 - log34) > 0, или 
(2х -log36)(2x - log312) > 0. (6)

Неравенства (3) и (6) образуют систему неравенств
(2x-log,24X2x-l)zn fu-logj^Xx-W)

* X ’ или ’ х
(2х - log3 6)(2х - log312) > 0, [(х _ iog3 ТбХх-log, 5/12) > 0.

1} (x-log.^Xx-O.S)^ 
X

xt = log3 \/24, х2 = 0,5.

Заметим, что 0,5 = log33°’5= log373,

log3 ѴЗ < log3 724. Получим

о
------^ww^ww^---- ►_

0,5 log3V24

х е (-сю; 0) и [0,5; log37^].
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2) (x-log3V6)(x-log3V12)>0.

х, =log3V6; x2=log3V12.

+ _ .
іппіп9 ^пппт ►

log3 ѴІ2 log3 V24

Найдем пересечение полученных множеств:

О 0,5 log3>/6 log3V12 log3T24

х е (-оо; 0) и [0,5; log376) и (log3 Ѵб; log3V12).

Так как і < log3 Тб <1; 1 < log3 712 <1,5, то х = 1 — наибольшее це­

лое решение.
Ответ: 1.

Пример 4. Решите неравенство
log4(x - 4)4 • log16(x - З)2 + log2 ^ > 2.

х-4
Решение.
Для применения метода рационализации упростим неравенство 

следующим образом, учитывая ОДЗ:

log 2 (* - 4)4 • log 4 (х - З)2 + log2 — 2 > 0,
2 2 х-4

<^>0;
. х-4

|Иі I* - 4| • |log2 |х - 3| + 21og2 |х - 3| - log2 |х - 4| - 2 > 0,

х^З^ х-4>0;

log2 |х - 4| • log2 |х - 3| + 21og2 |х - 3| - log2 |х - 4| - 2 > 0, 

х>4.

К I неравенству системы (1) применим способ группировки: 
log2|x - 3| • (log2|x - 4| + 2) - (log2|x - 4| + 2) > 0, или
(log2|x - 3| - l)(log2|x - 4| + 2) > 0. (2)
Так как 1 = log22 и 2 = -log22~2, то неравенство (2) преобразуется к 

виду (log2|x - 3[- log22)(log2|x - 4| - log22-2) > 0. Теперь вновь приме­
ним метод рационализации:
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(2 - 1)(|х - 3| - 2) • (2 - 1)(|х - 4| - 2“2) > 0, или

((х - З)2 - 22) (х-4)2 >0, или

(х - 3 - 2)(х - 3 + 2)| Х-4-—x-4 + i |>0, или 
I 4 Д 4 J

(х - 5)(х - 1) х—- х—- >0.
V 4 Д 4 J

(3)

Решим неравенство (3) методом интервалов, учитывая ОДЗ (х > 4): 
+ - + “ +

77777777*----------- «777777^»»^""""^^^
1 15 4 Г7 5

4 4

х е I 4; — и [5; +оо).

( 171
Ответ: 14; у и [5; +оо).

Пример 5. Решите неравенство
1об5(*2-Зх-9)‘-к^4(х2-Зх-9)3>0

4х2-13х + 3
Найдите наибольшее целое отрицательное решение.
Решение.
Пусть /(х) = log5(x2 - Зх - 9)6 - log4(x2 - Зх - 9)3, g(x) = 4х2 - 13х 4- 3.
Приведем /(х) и g(x) к виду, где можно применить метод рациона­

лизации:
/(х) = 6 log5|x2 - Зх - 9| - 3 log4(x2 - Зх - 9).

Поскольку х2 - Зх - 9 > 0 (по ОДЗ), то
/(х) = 6 log5(x2 - Зх - 9) - 3 iog4(x2 - Зх - 9).

Применив формулу перехода от одного основания к другому, имеем
. 610g4(X2-Зх-9) / 2 п лчf« =-----^----- -------- -  - 3 log4 (х2 - Зх - 9) =

log(5

6-310g.5 . / 2 о=—-----т- log4(x2 -Зх-9).
log45

Заметим, что 1 < log45 < 2, тогда -6 < -3 log45 < -3, значит, 
0 < 6 — 3 log45< 3.

_ 6-31og45 _Следовательно, -----------— > 0.
log45
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^х) = 4х2 - 13х + 3 = (4х - 1)(х - 3), где — и 3 — корни ^(х). 
4

Следовательно, исходное неравенство запишется в виде
6-31о^5 1ое4(х2-Зх-9) 

1об45 ’ (4х-1)(х-3) > 0, или, учитывая ОДЗ, имеем равносиль­

ную систему неравенств
Ч(х2-Зх-9)^0 
(4х-1)(х-3)

х2-Зх-9 > 0;

ІО&4 (*2 ~ Зх - 9) - Iog41 0 
(4х-1)(х-3)

(х — х^ )(х — х2) > О,

где Хі и х2 — корни квадратного трехчлена.
П З + Зл/б
Б = 9 4- Зо = 45 > 0, х12 =---------- , тогда получим

2
^-ІМ^-Зх-Э-І),^

■ (4х-1)(х-3) ’ или

(х-х1)(х-х2)>0,

х2-Зх-10 > 
(4х-1)(х-3)“ ’ 

(х-х1)(х-х2)>0;

(х + 5)(х-2) ^0
(4х-1)(х-3) ’

1)
(х + 5)(х-2) 
(4х-1)(х-3)

>0, Хі =-5; х2 = 2; х3 =—
4

х4 = 3.

+
-5

■07777777^—<Ь7777777->
12 3
4

и (3; +оо).х є (-оо; -5] и

х є
2 2
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Теперь найдем пересечение полученных множеств:
»™О----- 077777*-- о-----е»

-5 3-3>/5 1. 2 3 з + З^
2 4 2

. „ (3 + 3^ }
х е (-оо; -5] и -------------- ; +оо .

I 2 7
Тогда х = -5 — наибольшее целое отрицательное решение исход­

ного неравенства.
Ответ: -5.

Пример 6. Решите неравенство 
1оё21о§і(?-4)<1.

з

Решение.
Запишем неравенство в виде

logi(x2-4)
. 3__________

2 2
log2 log^ac2—4) -log22<0, или log.

ІЗ J

Неравенство (1) равносильно неравенству по знаку

(2-1)

^logjx2^)
з________

2
-1 <0, или log1(?-4)-2<0, или 

з

з з
log Jx2- 4) -log і <0, или logl (9(х2-4))<0. 

з

Неравенство (2) равносильно неравенству
^-1^(9х2 - 36 - 1) < О, или 9х2 - 37 > 0.

(2)

(3)

Неравенство (3) с учетом ОДЗ исходного неравенства равносильно
системе неравенств 

9х2-37>0,

■ log! (лс2 — 4) > 0, 

х'-4>0;

9х2-37>0,

■fj-lk2-5)>0, 

х2-4>0;

9х2-37^0, 

< х2 - 5 < О, 

х2-4 > 0.
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1) 9? - 37 2 0, (Зх - >/37)(Зх + ^37) > 0.

х є (—л/5; Тб).

3) х2 - 4 > 0, (х - 2)(х + 2) > 0.
Хі = 2; х2 = -2.

777777779------
-2

■9777777777^ 
2

Найдем пересечение полученных множеств:

«2,0; 5 «2,2.

Пример 7. Решите неравенство
2 Их 4- 6) + 1е(х + 6) 1&(х + 8) < 1я2(х + 8).

Решение.
Пусть 12 (х + 6) = а, 1£ (х + 8) = Ъ, тогда получим 

2а2 + аЬ - Ь2 <0. (1)
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Левую часть неравенства (1) разложим на множители:
2а2 + 2аЬ - аЬ - Ь2 <0, или 2а(а + Ь)- Ь(а + Ь) < О, или

(а + Ь)(2а - &) < 0. (2)
Учитывая подстановки а = 1§ (х + 6), Ь = 1? (х + 8), неравенство (2) 

запишется в виде
(І6 (х + 6) + 1е (х + 8)) (21г (х + 6) - 16 (х + 8)) < 0,

или 1§ (х + 6)(х + 8) • Іе ^ + 6) 
х + 8

(3)

К неравенству (3) применим метод рационализации, учитывая 
ОДЗ:

(10-1)((х + 6)(х + 8)-1)
(х + 6)2 
х + 8

или

(х2 + 14х + 47)(х2 + 12х + 36 - х - 8) < 0, 
< или
х + 6>0,

(х2 + 14х + 47)(х2 +11х + 28) < О, 
1 или
х + 6>0,

(х - хх )(х - х2 )(х + 4)(х + 7) < О, 
1 (4)
[х + 6>0,

где Хі и х2 — корни квадратного трехчлена, хг 2 = -7 ± ^2. Кроме того, 

надо учесть, что если х + 6 > 0, то х + 7 = (х + 6) + 1 > 0 тем более.
Значит, система (4) преобразуется к виду 

(х + 7 + л/2)(х + 7-Ѵ2)(х + 4)<0, 

X > -6.

х1=-7-\І2^ -8,4; х2 « -5,6; х3 = -4. 
- + - +7777777*-----СР^^І^ЩЖ^  ̂
-7-Ѵ2 “б -7 + Ѵ2 “4

х е [-7 + 72; -4].

Ответ: [-7 + ^2; -4].
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Пример 8. Решите неравенство

log2 logjx-41og1 х + 4 >4.
2 2

Найдите наименьшее целое решение.
Решение.

Заметим, что log21x-41og1x + 4 =
2 2

logjX-2
к 2 )

Тогда данное неравенство запишется в виде
/ Л2

log2 log1 х-2 >4, или 21og21 logj x - 21> 4, или 
к 2 J 2

log2|logiX-2|>2.
2

(1)

Для применения метода рационализации представим неравенство 
(1) в виде

log21 ^і х-21 - log2 4 > 0. (2)
2

Неравенство (2) с учетом ОДЗ равносильно системе неравенств 
(2-1X11ов1х-2|-4)^0,

2

< х > 0, или
log1 х-2^0,

2

(log! х - 2 - 4)(logj х - 2 + 4) > 0, 
2 2

« х > 0,
1

I 4

(3)

Упростим первое неравенство (3), применив вновь метод рациона­
лизации:

(log1x-6)(log1x + 2)>0, или
2 2

logiX-logi
2 2

(logiX-logi 4)>0,
2 2

--1х- — ifі-1 |(х-4)>0, или I Х-—|(х-4)>0.
2 Я 64 Я 2 ) 64
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Учитывая ограничения х > О, х^-, имеем

0^14 
64 4

X € и [4; +оо).

Тогда х = 4 — наименьшее целое решение исходного неравенства. 
Ответ: 4.

Пример 9. Решите неравенство
1ое5х + 1об47х >1,5.

Решение.
Запишем неравенство в виде

1ое4х + |1о?4х>1,5, или 210^2х + 1ое4х-3>0. (1)

Левую часть неравенства (1) можно разложить на множители от­
носительно 1о£4х:

2 1о£4 х + 3 log4x - 2 log4X - 3 > 0, или

І0&4Х ‘ (21о^4х + 3) - (21og4x + 3) > О, 
(21о^4х + 3)(1о£4х - 1) > 0, или 

(ІО£4Х2 - log44 3)(log4x - log44) > 0. (2)
К неравенству (2) применим метод рационализации: 
(4-1)іх'4'| (а-гХх-^О.илиГх-Яхч^*-4)*0- (3)

Так как х > 0 (по ОДЗ), то неравенство (3) равносильно системе
неравенств

| х — — х + - |(х-4) > О, 4 8Д 8J

х>0,
или <

+ +77777777^))))))))»"""""""^^»»^
0 1 4

Ответ: и [4; +оо).

х е

8

о [4; +оо).
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Пример 10. Решите неравенство

3-5х-2х2
Укажите количество целых решений.
Решение.
Так как 1о§3(х2 - 2х - 14)2 = logзlЗ • 1о^13(х2 - 2х - 14)2 = 

= 2 logзlЗ • log13(x2 - 2х - 14), где х2 - 2х - 14 > 0, то данное неравен­
ство примет вид

21ое^^Иое^^^
3-5х-2х2 " ’

или (2Ю^13-3).Ч,(?-2х-14)>0
3-5х-2х2

Но 21ogзlЗ - 3 = logзl32 - logз27 = (logзl69 - logз27) > 0, тогда не­
равенство (1) запишем в виде

1ое18(х2-2х-14)
2х2+5х-3

Но 2х2 + 5х - 3 = (2х - 1)(х + 3), где 1 и -3 — корни квадратного 
трехчлена.

Кроме того, х2 - 2х - 14 > 0 (по ОДЗ), или
(х - (1 + аЙ)Хх - (1-^5)) >0.

Теперь к неравенству (2) применим метод рационализации: 
(13-1)(х2-2х-15)< Г (х-5)(х + 3) ^

• (2х—1)(х + 3) ’ или ■ (2х—1)(х + 3)
х2 - 2х -14 > 0, [(х - (1 + Лб)Хх-(1 - Лб)) > 0.

(3)

1) ^Хх+3) ^<о,х/-3.
(2х-1)(х + 3) 2х-1

----- о-----О777777777777777*-
-3 1 5

2

Тогда решением системы (3) будет пересечение полученных мно­
жеств.
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2 2

3 1-Лб 1 1 + ^5 5

2

Следовательно, х е (1 + Ѵ15; 5] и х = 5 — единственное целое реше­

ние исходного неравенства.
Ответ: 1.

Пример 11. Решите неравенство
(3 + 2х - 8х2) log, [ 1- 2 3 J < 0.

V х + х + 3 J

Решение.
/ і з\ ( |Ѵ

Поскольку 3 + 2х - 8х2 =-8Іх2 -—х-— І = -8І х+- II х-- L то по-

лучим -81 х + —II х-—llog3l 1-
3

х2 + х + 3
<0.

Теперь заменим логарифм на равносильное по знаку выражение, 
учитывая ОДЗ:

-8Іх+- L-- -(3-1) 1—5—^-------1 50,
І 2Д 4j I х2+х+3 J

I х + х + 3

J 3-16 х + — X —I 2 Д 4, 

х2 + х + 3 — 3 > О;

1
х2 + х + 3

х(х +1) > 0,

3
х2 + х + 3

где х2 + х + 3 > 0 при всех х є R (D < 0, а = 1 > 0).
Тогда получим систему неравенств

х(х + 1) > 0.
(1)



Глава 3. Метод рационализации •» 221

2

1 31
2 4

3
4

1 3
; х, =—1 2 2 4

■^гптгттттггт^
1 3

2 4
2) х(х + 1) > О.
X! = 0; х2 = -1. 777777779“

-1 О

Тогда решением системы (1), а значит, и исходного неравенства, 
будет пересечение (общая часть) полученных множеств.

^^^>7777777777^7777777777^^^^^^
1 0 3

2 4

Ответ: *

X е

Примеры для самостоятельного решения

Решите неравенства:
. . (4х + 3 Л
1- 1? —----- + 1 >0.

к х-1 )
2.10£бж _ 7(3х2 - Юх 4- 8) > 0.

з. іо^іов^^-І^-г.
32 1 Х

4. 21о£ 1 (Зх + 4)-1о£ 1 (х2+х + 8)>-2.
?2 ^

5. ^Іо^х>1°е3^. Найдите наименьшее целое решение.

6. 1о£х1о£2(4х - 12) < 1. Укажите количество целых решений.

7.
1гх4-2^(2х + 3)^п „ „------------ ------------> 0. Найдите сумму целых решении. 

18(2-ѴЗ)
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8. logx27> 1 + 
з к

2 I------------  log х 9. Найдите наименьшее целое
1 —I0&3XJ 27

решение.

9. J1- logi*
к 2 7

> l-41og1 х.
8

10.
3 

log3x-l
2

log3 — 
327

1
Jog3x-1

-1 >0.

11. logl(log4(x2-5))>0.
з

12. log3log9 (х2-4х + 3)<0.
Ie

1 1 х-1 1 1 х + 113. log2log3------<log1log1------.
Х + 1 2

14. log4(18-2')-log2
к Ь 7

< -1. Найдите наибольшее целое

решение.

(х-2)3
15. 31ogl0(x2 + 6х — 16) < 4 + loglO—------- . Найдите наименьшее 

х + 8
целое решение.

16. Jlog0 5(x2 -4х +19,25) < 1. Укажите количество целых решений.

„ log, (16+ 32х+1-16-3*1., тт „
17. ----- ----------------------------- <1. Найдите наибольшее целое отрица-

х + 1
тельное решение.

18 log3(2x + 3) ' log3(l-x) 
log9 (х2 - 2х +1) log3 (2х + 3)

_ |х 13
19. log. log4------ ------- ------- > 0. Найдите наибольшее целое решение.

і * + 4
(|2х +1| - х - 2)f logjx + 4) +1

20. --------------------—г?----------------- ->0. Найдите сумму целых

решений.
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§ 12. ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ НЕРАВЕНСТВА 
С ПЕРЕМЕННЫМ ОСНОВАНИЕМ

При решении логарифмических неравенств будем пользоваться 
следующими свойствами:

1. При всех допустимых значениях а, b и с, таких, что а > 0, а ^ 1, 
b > 0 и с > 0, справедливы утверждения:

1) неравенства logab > logac и (а - 1)(& - с) > 0 равносильны;
2) неравенства logab > logac и (а - 1)(Ь - с) > 0 равносильны;
3) неравенства logab < logac и (а - 1)(Ь - с) < 0 равносильны;
4) неравенства logab < logac и (а - 1)(& - с) < 0 равносильны.
2.
1) неравенства logab • logcd > 0 и (а - 1)(& - 1)(с - l)(d - 1) > О 

равносильны;
2) неравенства loga& • loged > 0 и (а - 1)(& - 1)(с - l)(d - 1) > О 

равносильны;
3) неравенства logab • \ogcd < 0 и (а - 1)(Ь - 1)(с - l)(d - 1) < О 

равносильны;
4) неравенства loga& • \ogcd < 0 и (а - 1)(& - 1)(с - l)(d - 1) < О 

равносильны.
3.
1) неравенства logab - logcb > 0 и (а - 1)(& - 1)(с - 1)(с - а) > О 

равносильны;
2) неравенства loga& - logc& > 0 и (а - 1)(& - 1)(с - 1)(с - а) > О 

равносильны;
3) неравенства logab - logcb < 0 и (а - 1)(Ь - 1)(с - 1)(с - а) < О 

равносильны;
4) неравенства logab - logcb < 0 и (а - 1)(& - 1) (с - 1)(с - а) < О 

равносильны.

Примеры с решениями

Пример 1. Решите неравенство
log6_x(6 + х - 5х2) < 1.

Решение.
Запишем неравенство в виде

log6 _ х(6 + х - 5х2) - log6 _ х(6 - х) < 0. (1)
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Теперь к: неравенству (1) применим метод рационализации, учи­
тывая ОДЗ:

(6 - х -1)(6 + х - 5х2 - 6 + х) < О,

6 + х - 5х2 > О, 
6-х>0, 
6-х*1,

или

1) х(х - 5)(5х - 2) < 0; X! = 0; х2 = 5; х3 = 0,4.

(х-5)(5х2-2х)<0, х(х - 5)(5х - 2) < 0,

5х2-х-6<0, 
< или -

(х + 1)(5х-6)<0,

х<6, х < 6,

х#5; х^5.

7777770 ^777777777777770—'—-^'

О 0,4 5

х е (-оо; 0] и [0,4; 5].
2) (х + 1Х5х - 6) < 0, Хі = -1; х2 = 1,2.

3) х < 6; х ^ 5.

+ — +
---------- ^пііііпітп)9

-1 1,2

X е (-1; 1,2).

5 6

х е (-оо; 5) и (5; 6).
Остается найти пересечение полученных множеств:

-1 0 0,4 1,2 5 6

х е (-оо; -1) и (-1; 0] и [0,4; 1,2) и (1,2; 5). 
Ответ: (-1; 0] и [0,4; 1,2).

Пример 2. Решите неравенство log2x + зX2 < 1. Найдите наиболь­
шее целое решение.

Решение.
Запишем данное неравенство в виде

1о£2х + з*2 ~ 1оИ2х + з(2х + 3) < 0. (1)
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Неравенство (1) равносильно системе
(2х + 3 - 1)(х2 - 2х - 3) < О, [(х + 1)(х - 3)(х +1) < О,

2х + 3 > 0, 
2х + 3 1, 
х^0,

х > —1,5, 
или <

X — 1,
х^0;

(х + 1)2(х-3)<0,

.х>4,5’ (2)
X ^ —1,
х/0.

1) (х + 1)2(х - 3) <- 0, х -1; х < 3.

-1 3
х е (-оо; -1)и(-1; 3).

2) -1,5 -1 О

х е (-1,5; -1) и (-1; 0) и (0; +оо).
Тогда решением системы (2), а значит, и исходного неравенства, 

будет пересечение полученных множеств:

х е (-1,5; -1) и (-1; 0) и (0; 3).
Значит, х = 2 — наибольшее целое решение.
Ответ: 2.

Пример 3. Решите неравенство
1о&3х(2х2 - 5х + 8) < 1оё3х(х2 + х).

Найдите сумму целых решений.

Решение.
Данное неравенство с учетом области определения логарифмиче­

ской функции равносильно системе
(Зх-1)(2х2 -5х + 8-х2 -х)<0,
3x^1,

< Зх > 0, 

2х2 - 5х + 8 > 0, 

х2 + х > 0;
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(Зх-1)(х2-6х + 8)<0, 
1
3 

х>0, 

2х2-5х + 8>0, 
х(х + 1)>0.

Заметим, что 2х2 - 5х + 8 > О при всех х е R, так как В < 0 и
а = 2 > 0, тогда получим

(х-2)(х-4)<0,

(1)

где х(х + 1) > 0 при х > 0.

1) (х-2)(х-4)<0,

х2 = 2; х3 = 4.

^ [2; 4].

2)х>0, х*-. 
3

хе 0; — и -; +оо

Тогда решением системы (1), а значит, и данного неравенства, бу­
дет пересечение полученных множеств:

0 12 4
3

х е Го; + и [2; 4].

Значит, х = 2; 3; 4 — целые решения, а их сумма равна 
2 +3 + 4 = 9.

Ответ: 9.
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Пример 4. Решите неравенство 
log,(x-5)-log,(13-x) Q

Укажите количество целых решений.
Решение.
Применяя метод рационализации и учитывая ОДЗ, получим си­

стему неравенств
(х-1)(х-5-13 + х)

(х-3-1)(х-1) < ’

х>0,

(х-1)(2х-18)<0 
(х-4)(х-1) ’

х>0,
(х-1)(х-9)<0
(х-4)(х-1) ’

х-5>0, х >5, х > 5,
х-3>0, х>3, х<13;
13-х > 0; х < 13;

r-Q г

— <0, 4<х<9,

откуда находим х е (5; 9), тогда целые решения х = 6; 7; 8, всего 3.
Ответ: 3.

Пример 5. Решите неравенство
І0ЄА [т+її]10^"3^2 + 2) ” °’

Решение.
Применяя метод рационализации, получим равносильную систе­

му неравенств

і-1||——1|(х-3-1ХхІ + 2-1)<0,
х Дх + 2 )

->0, х#1,

х-3>0, х-3/1;
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—~(х-4Х«2 + 1)^0, 
х х + 2

Èz^jo 
х(х + 2)

< х > 0, х * 1, х>3,
х + 2 > 0, х ^4.
х>3, х*4;

(х-1)(х-4) о1) -—  —— < 0, *і = 1; х2 = 4; х3 = 0; х4 = -2. 
Х^Х 4-

+ — + — + ^
----- 977777777770---------•/////////;/• ► 
-2014

х g (-2; 0)u[l; 4].
2) X > 3; Х#4. ^„(^zzzzzzzzzzzzzz^yzzzzzzz^

3 4
х g (3; 4) u (4; +oo).

Теперь найдем пересечение полученных множеств:
2^77777777^

X G (3; 4).
Ответ: (3; 4).

Пример 6. Решите неравенство

log і (Зх2 - 2) log j х log 1 x
18 6 3

Найдите наименьшее целое решение.
Решение.
Используя формулу перехода от одного основания к другому, имеем

log „ 2 „ч — > log^ — + log,. —, или log,, 2 пч— >logT—, или6(3?-2)18 Бх3» 6(3?_2)18 е*18’

ЧА4'1ог4>0' (1)

Известно, что при всех допустимых значениях a, b ис верно утвер­
ждение: неравенства loga b - logc & > 0 и (а - 1)(Ь - 1)(с - 1)(с - а) > О 
равносильны.
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Тогда неравенство (1) равносильно системе неравенств

(Зх2 -2-1)[ -^-1 |(х- 1)(х-(Зх2 -2))>О,

Зх2-2>0,

3(х -1)2(х + 1)(3х2 - х - 2) > О, 

■ Зх2-2 >0,
х>0.

или

(2)

Так как Зх2 - х - 2 = (х - 1)(3х + 2) и Зх2 - 2 = (ѴЗх - л/2)(л/3ж + Ѵ2), 

то система (1) примет вид
(х-1)3(х + 1)(Зх + 2) > О,

• (Ѵзх - ч/2)(^3х + ^) > О, 

х>0.

Так как х > 0, то получим

(х-1)3>0, Х'

• Ѵ3х-Ѵ2 >0, или ^х:

>1,
Тб 1

>—, откуда находим х > 1.
х>0, 1 х:>0,

Тогда х = 2 — наименьшее целое решение исходного неравенства.
Ответ: 2.

Пример 7. Решите неравенство log х_2 (х-2)<2.
М

Решение.

Поскольку 2 = 1о§ х_2
х-2 У 
|2х-^ то неравенство запишется в

виде

1°&^(х-2)-1°§
|2х-5|

х-2
|2х-5| (1)
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Применив к неравенству (1) метод рационализации, получим

и2х-5и
, ,>о,
І2х’5І 

х-2
1-------- г ^ 1»І2х'5І
х-2>0,

(х - 2 - |2х - 5|)(х - 2)((2х - 5)2 - (х - 2)) < О, 

|2х-5|*0.

х-2>0,
|2х-5|-(х-2)*0,

(|2х - 5| - (х - 2))(4х2 - 20х + 25 - х + 2) > 0, 

х#2,5,
х>2,
(2х - 5 - х + 2)(2х - 5 + х - 2) * О,

(2х- 5 - х + 2)(2х - 5 + х - 2)(4х2 - 21х + 27) > О, 

х*2,5,
х > 2,
(х-3)(Зх-7)^0.

Но 4х2 - 21х + 27 = (х - 3)(4х - 9), где хх = 3; х2 = — — корни ква-

дратного трехчлена. В этом случае система (2) после преобразований 
запишется в виде

(х - 3)2(3х - 7)(4х - 9) > О, [ (Зх - 7)(4х - 9) > О,

х#2,5, 
х>2,

х 2,5,
х>2,
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7 9
1) Х1 - Q » *2 “ •

+ “ + . Г С
77777777? ?777777777 ►

£ I
4 3

7
2)х* 2,5; х>2,х#3, х*-.

2 7 2,5 3

3

х е 2; - и 2,5 и (2,5; 3).< з; 1з и

Тогда решением системы (3), а значит, и исходного неравенства, 
будет пересечение полученных множеств:

2 9 7 2,5 3

4 3

Ответ: 2; — и —; 2,5I ІЗ и (2,5; 3) и (3; +оо).

1 1 1
Нз*^ 0?Нз'Пример 8. Решите неравенство log

Решение.

Приведем логарифмы к основанию —, используя формулу перехода

4»= logea. 
loge6 ’

і-1](|х-2|-1)Л-1](|х-4|
^ У \^ У

. 1 1ое1|х-4|-1ое,|х-2|
------ і------ г--------іили---- п------ і-------п------ г<0. (1) 1о£і|х-2| 1оЯі|х-4| 1ое1|х-2|4о&1|х-4|

3 3 3 3

Неравенство (1) равносильно системе неравенств 
Гі-1|(|х-4І-|х-2|) ,

ІЗ Л 1 1 (х-4)‘-(х-2)а
’ или ’ ((х-2)2-1)((х-4)2-1) 

х#2, х^4.
|х-2| > О, |х-4|>О,
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К числителю и знаменателю дроби применим формулу а2 - Ь2 = 
= (а,- Ъ)(а 4- Ь), тогда получим

(х-4-х + 2)(х-4 + х-2) ^р Г -2(2х-6) 0
<(х-2-1)(х-2 + 1)(х-4-1)(х-4 + 1)> ’ <(х-3)2(х-1)(х-5)> ’ 

х^2, х^4; [х^2, х#4;

[-------- ------------------<0>
< (х-3)!(х-1Хх-5) (2)
х^2, х^4.

Решим неравенство (2) методом интервалов, учитывая ограничения:
77777770- ^ОтТЖтОтГТТпОт^ ►

Ответ: (-оо; -3) и (1; 2) и (2; 3) и (3; 4) и (4; 5).

Пример 9. Решите неравенство logx _ 2(х3 - 12х2 + 50х - 67) - 
- Ьех - 2& - 3) < 1обх _ 2(9 - х).
Найдите сумму целых решений.

Решение.
Запишем неравенство в виде
logж _ 2(х3 - 12х2 + 50х - 67) < logж _ 2(х _ 3) + logж _ 2(9 - х), или

logж - г(*3 - 12х2 + 50х - 67) < І0бж _ 2(х - 3)(9 - х). (1)
Неравенство (1) с учетом ОДЗ равносильно системе неравенств

(х - З)(х3 - 12х2 + 50х - 67 - (х - 3)(9 - х)) < О,

х3 -12х2 + 50х-67 > О,
< х - 3 > 0, или
9 — х >0, 
х-2>0; х —2^ 1,

(х - З)(х3 - 12х2 + 50х - 67 - 9х + 27 + х2 - Зх) < О, 
х>3, 

4 ИЛИ
х<9,
х>2; х^З,

(х - З)(х3 -11х2 + 38х - 40) < О,
< х < 9, (2)
х>3.
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Упростим многочлен х3 - Их2 + 38х - 40, разложив его на множи­
тели.

Заметим, что х = 4 — корень многочлена, тогда получим 
х3 - Их2 + 38х - 40 = х2(х - 4) - 7х(х - 4) + 10(х - 4) = 
= (х - 4)(х2 - 7х + 10).
Но х2 - 7х + 10 = (х - 2)(х - 5), значит, 
х3 - Их2 + 38х - 40 = (х - 4)(х - 2)(х - 5).
В этом случае система (2) примет вид 

[(х-3)(х-4)(х-2)(х-5)<0, 
[хе(3;9).

Решая неравенство системы (3) методом интервалов и учитывая, 
что 3 < х < 9, получим

----ФГ77777770^^^*^^-------►
2 3 4 5 9

х е [4; 5].
Тогда сумма целых решений исходного неравенства — 4 + 5 = 9. 
Ответ: 9.

Пример 10. Решите неравенство 
^3(х+1) _ 2^+^+І1о^ 5 

10^2 (Зх + 2)-І0£м(Зх 4- 1) ~ °’

Решение.
Так как 2^^1о^5=2'^'1о^5=2|3х^ то

неравенство примет вид
53(х+і) _ 52і3х4і

Іое^і ѴЗх + 2 - 1о£|х|(3х +1)

Теперь к неравенству (1) применим метод рационализации, учи­
тывая ОДЗ:

(5-1)(3(х + 1)-2|Зх-1|)
(|х| - 1)(/3х + 2 - (Зх +1)) “ ’

(Зх + 3 — 6х + 2)(3х + 3 + 6х — 2) < ф 
(х-1)(х + 1)(Зх + 2-(Зх + 1)2) " ’
х*0; х*±1.

<Зх + 2>0, или < 2
Зх + 1>0, х> 3’

1
1 3
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(Зх-5Х9х+1)
(х-ІХх+ІХЭх’+Зх-І)

или - (2)

3

-1 — 5/5
Так как 9х2 + Зх - 1 = 9(х - хх)(х - х2), где ^ =---------- »-0,5;

6

:2 =---------- «0,2, то, решив дробно-рациональное неравенство систе-
6

мы (2), учитывая условия х * 0, х > —, получим 
3

-1 -1-Ѵ5 1 1 0 -1 + Ѵ5 1 5
6 3 9 6 3

-; 0 и 0;
94

-1 + Ѵ5
6

5' 
3

Ответ: -; 0 и 0; 
9

-1 + Ѵ5
6

5-
3

Пример 11. Решите неравенство
Ь?з(х4 - 6х3+9х2) + 1о^1(8?-24х-16)

х2-Зх-7
Решение.
Запишем неравенство в виде

Іо^хМ^ДхІ^З^ 
(х2-Зх)-7

обозначив х2 - Зх = у, получим
Чу2-Ч(8у-16)>П

У-7
(1)

Применив к неравенству (1) метод рационализации, имеем равно­
сильную систему неравенств

у2-8у + 16)
- у-7
8у-16>0;

откуда находим у = 4; у > 7.

(У-4)2 
у-1



Глава 3. Метод рационализации •*) 233

Учитывая подстановку х2 - Зх = у, получим уравнение и неравен­
ство:

1) х2 - Зх = 4, или х2 - Зх - 4 = 0, откуда хх = 4; х2 = -1;
Q 3±ѵ37 3 —Л/2) - Зх - 7 > 0, х3 4 = —-—, тогда х < —-

2

Ответ: — оо;
3-V37

2
3 + V37 
---------- > + °о .

2

Пример 12. Решите неравенство
logx - з? + logx + з7 > logx _ 37 • log, + 37.

Решение.

ОДЗ:
х - 3 /1, 

откуда <

х + 3 /1,

Значит, х е (3; 4) и (4; +оо).

Поскольку у логарифмов числа одинаковы, то целесообразно при­
вести все логарифмы к основанию 7:

1 1-------------- 4---------------- >----------------------------- , или
log7(x-3) log7(x + 3) log7(x-3)log7(x + 3)

МхМ) 1 , или
log7(x - 3)log7(x + 3) log7(x - 3)log7(x + 3)

log7
x2-9

7
log7(x-3)log7(x + 3)

При такой форме записи заменим каждый логарифм на равно­
сильное по знаку выражение, учитывая ОДЗ:

(7-1)(х2-16) чЛ ___ (х-4)(х + 4)
------------------------------------------------- — О, ИЛИ  !------------- ■ 
(7-1)(х-4)(7-1)(х + 2) (х-4)(х + 2)

или------
x + 2

-4-2 3 4

х є (3; 4) и (4; +оо).

Ответ: (3; 4) и (4; +оо).
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Пример 13. Решите неравенство
і Г 2

2115-2х-х

Найдите сумму целых решений.
Решение.

?+2х-15<0, 

■ ?-9>0,
х/±2;

(х + 5)(х-3)<0, 
- (х-3)(х + 3)>0, 
х*±2.

+ — +
-—,^ТГГП7ТТТТТТТТ^-——-

-5 3

+ — +
-----О777777777777777Р-------

-3 3

-5 -3-2 2 3

ОДЗ: х е (-3; -2) и (-2; 2) и (2; 3). 
Запишем исходное неравенство в виде 

і Г 2 
гл\15-2х-х

(1)

Неравенство (1) равносильно неравенству
" 5 У 2________ “О > о — 3? + 10х-57
^9-х* /Ц5-2Х-? 9-x2J ’ 9-х2 (15 —2х—х2Х9 —х2)

(х-2)(х + 2)(Зх2 + 10х-57) - 
(х-3)2(х + 3)2(х2+2х-15) <

Но Зх2 + Юх - 57 = 3(х - 3)1 х + у I, х2 + 2х - 15 = (х + 5)(х - 3),

тогда неравенство (2) примет вид
( 1 ( 19 1

(х-2)(х + 2) З(х-З) х + — (х-2)(х + 2) х + —
-------------- =------------ 5---------- - --------— <0, ИЛИ ---------:------- -------^<0. (3)

(х-3)2(х + 3)2(х + 5)(х-3) (х-3)2(х + 3)2(х + 5)

Решая неравенство (3) методом интервалов, получим
+ - + + - + +---07777770--- О---0777777770--- О-- >

19 -5 -3-2 2 3
3
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Следовательно, х е ^;-5 и(-2; 2).

Учитывая ОДЗ, имеем х е (-2; 2). Тогда сумма целых решений 
будет равна -1 + 1 = 0.

Ответ: 0.

Примеры для самостоятельного решения

Решите неравенства:
1. Iog4x - 44 + log(i 1)2 64 > 2. Найдите наибольшее целое решение.

2. logx2 + 21og2x2 - 91og4x2 < 0.

3. log I—.------- ------ >0. Найдите наименьшее целое решение.
V2x -llx+15 I 5 /

4. logx2 • log2x2 • log216x > 1.

5. log 2 c o(x-4)>0. ex-6x+8' '

6. logx + i(x3 + 3x2 + 2x) < 2.

7. log^Gr2 + ЛТ-1) < 0.

8. log2 _ X(x + 2) • logx + 3(3 - x) < 0. Укажите количество целых ре­
шений.

9. logx27> 1 +
3 k

2 
l-log8x

logx9.
27

10. ^ogJ5x5>logx(5x).

11. log_----------< 1. Найдите наименьшее целое решение. 
х-4

12. logjiog^-х) > 0. Найдите сумму целых решений, 
в

13. log^O^log^^l.

14. Ji^ja^logJ-l

15.1о^_4|(х2-4х)<0.
16- logI2^=->-5l>°-
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17. log|x _ 4|(2х2 - 9х + 4) > 1.

2х 1
18. log 2|----- г--• Найдите наименьшее целое решение.

х \х — 3 2

19. log25 х2 ---------------- >1. Укажите количество целых решении.
16 ѵ '

, 4х + 1 Л
20. log,---------- <0.

Х6(х-1)

21. log^JSx-lMog^x2.

22. Iogxlog2(4x - 12) < 1. Найдите наибольшее целое решение.

23. logJ6x+|jlogj3x+yj<0.

24. logx + ^x2 + x - 6)2 > 4.
25. log2p^^logx_3(x2+4)<0.

log,(x-6)-log,(13-x) _ „
26. ----- ------------------------------- <0. Найдите сумму целых решении.

!og«-2*

27. log2x.10(V x - 2 -Тв^х) < 1. Найдите наибольшее целое решение.

28. log!? i V2-X2 <log2xa.x(|x + 2|-|х|).

29. 21og„.,(7x + 3 - V-x + 7) < 1.

2x-l
30. logx+4 log2--------< 0. Найдите наименьшее целое решение.

31 - 1о^| |х + 2| • 1о^х| |х + 4| < 0. Найдите сумму наименьшего и наи­
большего целых решений.

32. logx2 І^-1^1
2х-1 ”2’

33- 1оен >1.
2-х

М’ Кк
log3(x-l)3-log4(x-l)4 _ „ „

35. ——--------------- —-------— < 0. Найдите наименьшее целое решение.
(х-1)(х-3)
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36- 4-2^
7х3-3,5 

4x^2
>1
"2*

37. log3|t_2| 5х2 1 < 0. Найдите наибольшее целое решение.
4

38.1ов3х (х'-2,5х+1)>0.

39. І0£2ап х16 + 1об2(8Іп х) < 3.
40. (1о^СО8 ^2)2 < 1О£сов х(4 СО83х).



ОТВЕТЫ

§ 1. Тригонометрические уравнения

1. а) лп, ±—+ 2лп, п е Z; б) 2л; Зл; —; —.2. а) лп, —+ лп, 
3 3 3 6

_ 7л 11л « о х л 7л _п е Z; б)-----;------- ; -2л. 3. а) — + лп, п е Z; б) —.4.
6 6 4 4

5л— + лп, 
6
. 2лп 

а)Т’

4 Л 71 1п е Z; б) —; 2л. 5. л + 2лп, п е Z. 6. а) -—+ лп, агсЬ^— + лп, п е Z;

7л 1б) —; агс1£— + 2л. 7. а) 2лп,

14л л
б)-------. 9. а) лп, ±—+ 2лп, п

3 3

п 1 1л 4 4 \ Л ЛПе Z^ б)-------. 11. а) — + —, 
6--6 2

п е Z; б) -2л. 8. а) ±у + 2лп, п е Z;

е Z; б) -Зл. 10. а) —+ 2лп, —+ 2лп, 
6 6

„ _ 7л 11л 17л , л
п е Z; б) —;-----;----- . 12. а) ±— + лп,

3 6 6 6

п

п

„ _ 7л 11л 13л , л _ л „е 2; б) —;-----;------.13. ±— + 2лп , — + 2лп, п е Z.
6 6 6 4 6

е Z\ б) Зл. 15. а) лп, — + лп, — + лп, п е ^; б) —; 
3 3 3

14. а) 71 + 12лп,

13л .----- ; 4л.
3

4 Л \ П 7Л ~ ЗЛ16. а) —+ лп, — + 2лп, — + 2лп, п е Z; б) —;
2 6 6 2

Пл—, —. 17. а) лп, 
6 2

±—+ 2лп, п е Z; б) -4л; -Зл; -—;3 ’ 7 ’ ’ 3

п е Z. 19. а) — + лп, п е £; б) —. 20. а) 
6 6

8л л п 7л _
------ . 18. —+ 2лп,----- н2лп,

3 2 6

—, п е б) —; 2л.
3 3

21. + 2лп , п е Z. 22. —+ 2лп, —+ 2лп, —+ 2лп, п е Z.
2 4 3 4

ч л _ 9л 13л ч л _ Зл 7л
23. а) — + лп, п е Z; б) —; ----- . 24. а) — + пп , п е Z; б) —; —4 7 4 4 4 4 4

. л лп л лп _ 5л 9л 11л . л „
25. а) — + —; - + —, п е И; б) —; —; -----. 26. а) —+ 2лп;

42 84 4 8 8 2

±—+ 2лп, п е Z; б) —; —. 27. а) —+ 2лп; ±агссов| --| + 2лп, 4 4 2 2 14)
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„ Л 1 , 1 ч , Л _ Л _
п е £; б) —; л - агссов—; л + агссов—. 28. а) ±— + 2лп, — + 2лп, 

2 4 4 3 2
Зтг. 5л П £ Z^ О)  ,   
2 3

7Л . Л п о 13л—. 29. а) лп, — + пп, п е Z; б) 2л; Зя; ----- .
3 6 6

л Зл л _. . л—; —; —. 31. а) ±—+ 2лп, 
16 16 4 6

лп. Л ЛП Л ЛП ~ Л
30. а) — + —; - + —, п е ^ б —;

16 8 4 2
, 5л _ ~ 19л 17л 13л ч , л п _±— + 2лп, п е2; б)-------;--------;--------. 32. а) ±—+ 2лп, п е И;

6 6 6 6 3
б)^;^,33. а) - + 2лп, п е Z; б) —.34. -- + 2лп, -- + 2лп, 

3 3 4 4 2 3

п е Z, 35. а) —+ 2лп, —+2лп, и е £; б) -—. 36. а) ±- + 2лп, 
4 4 4 4

„ _ 9л 7л __ ч 5л 17л .и е 7; б)----- ;------ . 37. а) — + 2лп, п е 2; б)------ . 38. а) ли,
4 4 6 6

л _ л _ >ч п п 7л ч , л _ 5— + 2лп, — + 2лп; б) 2л; Зл; —. 39. а) ±—+2лп, -агссов— + 4 2 ’ 7 ’ ’ 2 3 13

+ 2лп, и е 7; б) -—; ; -2л - агссов —. 40. а) -— + пп , п & Z;3 3 13 7 4

б) -^ 
4

§ 2. Рациональные уравнения

1. а) -2; -4; б) -2. 2. а) 1; 2; ^(ч/б±1); б) 2; Д^+1).3. а) ±1; 

3; 5; б)±1.4.а)-2; -3; б)-2. 5. а) 3±>?39; 5±>/55;б) 5 + ч/55.

6. а) 2; -1±ч/3 ; б) -1 + ч/3.7. а) -2,5; 5; б) -2,5. 8. а) -1,5; -1; 3; 

4,5; 6)3; 4,5. 9. а) 2+^ ; ^3+71з);б) 2 + ^5.10. а) 0; 77; ^; 

6)0; 77. 11. а) -1; 1; 6) 1. 12. а)-8; -4; -2; -1;б)-1. 13. а) —1;
2

6) -1. 14. а) -1; 1; 6) 1. 15. а) ±1; 3; 5; 6) 3. 
2 2
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§ 3. Иррациональные уравнения

1. а) -2; б) -2. 2. а) 9; б) 9. 3. а) -2; -1; б) -2. 4. а) 6; б) 6.
5. а) 1; б) 1. 6. а) 3±Л0; б) 3-710.7. а) 16; 96; б) 16. 8. а) 3; б) 3. 

9. а) [5;8]; 6) [5;8]. 10. а) 6; 6)6. 11. а)-4; 2; б) -4. 12. а)-3; 6)3. 

13. а) 0; 5; 6) 5. 14. а) 1 + Л;б) 1+7в. 15. а) 7; 8; 6) 7. 16. а)[1; 2];

б) [1; 2]. 17. а) ±2; б) 2. 18. а) -; б) і. 19. а) 0; -(ѴЗЗ-З); б) 0;
2 2 2'

І(ѴЗЗ-З). 20. а) 4; 6)4.

§ 4. Логарифмические 
и показательные уравнения

1. а) 1; б) 1. 2. а) 4; б) 4. 3. а) 2; 1о^3 —; б) 2. 4. а) -2; 3; б) -2.

5. а) -1; 1; б) -1. 6. а) -2; 2; б) 2. 7. а) 3; б) 3. 8. а) -1; б) -1. 9. а) 15; 
б) 15. 10. а) 4; б) 4. 11. а) і; 4; 6)4. 12. а) 1; 5,5; 6) 5,5. 13. а) --;4;

8 3

6) —. 14. а) 0,1; 1; 6) 1. 15. а) 1; 27; 6) 27. 16. а) -Ш-3);
3 2'

6) -Ш-З). 17. а) 1; 1,5; 6) 1. 18. а)-2; -1; б)-1. 19. а) 1об,3;
2 2

Іое34; 6) 108,3. 20. а) |; |; 6) +
2 2 2 2 2

§ 5. Рациональные неравенства

1. Нет решений. 2. Нет решений. 3. -4. 4. -2. 5. 1. 8. 1. 7. -2. 
8. -1. 9. -1. 10. 0. 11.-3. 12. -6. 13. 0. 14. 0. 15. 7. 16. -2. 17. -3. 
18. -2. 19. 5. 20. 10. 21. 1. 22. 4. 23. 6. 24. 2,5. 25. 1. 26. 6. 27. 3. 
28. 0,5. 29. 3. 30. 2,5. 31. 2,5. 32. 1,75. 33. 0. 34. -0,6. 35. 4,5. 
36. 1. 37. 0. 38. 1,5. 39. -3. 40. 0,5. 41.4. 42. 1. 43. 3. 44. 1. 45. 4. 
46. 1. 47. 3. 48. 3. 49. 6. 50. 3.
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§ 7. Неравенства с модулем

4.

4-Ѵ22 27
2 ’ 8

ѴЗ
”! 2

/3 
2

4 + Ѵ22
2

10
—оо;--------

17

9
- . 5. -1. 6. -6. 7. 3. 8.
2

5
2

3. [-2; -1]и{1}.

7
4

м
4 ;

( 5
9. 2. 10. -оо; --I 3

5
3

и {-1} и (0; 1). 14. 1. 15. (-6; 0) и (0; 2]. 16. 2. 17. (0; 1) и (1; +оо).

18. -3. 19. 3. 20. 11.

§ 8. Иррациональные неравенства

1. [1; 2) и (2 + ^; 6]. 2. -18. 3. 0.4. -4. 5. -1. 6. [1,5; 2). 7. [-10; -9) и

и [-8; -2] и (0; 3). 8. -5. 9. [-3; -1]. 10. (-3; -2] и [-1; 2]. 11.4,5.
12, 6. 13. {-5} и [і; 4| и (4; 8]. 14. (-оо; 0,4) и {3} и (8; +оо). 

ѵ2 )

121 Л
15. ----- ; +оо . 16. (-оо; 0) и [1; 4] и [6; 7) и {8}. 17. 3.

13 у

18. (2; 5-72) и [5 + 72; 10]. 19. 2. 20. 2.

§ 9. Показательные неравенства 
с постоянным основанием

1. (-5; -3) и (3; +оо). 2. (-оо; 2) и (2; 3]. 3. 71 71----- і-лп; - + лп
2 4

п & Z.

4. (-3; 0). 5. (-1; +оо). 6. 0. 7. 16. 8. 8. 9. 1. 10. [-2; -1) о (1; 2].
11. (-оо; -5)и[-3; 3)о(3; +оо). 12. 11. 13. 2. 14. 25. 15. -1. 16. 5.
17. [-2; 1) и (1; +оо). 18. [1; 5) и (10; +оо). 19. (-оо; 1) и (1; 2).
20. -4.
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§10 . Показательные неравенства 
с переменным основанием

1. (-оо; 0) и (2; 3,5) и (4; +оо). 2. (0; +оо). 3. -1. 4. (-2; 4). 5. (-оо; -2] и 
и [2-Ѵб; 0) и (4; 2 +Ѵб). 6. (-оо; 0) и (0; 1). 7. 1. 8. [-3; -1) и [2; +оо).

9. 2. 10. 0. 11.3. 12. 3. 13. Го; |1 и(1; 2). 14. Го; |) и (4; +оо).

15. (-оо; -1) и (1; 2) и (2; 3) и (3; +оо). 16. и [5; +оо). 17. 5.

§11 . Логарифмические неравенства 
с постоянным основанием

-оо;----и (1; +оо). 2. —; —
4 6 3

7 1 (4-; +оо . 3. [3; 4). 4. --; 0 .
3 у ѵ 3

5. 2. 6. 1. 7. 3. 8. 4. 9.
1 

_2 
З- 
4

. 1О.(3;27)и[243;+оо). 11. (-3; -Тб) и

із.
4 ’

15. -18. 16. 1. 17. -2. 18.

и 0;
4

3 -1-Ѵ17
2 4

2
3

. 19. 8. 20. -5.

§12 . Логарифмические неравенства 
с переменным основанием

1. 5. 2. || и -; 11 и [Й; +оо). 3. 7. 4.
І4 2 2 и (1; 4].

5. (4; 3 + 72) и (5; +оо). 6. . 7.
і+Тб’

2
. 8. 1.

9. (3; 27) и (27; +оо). 10.

0;

и [5; +оо). 11. 2. 12. 12.
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15. [2-Ѵ5І 0) и [2 + 75; 5). 16.

Ѵ2

17. (-оо; 0]и(5; +х).

18. 5. 19. 3. 20. + оЛ 21. (1; Ѵ2) и
\ 2 )

—; +оо . 22. 2. 
2

і; -1. 24. (0; 1]. 25. (3; 4). 26. 24. 27. 8.
5 2 у

28.

32.

1. Ѵ6-4
2’ 5

1
2

и (1; >/2). 29. 4; ^1 и (5; 6). 30. 5. 31. -8.

2
. 33. (-1; 2-Л) о(1; 2). 34.

35. 2. 36. (3; +оо). 37. 3. 38. 0; 3-Ѵ5
2

5. 3 + Ѵ5
2’ 2

/3
2

2пп; - + 2яп и — + 2о; л + 2лп , п е Z.6 J I 6 /

40. I --+2лп; - — + 2пп | и - + 2лп; -+2лп 1, п е Z.
I 2 3 3 2 J
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Книги для профессионалов 
Прикладная литература 
Психология и саморазвитие 
Литература для родителей и детей 
Книги для дома, досуга, хобби

ВПЕЧАТЛЕНИЯ
книги для хороших людей

Классическая литература
Интеллектуальная проза 
Книги для подростков 
Детская художественная литература

КАЧЕСТВО
все книги издательства 
соответствуют ГОСТам

: Нам важна ваша 
: безопасность!
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Ф ФЕНИКС
ХОРОШАЯ РАБОТА

Мы предлагаем стабильный доход 
от реализации книг нашего издательства.

344011, Россия, Ростовская обл.,
г. Ростов-на-Дону, 
ул. Варфоломеева, 150 
(863) 261-89-53

Вы писатель или художник?
Присылайте свои работы к нам в издательство.
Отдел редакции: idea@fenixrostov.ru

Вы блогер и жить не можете без книг? Вы все время 
о них пишете? Мы предоставим Вам возможность 
писать об интересных проектах издательства!
Отдел маркетинга: blogger@fenixrostov.ru

www.phoenixrostov.ru
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Вышли в свет

Э. Н. Балаян

МАТЕМАТИКА. ПОДГОТОВКА К ЕГЭ. 
ГРАФИКИ ФУНКЦИЙ. ПРОИЗВОДНАЯ 

И ПЕРВООБРАЗНАЯ. ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ. 
Разбор заданий с кратким ответом 

10—11 классы 
Профильный уровень

Предлагаемое пособие содержит три темы из первой части 
ЕГЭ профильного уровня с краткими ответами.

Каждая тема сопровождается подробным решением и обосно­
ванием разнообразных примеров, встречающихся на экзамене, 
приводятся примеры для самостоятельного решения и ответы 
к ним.

Для удобства пользования пособием приводятся краткие 
справочные материалы по алгебре и началам анализа.

Пособие адресовано старшеклассникам и абитуриентам 
для самостоятельной подготовки к экзаменам, учителям мате­
матики, методистам, слушателям подготовительных отделений 
вузов и репетиторам.

О



Вышли в свет

Э. Н. Балаян

МАТЕМАТИКА.
ПОСОБИЕ ДЛЯ ПОДГОТОВКИ К ЕГЭ 

И ДОПОЛНИТЕЛЬНОМУ ЭКЗАМЕНУ. 
10—11 классы.

Профильный уровень

Предлагаемое пособие написано в соответствии с ныне дей­
ствующей программой по математике, содержит 10 вариантов 
тренировочных тестов профильного уровня, из которых вари­
ант 1 дан с подробным решением и обоснованием, а также 200 
вариантов заданий, разделенных на 3 части в порядке возраста­
ния степени сложности.

Все разделы содержат подробные решения и обоснования 
наиболее сложных нечетных вариантов, причем многие зада­
ния решены различными способами, что способствует творче­
ской активности учащихся, повышению качества знаний, необ­
ходимых при поступлении в вузы.

В заключительной части для удобства пользования книгой 
приводятся справочные материалы.

Пособие предназначено старшеклассникам, абитуриентам, 
слушателям подготовительных отделений вузов, учителям ма­
тематики, репетиторам, для самообразования с целью подготов­
ки к дополнительным экзаменам в вузы с различным уровнем 
требований к математической подготовке, а также для сдачи 
ЕГЭ по математике.



Вышли в свет

Э. Н. Балаян

МАТЕМАТИКА
РАЗБОР ЗАДАНИЙ ДЛЯ ПОДГОТОВКИ К ЕГЭ 

С АНАЛИЗОМ ТИПИЧНЫХ ОШИБОК.
10-11 классы.

Профильный уровень

Предлагаемое пособие содержит подробное решение всех за­
даний ЕГЭ профильного уровня с анализом типичных ошибок, 
допускаемых школьниками и абитуриентами. Ошибки класси­
фицированы, указаны их причины и приведены правильные 
решения.

Для удобства пользования пособием приводятся краткие спра­
вочные материалы по всему курсу математики 7-11 классов.

Пособие адресовано старшеклассникам и абитуриентам 
для эффективной подготовки и успешной сдачи экзамена, а так­
же учителям математики, методистам, слушателям подготови­
тельных отделений вузов и репетиторам.



Вышли в свет

Э. Н. Балаян

МАТЕМАТИКА.
РАЗБОР ЗАДАНИЙ ДЛЯ ПОДГОТОВКИ К ОГЭ 

С АНАЛИЗОМ ТИПИЧНЫХ ОШИБОК.
7—9 классы

В предлагаемом пособии приводятся решения всех заданий 
ОГЭ по математике.

На многочисленных примерах с подробными решениями 
и обоснованиями показаны различные способы решения задач, 
что имеет бо льшее значение для математического развития 
учащихся, чем решение многих задач, но одним и тем же спо­
собом.

В пособии классифицированы типичные ошибки, допускае­
мые школьниками, указаны причины таких ошибок и приведе­
ны правильные решения.

Рассмотрены ошибки (в том числе вычислительные) в то­
ждественных преобразованиях, при решении различных типов 
уравнений, неравенств, при исследовании функций, их свойств 
и построении графиков.

Упражнения для самостоятельного решения отмечены тем­
ными кружочками перед каждым номером, что позволяет за­
крепить усвоенный материал и ликвидировать пробелы в зна­
ниях.

Для удобства пользования пособием приводятся краткие 
справочные материалы по курсу математики 7-9 классов.

Пособие адресовано учащимся 7-9 классов для подготовки 
к ОГЭ, учителям математики и репетиторам.



Вышли в свет

Э. Н. Балаян

МАТЕМАТИКА. ОЛИМПИАДНЫЕ ЗАДАЧИ. 
5-7 классы

В предлагаемом пособии рассмотрены основные методы 
и приемы решения олимпиадных задач разного уровня сложно­
сти для учащихся 5-7 классов.

Пособие содержит 750 задач, разбитых на 50 вариантов 
по каждому классу. Каждый вариант содержит 5 задач по раз­
личным темам.

Задачи, представленные в книге, посвящены таким уже 
ставшим классическими темам, как делимость и остатки, ин­
варианты, диофантовы уравнения, принцип Дирихле, реше­
ние уравнений в целых числах, построение графиков функций 
и т. п.

Ко всем задачам даны ответы и указания, а к наиболее труд­
ным — решения. Большинство задач авторские.

В заключительной части книги приводятся занимательные 
задачи творческого характера, посвященные числам и чис­
ловым закономерностям, вызывающие повышенный интерес 
не только у школьников, но и у преподавателей.

Пособие адресовано учащимся 5-7 классов для подготовки 
к олимпиадам различного уровня, учителям математики, сту­
дентам педвузов, репетиторам.



Вышли в свет

Э. Н. Балаян

МАТЕМАТИКА. 
ОЛИМПИАДНЫЕ ЗАДАЧИ. 

8-9 классы

В предлагаемом пособии рассмотрены основные методы 
и приемы решения олимпиадных задач разного уровня сложно­
сти для учащихся 8-9 классов.

Пособие содержит 650 задач, разбитых на 65 вариантов 
по каждому классу. Каждый вариант содержит 5 задач по раз­
личным темам.

Задачи, представленные в книге, посвящены таким уже 
ставшим классическими темам, как делимость и остатки, ин­
варианты, диофантовы уравнения, принцип Дирихле, триго­
нометрические уравнения, линейные и нелинейные системы 
с параметром и т. п.

Ко всем задачам даны ответы и указания, а к наиболее труд­
ным — решения, причем некоторые задачи решены различны­
ми способами.

Большинство задач авторские.
В заключительной части книги приводятся занимательные 

задачи творческого характера, связанные с числовыми зако­
номерностями. Эти задачи вызывают повышенный интерес 
не только у школьников, но и у преподавателей.

Пособие адресовано учащимся 8-9 классов для подготовки 
к олимпиадам различного уровня, учителям математики, сту­
дентам педвузов, репетиторам.

А


