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ПРЕДИСЛОВИЕ

Предлагаемое вниманию старшеклассников и учителей математи­
ки пособие продолжает серию из нескольких книг для подготовки к 
ЕГЭ по математике профильного уровня.

Настоящая книга посвящена двум заключительным темам на ЕГЭ: 
задачам с параметрами, числам и их свойствам. Эти темы вызывают 
наибольшие трудности не только у старшеклассников, но и у учите­
лей математики, так как изучение соответствующих тем не входит 
в программу средних школ, за исключением специализированных 
школ с математическим уклоном.

Книга состоит из двух глав, разбитых на шесть параграфов, в каж­
дом из которых приводятся примеры с подробными решениями и 
обоснованиями.

§ 1-5 посвящены задачам с параметрами. Здесь рассмотрены раз­
личные типы уравнений, систем уравнений, неравенств и систем 
Неравенств: рациональные уравнения, неравенства и системы, ир­
рациональные уравнения и неравенства, тригонометрические урав­
нения, неравенства и системы, показательные, логарифмические 
уравнения и неравенства, а также задачи, посвященные функциям и 
их свойствам.

$ 6 посвящен числам и их свойствам.
Приступать к изучению методов решения задач целесообразно при 

условии, что ученик или абитуриент хорошо владеет навыками ре­
шения задач школьного курса математики.

Данная книга поможет наиболее эффективно подготовиться к по­
ступлению в большинство престижных вузов.



Глава 1

ЗАДАЧИ С ПАРАМЕТРОМ

Это задание высокого уровня сложности, рассчитанное на приме­
нение не одного метода решения, а на комбинацию различных ме­
тодов. Для успешного выполнения этого задания, помимо прочных 
математических знаний, необходим также высокий уровень матема­
тической культуры.

Здесь встречаются задачи нескольких типов:
1) функции, зависящие от параметра;
2) уравнения с параметрами;
3) неравенства с параметрами;
4) системы и неравенства с параметрами.
Для решения задач с параметрами необходимо овладеть всего тре­

мя методами:
1) аналитическим;
2) графическим в плоскости Оху;
3) графическим в плоскости Оха.

Аналитический метод
Для овладения этим методом необходимо знать и понимать сле­

дующие термины:
► одз.
► Система уравнений (или неравенств).
► Совокупность уравнений (или неравенств).
► Равносильные уравнения (неравенства, системы и совокуп­

ности).
Кроме того, нужно хорошо разбираться в двух методах решения 

уравнений:
► Метод равносильных переходов.
► Метод перехода к уравнению-следствию с последующей провер­

кой корней (с помощью ОДЗ исходного уравнения или с помо­
щью подстановки).
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Графический метод в плоскостях Оху и Оха
Для успешного решения задач необходимо изучить термины:
► График функции.
► График уравнения.
► График неравенства.
► График системы.
► График совокупности.
Прежде всего необходимо разобраться с уравнениями следующих 

графиков:
► Прямая.
► Парабола.
► Окружность.
► Гипербола.

§ 1. Уравнения, неравенства и системы 
с параметрами

Краткая теория и справочные материалы
1. Уравнение I степени (линейное)

Общий вид: ах 4- Ь = 0.
1) Если а * 0, а е R, Ь е R, то х = -Ь/а (корень уравнения).
2) Если а = 0, Ь * 0, то корней нет.
3) Если а = Ъ = 0, то уравнение имеет бесконечно много корней.

2. Уравнение II степени (квадратное)
Общий вид: ах2 + Ьх + с = 0^ где а 0.
а — I (старший) коэффициент, Ь — II коэффициент, с — свобод­

ный член.
И = Ь2 - ^ас — дискриминант (различитель).
1) Если Г) > 0, то уравнение имеет два различных действительных

-Ь + Л) 
корня: х 2 =----------- .

2а

2) Если В = 0, то х =----- — один корень.
2а

3) Если В < 0, то корней нет (действительных).
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Частные случаи

1) Неполные квадратные уравнения:

а) ах2 + с = 0, х. , = ±, если а и с имеют разные знаки; если а и 
У а

с имеют одинаковые знаки, то корней нет;
б) ах2 + Ъх = О, X! = 0, х2 = -Ъ/а;
в) ах2 = 0, х = 0.
2) Квадратное уравнение приведенного вида

2
х2+рх + д = 0, х12 = -^± ^

3) Квадратное уравнение вида
2 , Л -к + ^к2-ас

ах* + 2кх + с = 0, х12 =------------------ .
а

3. Теорема Виета
а) Для квадратного уравнения общего вида: 

& с
^1 "^ ^2 “ ’ ^1^2 — ’

а а
б) для приведенного вида:

*1 + *2 = ~Р, ^1^2 = Я-

Теорема, обратная теореме Виета

Если р, д, хх, х2 таковы, что Хі + х2 = -р; ХіХ2 = д, то хх их2 — кор­
ни уравнения х2 4- рх + д = 0.

4. Разложение квадратного трехчлена 

ах2 + Ьх + с = а(х - х^(х - х2),
где Хі и х2 — корни трехчлена, В > 0.

Если В = 0, то ах2 + Ьх + с = а(х - Хі)2.

5. Биквадратное уравнение
Общий вид: ах4 + Ьх2 + с = 0, а ^ 0.
Заменой х2 = у приводят к квадратному виду

ау2 + Ьу + с = 0.
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Корни биквадратного уравнения:

\~Ь±Л) п Л
Х1,2,3,4=±1 —п-------- » где В = ь *ас.

У 2а

6. Возвратное уравнение IV степени
Общий вид: ах4 + Ьх3 + сх2 + Ьтх + ат2 = 0, а ^ 0.

Приводится к виду а х + —5- +о х +— + с = О и заменой 
X ) X )

у = х + —, у - 2т = х + —5" приводится к квадратному уравнению 
х х

ау2 + Ьу + (с - 2ат) = 0.

Частные случаи

1) ах4 + Ьх3 + сх2 + &х + а = 0,тп=1 — симметрическое уравнение
I рода.

Решается подстановкой у = х+—;
X

2) ах4 + Ьх3 + сх2 - Ьх + а = Ъ, т = -1 — симметрическое уравнение
II рода.

Решается подстановкой у = х-—. 
х

7. Свойства степеней
Для любых действительных х, уиа>0,Ь>0 верны равенства
а0 = 1 (по определению);
ах-аУ = ах + У; ах:аУ = ах~У;
(ах)ѵ = ахУ; {аЪ)х = ахЬх;
(а\х ах _х 1 4 1
{ь} Ъх ах а

8. Формулы сокращенного умножения
а2 - Ъ2 = (а - Ь)(а + Ь) — разность квадратов;
(а + Ъ)2 = а2 + 2аЬ + Ь2 — квадрат суммы;
(а - Ъ)2 = а2 - 2аЬ + Ъ2 — квадрат разности;
(а + Ь)3 = а3 + За2Ъ + За&2 + Ь3 — куб суммы;
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(а - Ь}3 = а3 - За2Ь 4- ЗаЬ2 - Ь3 — куб разности;
а3 4- Ь3 = {а + b)(a2 - ab + Ь2) =
= (а + Ь)3 - ЗаЬ(а + Ь) — сумма кубов;

а3 - Ь3 = (а - b)(a2 + ab + Ъ2) =
= (а- Ь)3 4- ЗаЬ(а -Ь) — разность кубов.

Дополнительные формулы

(а + Ъ + с)2 = а2 + Ь2 + с2 + 2аЬ + 2ас + 2Ьс;
(а - b - с)2 = а2 + Ь2 + с2 - 2аЬ - 2ас + 2Ъс;

(а+Ь] (а-Ь]
------ - ------ = ab;{ 2 J { 2 )

а4-Ь4 = (а- Ь)(а + Ь)(а2 + &2) =
= (а - b)(a3 + a2b + ab2 4- д3);
а5 -Ь5 = (а- Ь)(а4 4- a3b + a2b2 + ab3 4- д4);
а6 4- Ь5 = (а + Ь)(а4 — а3Ь 4- a2b2 - ab3 + Ъ4);
ав -Ь& = (а_ &)(о + Ь)(а2 + аь + ь2)(а2 - ab + Ъ2) =
= (а - Ь)(а5 4- а4Ь 4- а3Ь2 4- а2Ь3 4- ab4 4- Ьб);
а6 + дб = (а2 + &2)(а4 - а2Ь 4- &4).

9. Рациональные неравенства
Неравенство, содержащее только рациональные функции, называ­

ется рациональным.
Р (х) Р (х)

Неравенства вида Рп(х) > 0 или Рп(х) < 0, ——- > 0 или ——- < О,

где Рп(х) и Qm(x) — многочлены соответственно степеней п И mt 
т. е. Рл(х) = а0 + «1х + ••• + алхп; QmM = Ьо + Ь]Х + ... 4- bmxmt наиболее 
часто решаются методом интервалов (промежутков). Этот метод ос­
нован на одном важном свойстве рациональной функции: в интерва­
ле между двумя соседними нулями рациональная функция сохраня­
ет знак. Если рассматривается дробно-рациональная функция, то те 
значения переменной х, при которых функция обращается в нуль, 
будем называть нулями функции (точки числителя), а точки, при 
которых знаменатель дроби обращается в нуль, — точками разрыва 
функции.

Сущность метода интервалов состоит в следующем. На числовой 
оси отмечают все нули и точки разрыва функции f(x) (если они есть). 
При этом числовая ось разбивается на конечное число интервалов, на
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каждом из которых левая часть неравенства сохраняет постоянный 
знак. Чтобы установить этот знак, достаточно взять любую точку из 
интересующего нас промежутка и определить знак функции в этой 
точке. Что касается самих точек, то в случае строгого неравенства 
точки обозначают светлыми кружками. Это означает, что сами точ­
ки не входят во множество решений данного неравенства. В случае 
нестрогого неравенства точки наносят на числовую прямую темны­
ми кружками, а это означает, что сами точки также входят во мно­
жество решений данного неравенства. Понятно, что во всех случаях 
точки разрыва функции обозначают светлыми кружками.

Следует отметить, что наибольшие трудности возникают при опре­
делении знаков промежутков.

10. Системы неравенств
Несколько неравенств с одной переменной образуют систему не­

равенств, если ставится задача найти все общие решения данных 
неравенств.

Значение переменной, при котором каждое из неравенств систе­
мы обращается в верное числовое неравенство, называется частным 
решением системы неравенств, а множество всех частных решений 
представляет собой общее решение системы неравенств или просто 
решение системы неравенств.

Решить систему неравенств — значит найти все ее частные ре­
шения. Следует отметить, что решение системы неравенств представ­
ляет собой пересечение множеств решений неравенств системы, то­
гда как решение совокупности неравенств — объединение множеств 
решений неравенств, образующих совокупность.

Неравенства, образующие систему, обозначаются фигурной скоб­
кой, а образующие совокупность — квадратной. Иногда неравен­
ства, образующие совокупность, записывают в строчку через точку с 
запятой.
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Задачи с решениями

1.1. Рациональные уравнения и неравенства
Пример 1. Найдите все значения параметра а, при каждом из ко­

торых наибольшее значение функции Дх) = |х - д| - х2 не меньше 3.

Решение.
Для того чтобы наибольшее значение функции было не меньше 3, 

необходимо и достаточно, чтобы функция в какой-либо точке приня­
ла значение, равное 3.

И действительно, /(а) = -а2 < 3.
Если Дх) > 1, то в какой-либо точке значение будет равно 3. Если 

же Дх) < 1, то значение, равное 3, приниматься не может.
Перефразируя задачу, условие можно записать так: при каких 

значениях параметра а уравнение |х - д| = х2 4- 3 имеет корни?
Заметим, что х2 + 3 > 0 при всех х е R. Следовательно, полученное 

уравнение равносильно совокупности:
х-д = х2 4-3,

или
х2 — х + (3 + д) = О,

а-х = х2+3, х2 4-х 4-(З-д) = 0.
(1)
(2)

Уравнение (1) имеет решение, если В > 0, т. е. 1 - 4(3 4- д) > 0, или

1 - 12 - 4д > 0, или -4д >11, откуда а < -—.

Аналогично, решая уравнение (2), имеем 

1-4(3-д)>0, 4д>11, д>—.

11 11Ответ: а е -оо;----- и —; +оо .
I 4 J [_ 4 )

Пример 2. При каком значении параметра д уравнение 
|х2 - 4дх + 9| = |бд - х2 - 4х - 3| имеет более двух корней?

Решение.
Если \т\ = |п|, то т2 = п2. Следовательно, данное уравнение можно 

записать в виде (х2 - 4дх + 9)2 = (6д - х2 - 4х - З)2.
Применив формулу разности квадратов, получим

(х2 - 4дх + 9 - 6д + х2 + 4х + 3)(х2 - 4дх 4- 9 4- 6д - х2 - 4х - 3) = 0, 
или (2х2 4- 4(1 - д)х 4- 12 - 6д)(-4(д 4- 1)х 4- 6(д 4- 1)) = 0, или
(х2 4- 2(1 - д)х 4- 6 - Зд)(-2(д 4- 1)х 4- 3(д 4- 1)) = 0, или
(х2 4- 2(1 - д)х + 6 - Зд)(д + 1)(2х - 3) = 0.
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Полученное уравнение имеет более двух корней, если а = -1, или 
уравнение х2 + 2(1 - а)х + 6 - За = 0 имеет два различных корня, от-

3 личных от —:
2

(1-а)2-6 + За>0,

+ 2(1-а)— + 6-За^0;

а2+а-5>0,
і 9

—+3-За + 6-За*0;І4

а2 + о - 5 > О,
15

-1±Ѵп -1-^21 -1+-^1 15 15
------------ , откуда а<------------ , ------------<а<—, или а>—.

2 2 2 8 8
Итак, исходное уравнение имеет более двух различных корней

при а< , при а = -1, при  
2-------------------- 2

15
8

15 
8

Ответ: -оо:
2 2 ’ 8 ’

15 
8

Пример 3. Найдите все значения параметра а, при которых сумма 
кубов различных корней уравнения 4х2 - Зх + а = О меньше или равна 1.

Решение.
Пусть Хх и х2 — корни уравнения, причем хх * х2. Тогда дискрими­

нант уравнения П > 0, т. е. Б = З2 - 4 • 4 • а = 9 - 16а > 0, откуда

3 1Запишем исходное уравнение в виде х2 —х +—а = 0.
4 4

По теореме Виета имеем

Согласно условию х^ +х| < 1.

Но ^+^=(х1+х,)'-Зх1х2(х1+х!) = ГІ ■3Ів'ГІ а
16’

27 а,Учитывая, что х’ + х® <1, получим---------- <1, или 27 - 4а < 64,
64 16

4а > -37, откуда а >----- .
4
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Итак, ”

Ответ

16’ р 37^ 9
Следовательно,------<а<—.

37 4 16
4 '

37, И
4 ’ 16/

Пример 4. Найдите все значения параметра а, при которых урав­
нение (а - 3)х2 - 5ах 4- а - 1 = 0 имеет два корня разных знаков.

Решение.
Если а = 3, то получим -5ах + а - 1 = 0, или -15х 4- 2 = О, откуда 

2
х = —.В этом случае исходное уравнение имеет 1 корень.

15
Если а * 3, то квадратное уравнение имеет 2 корня, если В > 0.
По условию корни уравнения должны иметь разные знаки.

Так как -

5а х. +х9 =------ ,
1 2 а-3

а-1 
Х1 Хг — л я’ а — о

0-1 Ато---- -  < 0, где хгх2 < 0. 
а-3

_ 0-1 ЛРешая неравенство------ < 0 методом интервалов, имеем 
а-3

+ - +
- -Чтптпг?-----
1 3
1 < а < 3.

Ответ: (1; 3).

Пример 5. Найдите все значения параметра а, при каждом из ко­
торых модуль разности корней уравнения х2 - 4х + 12 + а2 — 6а = О 
принимает наибольшее значение.

Решение.
I способ

Пусть Хі и х2 — корни уравнения. Тогда
хг+х2=4, 

х1х2 =а2 -6а +12.

Согласно условию получим
кі-^П^Ѵ^? = >/(х1+х2)2-4ххх1! = ^42-4(а2-6а + 12) = 

= Ѵ-4а2+24а-32 = 2>/-а2+6а-8 = 2^1-(а-3)2.
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Следовательно, полученное выражение, а значит, и модуль разно­
сти принимает наибольшее значение при а - 3 = 0, т. е. а = 3.

Ответ: а = 3.

II способ
Запишем уравнение в виде (х2 - 4х + 4) + (а2 - 6а + 9) = 1, или 

(х - 2)2 + (а - З)2 = 1 — уравнение окружности с центром в точке 
(2; 3) и радиусом г = 1.

Корнями уравнения являются точки пересечения окружности с 
горизонтальной прямой а = const. В этом случае прямая содержит диа­
метр окружности и наибольшая разность корней достигается при а = 3.

Ответ: а = 3.

Пример 6. Найдите все значения параметра а, при каждом из ко­
торых уравнение (х2 - 18)(3 - 2х) = а имеет три различных решения.

Решение.
Пусть Дх) = (х2 - 18)(3 - 2х) = -2х3 + Зх2 + 36х - 54.
Эта функция определена, непрерывна и дифференцируема на R, 

так как f — многочлен.
Найдем производную:
f(x) = (-2х3 + Зх2 + Збх - 54)' = 

= -6х2 + 6х + 36 = -6(х2 - х - 6) = 
= -6(х + 2)(х - 3), где -2 и 3 — корни 
квадратного трехчлена.

f(x) = 0 при х = -2 или х = 3.
Изобразим на числовой прямой зна­

ки производной и поведение функции.
f(x) - min + max - 
f{x) -2 -з

Построим эскиз графика. Из графи­
ка видно, что уравнение f(x) = а имеет 
три различных решения при 
/(-2) <а< f(3).

Найдем соответствующие значения 
функции в точках -2 и 3.

/(-2) = (4 - 18) • (3 + 4) = -98, 
/(3) = (9 - 18) • (-3) = 27.
Следовательно, при -98 < а < 27 урав­

нение имеет три различных решения.
Ответ: а е (-98; 27).
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Пример 7. Найдите все значения параметра а, при каждом из ко- 
торых уравнение х4 - 2х3 - 8х2 + 12х - 12 - 2ах + 8а - а2 = 0 имеет 
не более трех решений.

Решение.
Разложим левую часть уравнения на множители:
х4 - 2х3 -х2(а - 2) + х2(а - 6) - 

- 2х(а - 6) - (а - 6)(а - 2) = О, 
или (х2 - 2х - (а - 2))х2 + (х2 - 2х - 
- (а - 2))(а - 6) = О, 
или (х2 - 2х - (а - 2))(х2 + (а - 6)) = О, 
откуда х2 - 2х - (а - 2) = 0, или 
х2 + (а - 6) = 0.

Выразим параметр а через х: 
а = х2 - 2х + 2, а = -х2 + 6, или 
а = (х - I)2 + 1, а = -х2 4- 6.
В прямоугольной системе хОа по­

строим графики двух парабол, для чего 
найдем координаты точек пересечения
из уравнения (х - I)2 + 1 = -х2 + 6, или 2х2 - 2х - 4 = 0, или
х2 - х - 2 = 0, откуда хх = -1, х2 = 2, тогда имеем А(-1; 5), В(2; 2).

Из графика видно, что при а < 0 имеем два корня;
при а = 0 — два корня; при а = 1 — три корня;
при 1 < а < 2 — четыре корня; при а = 2 — три корня; 
при 2 < а < 5 — четыре корня; при а = 5 — три корня; 
при 5 < а < 6 — четыре корня; при а > 6 — два корня. 
Ответ: (-оо; 1] и {2; 5} и [6; +оо).

Пример 8. Найдите все значения а, при каждом из которых урав­
нение

9(ах-х2) +—-—- + 6 = 0 
' ' ах-х

имеет ровно два различных корня на промежутке [-2; 1). 
Решение.

9 л 1 с л 9и2+6и + 1 _
Пусть а,х - х* = у, тогда получим 9і/ + — + 6 = 0, или —------ 2---- = 0,

У У
(Зу + 1)2 „ 1 „

или ---------— = 0, откуда у = —, у *0.
У 3
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Следовательно, ах-х2 = —, х2-ах — = 0. 
3 3

Заметим, что дискриминант В = а2 + ^> 0.

Значит, уравнение х2 -ах-^ = О имеет два различных корня.

Пусть /(х) = х2 -ах-^. Так как Д0) = ~<0, то корни уравнения

Дх) = 0 принадлежат промежутку [-2; 1) тогда и только тогда, когда

/(-2) > 0 и/(1) 0, т. е. если 4 + 2а-—>0 и 1-а-і>0. 
3 33

Имеем систему неравенств

4+2а--^0, 
3

1-а-->0;
3

2а>1-4 
3

3

2а >-— 
3

2.
З’

11
6 ’

2
З’

Значит, исходное уравнение имеет ровно два различных корня на 
г п Их 2промежутке [-2; 1) при----- < а < —. 

6---------3
л 11^ 2Ответ:----- <а<—. 

6---------3

Пример 9. Найдите все значения параметра а, при каждом из ко- 
4х2-а2 п

торых уравнение-------------- = 0 имеет ровно два различных решения.
2х - 4 - За

Решение.
Запишем уравнение в виде

(2х-а)(2х + а) _ [(2х - а)(2х + а) = 0,
-------------------- = или <

2х - 4 - За 2х - 4 - За * 0,

а а За + 4
откуда х = -, х = -—, —2—’

Чтобы уравнение имело два различных решения, необходимо, что- 
- а а ~бы числа — и — были различны, а также ни одно из них не равня- 

2 2
За+ 4 лось-------- .

2
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Имеем: 1) — *—, откуда а *0;
2 2

о Зо + 4 _ , . «2) — *-------- , или а * За + 4, т. е. а # -2;
2 2

3) _а*За + 4 -а * За + 4, а * -1.
2 2

-2 0

а < -2, -2 < а а < 0, а > 0.
Ответ: (-оо; -2) и (-2; -1) и (-1; 0) и (0; 4-оо).

Пример 10. Найдите все значения параметра а, при каждом из
х-За х-2 .

которых уравнение-------- 4--------- = 1 имеет ровно 1 корень.
Х4-3 х-а

Решение.
Упростим данное уравнение:
(х-За)(х-а)+(х+ЗХх-2)-(х+3)(х-а) п - ----------------------------------------------------------= и, или

(х + 3)(х-а)

х2 - Зах - ах 4- За2 4- х2 4- Зх - 2х - 6 - х2 - Зх 4- ах 4- За
(х 4- 3)(х - а)

х2 - (За 4- 2)х 4- (За2 4- За - 6) _ ^
(х 4- 3)(х - а)

х2 - (За 4- 2)х 4- (За2 4- За - 6) = 0, х * -3, х*а.

= 0, или

(1)
1. Если х = -3, то уравнение (1) примет вид
9 4- 3(3о 4- 2) 4- (За2 + За - 6) = 0, или а2 + 4а + 3 = 0, откуда а = -3, 

или а = -1.
2. Если х = а — корень уравнения (1), то получим а2 — (За 4- 2)а 4- 

4- (За2 + За - 6) = 0, или а2 4- а - 6 = 0, откуда а = -3 или а = 2.
Итак:

ѵ А х24-7х4- 12 я
а) при а = -3 получим —-—^— = 0, или 

х = -4 — единственный корень уравнения;

б) при а = -1 получим-----------------= 0, или
(X 4- 3)(х 4-1)

х = 2 — единственный корень уравнения;

(х + 3)(х + 4) 
1^ = 0' °ТКУДа

(х + 3)(х-2) п
------- —----- - = 0, откуда
(х + 3)(х + 1)
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. о х2-8х + 12 (х-6)(х-2)в) при а = 2 получим -----------------= 0, или ------------------= 0, откуда
(х + 3)(х-2) (х + 3)(х-2)

х = 6 — единственный корень исходного уравнения.
Кроме того, исходное уравнение имеет единственный корень х* а, 

х * -3, если Б = 0, т. е. (За + 2)2 - 4(3а2 4- За - 6) = 0, или -За2 + 28 = О, 
2 28 /28"

откуда а =—, а = ±А—~.

Значит, уравнение (1) имеет ровно два различных корня при

; ровно один корень при а = или а = А—; не

/28 /28
имеет корней при а < -и— или ПРИ а > Л—*

Таким образом, исходное уравнение имеет ровно один корень при

а =
/28

а — -3, а = -1, а = 2, а = А— 
V 3

Ответ: а = -.
/28

а = -3, а = -1, а = 2, а = А—

Пример 11. Найдите все значения параметра а, при каждом из 
которых уравнение

х2 + (2 - а)2 = |х - 2 4- а| + |х - а + 2| 
имеет единственный корень.

Решение.
Если х0 — корень исходного уравнения, то и (-х0) является его 

корнем. Значит, уравнение имеет нечетное число корней, если 
х0 = -х0, т. е. х0 = 0. Тогда уравнение примет вид

(2 - а)2 = |а - 2| + |2 - а|, или |2 - а|2 - 2|2 - а| = 0,
|2 - а| • (|2 - а| - 2) = 0, откуда |2 - а| = 0, а = 2, или |2 - а| = 2,
т. е. 2 - а = ±2, а = 0, а = 4.
1) При а = 2 уравнение запишется в виде х2 = 2|х|, или х2 - 2|х| = 0, 

|х|'(|х| - 2) = 0, откуда находим Хі = 0, х2 = -2, х3 = 2.
В этом случае уравнение имеет три корня.
2) При а = 0 и при а = 4 получцм уравнение х2 4- 4 = |х - 2| + |х + 2|.

—I------------ 1---------- ►
-2 2

а) При X < -2 получим х2 4- 4 = -х 4- 2 - х - 2, или х2 4- 2х 4- 4 = 0 — 
нет действительных корней.
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б) При -2 < х < 2 имеем х2 + 4 = 4, х2 = 0, х = 0, т. е. уравнение 
имеет единственный корень.

в) При х > 2 получим уравнение х2 + 4 = х- 2 + х + 2, или 
х2 - 2х + 4 = 0, которое не имеет действительных корней.

Итак, при а = 0 и при а = 4 исходное уравнение имеет единствен­
ный корень.

Ответ', а = 0 и а = 4.

Пример 12. В зависимости от значений параметра а решите урав­

нение х5 - 5х3 + 5х = а5 + 
а5

Решение.
Пусть у+— = х, тогда / +-^ = х2-2; 

У У

з 1
У +~ =

У
2 1 

у +—
У /

( 1 I
у + — = (х2 - 2)х - х = х3 - Зх;

I У)

/+Л=^з+ЛУ^+~+-Ѵі=с*3 _ 2*)*- № -2)
У V У А У} V У )

= (х4 - 4х2 4- х)х - (х3 - Зх) = х5 - 5х3 + 5х.
Учитывая левую часть исходного уравнения, имеем 

в 1 5 1
У а

(1)

Теперь идея решения становится ясной. Возможны следующие 
случаи:

1) если а = -1, то у5 +Х = -2, отсюда у = -1, тогда х = у + - = -2; 
У У

2) если а = 0, то (1) не имеет корней;
3) если а = 1, то у5 + Д- = 2, откуда у = 1 и х = 2;

4) если а ^ ±1, а * 0, то у = а, х = а + —.
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Ответ: если а = -1, то х = -2; если а = 0, то корней нет; если 

а = 1, то х = 2; если а ±1, а * 0, то х = а+—.

Пример 13. При каких значениях параметра а корни уравнения 
х3 4- ах2 4- 56х - 64 = 0 составляют геометрическую прогрессию?

Решение.
Пусть Хх = т, х2 = ту, х3 = ту2 — корни данного уравнения, 

составляющие геометрическую прогрессию, где у — знаменатель 
прогрессии, тогда левую часть уравнения можно разложить на мно­
жители:

х3 4- ах2 4- 56х - 64 = (х - Хі)(х - х2)(х - х3) = 
= (х - т)(х - тд)(х - тд2).

Раскрывая скобки в правой части полученного равенства и срав­
нивая коэффициенты при одинаковых степенях %, получим

х3 4- ах2 4- 56х - 64 = (х2 - тх - тдх 4- т2д)(х - тд2) =
= х3 - тх2 - тдх2 4- т2дх - тд2х2 4- т2д2х 4- т2д3х - т3д3 =

= х3 - (т + тд + тд2)х2 4- (т2д 4- т2д2 4- т2д3)х - т3д3.
Отсюда имеем систему

т 4- тд + тд2 = -а, 

т2д 4- т2д2 4- т2д3 = 56, 

т3д3 = 64;

т(1+д + д2) = -а,

т2д(І4-д4-^2) = 56, 
тд = 4.

Разделив обе части II уравнения на I, имеем
56 , 56 лтд =----- , и так как тд = 4, то------= 4, откуда а = -14.
а а

Ответ: -14.

Пример 14. При каких значениях параметра а неравенство

а(х 4- 6)
выполняется для всех х € (-1; 1)?

Решение.
Данное неравенство должно выполняться, в частности, при х = О, 

а2 с
тогда оно примет вид — > 1, откуда а > 6.

6а
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Заметим, что если х е (-1; 1), то х + 6 > 0, и при указанных огра­
ничениях исходное неравенство имеет вид х2 - ах + а2 - 6а > 0.

Абсцисса вершины параболы у = х2 - ах + а2 - 6а будет равна

*о = —>1, так как а > 6, и неравенство будет выполняться при всех

х е (-1; 1), если оно выполняется при х = 1, т. е. имеем
1 - ф+ а2-6а> 0, или а2 - 7а -I-1 > 0, D = 49 - 4 = 45 > 0, а12 = ^g^

ІІІІШІ^ ^lllllllllll ^

Следовательно, а е -оо;

Учитывая условие а > 6, окончательно получим

Ответ: ^7 + Зл/б);

Пример 15. При каких значениях параметра а неравенство 
х2 + 5|х - а\>а2 

справедливо для всех значений?
Решение.
Заметим, что при х - а > 0, т. е. при х > а, данное неравенство рав­

носильно неравенству х2 + 5(х - а) > а2, или (х2 - а2) + 5(х - а) > 0, 
(х - а)(х + а + 5) > 0, (х - а)(х - (-а - 5)) > 0 — справедливо для всех 
значений из рассматриваемого промежутка тогда и только тогда, ко­
гда а > -а - 5, т. е. когда а > -2,5.

Если х < а, то \х - а\ = а - х, тогда имеем х2 - 5(х - а)> а2, или 
(х - а)(х - (5 - а)) > 0, которое справедливо при а < -а + 5, т. е. если 
а <2,5.

Итак, исходное неравенство справедливо для всех значений при 
-2,5<а<2,5.

Ответ: [-2,5; 2,5].



Глава 1. Задачи с параметром •» 21

х +1 
Пример 16. Решите неравенство а------->1. 

х-1
Решение.
Запишем данное неравенство в виде

Х + 1 ч (* + 1 ч
а а>1-а, или а---------- 1 >1-а, 

х-1---------------------- \х-1 )

Если а = 1, то------ > 0, х - 1 > 0, т. е. х > 1.
х-1

Если а < 0, то х - 1 < 0, т. е. х < 1.
В этом случае данное неравенство запишется в виде

2а < (1 - а)х - 1 4- а, или (1 - а)х > а + 1, откуда х > ^ + °.
1-а

Следовательно, если а < 0, то------ < х < 1.
1-а

Если 0<а<1, тох>1,и данное неравенство примет вид

2а > (1 - а)х - 1 + а, или (1 - а)х < 1 + а, откуда х < —.
1-а

Значит, если 0<а<1,то 1<х< —.
1-а

Наконец, если а > 1, то при х > 1 неравенство выполняется, а если 
х < 1, то неравенство примет вид 2а < (1 - а)х - 1 4- а, или

(1 - а)х > 1 4- а, откуда х <-------- .
а-1

Итак, если а > 1, то х > 1, или х<------- .
а-1

Ответ: 1) если а = 1, то х > 1;

2) если а > 1, то х <-------- , или х > 1;
а-1

3) если 0<а<1, то1<х< —;
1-а

4) если а < 0, то------ < х < 1.
1-а
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Пример 17. Найдите все значения параметра а, при которых 
уравнение

(х2 - 4|х| + а)2 + 2(х2 -4|х| + а) + 2 = cos— 
а

имеет ровно два корня.
Решение.
Запишем уравнение в виде

(х2 - 4|х| + а)2 + 2 • (х2 -4|х| + а) + 1 + 1 - cos— = 0, или 
а

(х2 - 4|х| + а + I)2 + I І-cos—| = 0.

Заметим, что (х2 - 4|х| + а + I)2 > 0, 1-cos—> 0. 
а

Следовательно, исходное уравнение равносильно системе 
?-4|х| + а + 1 = 0,

і 6л Л 1-cos— = 0.
а

Уравнение (1) представим в виде |х|2 - 4|х| + 4 = 3 - а, или 
(|х| - 2)2 = 3 - а, откуда находим |х| = 2±ѴЗ^о.

Из (2) имеем cos— = 1, — = 2лп, т. е. а = —, п е Z.

(1)

(2)

а а п

Итак, имеем - а,
3

a = —,*lEZ.
п

Уравнение |х| = 2±>/з-а имеет ровно два корня, если ѴЗ-а =0, 

или 2-л/З-а <0, т. е. при а = 3, или а < -1.
Значит, а е (-оо; -1) и {3}.

З3 3Так как a = —f п е Z, то а = ±3; ±—; ±1,
2п

3
Тогда а = ±3, а = ——

Ответ: ±3; —.
2
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Пример 18. Найдите все значения параметра а, при каждом из 
которых три различных корня уравнения

х3 + (а2 - 10а)х2 + 18ах - 216 = О
образуют геометрическую прогрессию. Найдите эти корни.

Решение.
Пусть д — знаменатель прогрессии, тогда «2 = ХГ 9» хз = ХГ Ч2* 
По теореме Виета ХіХ2х3 = 216, или (х^)3 = 216, откуда х^ = 6, 

т. е. х2 = 6.
X 6Запишем теорему Виета для ^ = —= -, х2 = 6, х3 = х2д = 6д.
Ч Ч

Имеем -

хі + х2 + хз = "(о2 - 10а), 

Х1Х2 + Х1Х3 + Х2Х8 = ^О, 
х1х2х8=216;

—+6 + 6д = 10а-а2, 
Ч

— 6+ —6д + 6'6д = 18а, 
Ч Ч
х2 = 6;

6 —+1 + д =10а-а2,

Гі
36 —+1+д =18а,

\ч
Х2 =0’

Поскольку а * 0, ибо в противном случае уравнение —+1 + д = 0 не

имеет корней, следовательно, этот случай противоречит условию су­
ществования трех различных корней (согласно условию задачи).

Разделив первое уравнение полученной системы на второе, имеем

, откуда находим а = 7, тогда из второго уравнения послед­

ней системы получим
9 = 2,

Пусть 9 = 2, тогда х1 = - = 3, х2 = 6, х3 = 6 • 2 = 12. В обоих случаях 
Ч

получаем тройку чисел: 3; 6; 12.
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Поскольку х2 = 6, уравнение можно решить проще, подставив в 
исходное уравнение х = 6.

63 + 36(а2 - 10а) + 18 • 6а - 216 = 0, или
6 + а2 - 10а + За - 6 = 0, или а2 - 7а = 0, а * 0, а = 7.

Если а = 7, то получим уравнение

х3 - 21х2 + 126х - 216 = 0,

(х - 3)(х2 - 18х 4- 72) = 0, (х - 3)(х - 6)(х - 12) = 0, откуда хг = 3, 
х2 = 6, х3 = 12.

Ответ: а = 7, хх = 3, х2 = 6, х3 = 12.

Пример 19. Найдите все значения параметра а, для которых ров­
но при одном х из промежутка [1; 5) значение выражения х4 - х2 + 5 
равно значению выражения а(х2 - 4).

Решение.
Согласно условию задачи имеем

х4 - х2 + 5 = а(х2 - 4), или
х4 - (а + 1)х2 + (5 + 4а) = 0. (1)

Пусть х2 = і. Так как х е [1; 5), то / е [1; 25). Учитывая замену, 
равенство (1) примет вид

^2-(о+1)Н(5 + 4о) = 0. (2)
С учетом (2) условие задачи можно перефразировать так: най­

ти все значения параметра а, при которых квадратный трехчлен 
/V) = і2 - (а + 1)і + (5 + 4а) имеет ровно один корень на промежутке 
[1; 25). Это возможно в следующих случаях:

1) В = 0; 1 < х0 < 25, где х0 — абсцисса вершины параболы /(0;
2) /(1) • /(25) < 0;

3) /(1) = 0,
^і 42 = 5 + 4о > 25, 

Ѵ^=5 + 4о<1.
Рассмотрим каждый случай в отдельности.

(а + 1)2-4(5 + 4а) = 0, а2-14а-19 = 0, 
1<а<49.

Решая квадратное уравнение системы, находим 
^2 =7 + 749 + 19=7 + 2717, 1 < 7 + 2>/17 < 49;

7-2Ѵ17 <1 => 7+2^17 — удовлетворяет условию задачи.
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2. (1 - (а + 1) • 1 + (5 + 4а))(25 - 5(а + 1) + (5 + 4а)) < 0, или 
(За + 5)(а - 20) > 0.

Решая полученное неравенство методом интервалов, имеем сово-

купность неравенств
5 

а< 3’ 

а >20.

3. ^

1-(а + 1)1 + (5 + 4а) = 0, [За = -5, 

5 + 4а>25, [о>5,

5 а = —,
3

5откуда а = — удовлетворяет условию задачи. 
3

Ответ: -оо; —I 3

Пример 20. Найдите все значения параметра а, при которых урав- 

нение —5 = ах-3 на промежутке (0; +оо) имеет более двух корней.

Решение.

Рассмотрим функции /і(х) = ах - 3 и /2(х) = —5. Исследуем урав- 
х

нение ^(х) = /2(*) на промежутке (0; +оо).
Заметим, что при а < 0 на промежутке (0; +оо) все значения 

функции /х(х) < 0, а /гС^) ^ 0, следовательно, при а < 0 уравнение 
А(^) = /г(х) не имеет решений на промежутке (0; +оо).

При а > 0 функция Л(х) возрастает, а функция /2(х) убывает на

промежутке 0; — 
к 5

значит, уравнение ^(х) = /ъМ имеет не более

0; —
5

причем решение будет в том случае, если

6
5

6 1 6— , т. е. имеем а 3>0, откуда а>—. 
5/ 5----------------------------- 2
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Далее на промежутке —; + оо уравнение Л(х) = /2(^) запишется

о к 6в виде ах - 3 = 5 - —, откуда получим квадратное уравнение 
X

ах2 - 8х + 6 = 0.
Учитывая, что случай а < 0 был рассмотрен выше, будем считать,

что а > 0.

Так как П/4 = 16 - 6а, то при П/4 < 0, т. е. а>—, уравнение не

имеет корней; при Р/4 = 0, т. е. а = — уравнение имеет один корень

43 8 о 4±ѴР/4
— = —; при 0<а<------- 2 корня: х, 2 = *-------- , причем больший
а 2 3 'а

корень
4+7^74 4 3 6 Гб А

х2 =------------- > — > — >—, значит, х2е -; +оо , а меньшии корень
а а 2 5 /

ГбХі е —; +оо в том случае, если

6 с 36а-90
-+6 =  
5 25

>0,

т. е. а> —. Итак, исходное уравнение имеет один корень при 0 < а < —

8 5 8 5 8и а>—; 2 корня — при а = — и а = —; 3 корня — при — <а<—; нет 
3 2 3 2 3

корней при а < 0.

Ответ: —<а<—.
2 3

Пример 21. При каком значении параметра а уравнение 
(а + 2 - |х + 1|)(а + х2 + 2х) = 0 имеет: 1) 3 корня; 2) 2 корня?

Решение.
Пусть х + 1 = і, тогда х2 + 2х = (х + 1)а- 1 = ^ - 1, и данное урав­

нение запишется в виде
(а + 2 - |ф(а - 1 + I2) = 0. (1)
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Построим графики функций
а = 1 - і2 и а = \і\ - 2.

1. Прямые а = 1 и а = -2 имеют ровно 3 общие точки с графиком 
уравнения (1), т. е. при а = 1 и а = -2 уравнение (1) имеет 3 корня.

2. Если а > 1 и а < -2, то уравнение (1) имеет ровно 2 корня.
Кроме того, уравнение (1) имеет 2 корня в случае, если графики 

функций а = 1 - ^2 и а = |і| - 2 имеют общие точки, т. е. если 1 — £2 = 
= |^| - 2, где ^о > 0» или 1-22 = г- 2(г = І^оІ)-

Значит, г2 4- 2 - 3 = 0, Р = 13 > 0, откуда
Лз-і о Лз-5

20 ~ 9 ’ °0 20 9 •

Ответ: 3 корня при а = 1 и а = -2; 2 корня при а < -2; а > 1;

а =------
2

Пример 22. Найдите все значения параметра а, для которых не-

равенство
ах2 + 6х - 9а - 9 

х-4
выполняется при всех х < -2.

Решение.
Поскольку х<-2, тох-4 < 0. Следовательно, данное неравенство 

равносильно неравенству ах2 + 6х - 9а - 9 < 0. (1)
Пусть /(х) = ах2 + 6х - 9а - 9.
Возможны три случая:
1. а > 0. В этом случае ветви параболы направлены вверх, значит, 

ни на каком бесконечном промежутке не может выполняться усло­
вие /(х) < 0.
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2. а = 0. Тогда 6х - 9 < 0 верно при всех х < -2; а = 0 удовлетворяет 
условию задачи.

3. а < 0. В этом случае неравенство (1) выполняется при всех 
х < -2, если

В<0,
Л-2)<0, 

/о - — 2»

где х0 — абсцисса вершины параболы /(х).
Заметим, что Р/4 = 9 + 4а(9а + 9) = 36а2 + 36а + 9 = (6а + З)2 > 0,

тогда имеем равносильную систему неравенств 
[4а-12-9а-9<0, [5а + 21>0,

или < 2а-3
І^о 2а а

Учитывая, что а
[5а >-21, 

0, получим <
2а-3<0:

откуда

-4,2<а<1,5.
Так как а < 0 и а = 0 удовлетворяют условию задачи, окончатель­

но получим -4,2 < а < 0.
Ответ: [-4,2; 0].

Пример 23. Найдите все значения параметра а, при которых не-

равенство
х-2а-4 
х-а + 4

< 0 выполняется для всех х е [2; 3].

Решение.
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На плоскости хОа изобразим множество пар (х, у), для которых 
выполняется данное неравенство. Искомые значения а0 характеризу­
ются тем, что отрезок прямой а = а0 при х е [2; 3] полностью принад- 

лежит заштрихованной области, что достигается при а е —; о .

Ответ: —; 6 .

Пример 24. При каких значениях параметра а уравнение 
(х2 - а)2 - Юх2 - Зх + а = О 

имеет ровно 4 решения?
Решение.
Запишем данное уравнение как квадратное относительно перемен­

ной а:
х4 -2ах2 + а2 - Юх2 - Зх + а = 0, или
а2 - (2х2 - 1)о + (х4 -Юх2 -Зх) = О,

.0 = (2х2 - I)2 -4(х4 - Юх2 -Зх) = 4х4 - 4х2 -I-1 - 4х4 + 
+ 40х2 + 12х = 36х2 + 12х + 1 = (6х + I)2 > О, 

(2х'-1)±(6х+1) „ . 2 0,
^ 2 = -------------- х2 + Зх; а2 = х2 - Зх -1.

Имеем две возможности:
1) х2 + Зх - а = О, Ог = 9 + 4а;
2) х2 - Зх - а - 1 = О, П2 = 9 + 4(а + 1) = 4а + 13.
Если Рі < 0 или Л2 < 0> т° не существует значения а, удовлетво­

ряющего данному уравнению. Значит, если существует значение а, 
при котором исходное уравнение имеет 4 корня, то должны выпол­
няться условия Ві > 0 иР2 > 0.

9 13Если Оі > 0, то а >—; если В2 > 0, то а> . Из полученных 
4 4

9 неравенств следует, что а> —.
4

Ответ: при а > -2,25.

Пример 25. Сколько корней в зависимости от параметра а имеет 
уравнение |х2 - 5х + 6| + |х2 - 5х + 4| = а?

Решение.
Рассмотрим функцию у = |х2 - 5х + б| + |х2 - 5х + 4|.
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Так как
х2 - 5х + 6 = (х - 2)(х - 3) и х2 - 5х + 4 =

= (х - 1)(х - 4), то
0 = |(*-2Х*-3)| + |(х-1)(х-4)|. (1)

Корни квадратных трехчленов отметим на числовой прямой: 
—I------ 1 I------1 ►
12 3 4

Числовая прямая при этом разбивается на 5 промежутков:
1) если х < 1, то у = х2 - 5х + 6 + х2 - 5х + 4 =

= 2х2 - Юх + 10;
2) если 1 < х < 2, то у = х2 - 5х + 6 — х2 + 5х - 4 = 2;
3) если 2 < х < 3, то у = -х2 4- 5х - 6 - х2 4- 5х - 4 =

= -2х2 + Юх - 10;
4) если 3 < х < 4, то у = х2 - 5х 4- 6 - х2 4- 5х - 4 = 2;
5) если х > 4, то у = х2 - 5х 4- 6 4- х2 - 5х 4- 4 =

= 2х2 - Юх 4-10.

Для случая 3) х0 =------= 2,5;
2а

Уо = -—+25-10 = 2,5. 
2

Итак, (2,5; 2,5) — координаты вершины
параболы у = -2х2 4- Юх - 10.

Построим график функции, заданной ра­
венством (1).

Ответ: если а < 2, то корней нет;
--------1-----І-+ч-----I-
0 12 3 4

если 2 < а < 2,5, то 4 корня;
если а = 2,5, то 3 корня; если а > 2,5, то 2 корня.

Пример 26. При каких значениях параметра а неравенство 
|х 4- а| 4- х2 < 3 

имеет положительные решения?
Решение.
Запишем данное неравенство в виде |х 4- а| < 3 - х2. Приведем гра­

фическое решение неравенства, для чего рассмотрим функции
/і(х) = 3 - х2 и ^(х) “ I* + 4

Положительным решением данного неравенства будет то положи­
тельное значение х = х0, при котором точка графика функции /х(х)
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с абсциссой х0 лежит выше точки графи­
ка функции /2(х) с той же абсциссой х0.

Если х + а < 0, то получим
х2 - х - (а + 3) = О, .О = 1 + 4(а + 3), отку-

13
да а =----- . В этом случае графики функ-

4
ций ^(х) и /2(х) касаются, тогда уравне­
ние имеет единственный положительный 
корень х = 0,5, а при а = 3 график функ-

13
ции /2(х) проходит через точку (0; 3). Значит, если----- < а < 3, то на 

4
интервале (0; 7з) графики функций ^(х) и /2(х) имеют точку пересе­

чения, следовательно, исходное неравенство имеет положительные 
решения.

Л 13 оОтвет: при —— < а < 3.

Пример 27. Решите неравенство
(3 - а)х2 + (7а - 19)х + (44 - 19а) > 0, если а е (1; 2).

Решение.
Запишем данное неравенство в виде

Зх2 - ах2 + 7ах - 19х -I- 44 - 19а > 0, или
(-х2 + 7х - 19)а + (Зх2 - 19х + 44) > 0. (1)

Левая часть (1) имеет вид /(а, х) = /і(х)а + /2(х), где ^(х) = -х2 + 
+ 7х - 19, /2(х) = Зх2 - 19х + 44.

Заметим, что функция /(а, х) является линейной относительно а, 
тогда неравенство /(а, х) > 0 будет выполняться при всех а е (1; 2), 
если

7(1; х) = 2х2 - 12х + 25 > 0, (2)

/(2; х) = х2-5х + 6 > 0. (3)

Решим неравенство (2): Л/4 = 36 - 50 = -14 < 0, и так как I коэф­
фициент равен 2 > 0, то 2х2 - 12х -I- 25 > 0 при любом х е R.

Решим неравенство (3) методом интервалов:
х2 - 5х + 6 > 0, хх = 2, х2 = 3.

—'ТП7Т777^~^~~~~~^77ТТ77777Т^'

2 3
х < 2, х > 3.
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Следовательно, решением системы неравенств (2) и (3) будет реше­
ние неравенства (3), а значит, и исходного неравенства.

Ответ: х < 2, х > 3.

Пример 28. Найдите все целые а, при каждом из которых су­
ществует единственная пара (х, у), удовлетворяющая уравнению 
21х2 - 41ху + Юу2 + 17 = 0 и двум неравенствам:
х <2у и -13а2х2 - 19ах2у + 45 > 0.

Решение.
Заметим, что данное уравнение можно решить в целых числах сле­

дующим образом:
Юу2 - вху - 35ху -I- 21х2 4-17 = 0, или 

21/(51/ - Зх) - 7х(5у - Зх) + 17 = 0, 
(бу - Зх)(2у - 7х) = -17, (Зх - 5у)(2у - 7х) = 17. (1) 

Так как число 17 простое, то из (1) получим четыре системы урав­
нений:

Зх-5у = 17, -2
-7х + 2у = 1, -5

6х-10у = 34, 
-35х + 10і/ = 5.

Складывая уравнения системы, получим 
-29х = 39, х = -39/29 — не удовлетворяют.
_ Зх-5у = 1, 
2

-7х + 2у = 17,
6х-10у = 2,* - 29х = 87,

[-35х +Юу = 85,

откуда х = 87 : (-29) = -3, тогда 5у = Зх - 1, 5у = -10, у = -2.
Заметим, что пара (-3; -2) не удовлетворяет условию х < 2у.

3)
Зх-5у = -17,
-7х + 2у = -1.

Решая систему, получим -29х = -39 — также не удовлетворяет.

4)
Зх-5у = -1, 
-7х + 2у = -17,

6х-10у = -2, 
< складывая, находим
[-35х +Юу = -85,

-29х = -87; х = 3. Тогда 9 - 5у = -1, бу — 10, у = 2.
Полученная пара чисел (3; 2) удовлетворяет неравенству х < 2у.
Остается найти все целые а, при которых найденная пара (3; 2) 

удовлетворяет второму неравенству задачи:
-13а2х2 - 19ах2у 4- 45 > 0.
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Так как х = 3, у = 2, то получим
-13а2 • 9 - 19а • 9 • 2 + 45>0, или
-13а2 - 38а + 5 > 0, 13а2 + 38а - 5, 

Р/4 = 192 + 13 • 5 = 426 > 0,
(2)

01,2 “ ’ ^2 “

Решая неравенство (2) методом интервалов, находим а2 < а < а^
Так как по условию задачи а е 2, то, учитывая, что 7426 «20,6, 

получим следующие значения а, удовлетворяющие условию: а = -3; 
-2; -1; 0.

Ответ: а = -3; -2; -1; 0.

Пример 29. При каком значении параметра а уравнение 
|х2 - 6х + 8| + |х2 - 6х + 5| = а 

имеет больше трех корней?
Решение.
Если х2 - 6х + 5 > 0, то уравнение примет вид 

х2 - 6х + 8 + х2 - 6х + 5 = а, или 
2х2 - 12х + 13 - а = 0. (1)

Уравнение (1) не может иметь больше двух корней ни при каком а. 
Если х2 - 6х + 8 < 0, х2 - 6х + 5 < О, тогда получим

-х2 + 6х - 8 - х2 + 6х - 5 = а, или 
2х2 - 12х + 13 + а = 0. (2)

Уравнение (2) также не может иметь больше двух корней ни при 
каком а.

Если х2 - 6х + 8 > 0, х2 - 6х + 5 ^ 0, то имеем
х2 - 6х + 8 - х2 + 6х - 5 = а, т. е. а = 3.
Следовательно, при а = 3 и выполнении двух последних неравенств 

получим тождество, т. е. уравнение имеет сколько угодно корней.
Л [х2-6х + 8>0,
Решая систему неравенств находим Хі = 2, Хо = 4,

[х2-6х + 5<0,

х3 = 1, х4 = 5.
^^^^^ —►

1 2 4 5
1<х<2, 4<х<5. (3)
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Любое значение из (3) при а = 3 удовлетворяет исходному урав­
нению.

Ответ: а = 3.

Пример 30. Найдите наибольшее целое значение параметра а, 
при котором множество решений неравенства

х(х -4)<(а + 1)(|х - 2| - 2) 
содержит все члены некоторой бесконечно убывающей геометриче­
ской прогрессии с первым членом, равным 3,8, и положительным 
знаменателем.

решение.
Заметим, что

х(х - 4) = (х - 2)2 - 4 = |х - 2|2 - 22 =
= (^-2|-2Х|х-2| + 2).

Тогда исходное неравенство залишется в виде
(|х - 2| - 2)(|х - 2| + 2) < (а + 1)(|х - 2| - 2), или

(|х - 2| - 2)(|х - 2| + 2 - а - 1) 0, или 
(|х-2|-2)(|х-2| -(а-1))<0.

Пусть |х - 2| = /, тогда получим неравенство 
а-2)а-(а-1))<0. (1)

Переменная і должна принадлежать промежутку, соединяющему 
точки а - 1 и 2. Рассмотрим три случая взаимного расположения 
этих точек:

1) а - 1 = 2, т. е. а = 3. В этом случае промежуток вырождается в
точку.

Тогда |х - 2| = 2, откуда х - 2 = ±2, т. е. хх = 0; х2 = 4. Как видим, 
при а = 3 условия задачи не выполнены, так как не содержится зна­
чение х = 3,8.

2) а - 1 > 2, т. е. а > 3. В этом случае решением неравенства (1) 
является промежуток [2; а - 1]. Получим 2<|х-2|<а- 1, что равно­
сильно системе неравенств

|х-2| < а-1,
1|х-2|>2;

1-а<х-2<а-1,
- х - 2 > 2, 

х - 2 < -2;

3-о<х<а + 1, 
« Гх > 4, 

х<0.

Следовательно, х е [3 - а; 0] и [4; а + 1].
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Это решение также не удовлетворяет условиям задачи (не содер­
жит значение х = 3,8).

3) а - 1 < 2, т. е. а < 3. Тогда решением неравенства (1) является 
промежуток [а - 1; 2].

Получим а-1<х-2<2.
Далее имеем

'|х-2|<2, 

|х-2| > а-1;

-2 < х-2 < 2, 

> х - 2 > а -1, 
х-2 < 1-а;

О < х < 4,

* х > а +1, 
х < 3 - а.

Следовательно, х є [0; 3 - а] и [а + 1; 4].
При а 4- 1 < 3,8, т. е. при а < 2,8, решение неравенства содержит 

точку х = 3,8 и все положительные числа меньше 3 - а, т. е. беско­
нечно убывающую геометрическую прогрессию с первым членом, 
равным 3,8, и положительным знаменателем, меньшим или равным
3-я „ І О _ 1• . Можно ВЗЯТЬ геометрическую прогрессию С^ = 3,8 И ? = —

Ответ: (-оо; 2,8].

Пример 31. Найдите все значения параметра а, при каждом 
из которых неравенство |х2 - 6х + а| < 12 выполняется для всех 
х € [а; а + 7].

Решение.
Рассмотрим функцию Дх) = х2 - 6х + а. Преобразуем'ее к виду 

Дх) = (х - З)2 4- а - 9.
Функция Дх) возрастает на промежутке [3; 4-оо) и убывает на 

(-оо; 3].
Данное неравенство имеет вид |Дх)| <12, следовательно, график 

функции у = Дх) на отрезке [а; а 4- 7] должен находиться в пределах 
горизонтальной полосы: -12 < Дх) < 12.

Заметим, что данный отрезок не должен лежать на промежутке 
монотонности функции Дх), в противном случае приращение Дх) на 
отрезке, длина которого равна 7, будет не меньше 49, тогда ее график 
не поместится в полосе шириной 42.

Значит, а < 3 < а 4- 7, откуда получим -4 < а < 3.
На отрезке [а; а 4- 7] функция Дх) достигает своего наибольшего 

значения Либо при х = а, либо при х = а 4- 7, а наименьшего значе­
ния — при х = 3.



36 «• Математика

Имеем систему неравенств
-4<а<3, 
№) <12, 

' /(а+ 7) <12, 

Д3)^-12;

-4 < а < 3, 
(а-3)2+а-9<12, 

(а + 4)2+а-9<12, 
а-9>-12;

-4<а<3, 

а2-5а-12 < О, 

а2 + 9а - 5 < О, 

а > -3;

-4<а<3, 
5-Ѵ73 ^5 + Лз
 < а < , 

2------------2
-9-ТЇ0Ї, -9 +л/ЇОЇ

 <а<  
2--------------2

а>-3.

Решая полученную систему, получим
-9 + Ѵ101

2

Ответ:
5-Ѵ73 -Э + ЛоГ

2 ’ 2

Пример 32. Найдите все значения а, при каждом из которых

неравенство
х2 + 2ах + 1

< 5 выполняется при всех х.

Решение.
Заметим, что знаменатель х2 - х + 1 > 0 при всех значениях х, так 

как первый коэффициент положителен и дискриминант В = -3 < 0.
Следовательно, данное неравенство примет вид

|х2 4- 2ах + 1| < 5(х2 - х + 1). (1)
Неравенство (1) равносильно системе

х2 + 2ах +1 < 5х2 -5x4-5, 4х2 - (5 4- 2а)х 4- 4 > 0,

х2 4- 2ах 4-1 > -5х2 4- 5х - 5; 6х2 - (5 - 2а)х 4- 6 > 0.
Каждое из неравенств системы выполняется, если дискриминанты 

Их < 0 и В2 < 0, т. е. получим
(5 + 2а)2-64<0, [|2а + 5|<8, Г-8 < 2<х + 5 < 8,
(5г2а)2-144<0; [|2а-б|<12;_ |-12<2а-5<12;

Значит, -3,5 <

-13<2а<3, 
’ -7 < 2а <17;

а< 1,5.

-6,5<а<1,5, 
< -3,5<а<8,5.

Ответ: а є (-3,5; 1,5).
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Пример 33. Найдите все значения параметра а, при каждом из 
которых неравенство |х2 - 6х + а + 4| > 8 не имеет решений на отрезке 
[а - 5; а].

Решение.
Рассмотрим функцию /(х) = х2 - 6х + а 4- 4 = (х - З)2 + а - 5. Заме­

тим, что на промежутке [3; +оо) функция возрастает, а на промежут­
ке (-оо; 3] — убывает.

Найдем все значения а, при которых функция /(х) не принимает 
на отрезке [а - 5; а] значений, по модулю больших 8, т. е. график 
функции у = /(х) на отрезке [а - 5; а] расположен в пределах горизон­
тальной полосы: -8 < /(х) < 8.

Отрезок [а - 5; а] не должен принадлежать участку монотонности 
функции /(х), иначе приращение /(х) на отрезке длины 5 будет не 
меньше 25, поэтому ее график не поместится в полосе шириной 16.

Значит, а - 5 < 3 < а, откуда 3 < а < 8.
Наибольшее значение функции /(х) на отрезке [а - 5; а] достига­

ется либо при х = а - 5, либо при х = а.
Наименьшее значение функции /(х) на отрезке [а - 5; а] достига­

ется при х = 3. Имеем систему
3 < а < 8, 3 < а < 8, 3 < а < 8,

Да-5) <8, (а-8)2+а-5<8, ' а2-15а+51<0,
>(а)<8, (а-3)2+а-5<8, а2-5а-4<0,
/(3)>-8; а-5>-8; а > -3;

'3<о^8, 

15-Ѵ2І 15 + Ѵ21
 ^а<  

2-------------2
5-3^5^ 5 + 3>/5
 <а< , 

2------------2
а > -3,

15->/2І 5 + 3>/5
откуда находим------------<а<-----------

Ответ: а е
15-^21, 5 + зѴб

2 ’ 2
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Пример 34. Найдите все значения параметра а, при каждом из

которых уравнение
х + 1

= ах 4- а - 3 на промежутке (-1; +оо)

имеет более двух корней.

Решение.

Рассмотрим функции /(х) = ах + а - 3 и g(x) = 2—5.

Исследуем уравнение /(х) = g(x) на промежутке (-1; +оо). Заметим, 
что при а < 0 /(х) < 0, g(x) > 0 на промежутке (-1; +оо). Значит, при 
а < О уравнение /(х) = g(x) не имеет решений на промежутке (-1; +оо).

При а > 0 функция /(х) возрастает, а функция g(x) убывает на про- 
( 21

межутке -1; — , поэтому уравнение Дх) = g(x) имеет не более одного

корня на промежутке -1; — ,

Г2І <21 
при условии, если /—>£ — .

15/

причем решение будет существовать

1 7
В этом случае получим неравенство —+ 1 а-3>0, или —а-3>0, 

5

«15 откуда а>—.

1На промежутке —; + оо уравнение примет вид 
\5 )

7 7
ах + а- 3 = 5------- , или а(х + 1) = 8 ----------, или

х + 1 х + 1
а(х + I)2 = 8(х + 1) - 7, 

откуда получим квадратное уравнение относительно х:
ах2 + 2(а - 4)х + (а - 1) = 0. (1)

Поскольку случай а < 0 был рассмотрен ранее, то будем считать, 
что а > 0.

Дискриминант — = (а - 4)2 - а(а - 1) = -7а + 16, тогда при — < 0, 
4 4

16 - 16т. е. при а>—, уравнение (1) не имеет корней; при а = — — един-
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4-а 4 7 28-16 12 3
ственныи корень, равный х =------= —= ---------- = — = —; при

а 16 16 4
7

О < а < — уравнение (1) имеет два корня.

Если уравнение имеет два корня Хі и х2, т. е. О < а < —, то больший

4-а+Ѵв 4-а .2 Г2
корень х2 =-------------->-------> 1 > —, поэтому х2 е —; +оо

а а 5 ^5

Меньшии корень Хі е —; +оо в случае, если

( 2Y 2) (2Y 2 4 4 16
а *і-- *2-- =я - + 2 • (а “ 4) • - + (а - 1) = —а+-а-— + 5 2 5 5 5 25 5 5

49а-105
25

105 15
49 “ 7

Следовательно, исходное уравнение на промежутке (-1; +оо) имеет
й о 15 16более двух корней при — <а< —.

7 7
п Г15 16
Ответ: а е —; —. I 7 7 I

Пример 35. Найдите все значения параметра а, при каждом из 
которых уравнение а2 - 8а + ѴхЧіб = 3|х - 4а| - 7|х| имеет хотя бы 

один корень.
Решение.
Пусть f(x) = а2 — 8а + 4х2 +16, g(x) = 3|х - 4а| — 7|х|.

Поскольку х2 > 0, то f(x) > /(0) = а2 - 8а + 4.
Заметим, что функция g(x) является кусочно-линейной, причем 

при х < 0 угловой коэффициент /г = 4 либо 10, а при х > 0, k = -4 либо 
k = -10. Значит, функция g(x) возрастает при х < 0 и убывает при 
х > 0, тогда g(x) < £(0) = 12|а|.

Таким образом, исходное уравнение имеет хотя бы один корень, 
если /(0) < ^(0): а2 - 8а 4- 4 < 12|а|.
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а>0, 
а2-8о + 4<12а;

а>0,

а2 - 20а + 4 < 0;

В/4 = 100 - 4 = 96 > 0, а^ =10+4^.

Значит, 10-Й <а< 10 + Й

2) 5 5 і
[а2-8а + 4 < -12а; [а2+4а + 4<0; [(а + 2)2<0,

Ответ-. {-2} и Г10-4Тб; 10 + Й].

откуда а = -2.

Пример 36. Найдите все значения параметра а, при каждом из 
которых уравнение х2 — |х - а + 7| = |х + а - 7| - (а - 7)2 имеет един­
ственный корень.

Решение.
Запишем данное уравнение в виде

х2 + (а - 7)2 = |х - а + 7| + |х + а - 7|. (1)
Заметим, что если х0 — корень уравнения (1), то и -х0 являет­

ся его корнем. Следовательно, исходное уравнение имеет нечетное 
число корней только в случае, если х0 = -х0, или 2х0 = 0, т. е. х = 0. 
Подставляя значение х = 0 в уравнение (1), получим

0 + (а - 7)2 = |0 - а + 7| + |0 + а - 7|, или (а - 7)2 = |-(а - 7)| + |а - 7|.
Но |-(а - 7)| = |а - 7| и (а - 7)2 = |а - 7|2, тогда получим |а - 7|2 = 2|а - 7|, 

или |а - 7| • (|о - 7| - 2) = 0, откуда |а - 7| = 0, т. е. а = 7, или |а - 7| = 2, 
а - 7 = ±2, т. е. а = 5, или а = 9.

Если а = 7, то уравнение (1) примет вид х2 = |х| + |х|, или 
х2 - 2|х| = 0, или |х|2 - 2|х| = 0, |х| • (|х| - 2), откуда |х| = 0, Хі = 0, |х| = 2, 
х2, з = ±2, т. е. уравнение имеет три корня, что не удовлетворяет 
условию.

Если а = 5 и а = 9, то получим 
х2 + 4 = |х - 2| + |х + 2|. (2)

----- 1------------ 1-------- ►
-2 2

Решим уравнение (2) на каждом промежутке:
1) х ^ -2, тогда уравнение (2) примет вид х2 + 4 = -х + 2- х- 2, 

или х2 + 2х + 4 = 0 — нет корней, так как П < 0.
2) -2 < х ^ 2, тогда получйм х2 + 4 = -х + 2 + х + 2, или х2 = 0, 

х = 0, т. е. уравнение имеет единственный корень, удовлетворяющий 
условию.
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3) х > 2. В этом случае уравнение (2) запишется в виде х2 + 4 = 
= х- 2 + х + 2, или х2 - 2х + 4 = 0 — нет корней.

Таким образом, при а = 5 и а = 9 исходное уравнение имеет един­
ственный корень х = 0.

Ответ: а = 5; а = 9.

Пример 37. Найдите все значения параметра а, при каждом из 
которых уравнение х2 - (|а 4- 3| - |а - 3|)х 4- (а - 10)(а 4- 10) = 0 имеет 
два различных отрицательных корня.

Решение.
Используя теорему Виета, имеем

хгх2>0,

х^х2< 0, 
Р>0.

Рассмотрим первые два неравенства:
(а-10)(о + 10)>0,
|а + 3|-|а-3|<0;

(а-10)(а + 10)>0,
2а • 6 < 0;

(а-10)(а + 10)>0, 

(а + 3)2-(а-3)2<0;

(а-10)(а + 10)>0, 
[а<0.

-10

Значит, а < -10.
Теперь рассмотрим дискриминант Б, учитывая, что а < -10. 
(|а + 3| - |а - 3|)2 - 4(а - 10)(а + 10) > 0, 
(-а - 5 + а - 5)2 - 4(а2 - 100) > 0, 
100 - 4(а2 - 100) > 0, 
а2-100 <25, а2 <125, -5>/5 < а < 5>/5.

Остается учесть, что а < -10, тогда получим -5Ѵ5 <а< -10.
Итак, исходное уравнение имеет два различных отрицательных 

корня при -5л/5<а<-10.

Ответ: а е (-5л/5; -10).
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1.2. Рациональные системы уравнений 
и неравенств

Пример 1. Найдите все значения параметра а, при каждом из ко­
торых система уравнений

х2 + у2 = 3а, 

2ху = За -1

имеет два решения.
Решение.
Складывая и вычитая левые и правые части системы, имеем 

(х + у)2 = 6а -1,
'(х-уМ. (1)

При а< — уравнение (1), а значит, и исходная система не имеют 
6

решений.

При а> — получим х + у = ±>}ба-1, откуда 
6

у = -х + л/ба-1, 

у = -х- \І6а-1.

Как видно из рисунка, при а> — система имеет четыре решения 
6

(координаты точек А, В, С и В), а при а^ — — два решения (коорди- 
6

наты точек Е и В).

1Ответ: а = —.
6
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Пример 2. При каждом значении параметра а решите систему

уравнений
х2 + у2 + 2(2х - Зу) +13 = О, 

а2 - Зах - 2ау -9 = 0.

Решение.
Запишем первое уравнение в виде 

(х2 + 4х + 4) + (у2 - бу + 9) = 0, или
(х + 2)2 + (у - З)2 = 0, откуда х = -2, у = 3, ибо при остальных зна­

чениях хиу левая часть положительна.
При х = -2, у = 3 второе уравнение системы примет вид

а2 + ба - 6а - 9 = 0, а2 = 9, а = ±3.
Следовательно, исходная система имеет решение х = -2, у = 3 при 

а = ±3.
При остальных значениях а решений нет.
Ответ: при а = ±3 х = -2, у = 3, при остальных а решений нет.

Пример 3. Найдите все значения параметра а, при каждом из кото-

рых система -

у2 +ху-Зх-7у + 12 = 0, 
у = ах+ 1, имеет единственное решение.
х>2

Решение.
Запишем первое уравнение системы в виде

ху - Зх + у2 - Зу - ^у + 12 = 0, или
х(у - 3) + у(у - 3) - 4(у - 3) = 0, или

(у-3)(х + у-4) = 0.
Заметим, что уравнение (1) задает 

пару пересекающихся прямых у = 4 и 
у = 4 - х, а система

(у-3)(х + у-4) = 0, 
[х > 2

задает части этих прямых, располо­
женных правее прямой х = 2, т. е. лучи 
ВО и СЕ, исключая сами точки В и С 
(см. рис.).

Уравнение у = ах + 1 задает пря­
мую р с угловым коэффициентом а.
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проходящую через точку А(0; 1). Необходимо найти те значения па­
раметра а, при каждом из которых прямая р имеет одну общую точку 
с объединением лучей ВБ и СЕ.

а) Прямая АВ задается уравнением у = х + 1, поэтому при о > 1 
прямая р не пересечет лучи ВБ и СЕ.

б) Прямая АС задается уравнением у = 0,5х + 1, поэтому при 
0,5 < а < 1 прямая р пересечет луч ВБ, но не пересечет луч СЕ.

в) При 0 < а < 0,5 прямая р пересечет оба луча.
г) Наконец, при -1 < а < 0 прямаяр пересечет только луч СЕ, а при 

а < -1 она не пересечет ни луч ВБ, ни луч СЕ.
Ответ: -1 < а < 0; 0,5 < а < 1.

Пример 4. Найдите все значения параметра а, при каждом из 
которых система уравнений

ху2-2ху-2у + 4
’ Тх+2

[У = ах

имеет ровно 2 различных решения.
Решение.
Поскольку ху2 - 2ху - 2у + 4 = 

= ху(у - 2) - 2(1/ - 2) = (у - 2)(ху - 2), 
то первое уравнение системы запи- 

(у-2)(ху-2) Л 
шется в виде —----/==-----= 0*

Ѵх + 2
При х < -2 левая часть не имеет 

смысла, а при х > -2 уравнение за­
дает прямую у = 2 и гиперболу 

2
У = ~- х

Уравнение у = ах — прямая, про­
ходящая через начало координат, 
где а — угловой коэффициент.

При х > -2 прямая пересекает
прямую у = 2 при а < -1 и а > 0, пересекает правую ветвь гиперболы

2 _ * 1у = —, при а > 0 пересекает левую ветвь гиперболы при а>—.
х 2



Глава 1. Задачи с параметром •» 45

Прямая у = ах проходит через точку пересечения прямой у = 2 и 
2

гиперболы у = — при а = 2. Число решений исходной системы урав-

нений будет равно числу точек пересечения прямой у = 2 и гипербо- 
2

лы у = — с прямой у = ах при х > -2.

Следовательно, исходная система имеет ровно 2 решения при

0<о<- и при а = 2.

Ответ: 0;

Пример 5. При каких значениях параметра а, хотя бы при одном 
значении параметра с система

Ьх + 4у = ас2, 
х + 4Ьу = ас + 2

имеет решения для любых значений параметра Ь?
Решение.
Умножим обе части второго уравнения на Ь, а затем вычтем первое 

уравнение:
bx + 4b2y = abc + 2Ь

Ьх + 4у = ас2

4у(Ь2 - 1) = abc + 2b - ас2.
Аналогично умножим обе части первого уравнения на & и вычтем 

второе уравнение:
b2x + 4by = abc2 
х + 4by = ас + 2

x(b2 - 1) = abc2 - ас -2.
Имеем равносильную систему

(b2 - 1)х = abc2 -ас-2, 

4(b2 - 1)у = abc + 2Ъ- ас2.

Система является линейной. При любом & # ±1 система имеет 
единственное решение.

1. Если Ь = -1, то получим уравнение ас2 + ас + 2 = 0. Рассматри­
вая его как квадратное относительно с, имеем О = а2 - 8а.
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Если D > 0 и а ^ О, то а(а - 8) > О, откуда а е (-оо; 0) и [8; +оо).
2. Если & = 1, то получим уравнение ас2 - ас - 2 = 0. D = а2 4- 8а > О, 

а * 0, тогда а(а 4- 8) > О, откуда а е (-оо; -8] и (0; +оо).
Следовательно, а е (-оо; -8] и [8; +оо).
Ответ: (-оо; -8] и [8; +оо).

Пример 6. При каких значениях параметра а система 
[у = х2-4х, 

х2 + у2 + 4а2 = 4х + 4ау + 4

имеет решения?
Решение.
Запишем систему в виде

(х-2)2 = і/ + 4, 
откуда получим -

[(у-2а)2 + (х-2)2=4.
(у-2а)2+у + 4 = 4,

или <
у2 +(1- 4а)у + 4а2 = 0,

Решим первое уравнение системы:
п Л 1 Q (4а-1)±7ма
D = (1 - 4аУ - 16а2 = 1 - 8а, у12 = -----------------------.

2
Следовательно, исходная система имеет решения, если получен­

ная смешанная система имеет хотя бы одно решение. Искомые зна­
чения а найдем из неравенства

——1)~^ ^— > -4, или 4а-1 ±л/1 — 8а > -8, ±Ѵ1-8а > -7-4а, 

откуда имеем неравенство а2 + 4а + 3 < 0, решая которое находим

-3 <а < -1. Учитывая, что 1 - 8а > 0, т. е. а<-, получим а е [-3;-1].
8

Ответ: [-3; -1].

Пример 7. При каких значениях параметра а система 

аху + 2х-у + — = 0, 

х + Зу + ху + 1 = 0

имеет единственное решение?
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Решение.
Выразим х через у во втором уравнении системы: 
х(1 + у) = -Зу - 1, откуда х = -+}, у # -1.

У + 1
Тогда первое уравнение примет вид

ау
Зу + і'і У Зу + і'і 5 .
—— +2 —   -у + - = 0, у+1) Ь+іг 2

-2ау(3у + 1) - 4(3у + 1) - у(у + 1) + 5(у + 1) = О,
-вау2 - 2ау - 12у - 4-у2-у + 5у + 5 = 0, или

(6а + 1)у2 + 2(а + 4)у - 1 = 0. (1)
Данная система имеет единственное решение, если:
1) дискриминант уравнения (1) равен нулю;
2) первый коэффициент 6а + 1 = 0;
3) один из двух корней уравнения (1) равен (-1).
В первом случае П/4 = а2 + 14а + 17 = 0, откуда а12 = -7 ±4^2.

Во втором случае а = -—.

В третьем случае при у = -1 имеем 
6а + 1 - 2(а + 4) - 1 = 0, откуда а = 2.

Ответ: аг 2 = -7 ±4^2, а3 = —, а4 = 2.
6

Пр имер 8. При каждом значении а решите систему 
2х2 + Эху + Юу2 = а, 
1о&х+2у(2х + 51/) = 3.

Решение.
2х + 5у> 0,

ОДЗ: < х + 2і/ > О,

По определению логарифма находим
2х + 5у = (х + 2у)3. (1)

Заметим, что 2х2 + Эху + Юу2 = (2х2 + 5ху) +
+ (4ху + Юу2) = х(2х + бу) + 2//(2х + 5У) = (2х + 5ф + 2//). (2)

В этом случае равенство (2) с учетом (1) примет вид
2х2 + Эху + Юу2 = (х + 2г/)4 = а. (3)
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Уравнение (3) с учетом ОДЗ при а > 0, а ^ 1 имеет решение 
х + 2у = ^а, тогда 2х + 5у = ^с^.

Теперь решим полученную систему уравнений:
(-2) -2х -4у = -2у/а,

Складывая уравнения системы, имеем
у = -2\/а + у/а^, тогда х = у[а- 2у, или х = ^^а - 2у[а\

Ответ: при а е (-оо; 0] и {1} решений нет; при а е (0; 1) и (1; +оо) 
х = 5\/а-2у/а2, у =-2у/а + у[а?.

Пример 9. Найдите все значения параметра а, при каждом из ко­
торых система

у2 + ху - Зх - 7у +12 = О,
- у = ах +1, 
х>2

имеет единственное решение.
Решение.
Запишем первое уравнение системы в виде

ху - Зх + у2 - Зу - 4у + 12 = 0, или

х(у - 3) + у(у - 3) - 4(у - 3) = 0, или
(у - 3)(х + у - 4) = 0.

Заметим, что уравнение (1) задает 
пару пересекающихся прямых у = 4 и 
у = 4 - х, а система

[(у-3)(х + у-4) = 0, 
х>2

задает части этих прямых, располо­
женных правее прямой х = 2, т. е. 
лучи ВО и СЕ, исключая сами точки В 
и С (см. рис.).

Уравнение у = ах + 1 задает пря­
мую р с угловым коэффициентом а,
проходящую через точку А(0; 1). Необходимо найти те значения па-
раметра а, при каждом из которых прямая р имеет одну общую точку 
с объединением лучей ВО и СЕ.
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а) Прямая АВ задается уравнением у = х + 1, поэтому при а > 1 
прямая р не пересечет лучи ВБ и СЕ.

б) Прямая АС задается уравнением і/ = 0,5х + 1, поэтому при 
0,5 < а < 1 прямая р пересечет луч ВВ, но не пересечет луч СЕ.

в) При 0 < а < 0,5 прямая р пересечет оба луча.
г) Наконец, при -1 < а < 0 прямая р пересечет только луч СЕ, а при 

а<-1 она не пересечет ни луч ВБ, ни луч СЕ.
Ответ: -1 < а < 0; 0,5 < а < 1.

Пример 10. Найдите все значения параметра а, при которых си­
стема

(у-Зх)(Зу-х)<0, 

4(х + а)2 + (у-а)2 =

имеет ровно два решения.
Решение.
Первое неравенство системы задает пару вертикальных углов на 

координатной плоскости хОу (см. рис.).
у = 3х

Графиком уравнения системы является окружность радиуса 
с + 2І

В = —^^, центр которой — точка М(-а; а) — лежит на прямой

у = -х (биссектриса II и IV координатных углов).
Заметим, что оба графика симметричны относительно прямой 

у = -х, тогда исходная система будет иметь ровно два решения, если
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расстояние ММ от центра окружности до прямой у = Зх будет равно

радиусу R = ^^ данной окружности.

— + а , где tg а — угловой коэффи- 
4 )

1 циент прямой у = —х.
3

Значит, ѣ^а = —, тогда соза = , 
3 Л + Ѣ

1 3_
'іо’

81Па = ѴІ-СО8 а = . 1------=—;=
V іо Ло

зіп—сое а + сое—зіп а

1 1 .-7= сое а + —т= зіп а
2 2

3 1
іо + 7іо

4
ІО

Поскольку ММ = R, то получим |а| • , или 4|а| = |а + х|,

2
16а2 = (а + 2)2, 4а = ±(а + 2), откуда 4а = а + 2, т. е. а = —, или 

3
2 

4а = -(а + 2), а = -—.

2
Ответ: а = —, или

3
2

а = —
5

Пример 11. Найдите все значения а, при которых система нера- 
х2 +у2-а2 <10х-8і/-41, 

ВѲНСТВ 4
х2 + у2 - 9а2 <4у-6х + 24а + 3

имеет одно решение.
Решение.
Преобразуем каждое неравенство системы к виду

(х2 - Юх + 25) + (у2 + 8у +16) < а,2, 
' „ „ . ИЛИ
(х2 + 6х + 9) + (у -4у + 4)<9а2+24а + 16,

(х-5)2 + (у + 4)2 <а2,

(х + 3)2+(і/-2)2<(За + 4)2.
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Как видим, первое неравенство системы задает круг с центром в 
точке М(5; -4) радиуса |а|, а второе — круг с центром ^(—3; 2) радиу­
са |3а + 4|, включая границы кругов.

4 
Заметим, что при а = 0 и а = — один из кругов вырождается в точку.

3
Система неравенств будет иметь единственное решение, если кру­

ги касаются внешним образом, т. е. когда сумма радиусов гх + г2 Р^' 
на расстоянию ММ между центрами, или ММ = 7(5 + 3)2 +(-4*-2)2 = 10. 

Следовательно, получим уравнение |а| + |3а + 4| = 10.
Решим полученное уравнение методом разбиения на промежутки: 

аі = 0, а2 = -—. 4 ►
о —

3
4

1) При а < — получим -а - (За + 4) = 10, -4а = 14, а = -3,5.
3

4
2) — < а < 0. В этом случае имеем -а + За + 4 = 10, 2а = 6,

3
( 4 

а = 3 —; 0 .

3) а > 0. Тогда а 4- За 4- 4 = 10, 4а = 6, а = 1,5.
Итак, имеем два значения: а = -3,5, или а = 1,5, при которых ис­

ходная система имеет одно решение.
Ответ: а = -3,5 или 1,5.

Пример 12. Найдите наибольшее значение параметра а, при кото­
ром совместна система

16х + 4у = а, 
х + Зі/ < 6, 

’ х + у>2, 
х>0, 
I/ >0.

Решение.
Приведем графики системы неравенств: 

х + Зу < 6, 
х + и > 2, 
х>О,
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Множество решений системы 
(1) — это множество пар (х; у), 
которым соответствует множество 
точек заштрихованной на рисунке 
области, обозначенной АВС с ее 
границей.

Пусть в уравнении 16х + 4і/ = а 
а = 0, тогда у = -4х (см. рис.).

Прямая, заданная уравнением 
16х + 4у = а, при любом значении 
параметра а будет параллельна 
прямой у = -4х. Заметим, что с 
увеличением значений параметра прямая будет перемещаться па-
раллельно вдоль оси Оу вверх.

Следовательно, наибольшим значением параметра а, при котором 
прямая 16х + 4у = а будет иметь общие точки с заштрихованной фи­
гурой АВС, будет то значение, при котором эта прямая пройдет через 
точку С, т. е. при х = 6, у = 0.

Тогда получим а = 16-6 + 4- 0 = 96.
Ответ: 96.

Пример 13. При каком значении параметра а система
х + 2ах + а > ^ 

- х - 8а - 4
х + 2ах > 16

не имеет решений?

Решение.
Запишем второе неравенство в виде

(1 + 2а)х > 16. (1)

Если а = -—, то неравенство (1), а значит, и система не имеют ре- 
2

шений.

Если а > —, то решением неравенства (1) является луч х >--------.
2 1 + 2а

п 1 16Если а < —, то решением неравенства (1) будет луч х <-------- .
2 1 + 2а
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При а* — первое неравенство исходной системы примет вид 
2

(1 + 2а)| х+—|(х - 4(1 + 2а)) > О,
< < 1 + 2^ (2)
[х* 4(1 +2а).

Если а > -—, то решение системы (2) — два луча с концами в точ-

а 
ках----------, 4(1 + 2а). 

1 + 2а

Если а < —, то решением будет полуинтервал с концами в точках

-7^-, 4(1 + 2а).
1 + 2а
Заметим, что точки х = 4(1 + 2а) нет в множестве решений второго 

неравенства.

При а*-— необходимо и достаточно выполнение условий
2

, 1
а<—, 

2
а > 10

1 + 2а 1 + 2а ’
4(1 + 2а)>-Ц-;

1 + 2а

10 а [10 + а
------ +-------- ^ °» ;—г- ■ 1 + 2а 1 + 2а------- И + 2а

(1 + 2а)2-4<0; [|1 + 2а|

1
2’

-10<а<--,
< откуда-1,5 < а <-0,5.

3 . 1— < а <—,
I 2 2

Ответ: -1,5 <а< -0,5.

Пример 14. Найдите все значения параметра а, при каждом из 
которых система уравнений

2ах - Зу = 2а + 3, 
ах + (2а - 1)у = а + 5 

имеет хотя бы одно решение.



54 «• Математика

Решение.
Из I уравнения системы имеем

у - — (2ах - 2а -3), тогда II уравнение примет вид
3

ах + (2а - 1) * - (2ах - 2а - 3) = а + 5, или 
3

Зах + (2а - 1)(2ах - 2а - 3) = За + 15,
Зах + 4а2х - 2ах - 4а2 + 2а - 6а + 3 = За + 15, 

ах(1 + 4а) = 4а2 + 7а + 12. (1)

Если а = 0 или а = -—, то уравнение (1), а значит, и данная система 
4

не имеют решений;

если а # 0 или а * --, то уравнение (1), а значит, и данная система 
4

имеют единственное решение: 
4аг+7а+12 1 ,„ „ ох

х = ------------------ , тогда у = — (2ах - 2а -3) =
а(1 + 4а) 3

1С 4а2+7а+12 о /| 21 7
3^ а(1 + 4а) ) 3(1 +4а) 1 + 4а

Значит, данная система имеет хотя бы одно решение при любом а, 
кроме а = 0 и а = —^.

Ответ- при любом а, кроме а = 0 и а = -—.

Пример 15. При каких значениях параметра а система 
і/ = х2-4х, 
х2 + у2 + 9а2 = 4х + бау

имеет решение?
Решение.
Запишем данную систему в виде

(х-2)2=у + 4, Г(у-За)2+у + 4 = 4, Г у2 - (6а - 1)у + 9а2 = О,
(у-За)2+(х-2)2=4; Ь + 4>0; Ь>-4.
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Решим уравнение у2 - (6а - 1)у + 9а2 = О,

В = (6а - I)2 - 36а2 = 1 - 12а,

У1,2 =
2

и с учетом неравенства

у ^-4 имеем
2

^-4, или

(1)
Пусть Ѵ1-12а = і, где і > 0, тогда

1 - 12а = г2, а = — (1 - ^2), и (1) примет вид 
12

|(1-І2)-Ш>-8,

1 - I2 - 2 ± 21 > -16, откуда имеем две системы неравенств:
[1-*2-2 + 2*>-16,

-3 0 5

#2 - 21 - 15 < 0, ^ = 5, £2 = “3 (не удовлетворяет).
О I < 5, тогда 0$71-12а$5, ИЛИ 

0<1-12а<25, 
-1 < -12а < 24,

12’ (2)

2)
гГ2+2М5>0,

-5 0 3

11 — —5, ^ — 3.
0 < £ < 3, или 0<71-12а<3, ИЛИ

2 10 < 1 - 12а < 9, или — < а < —.
3 12

Объединяя (2) и (3), получим решение исходной системы

(3)

12

Ответ: -2; — . 
12
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Задачи для самостоятельного решения
Решите уравнения и неравенства
1. При всех значениях параметра а укажите наименьший корень 

уравнения
х3 - Зах2 - {а - 1)2х + За(а - I)2 = 0.

2. При всех значениях параметра а укажите наибольший корень 
уравнения

х3 - 2ах2 - (а + 1)2х + 2а(а + I)2 = 0.
3. При каких значениях параметра а уравнение

ах2 + Зх + 2а2 -3 = 0 
имеет только целые корни?

4. При каком значении параметра а уравнение 
(х2 - х + 1)(х2 - х) = 2 - х2 + х - а 

имеет два корня?
5. В зависимости от значения параметра а найдите наименьший 

корень уравнения
х3 + 2ах2 - (а + 1)2х - 2а(а 4-1)2 = 0.

6. При каких значениях параметра а все решения уравнения 
2|х -а| + а- 4 + х = 0 удовлетворяют неравенству 0 < х < 4?

7. При каких значениях параметра а уравнение |х2 - х + 1| = а име­
ет единственное решение?

8. Найдите все значения параметра а, при которых сумма корней 
уравнения х2 - а(2х - 3) - 2 = 0 равна сумме кубов корней.

9. Решите уравнение
(х + За)(х + 4а)(х + 9а)(х + 12а) = За2х2.

10. При каких значениях параметра а больший корень уравнения 
х2 - а(а + 2)х + 2а3 = 0 больше і?

11. При каких целых значениях параметра а ^ 0 корни уравнение 
а2х2 - а(2а + 3)х + а2 + 2а + 2 = 0 рациональны?

12. Найдите наибольшее целое к, при котором уравнение 
х4 - 8х2 - /г = 0 имеет ровно три корня.

13. При каком наибольшем целом отрицательном значении пара­

метра Ь уравнение - х3 + х2 - 15х - Ь = 0 имеет ровно три корня? 
3

14. При каком натуральном значении параметра к уравнение 
45х - Зх2 - х3 + ЗЛ = 0 имеет один корень?
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15. При каком наибольшем целом значении параметра а уравне­
ние х4 - 8х2 - а = 0 не имеет корней?

16. Найдите наибольшее целое значение параметра т, при кото­
ром уравнение х4 - 8х2 - т = 0 имеет ровно четыре корня.

17. При каком наименьшем натуральном значении параметра к 
уравнение х4 - 8х2 - А = 0 имеет ровно два корня?

18. При каком значении параметра а уравнение |2х + 2| = ах2 + 4 
имеет ровно два корня?

19. При каком значении параметра а уравнение х2 4- а\х - 2| = О 
имеет четыре корня?

20. При каком значении параметра а уравнение |3 - х2| = а имеет 
три корня?

21. При каком значении параметра т неравенство 3 - |х - тп| > х2 
имеет хотя бы одно отрицательное значение?

22. Найдите все значения параметра а, при которых неравенство 
х2 4- 4х 4- |а - 2| < О имеет решение.

23. Найдите все значения параметра а, при которых неравенство 
|х 4- а| 4- х2 < 2 имеет хотя бы одно положительное решение.

24. Найдите все значения параметра а, при которых каждое реше­
ние неравенства 1 - ах2 > 0 удовлетворяет неравенству х < 1.

25. При каких значениях параметра а неравенство
(х - За)(х - а - 3) < 0 выполняется при всех х е [1; 3]?

26. При каких значениях параметра а уравнение х|х 4- 2а| = а - 1 
имеет только один корень?

27. Найдите все значения параметра а, при которых неравенство 
ах2 - 4х + За -I-1 > 0 выполнено для всех х > 0.

28. При каких значениях параметра а неравенство х2 + |х- о| < 4 
имеет хотя бы одно отрицательное решение?

29. При каком значении параметра а неравенство х2 + ах+ 1
х2 + X + 1

<3

выполняется для всех х е R?
30. Найдите все значения параметра а, при которых любое число 

х е R является решением хотя бы одного из неравенств:
х2 4- 4а2 > а(4х + 1); х2 4- 5а2 4- 8а > 2(3ах 4- 2).
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Решите системы уравнений и неравенств
31. При каких значениях параметра а система уравнений

х+у = 2, „
< „ » о имеет решения?
х2-2ах + 2а2=4-у2

32. При каких значениях параметра а система уравнений 
х2 +у2 =4а2, п

< имеет единственное решение?
І(х-3)2+(і/+4)2=о2

33. При каких значениях параметра а система уравнений 
4х2-у2=0, _

- имеет решение?
х2 +у2 -2х = а2 -1

34. При каких значениях параметра а система уравнений 
2х

- х -1*| имеет единственное решение?

(х 4- а)2 + у + а - 3 = О

35. При каких значениях параметра а система уравнений 
5Ы+|х-1| = 1, 

- имеет ровно четыре решения?
25у2 + х2 -2х = а

36. Найдите все значения параметра а, для каждого из которых

числа х и у, удовлетворяющие системе уравнений
-х + 2у = 10а-5, 
2х + 5у = а +1,

удовлетворяют также неравенству х> у + ^а.
37. При каких значениях параметра Л система уравнений

Зх - (Л2 - 6)у = А, 
> не имеет решении?
Х-у = 1

38. Найдите наибольшее целое а, при котором решения системы
Зх + 7у = а9 Л Л

удовлетворяют условиям х > 0, у > 0.
2х + 5у = 20

39. Найдите все значения т, при которых система
X2 + у2 = 1, 
у + \х\ = т

имеет ровно четыре решения.
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Г/гх2-Ы = -1,
40. При каких значениях к система уравнений 

[х2 + у2 = 2

не имеет решений?
41. При каких значениях параметра а система неравенств 

^>0,
Іх + Зу не имеет решений?

у(у-2) + х2<а2-1

42. Найдите все значения параметра а, при которых система нера- 
х2 + 2х + а < О, 

венств < имеет единственное решение.
х2 - 4х - 6а < О

43. Найдите все значения параметра т^ при которых система 
х2 - (Зтп +1) + 2т2 + 2т < О, 

< имеет хотя бы одно решение.
х + т2 =9

44. Найдите все значения параметра а, при которых система нера- 
(а - 1)х2 + 2ах + а + 4 < О, 

венств < имеет единственное решение.
ах2 + 2(а + 1)х + а +1 > О

45. При каких значениях параметра а система неравенств
х2 + 2х + а < О,

< имеет решение?
х2 -4х-6а<0

46. Найдите все значения параметра а, при каждом из которых 
[ах + 2ау-а2 -2ху + 2 = 0, 

система уравнений < имеет ровно два
[8ах + 4ау + 7а2 -4х2 -4у + 20а = 0

различных решения.
47. Найдите все значения параметра а, при каждом из которых

система < имеет единственное решение,
(х - а)2 +(у- 2а)2 =а + 2

48. Найдите все положительные значения параметра а, при каж- 
„ Ш-5)2+(у-4)2=4,

дом из которых система уравнении 4 имеет един-
[(х-2)2 + у2 =а2

ственное решение.
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49. Найдите все пары (х, у) целых чисел, удовлетворяющих систе-

ме неравенств <
х2 + у2 < 18х - 20у -166,

32х-у2 > х2 +12у + 271.

50. При каких действительных значениях параметра а система

имеет наибольшее число решений?

§ 2. Иррациональные уравнения 
и неравенства с параметрами

Это уравнения, содержащие неизвестное под знаком корня (ради­
кала).

При решении иррациональных уравнений речь идет о нахождении 
только действительных корней.

Основные методы решения иррациональных уравнений:
1) возведение обеих частей уравнения в одну и ту же степень;
2) введение новых переменных;
3) искусственные приемы решения.
Заметим, что все корни четной степени, входящие в уравнение, 

являются арифметическими, а все корни нечетной степени опреде­
лены при любом действительном значении подкоренного выражения.

При возведении обеих частей уравнения в одну и ту же степень 
следует учесть, что если п — четное число, то уравнение (/(х))п = 
= (ф(х))л является следствием уравнения /(х) = ф(х), т. е. при пере­
ходе от уравнения /(х) = ф(х) к уравнению (/(х))л = (ф(х))л могут по­
явиться посторонние корни.

При решении иррациональных уравнений используется формула 
(^)) = /(*), применение которой может привести к расширению 

области определения уравнения в случае четного п.
По этим причинам (и по другим) при решении иррациональных 

уравнений в большинстве случаев необходима проверка найденных 
корней.

уравнении
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Сам способ проверки зависит от вида найденных решений (про­
стые и сложные), а также от способа решения уравнения.

В случае, когда при решении уравнений получаются громоздкие 
корни (и проверка затруднительна), целесообразнее переходить к рав­
носильным системам уравнений и неравенств (смешанным системам).

Краткая теория и справочные материалы
1. Свойства арифметических корней

Для любых натуральных п > 1 и А > 1 и любых а > О, Ь > 0 верны 
соотношения:

= |а|; 2п*-^а = -2п*^а (а > 0).

2. Некоторые важные неравенства
1. Неравенство Коши:

Х + и I— 
-—^->^ху, гдех>0,1/>0.

2. Неравенство треугольника:
|х + а| < |х| + |а|.

3. Неравенство для двух взаимно обратных величин:

х + —> 2, где х > 0.

. а2 + 1 г а + Ъ Іа2 +Ъ2
4. ------- >а. 5. ------ <А--------- .2 2 V 2
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3. Иррациональные неравенства
1. Иррациональное неравенство ^/(х) < g{x) равносильно системе 

неравенств

/(х)>0,
£(х)>0,

(у[/м)2 <(бМ)2.
2. Иррациональное неравенство 7/00 > Лх) равносильно совокуп­

ности двух систем неравенств:

Дх)>0, 
8(х) > 0, 

(>//М)2 >(8М)2;

Кх)>0, 
£(х)<0.

Задачи с решениями

Пример 1. Найдите все значения параметра а, при каждом из ко­
торых уравнение

уіх4 -х2 + 4а2 = х2 + х-2а

имеет ровно 3 решения.
Решение.
Возведем обе части уравнения в квадрат, учитывая, что 
х2 4- х - 2а > О.

х4-х2+4а2 = ((х2 + х)-2а) ,

х2 4- х - 2а > 0;

х4 - х2 + 4а2 = х4 4- 2х8 + х2 - 4ах2 - 4ах + 4а2,

х2 4- х - 2а > 0;

(2ах(х +1) = х2(х 4-1), Гх(х 4- 1)(2а - х) = 0,

х24-х-2а>0; [х24-х-2а>0.

Из уравнения находим хх = 0, х2 = -1, х3 = 2а.
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Чтобы уравнение имело 3 различных корня, необходимо, чтобы 
при х = 0, х = -1, х = 2а выполнялось неравенство х2 + х - 2а > О, 
а также были выполнены условия 2а ^ 0 и 2а * -1.

Имеем систему неравенств
(-1)2 +(-1)-2а > О, 

02+0-2а>0, 

(2а)2 + 2а - 2а > О, 

2а *0, 
2а * -1;

а<0,
а* О,

1 а* —
2’

откуда

Итак, исходное уравнение имеет ровно 3 корня при а< —,

Пример 2. Найдите все значения параметра а, при каждом из ко­
торых уравнение

(х - х2 )2 - 4ѴХ-Х2 = а2 - 4а

имеет хотя бы одно решение.
Решение.

Пусть ух-х2 = t, где 0< f < 1, так как 0 < х - х2 < 1.
Тогда исходное уравнение примет вид 
^4 - 4^ = а2 - 4а.
Рассмотрим функцию f(t) = t4 - 4t на [0; 1].
Так как f(t) = (t4 - 4t)' = 4f3 - 4 = 4(t3 - 1) < 0 на промежутке [0; 1), 

то функция f(t) убывает на [0; 1].
Следовательно, E(f) = [/(1); /(0)] = [-3; 0].
Значит, уравнение f(t) = а2 - 12а имеет решения тогда и только 

тогда, когда -3 < а2 - 4а < 0. _
а2—4а<0, Га(а —4)<0, —^гттттгтт^------ ►

а2-4а + 3>0; [(а — 1)(а — 3) > 0. + _ +
НП}^~------- I///////*

1 3
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Следовательно, решением системы неравенств будет пересечение 
полученных множеств.

0 13 4
0<а<1, 3<а<4.

Ответ: [0; 1] и [3; 4].
Замечание. Задачу можно решить иначе, построив эскиз графика 

функции /(0 = 0-41 на отрезке [0; 1], а затем исследовать взаимное 
расположение графика функции и прямой у = а2 - 4а.

Пример 3. Найдите все значения параметра а, при каждом из ко­
торых уравнение

^х2 -а2 = ^4х2 -(4а + 2)х + 2а

имеет ровно один корень на отрезке [0; 1].

Решение.
Возведем обе части уравнения в квадрат, учитывая ОДЗ: 

х2-а2 =4х2-(4а + 2)х + 2а, |3х2 -(4а + 2)х + (а2 + 2а) = 0, 

х2—а2>0; [(х-а)(х + а)>0.

Решим уравнение Зх2 - (4а + 2)х + (а2 + 2а) = 0,
О = (4а + 2)2 - 12(а2 + 2а) = 16а2 + 16а + 4 - 12а2 - 24а = (2а - 2)2, 

(4а + 2) ± (2а - 2) а + 2
1,2 6 1 2 3

Заметим, что корень х = а удовлетворяет II уравнению системы 
л о + 2при любом а, а корень х2 =------  удовлетворяет тогда и только тогда,

[о + 2 уа + 2 V Л о 1,.
когда-------- а-------- на >0, или -(-2а + 2) —(4а + 2)>0, откуда на-

I 3 Д 3 у з 3

ходим —<а<1.

Следовательно, у исходного уравнения будет ровно один корень на 
отрезке [0; 1], если:

п 0 + 21) Хі = а € [0; 1], а корень х2 =------  не подходит.

О < а < 1,
Получим систему 1 . 

а Є
Таких значений а нет.
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0 + 2
2) Хі = а е [0; 1], а корень х2 =------ подходит, но х2 £ [0; 1].

3

3) Хі = а е [0; 1], а х2 — подходит и лежит на отрезке [0; 1].

0 £ а < 1,

Имеем систему ' ае --;1 
2

*

а + 2 Л а+2 .
------ < 0, или------- > 1.

1 3 3

4) Корни совпадают, т. е. Хі = х2 е [0; 1].

а< 0, или а > 1,

Получим систему ’ ае -—;1 
2

0<
а + 2

3
1, откуда а е 1 2 )

Следовательно, а<------ , или За = а + 2, а = 1 е [0; 1]. 
3

Ответ: ае --;0Іи{1).

Пример 4. Найдите все значения параметра а, при каждом из ко­
торых уравнение Ѵ3-5х 1п (4х2 -а2) = ѴЗ — 5х 1п(2х - а) имеет хотя бы 

одно решение.
Решение.
Запишем уравнение в виде

>/3-5х(1п(4х2 -а2)-1п(2х-а)) = 0,

откуда Ѵ3-5х =0, или 1п(4х2 - а2) - 1п(2х - а) = 0.

1. Если Ѵз^бх =0, то 3 - 5х = 0, х = —.
5

Кроме того, 4х2 - а2 > 0, 2х - а > 0.
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Имеем

66 6
Следовательно, —<а<—.

2.1п(4х2 - а2) = 1п(2х - а) при условии 3 - 5х > 0.
Получим

4х2 -а2 = 2х-а, 
< 2х - а > 0, 
3-5х>0;

(2х - а)(2х + а -1) = 0,
• 2х - а > 0, 
3-5х>0;

6 а<—, 
5

О • а > 0;

1-а 
х =------ ,

2 
‘ 1 1 
— <а<—. I 5 2

Объединяя оба случая, получим, что исходное уравнение имеет
* 6 6хотя бы одно решение при — <а<—.

б б

Ответ: 1 ^
5: 5/
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Пример 5. В зависимости от значений параметра а решите урав­
нение \Іа + 2х + \la-2x = х.

Решение.
Заметим, что х > 0.
Если а = 0, то х = 0. Верно и обратное. Допустим, что х > 0. Тогда, 

полагая \Іа + 2х = и, 4а-2х = ѵ, получим систему

и + ѵ = х^ (и + ѵ = х, [и + ѵ = х,
и2 -ѵ2 = 4х; [(и + ѵ)(и -и) = 4х; [и - ѵ = 4,

откуда и = \/а + 2х (1)

Возведем обе части (1) в квадрат:

а + 2х = ^(х2 + 8х + 16), или 

4а + 8х = х2 + 8х + 16, х2 = 4а - 16, или 
х2 = 4(а - 4). (2)

Из (2) получим х = 2\/а-4, где а > 4.

Заметим, что исходное уравнение и уравнение (1) равносильны. 
При переходе же от уравнения (1) к уравнению (2) могли появиться 
посторонние корни (при возведении в квадрат), поэтому необходимо 
проверить найденные корни. Подставляя значение х = 2Ѵа-4 в ис-
ходное уравнение, получим

у1а + 4у/а-4 + ^а-44а-4 = 2\/а-4, или

7(a-4) + 4^/a^4+4 + 7(а^4Н4^4 + 4 = 2>/а-4,

Тё^Т+г^ + 7(/а-4-2)2 = 2^4,

|7а-4 + 2| + |>/а-4 - 2| = 2>/а-4,

\^а-4 — 2| = 4а-4 -2, решая которое как уравнение относительно 

параметра а, получим а > 8, а не а > 4, что следует при решении урав­
нения (2).

Ответ: если а е (-оо; 0) и (0; 8), то решений нет;
если а = 0, то х = 0;
если а е [8; +оо), то х = 2\1а-4.
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Пример 6. В зависимости от значений параметра а решите урав­
нение \ІЗх + а -4x^2 = 3.

Решение.
Пусть 4x^-2 = у, где у > О, тогда х = у2 + 2, и исходное уравнение 

примет вид
^Зу2 +а + & =у + 3.

Уравнение (1) равносильно системе
Зу2 +а + 6 = у2 + бу+ 9, Г2у2 -6у + а-3 = 0,

(1)

(2)

Решим уравнение системы (2):
2у2 - бу + (а - 3) = О, ВЦ = 9 - 2(а - 3) = 15 - 2а, 

3±Ѵ15-2а
2

Заметим, что система (2) будет иметь решения в трех случаях:
1)0<і/1 = і/2; 2)0<у1<у2; 3)у1<0<у2.
Первый случай будет иметь место, если 15-2а = 0, т. е. при 

а = 7,5. В этом случае Уі = Уг = 1,5, значит, х = (1,5)2 + 2 = 4,25.
_ - • 3-Ѵ15-2а
Второй случаи выполняется, если------- - ------- > 0, или ѵіб-2а < 3.

С учетом первого случая полученное неравенство равносильно си­
стеме

15-2а>0, Іа<7,5, 
откуда 3 < а < 7,5.

15-2а<9; а>3,

При этих значениях параметра а получим решения:

1,2 — I +2, или х12 = -(9 ± бѴ15 — 2а +15 - 2а) + 2, 
4

1 3 /---------
х. 2 =8—а±—Ѵ15-2а.

1,2 2 2
Третий случай выполняется, если

3-^15-2а
2

3 + Ѵ15-2а

Ѵ15-2а>3,

Ѵ15-2а > -3,
I 2

откуда ЛГ2а>3, 15-2а >9,или а < 3.



Глава 1. Задачи с параметром •» 69

При этом значении параметра а получим

х = 8 -—а+—Ѵ15-2а.
2 2

Ответ: если а < 3, то х = 8-—а+—ѴІ5^2а;
2 2

। 3 .______
если 3 < а < 7,5, то х. 9 =8 — ±-Ѵ15-2а;

1,2 2 2
если а = 7,5, то х = 4,25;
если а > 7,5, то корней нет.

Пример 7. В зависимости от значений параметра а решите урав­
нение №-х + у/2 + х = а.

Решение.
Пусть \І2 + х = у, тогда х = у3 - 2, и исходное уравнение примет вид 

у + ^^ = а. (1)

Уравнение (1) запишем в виде ^-у9 -а-у^ или, возведя обе ча­

сти в куб, имеем
4:- у3 = (а - у)3, или 4- у3 = а3 - За2у + Зау2 - у3, или

Зау2 - За2у + а3 - 4 = 0. (2)
Уравнение (2) квадратное относительно у:
В = 9а4 - 12а(а3 - 4) = 48а - За4 = За(16 - а3),

У! 2 = —(За2 ±73а(16-а2)), где 0 < а < 2^2.

Учитывая подстановку, находим х = у3 - 2, или
^ ^ = ^(^1 ^('б-а8))’ - 2. 

^іоа ' /
Ответ: если а е (-оо; 0] и (2^/2; +оо), то корней нет;

если а € (0; 2^2], то

х, . = —^(За2±^аіім*)| -2.
12 216а2' ѵ /
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Пример 8. Найдите все значения параметра а, при которых урав­
нение 4^-бас-9а=4-х не имеет решений.

Решение.
Пусть \/х2 - бас-9а = 4-х равносильно смешанной системе

х2 - бах - 9а = (4 - х)2; [х2 - бах - 9а = 16 - 8х + х2;

8х-6ах = 9а + 16; 2(4-За)х = 9а + 16.

4
а) Пусть 4 - За * 0, т. е. а ^ —, тогда <

3
_ 9а+16

*~2(4-За)

„ 9а + 16 .Значит, если ——^—^ >4, то решения не попадают в область опре-

деления В(у).
„ 9а+ 16 . _Имеем-------------- 4>0, или

2(4-За)

33а-16 Л

9а+16-32+24а Л 33а-16
2(4-За) 2(4-За)

За-4
Решая полученное неравенство методом интервалов, имеем

16
°1-33’

4
2 3

16
33

4
З

<16 4^
1,33 3,1

б) При 4а = — решении нет.

41Ответ: при а е —; — уравнение не имеет решении. 
I 33 3

Пример 9. Найдите все значения параметра а, при которых урав­
нение у!а -2ху = у-х + 5 имеет единственное решение.

Решение.
Данное уравнение равносильно смешанной системе 

у/а - 2ху = у-х + 5, [а- 2ху = у2 +х2 - 2ху + 10у + 25 - Юх, 
і/-х + 5>0; [і/-х + 5>0;
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(х2 - Юх + 25) + (у2 + 10j + 25) = а + 25, Г(х - 5)2 + (у + 5)2 = а + 25, 

у-х + 5>0; [і/-х + 5>0.

Уравнение (х - 5)2 + (у + 5)2 = а + 25 
при а > -25 задает на координатной 
плоскости окружность с центром в 
точке А(-5; 5) и радиусом R = у/а + 25, 
а неравенство у - х 4- 5 > 0 задает верх­
нюю полуплоскость с границей у - х + 
+ 5 = 0.

Как видно из рисунка, окружность 
и полуплоскость имеют одну общую 
точку, если радиус окружности

R = —AO кв&драга. MANO,

т. е. Ѵа + 25 =—т=, откуда а+ 25 = —, а =-12,5.
УІ2 2

При а < -25 уравнение, а следовательно, и система не имеют 
решений, а при а = -25 решением уравнения будет пара (5; -5), не 
удовлетворяющая неравенству у - х + 5 > 0.

Ответ: -12,5.

Пример 10. Найдите все значения параметра а, при каждом из 
которых уравнение ах + у/5-4х-х2 = 2а + 3 имеет единственный ко-

рень.

Решение.
Запишем данное уравнение в 

виде
^5-4х-х2 = -ах + 2а + 3. (1)

Приведем графическое реше­
ние уравнения (1), для чего рас­
смотрим функции

/(х) = \l5-4x-x2 и g(x) = -ах + 2а + 3.

Заметим, что графиком функции /(х) = ^32-(х + 2)2 является по­

луокружность радиуса г = 3 с центром в точке М(-2; 0), лежащая в 
верхней полуплоскости. Графиком функции ^(х) = -ах + 2а + 3 явля-
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ется прямая с угловым коэффициентом (-а), проходящая через точ­
ку Р(2;3).

Уравнение (1) имеет единственный корень при условии, если гра­
фики функций /(х) и g(x) имеют одну общую точку: либо прямая g(x) 
касается полуокружности, либо пересекает ее в одной точке.

Поскольку касательная ОС, проведенная из точки Р к полуокруж­
ности, параллельна оси Ох, то угловой коэффициент равен нулю, 
т. е. при а = 0 исходное уравнение имеет один корень.

При -а < 0 прямая g(x) не имеет общих точек с полуокружностью.
Так как прямая РА, заданная уравнением у = -ах + 2а + 3, прохо­

дит через точки Р(2; 3) и А(-5; 0), то получим

0 = 5а + 2а + 3, откуда 7а = -3, -а = —. 
7

При 0<-а<у прямая, заданная уравнением у = -ах + 2а + 3, 

имеет две общие точки с полуокружностью.
Аналогично прямая РВ, заданная уравнением у = -ах + 2а + 3, 

проходит через точки Р и В, тогда 0 = -а + 2а + 3, -а = 3.

При -<-а<3 прямая, заданная уравнением у = -ах 4- 2а + 3, име­

ет угловой коэффициент больше, чем у прямой РА, и не больше, чем 
у прямой ОМ, и пересекает полуокружность в одной точке.

3
Таким образом, при -3 < а < — — исходное уравнение имеет един­

ственный корень, а при -а > 3 прямая не имеет общих точек с полу­
окружностью.

3 ) Ответ: -3; — ; 0. 
7/

Пример 11. В зависимости от значений параметра а решите нера; 
венство х + 5а>6у[ах.

Решение.
Если а < 0, то из правой части неравенства следует, что х < 0. Но 

тогда х + 5а < 0, значит, ни при каких отрицательных значениях а 
исходное неравенство не имеет решений.

Если а = 0, то х > 0.
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Пусть а > 0, тогда х > 0, и х = 0 является решением исходного не­
равенства. Кроме того, при таких значениях а,и х данное неравенство 
равносильно неравенству (х + 5а)2 > Збах, или х2 - 26ах + 25а2 > 0.

Разлагая на множители левую часть полученного неравенства, 
имеем (х - а)(х - 25а) > 0.

Решая полученное неравенство методом интервалов, находим 
0 < х < а, х > 25а.

Ответ: при а < 0 решений нет; при а = 0 х > 0; 
при а>0, 0<х<а, х> 25а.

Пример 12. При каких значениях параметра а множество реше-
ний неравенства 3 + у/х2 +ах > х содержит отрезок [5; 8]? 

Решение.
Запишем неравенство в виде у/х2 +ах >х-3.

Поскольку х е [5; 8], то х - 3 > 0.
(1)

Тогда неравенство (1) равносильно системе <
х2 +ах>(х-3)2, 

х2 +ах>0.

Из первого неравенства системы имеем
х2 + ах > х2 - 6х + 9, или (а + 6)х - 9 > 0.

Графиком функции у = (а + 6)х - 9 является прямая, причем в 
точках х = 5 и х = 8 функция принимает положительные значения.

Следовательно, получим системы линейных неравенств:

(а + 6)-5-9>0, [5а>-21,

(а + 6)-8-9>0; 8а > -39:

21
5 ’ 21

откуда а>-— 
оУ о
Т’

Г 21 1I 5 )
Пример 13. Найдите все значения параметра а, при каждом из 

которых множество решений неравенства 3 + у/х2 + Зах > х содержит 

отрезок [3; 6].
Решение.
Запишем неравенство в виде у/х2 + Зах > х-3.

Возведем обе части в квадрат: х2 + Зах > х2 - 6х 4- 9, 3 < х < 6.
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Зах > -6х + 9, откуда а > -2+—, 3 < х < 6.

3 
На отрезке [3; 6] функция а(х) = -2+— убывает.

х
Следовательно, чтобы отрезок [3; 6] являлся решением неравен- 

о 3 - <ства а>-2 +—, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось нера-
X

3 
венство а > а(3) = -2+— = -1, т. е. а > -1.

Ответ: (-1; +оо).

Пример 14. Найдите все значения параметра а, при каждом из

которых неравенство |х-2а2|-./х-— >0 выполняется при любом до- 
1 1 \ 4

пустимом значении х.

Решение.

Запишем неравенство в виде х-2а2 >

Поскольку обе части неравенства неотрицательны, то, возведя в
квадрат, с учетом ОДЗ, получим

(х-2а2)2 >х-р х2 -(4а2 +1)х + 4о4 +—>0,

5
При всех х > — полученное неравенство может быть выполнено 

4
лишь в двух случаях.

1) Дискриминант В < 0, т. е. (4а2 +1)2 - 4 • 4а4 + — < 0,

16а‘ + 8а2+1-16а4-5<0,8аг-4<0, а‘<-, -Х<а<4=.
2 72 72

2) Дискриминант В > 0, но оба корня удовлетворяют условию
5х < —, что невозможно.
4
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Действительно, пусть х0 — абсцисса вершины параболы, которая 
является графиком квадратичной функции

/(х) = х2 - (4а2 + 1)х + 4а* +—.
4

Тогда х0 = —(4а2 +1) = 2а2 +—> —.
2 2 2

Но корни Хі и х2 квадратного трехчлена расположены симметрич-

но относительно х0, значит, больший корень расположен правее —,
2

1
т. е. х2 >—.

2 2

Следовательно, —т=<а<—і=. 
Ѵ2 Ѵ2

Ответ:

Пример 15. В зависимости от значений параметра а решите пера 
венство ^4х+ а>х.

Решение.

I способ

Пусть ^4х+а-у^ тогда данное неравенство равносильно системе

у2-4у-а<0, 

У^^
(1)

Квадратный трехчлен /(у) = у2 - 4у - а имеет следующие случаи 
расположения корней уг и у2:

1)0<у1< у2; 2)у1<0< у2.
При выполнении этих условий система (1) будет иметь решения.
Заметим, что первый случай выполняется, если совместна система 

£> = 4(4 + а)>0,
7(0) = -а>0,

где О — дискриминант трехчлена /(у).

Далее имеем <
а>-4, 
а<0,

откуда -4 < а < 0.

При этих значениях а решениями системы (1) будут все у из про­
межутка [уі; у2], где Уі=2-^4 +а, у2=2 + 44 + а.



76 «• Математика

Следовательно, решениями исходного неравенства будут все те х,
которые удовлетворяют неравенствам 2-Л+а <х<2 + уЦ+а.

Рассматривая случай 2), замечаем, что абсцисса вершины парабо­

лы /(у) = у2 - 4у - а равна х0 = 4
2

= 2, тогда рассматриваемый случай

имеет место, если /(0) = -а < 0, т. е. при а > 0. При этом системе (1) 
удовлетворяют все значения у из промежутка [0; у2], тогда решения­
ми исходного неравенства будут все значения х, удовлетворяющие
неравенствам

-—<х<2 + Ѵ4 + а.
4

При 4 + а < 0, т. е. при а < -4, исходное неравенство не имеет ре 
шений.

Ответ: если -4 < а < 0, то 2-^4+а <х<2+-Д+а;

если а > 0, то —^х^2+Ѵ4+а; 
4

если а < -4, то решений нет.

II способ
Рассмотрим в координатной плоскости хОу графики функций

Ух = хи у2= ^4х + а

Решениями исходного неравенства будут те значения х, при кото­
рых при каждом значении параметра а график функции у2(х) распо­
ложен не ниже графика функции уі(х). Если графики касаются, то 
значение а находится из условия В = 0, т. е. 16 + 4а = 0, а = -4.
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Если а < -4, то график функции у2 расположен под графиком 
функции уъ и поэтому в этом случае исходное неравенство не имеет 
решений.

Заметим далее, что при о = 0 график проходит через начало коор­
динат, значит, при а е [-4; 0] все решения исходного неравенства 
принадлежат отрезку [хі; х2], где Хі и х2 — корни иррационального 
уравнения, т. е. хг = 2->/4 + а, х2 =2 + \/4 + а.

Если а > 0, то график функции у2 будет иметь одну общую точку с

—; 0 и одну общую точку с графи-

КОМ функции У! с абсциссой х2.
Следовательно, при а > 0 все решения исходного уравнения — это 

о , > значения х, удовлетворяющие неравенствам — < х < х2.
4

Пример 16. В зависимости от значений параметра а решите нера­
венство х + 5а>2\[ах.

Решение.
Если а < 0, то из исходного неравенства следует, что х < 0.
Заметим, что при этих значениях а и х левая часть неравенства 

х + 5а < 0, и, значит, ни при каких отрицательных значениях исход­
ное неравенство решений не имеет.

Если а = 0, то данному неравенству удовлетворяет любое х > 0.
Если а > 0, то х > 0. В частности, х = 0 — решение исходного нера­

венства. При этих значениях а и х исходное неравенство равносиль­
но неравенству (х + 5а)2 > Збах, или х2 - 26ах + 25а2>0, или

(х - а)(х - 25а) > 0, откуда находим 0 < х < а, х > 25а.
Ответ: если а с (-оо; 0), то решений нет;

если а = 0, то х е (0; +оо);
если а е (0; +оо), то х е [0; а) и (25а; +оо).

Пример 17. Решите неравенство (а + 2)>/3-х <1.

Решение.
Данное неравенство равносильно совокупности двух систем:
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Из первой системы находим х < 3 при а < 2. 
Решая вторую систему неравенств, находим

З------ -—- < х < 3 при а > -2. 
(а + 2)2

Ответ: при а є (-оо; -2] х є (-оо; 3];
Л 1 Л 

при а є (-2; +оо) х є 3---------- 3 .І (а + 2)2 )

Пример 18. Найдите все значения параметра а, для которых при
5х а Л 

каждом х из промежутка [3; 5) выполняется неравенство-------- < 0.
х-За

Решение.
Данное неравенство равносильно неравенству

(5х - а)(х - За) < 0.

Пусть Дх) = (5х - а)(х - За) — квадратный трехчлен, у которого 
первый коэффициент положителен. Кроме того, /(0) = За2 > 0, зна­
чит, Дх) < 0 на промежутке [3; 5), если будут выполняться условия

7(3) < 0, 
7(5) < О

(10-а)(3-3о)<0, 
или <

[(25-а)(5-За)<0;
(а-10)(а-1)<0, 
(За-5)(а-25)<0.

(1)

Решая первое неравенство методом интервалов, имеем 1 < а < 10.

Аналогично решая второе неравенство, находим — < а < 25.

Тогда решением системы (1), а значит, и исходного неравенства

А Г5будет пересечение полученных множеств, т. е. а е —; 10 .
3 /

Ответ: -; іо). з /
Пример 19. Решите неравенство \[а + 2х + ^а-2х > а.

Решение.

ОДЗ: --<х<-.
2 2

Отсюда следует, что а > 0. При а = 0 исходное неравенство не имеет 
решений.

Если а > 0, то, возведя обе части неравенства в квадрат, получим 
а + 2х + а - 2х + 2у/а2-4х2 > а2, или 2^а2 -4х2 > а2-2а, откуда при

а є (0; 2] имеем X є а а
2’ 2
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Если а >2, то, возведя в квадрат, имеем
4(а2 - 4х2) > (а2 - 2а)2, или 4а2 - 16х2 > а4 - 4а3 4- 4а2, 

16х2 < а3(4 - а), откуда при а е (2; 4) получим 
х2 <-(4-а), или х е [--Ло-о2; -Ла-с?

16 Н 4
а при а е [4; +оо) решений нет.

Объединяя полученные решения, получим ответ.
Ответ: при а е (-оо; 0] и

при а е (0; 2), х е

4; +оо) решении нет;

а. а
~2’ 2 ’

при а е [2; 4), х е ^-^\І4а-а2; ^^4а-а2

Пример 20. При каких значениях параметра а решения неравен­
ства ^2х-4а > х образуют на числовой прямой отрезок длиной 3|а|?

Решение.
Данное неравенство равносильно совокупности двух систем:

х < 0, > 0,
2х-4а>0 2х-4а>х .

Из первой системы имеем: при а < 0, х е [2а; 0]; при а > 0 решений 
нет.

Из второй системы находим:
при а < 0, х е [0; 1 + Л-4о];

при а є [ 0; ^ , х є [1-7Ма; 1+7Мо];

I 1при а е I —; +ао I решении нет.

Объединяя решения систем, получим:
при а є (-оо; 0] решением системы является отрезок [2а; 1 + Ѵ1-4а]. 

Его длина равна 3|а| в том случае, если а (а < 0) удовлетворяет урав- 
нению

1 + Ѵ1-4а -2а = -За, или Ѵ1-4а = -а-1, 

или 1 - 4а = а2 + 2а + 1, а2 + 6а = 0, а(а + 6 = 0), 
Сі = 0 (не удовлетворяет), а2 = -6.



80 «• Математика

Если а е то решения данного неравенства заполняют отре

зок [1-71-4а; 1 + 7Ма]. Его длина равна 3|а| (где а > 0) в том слу­

чае, если 2>/1-4о = 3а, или 4(1 - 4а) = 9а2, 9а2 4- 16а -4 = 0, откуда 

2

Ответ: а = -6, а = —.
9

Пример 21. Найдите все значения а, при каждом из которых 
уравнение Ѵ1-3х = а-8|х| имеет более двух корней.

Решение.
Рассмотрим функции Дх) = а - 8|х| и £(х) = Ѵ1-Зх. Исследуем 

уравнение /(х) = ^(х).
Заметим, что функция /(х) возрастает на промежутке (-оо; 0), 

а функция g(x) убывает на этом промежутке, значит, уравнение 
Дх) - ^(х) имеет не более одного корня на этом промежутке, причем 
решение будет существовать тогда и только тогда, когда /(0) > ^(0), 
т. е. при а > 1.

При х > 0 уравнение Дх) = ^(х) примет вид
а -8х = Ѵ1-3х. (1)

Если х > —, то левая часть уравнения (1) отрицательна. В этом слу- 
8

чае корней нет.
а.

Если х<—, то уравнение (1) преобразуется к квадратному:
8

(а - 8х)2 = 1 - Зх, или а2 - 16ах + 64х2 = 1 - Зх, или
64х2 + (3 - 16а)х + (а2 - 1) = 0. (2)

В = (3 - 16а)2 - 256(а2 - 1) = 9 - 96а + 256а2 - 256а2 + + 256 =
265= 265 - 96а. Значит, при 265 - 96а > 0, т. е. а>—, уравнение (2) не

265имеет действительных корней; при а =-----  уравнение (2) имеет
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265 „
16а-3 6 6 247 265

единственный корень х =--------- , или х = —------- =------ , при а<------
128 128 768 96

уравнение имеет два корня.

Пусть
16а-3-Л) _ а

128 “8
з+4р

128
16а — 3 + ^0 а 3 — у/ О

128 “ 8 128 ’

о атогда меньшии корень ^ < - 
8

а больший корень х2 не превосходит

а 265—, если Ѵ-0 < 3, т. е. при — < а <----- .
8 3 96

Согласно теореме Виета ^ + х2 = 16а-3
64

а2-1
Х.Х, =-------1 2 64

Следовательно, знаки корней хх и х2 зависят от знаков выражений 
16а-3 а2-1
---------- и------- .

64 64
Значит, при а < -1 оба корня отрицательны, при -1 < а < 1 один из 

корней отрицательный, а другой — неотрицательный, при а > 1 оба 
корня неотрицательны.

Таким образом, при х > О уравнение (1) имеет следующее количе­
ство корней:

1) при а < 1 корней нет;
і 2652) при а = 1 и а> — — один корень;

і 8 2653) при 1<а< — и а = -^- —два корня;

П 2654) при — < а < — — три корня.

Ответ: а е
3’ 96

Пример 22. Найдите все значения параметра а, при каждом из 
которых на интервале (1; 3) существует хотя бы одно число х, не удо­
влетворяющее неравенству а + ^а2 -2ах + х2 < 4х-х2.

Решение.
Запишем неравенство в виде а + ^(х-а)2 < 4х - х2, или

а + |х - а| < 4х - х2, или |х - а| < 4х - х2 - а. (1)



82 «• Математика

Неравенств,о (1) равносильно системе неравенств
х-а<4х-х2 -а, 

х-а> -4х + х2 + о; 
х(х - 3) < О, 

а < —х2 +2х.
I 3

Заметим, что неравенство (2) определяет 
на плоскости Оха полосу, заключенную ме­
жду прямыми х = 0 и х = 3.

Неравенство (3) задает часть плоскости,

(2)

(3)

ограниченную сверху параболой.
Из рисунка видно, что на интервале (1; 3) есть значения х, не удо-

5 
влетворяющие исходному неравенству, только если а>-.

Ответ: а є —; +оо .

Пример 23. Найдите все значения параметра а, при которых 
уравнение ^ху + а = 2х + 2у + 5 не имеет решений.

Решение.
Данное уравнение равносильно смешанной системе

2х + 2у + 5 > О,

8ху + а = 4х2 + ^у2 + 8ху + 12х + 12і/ + 9,

2х + 2у + 5 > О,

(2х + 3)2 + (2і/ + 3)2=а + 9.

Неравенство (1) задает на коорди­
натной плоскости верхнюю полупло­
скость с границей 2х + 2у 4- 5 = О, 
а уравнение (2) при а > -9 — окруж­
ность с центром М(-2,5; -2,5) и радиу­
сом Я = 4а + 0 (см. рис.).

Заметим, что окружность и полу­
плоскость не имеют общих точек

(1)
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в случае, когда радиус Я<—МО квадрата АОВМ, т. е. 4а + 9 <----- ,
2 4

п 50 47 ѵ п Л 47
или а + 9 < —, а <------. Учитывая, что а > -9, находим -9 < а <----- .

16 8 8
При а < -9 уравнение (2), а значит, и вся система решений не 

имеют, а при а = -9 решением уравнения является пара (-2,5; -2,5), 
которая не удовлетворяет неравенству (1).

Итак, исходное уравнение не имеет решении при а <------.
8

Ответ: а є 47 
8

Задачи для самостоятельного решения
Решите уравнения и неравенства с параметрами

1. Решите уравнение \І2х-а2 +5 = х +1.

2. Решите уравнение х2 -^а-х = а.

3. Решите уравнение 4х + а -\lx-a = 2а.

4. Найдите все значения параметра а, при которых уравнение 
^5|х|-х2 = а имеет ровно два решения.

5. Найдите все значения параметра а, при которых уравнение 
74х-3-х2 = ах-1 имеет единственное решение.

6. Найдите все значения параметра а, при которых всякая пара 

чисел (х; а), удовлетворяющая неравенству х>—, удовлетворяет 
а

также неравенству >/2х + 7 > ах.

7. При каких значениях а уравнение 4x^2 =а-х имеет решения?

8. При каком значении а уравнение ^2о|х|-х2 =х + 3 имеет два 

корня?
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9. При каком значении а уравнение ^а - у/а + х = х не имеет корней?

10. При каком значении а уравнение х2 -у/а-х =а имеет один

корень?

11. При каких значениях параметра а уравнение 
уіх2 -9а + 5 -х + 4 = 0 имеет корни?

12. При каких значениях параметра а уравнение 
Ѵ-8х-х2 -15 = ах + 7 имеет единственное решение?

13. При каком значении а уравнение ^2х + 1 =х-а имеет два корня?

14. Найдите все значения а, при которых уравнение 
ах +Ѵ10^6х=0 имеет решение на отрезке [-1; и-

15. При каких значениях а уравнение у/х^+Та-б = х-5 не имеет 

корней?

16. При каком наибольшем целом значении параметра а множество 
решений неравенства ^7 + х + у/х2 - 2ах + а2 < 4 является отрезком?

17. Решите неравенство уі5х2 + а2 > -Зх.

18. Решите неравенство х + у/а-х >0.

19. Решите неравенство у/х + 2 > у/х-а.

20. Решите неравенство уіх + 2а>х.

21. Решите неравенство ау/х + 1 <1.

22. Решите неравенство х + 2а>3у/ах.

23. Решите неравенство а-х< УІ2ах-х2.

24. Решите неравенство х + 4а > 5у/ах.
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25. При каком наименьшем значении параметра а длина интерва­
ла, являющегося областью решений неравенства ^2ах^х2 >а-х, 

равна 2 + Л?

26. При каких значениях параметра а уравнение 
2х + Зу[х + 2а2 - 11а = 0 имеет один корень?

27. В зависимости от значений параметра а решите неравенство 
у/х + Ъа + х < Ѵ9а + а.

28. Найдите все значения параметра а, при которых уравнение 
3 + ^1+2ах-а2 -х2 = а + ^Ъх-х2 -8 имеет ровно один корень.

29. Найдите все значения параметра а, при которых уравнение 
Ѵх-9 = ах + 7а-3 имеет один корень.

30. Найдите все значения параметра а, при которых все числа 
х е [1; 5] удовлетворяют неравенству Зах + 2^8х + 1-6х + а- 5<0.
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§ 3. Тригонометрические уравнения, 
неравенства и системы с параметрами

Краткая теория и справочные материалы
Это уравнения, содержащие неизвестную величину под знаком 

тригонометрической функции.
При помощи соответствующих преобразований всякое тригоно­

метрическое уравнение сводится к одному или нескольким простей­
шим уравнениям.

Главный принцип — не терять корней. Одним из возможных ме­
тодов отбора корней, отсеивания посторонних является проверка. 
Заметим, что в отличие от алгебраических уравнений трудности, 
возникающие с отбором корней, проверкой, резко возрастают, так 
как проверять приходится целые серии, состоящие из бесконечного 
числа членов.

Типы тригонометрических уравнений 
и методы их решения

1. Простейшие тригонометрические.
2. Уравнения, решаемые разложением на множители.
3. Уравнения, сводящиеся к квадратным.
4. Однородные и сводящиеся к ним.
5. Уравнения, решаемые введением вспомогательного аргумента.
6. Уравнения, решаемые преобразованием суммы тригонометри­

ческих функций в произведение.
7. Уравнения, решаемые преобразованием произведения тригоно­

метрических функций в сумму.
8. Уравнения, решаемые с применением формул понижения сте­

пени.
9. Уравнения, решаемые с применением формул двойного и трой­

ного аргументов.
10. Уравнения, решаемые с помощью замены переменной.
11. Уравнения вида f(x) = ^(х).

12. Уравнения, решаемые с использованием ограниченности 
функций sin х и cos х.
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Краткие справочные материалы
1) sin х = а, х = (-l)narcsin а 4- яп, п е Z, \а\ ^ 1;
2) cos х = а, х = ±arccos а + 2лтг, п е Z, \а\ < 1;
3) tg х = а, х = arctg а 4- яп, п е Z, а е R;
4) ctg х = а, х = arcctg а + яп, п е Zt а е R.

Частные случаи
(а = 0, а = 1, а = -1) 

лsin х = 0, х = яп, п е Z; sin х = 1, х = —+2яп, п е Z;
2

л лsin х = -1, х = —+ 2яп, п е Z; cos х = 0, х = —+яп, п е Z; 
2 2

cos х = 1, х = 2яп, п е Z; cos х = -1, х = я + 2яп, п g Z;
лtg х = 0, х = яп, n g Z; ctg х = 0, х =—+яп, n g Z.
2

Основные формулы

. 9 , 9 - , sina , cosasin2 а + cos2 а = 1; tga =------- ; ctg а =-------
cosa sina

tga-ctga = l; l + tg2a =—^—; l+ctg2a =—^—; 
cos a sin a

sin (a + p) = sin a cos p + cos a sin p;
sin (a - p) = sin a cos p - cos a sin P;

cos (a + P) = cos a cos p - sin a sin P;
cos (a - p) = cos a cos p + sin a sin p;
Ш+Р)=^; «а-₽)=^;

l-tgatgp 1 + tgatgP
sin 2a = 2 sin a cos a;
cos 2a = cos2 a - sin2 a = 2 cos2 a - 1 = 1 - 2 sin2 a;

2tga . 
1-tg a

sin 3a = 3 sin a - 4 sin3 a;
. 2 a 1-cosa sin — =----------- ;

2 2
, a sina 1-cosatg— =----------- =------------, a * л

2 1 + cosa sina

cos 3a = 4 cos3 a - 3 cos a;
2 a 1 + cosa cos — =----------- ;

2 2

+ 2яп, n e Z;
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2t«, 
sina =------ —;

l+tg2^

sina + sinp = 2sin

cosa + cosp = 2cos

cosa =---------—;
1 + tg2^

a+p a-P
—-cos------; 

2--------2
a+P a-p
------cos------;

2 2

a
tga =--------—;

2
sina-sinB = 2sina ^cosa+^; 

2 2

cosa-cosp = -2sin -sin -  = 2sin -sin------; H 2----------2--2----------2
, , o sin(a + P) , , D sin(a-P)tga + tgp =---------- ; tga - tgp = —----------- ;

cos a cos p cos a cos p

a sin a + &cos a = \/a2 +bz sin(a + q>), 

b a
где sm(p=7T7;

sinasinp = — (cos(a—P)—cos(a + P));
2

cos a cos p = - (cos(a - p) + cos(a + p));

sinacosp = —(sin(a-p) + sin(a + p));
2

arcsin (-x) = -arcsin x; arccos (-x) = л - arccos x; 
arctg (-x) = -arctg x; arcctg (-x) = л - arcctg x.

Задачи с решениями

3.1. Тригонометрические уравнения
Пример 1. При каких значениях параметра а уравнение

sin2 Зх - a + — sin3x + —= 02 J 2

имеет ровно 3 корня, принадлежащих отрезку 2л
”з~ л ?

Решение.
Решаем данное уравнение как квадратное относительно sin Зх = t, 

где И < 1.
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.9 I 1 I - л
t - а+- t+- = 0, D = \a+—\ -2а = а +а + — 2а = \а —{ 2J 2 { 2 4 I 2

, откуда находим t^ = a, t2= —
2

Следовательно, sin Зх = а и sin3x = —.

Так как второе уравнение на отрезке
2л 
т л имеет 2 корня:

13л 17лX, =-----  И X, =----- ,
1 18 2 18

то значение параметра а удовлетворяет условию

задачи, если уравнение sin Зх = а имеет на отрезке 2л 
т л лишь

один корень.

Заметим, что функция у = sin Зх принимает на отрезке у; л все

значения от 0 до 1, причем каждое из этих значений, кроме 1, — два­
жды. Тогда условие задачи выполняется только при значении а = 1.

Ответ: 1.

Пример 2. При каких значениях параметра а уравнение 
(х2 -I-16) sin ах = 2(х2 - 4х + 16)

имеет корни? Найдите эти корни.
Решение.

2(?-4х+16)
sinax = ——j—------. (1)

х2 + 16

ігі 2(х2-4х + 16) а л оНо |sin ох|< 1, кроме ТОГО, —-2———->0 при любом х е R, так 

как х2 + 16 > 0 и х2 - 4х + 16 = (х - 2)2 + 12 > 0, тогда из неравенства 

^Х 4*+ 16) < J имеем 2х2 - 8х + 32 < х2 + 16, или х2 - 8х + 16 < О, 
х2 + 16

(х - 4)2 < 0, что верно, если х - 4 = 0, т. е. х = 4.
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Тогда равенство (1) возможно лишь при х = 4, т. е. в этом случае

получим sin 4а =
2(42-4-4 + 16) 216

43 + 16 32
л

= 1, откуда 4а = — + 2лп, 
2

а =—+—, п е Z.
8 2

л л лаОтвет: если а =—+—, п 
8 2

метра а корней нет.

g Z, х = 4; при других значениях пара-

Пример 3. Найдите все значения а, которые удовлетворяют усло­
вию 4 < а < 17 и при которых уравнение

. ах Зя1 + COS — + —I 3 4

|сО8ЯХ-6ІПЛх|

имеет хотя бы одно решение, удовлетворяющее условию 1 < X < 2.
Решение.
Заметим, что

СО8ЛХ-8ІПЛХ = ѵ2 -7= С OS Л X---- ₽8ІПЛХ172 72

2 cos—cos лх-sin—sin лх
4 4

2 cos —+лх .I 4 )

Учитывая ограниченность функции сов і, имеем

0< V2cosl —+ лх <Ѵ2, тогда
J \|coe лх-sin Jtx|

<2

Значит, —I 3
2f ax 3л

Т. е.

13 4 J

- і 1 ах Зя- -l<cosz —+— 
3 43

_ fax Зя А
Отсюда cos —+—I 3 4 J = 0, т. е. ах Зя л „—+— =—+лп, п & Z.

3 4 2

ах __я 
"3~”2

Зя ах л------+ лп, — = — +ЛП, 
4--------3 4
Зя _ „ах =------+3лп, п & Z.
4

(1)
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(1 \ІСО8°'в'п’ІІІ
Равенство 1 — 1 =1 выполняется при cos лх - sin лх = О —

однородное уравнение I степени.
Разделив обе части полученного уравнения на cos о ^ 0, получим 

л 1tg лх = 1, откуда лх = —+ л£, т. е. x = — + k, k е Z. 
4 4

Так как по условию задачи 1 < х < 2, то
13 7 11<- + А<2, или —<k<—, откуда А = 1, тогда х = —+ 1 = 1,25. 
4 4 4 4

Итак, учитывая (1), имеем
1 ок Зл f Зл 4 Зл 12лп
1,25а =----- + 3лп, откуда а=------ + 3лп • —=------+-------- . (2)

4 J 5 5 5

По условию 4 < а < 17, тогда (2) примет вид 
. Зл 12лп . 4 n4<----- +--------<17, 20 < -Зл + 12лп < 85,

5 5
20 + Зл < 12лп < 85 + Зя, 20+311

Так как л « 3,14, то ^^^«0,78 
12л

12л
85 + Зл и ----------

12л

85 + Зл
12л

«2,51, тогда п = 1 и

п = 2.

Если и = 1, то

Если п = 2, то

Зл 12л _ 9л

Зл 24л _ 21л 
Т+Т’Т

л 9л 21лОтвет: —; -----
5 5

Пример 4. При каких значениях параметра а уравнение

Ч - 1 Y । ।— sinx +------- = cosax имеет решения?2^ sinx J

Решение.

Из условия следует, что sinx + —-— > 0, откуда sin х > 0. 
sinx
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Следовательно, — smx +------- 
2^ sinx 21

2

+1 > 1, а правая

часть |соз ах\ < 1.
Равенство возможно тогда и только тогда, если

sinx = l, 
|cosox| = 1;

7t
х = - + 2тгп, nk nk 2k

2 откуда а = — =---------- = -——,
х Я Q 1 + 4пax = nk, — + Znn

где nt k е Z.

Ответ:
2Л

а =-------- , п9 k е Z.
1 + 4п

Пример 5. Решите уравнение sin3x = — sinx.

Решение.
Так как sin Зх = 3 sin х - 4 sin3 х, то получим

3 sin х - 4 sin3 х - — sin х = 0, или 9 sin х - 12 sin3 х - a sin х = О, 
3

sin х (9 - 12 sin2 х - а) = 0, откуда sin х = 0, Хі = лп, п е Z, или
9 — я

<9-12 sin2 х - а = 0, sin х =------ .
12

тт . 2 l-cos2x l-cos2x 9-а . _ 9-аНо sin х =-------------, тогда-------------=------- , 1 -cos2x =------- ;
2 2 12 6

_ - 9-а _ а-3соз2х = 1-------- , или со&2х =------- .
6 6

Так как |соз 2х| < 1, то из (1) имеем
-1<^^<1, -6<а-32б,т. е. а е [—3; 9].

Значит, корни уравнения (1) будут
_ , а-3 _ ,1 а-32х = ±агссоз—— + 2лп, откуда х2 =±—агссоз + лп, п е Z.

(1)

। д2
Ответ: хг = лп, х2 =±^агссоз—+лп, где а е [-3; 9].

Пример 6. При каких неотрицательных значениях параметра а 
все неотрицательные решения уравнения соз(4а - 3)х = соз(8а + 7)х, 
расположенные в порядке возрастания, образуют арифметическую 
прогрессию?
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Решение.
Запишем уравнение в виде 

cos(4a - 3)х - cos(8a 4- 7)х = 0, или 

(4a-3)x + (8a + 7)x (8a + 7)x-(4a-3)xA sin----------------------------sin--------------------------- = О,
2 2

sin (6a + 2)x • sin (2a 4- 5)x = О, откуда sin (6a 4- 2)x = 0, 
или sin (2a 4- 5)x = 0, (6a 4- 2)x = л/г, (2a 4- 5)x = лп,

л/г
6a+ 2

или xn nn 
2a + 5

nt k e Z.

Согласно условию а > 0, тогда решения неотрицательны, если 
и > 0, £ > 0.

При п = к = 0 оба корня равны нулю.
Так как все неотрицательные решения исходного уравнения, рас­

положенные в порядке возрастания, образуют арифметическую про­
грессию, то необходимо выполнение условий

л
6a 4-2

л л л--------pt или--------=--------  
2a 4- 5 2a 4- 5 6a + 2

д, где р, q е N.

В первом случае имеем 2a 4- 5 = p(6a 4- 2), или 
2d-5 (2 - 6p)a = 2p - 5, откуда a = ^ ^ > 0.

Pi = 2,5, йЦ, 
О

Значит, p = 1 и p = 2.
n 1 3Еслиp = 1, то ax =—;

1/3 2,5

n 1если p = 2, то a9 = —
2 10

Во втором случае имеем 6a 4- 2 = q(2a 4- 5), 
5a-2(6 - 2q)a = 5g - 2, откуда a = —---- > 0.
6-2g

?1 -~> ^2 — 3. 
О

Значит, q = 1 и q = 2.
2/5 3

3
Если g = 1, то a3 = —; если g = 2, то a4 = 4. 

4
n 3Ответ: a = —

4
—; 4. 
10
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Пример 7. Найдите все значения параметра а, при каждом из ко­
торых уравнение

(5 cos х + 10 + 2а) • cos х - l,5cos 2х - 13,5 = 0 
имеет хотя бы один корень.

Решение.
Поскольку cos 2х = 2 cos2x - 1, то уравнение примет вид 

(5 cos х + 10 + 2а) cos х - 1,5(2 cos2 х - 1) - 13,5 = 0, или 
5 cos2x 4- 2(5 4- а) cos х - 3 cos2x - 12 = 0, или

cos2x + (5 + а) cos х - 6 = 0. (1)
Пусть cos х = t, где |t| < 1, тогда получим квадратное уравнение 

t2 4- (5 + a)t - 6 = 0. (2)
Следовательно, исходное уравнение имеет хотя бы один корень, 

если уравнение (2) имеет хотя бы один корень, принадлежащий от­
резку [-1; 1].

Заметим, что графиком функции 
f{t) = t2 + (5 4- a)t - 6 

является парабола, ветви которой направлены вверх, ДО) = -6 < 0, 
значит, уравнение f(t) = 0 имеет хотя бы один корень, принадлежа­
щий отрезку [-1; 1], либо при условии Д-1) > 0, либо при условии 
Д1) о.

Если Д-1) > 0, то получим 1 - (5 4- а) - 6 > 0, или -10 - а > 0, отку­
да а < -10; если Д1) > 0, то 1 4- 5 4- а - 6 > 0, т. е. а > 0.

Итак, исходное уравнение имеет хотя бы один корень, если а < -10 
и а > 0.

Ответ: (-оо; -10]; [0; 4-оо).

3.2. Тригонометрические неравенства
Пример 1. Решите неравенство

cosx - Jy-x2 -1 -у2>0.

Решение.
Запишем неравенство в виде 

cosx > у2 + yjy-x2-1.

Заметим, что у - х2 - 1 > 0, т. е. у > х2 4- 1 > 1, тогда и cos х > 1. 
Значит, неравенство выполняется лишь при у = 1, х = 0.

Ответ: (0; 1).
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Пример 2. В зависимости от значений параметра а решите нера­
венство (а - 3) sin х < 4а + 5. 

Решение.
Заметим, что при а = 3 данное неравенство не имеет решений.
Пусть а - 3 ^ 0, т. е. а 3. При таких значениях параметра рассмот­

рим случай, когда а - 3 < 0, т. е. а < 3.
В этом случае исходное неравенство равносильно неравенству

4а+ 5 sinx<-------- .
а-3

< 4а + 5 < 
. а-3

2

4а+5+о-3
а-3

2
— <а<
5

5а + 2 
. а-3

-2/5 3

2
Итак, при — < а < 3 данное неравенство решений не имеет. 

5

Если < 4а+ 5 т. е. если а < -8, то решением исходного неравен-

. а-3
ства является любое х.

„ . 4а + 5^ 2
Если -1 <--------< 1, т. е. при — < а < — данное неравенство имеет

а 3 3 5
решения

. 4а + 5 п . 4а + 5 о „-arcsin--------+ щ2п -1) < х < arcsin---------^2ля, k є Z.
а-3 а-3

Пусть а - 3 > 0, т. е. а > 3. В этом случае ^^ > 1, поэтому исход­
а-3

ное неравенство не имеет решений.

Ответ: если а < -8, то х — любое число;
8
3

2 . 4а + 5—, то -arcsin  
5 а-3

+ л(2п -1) < х < arcsin^^ + 2лА, k е Z;
а — 3

2 если а>-—, то решении нет.
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Пример 3. Найдите все значения параметра а, при которых нера­
венство

—(х - ах) -—< sin(x - ах) + cosl 2х - 2ах+— I

выполняется при всех х е [л, 2л].
Решение.
Заменой х2 - ах = t данное неравенство преобразуется к виду 
4л ( л) ( л । 4 f л) 4
—t — <sint + cos 2t + — , или sin 2^— +— 2^— <sinf+—t 3 3 I 4/ I 4j 4J 3

4
Заметим, что функция f(t) = sin t + Ч возрастает на всей оси, так

4
как f’(t) = cos t + — > 0 для всех t е R.

Следовательно, имеем равносильное неравенство 

2t — <t9 или х -ах<—. (1)
4 4

Чтобы неравенство (1) выполнялось при всех х, необходимо и до­
статочно, чтобы оно было верно ДЛЯ X = Л И X = 2л.

Если х = л, то а>л-—; если х = 2л, то а>2л-—; но 2л-->л--. 
4 8 8 4

Значит, исходное неравенство выполняется при а > 2л-—.

Ответ: а>2л—. 
8
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Как видно из рисунка, данное неравенство справедливо при
тс 2л—+2пп<ах<—+ 2пп, п е Z.
3 3

11 । 1Г 2л ]
Следовательно, если а > 0, то —I —+2лп 1<х<—I —+ 2лп I, п е Z;

„ 1 2л о 1 л о „
если а < 0, то — — + 2пп <х< — —+ 2лп \, п е Z;

о^З ) о^З )

если а = 0, то решейий нет.

Ответ: если а

если а

_ л о 2л о► 0, то — — + 2лп <х< — —+ 2лп , пеИ;
а^З ) 3 )

_ 1Г2л о V о А _
О, то — — + 2лп <х< — —+2лп , п е Z;

аі 3 ) а(3 )

если а = 0, то решений нет.

Пример 5. Решите неравенство tg (ах + 5) >&.
Решение.
Решим данное неравенство графиче­

ски, для чего построим графики функций 
у = іб (ах + 5) и у = Ь.

На главной ветви тангенсоиды они пере­
секаются в точке х = arctg Ь.

Выделим промежуток оси х, на кото­
ром главная ветвь тангенсоиды располо­
жена выше прямой у = Ь, это интервал

агсѣ§о; —I.

Учитывая, что период тангенса равен л, 
делаем вывод, что заданное неравенство 
выполняется, если

лагсѣ£ Ъ + пп<ах + 5 < — + пп, или

л-5 -I- arctg & + лп < ах < -5 + — + пп.
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Следовательно, при а < 0 имеем
—(--5 + лп |<х<-(агс1§Ь-5 + о);
а^2 ) а

при а > 0 -(агс!еЬ-5 + яп)<х<-1— -5 + лп
а а V 2 )

Нетрудно видеть, что при а = 0 иЬ< tg 5, х е Я.
1 1Г л А

Ответ: если а > 0, —(аг^Ь-5 + лп)<х< — —5 + лп , п е Z;
а а\2 )
1<л А 1

если а < 0, — —5 +лп <х<-(агс!§Ь-5 + лп), пег;
а^2 ) а

если а = 0 и Ъ < 1ё 5, х е R.

Пример 6. Найдите все значения параметра а, при каждом из ко­
торых неравенство

Ча - 3 4- а (5 - sin2 х)2 + 2 сой2 х < О 
выполняется для всех значений х.

Решение.
Пусть sin2 х = t, где 0 < t < 1. Тогда неравенство запишется в виде 

7а — 3 + а(5 - О2 + 2(1?- t) < 0, или а((5 - t)2 + 7) < 2t + 1, t е [0; 1]. 
2^ + 1

Заметим, что (5 - t2)2 4- 7 > 0, следовательно, а<--------5—.

Найдем наименьшее значение функции f{t) =
2t + l 

(5-02+7
на отрезке

[0; 1].
Получим „^MiZH^M _ 

(5-0+7

_ -2t2 - 2t + 74 = 2(37 - (t2 + 0)
(5-О2 + 7 ' (5-02 + 7

Нетрудно заметить, что при t е [0; 1] производная f(t) > 0. Значит, 
функция f(t) возрастает на этом отрезке.

Но тогда функция f(t) достигает своего наименьшего значения в
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Значит, решением исходного неравенства будут все значения а,
1

при которых а < /найм., или а <---- •
32

Ответ: | -оо; — |.
I 32

3.3. Тригонометрические системы
Пример 1. В зависимости от значений параметра а решите систему 

(a2 -2a)sin—+3cosi/ = а + 7, 
3

X
4sin— + cos і/= 5.

Решение.
X XТак как sin— < 1 и cos у < 1, то 4sin— + cosy < 5, причем знак равен- 
3 3

. х 1 1ства выполняется тогда и только тогда, когда sin—= 1 и cos у =

Следовательно, второе уравнение исходной системы имеет решение 
только при тех значениях параметра а, при которых совместна система

sin—= 1, 
3

cosi/ = l.
(1)

Используя соотношения (1), первое уравнение исходной системы 
примет вид

а2 - 2а + 3 = а + 7, или а2 - За - 4 = О, 
откуда а = -1 и а = 4.

При этих значениях а исходная система и система (1) равносильны.
Решая систему (1), находим

X я- = - + 2яп, 
3 2 или <
у = 2я£,

Зя _ 
Х =---- + ОЯП, , ~

2 где k, п є Z. 
у = 2nk,

ЗяОтвет: если а = -1 и а = 4, то х = — + 6яп, у = 2лй, k, п є Z; при 
2

других значениях а решений нет.
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Пример 2. Найдите все значения а, при которых система уравнений 
sinxcos2i/ = а2 + 1, 

cosxsin2i/ = a

имеет решение, и решите систему.
Решение.
Так как левая часть первого уравнения системы не превосходит 

единицы, то система может иметь решения лишь при а = 0.
Если а = 0, то получим систему 

sinxcos2y = 1, 
cosxsin2y = 0.

Из второго уравнения системы (1) имеем 
cos х = 0, или sin 2у = 0.

Если cos х = 0, то при xt = — + 2ят из первого уравнения находим 
2

Уі = яп, а при х2 = ~— + 2nk получим у2 =

Случай sin 2у = 0 не дает новых решений.
Итак, исходная система уравнений имеет решение лишь при а = 0 

и имеет две серии решений.
(я f л

Ответ: — + 2ят; яп , — + 2лА; 1+— \я , т, п, k, I & Z.Д 2 { 2) )

Пример 3. При каких значениях параметра а система 
х-у = а, 
2(cos 2х + cos 2у) = 1 + 4 cos2 (х - у)

имеет решения? Найдите эти решения.
Решение.
Так как cos 2х + cos 2у = 2 cos (х + у) cos (х - у), то второе уравне­

ние системы запишется в виде
4 cos (х + у) cos (х - у) = 1 + 4 cos2 (х - у).

Тогда исходная система примет вид 
4cosacos(x + y) = l + 4cos2a, (1)
х-у = а. (2)

Сравним обе части уравнения (1).
Имеем |4 cos a cos (х + z/)| < 4|cos а|.
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С другой стороны, из неравенства (1 ± 2 cos а)2 > 0 следует, что 
4 |cos а| < 1 + 4 cos2 а, причем знак равенства выполняется лишь при 
условии, что 2 |cos а|= 1.

Следовательно, система (1)-(2) может иметь решения лишь при 
условии, ЧТО |cosa| = i.

Имеем две возможности:

1) cosa = —, тогда из (1) находим, что cos (х + у) = 1, 
2

т. е. х + у = 2пп. (3)
Решая систему (2)-(3), находим

х-у = а, [2х = а + 2пп,
х + у = 2пп; [2у = -а + 2тг;

а 
х. =—+яп, 

1 2
ух =—+ пп, п е Z;

2) cosa = —* 
2

Решая аналогично, находим вторую пару решений:

Л аОтвет'. —+пп; —+ пп
12 2

, П Е Z.

Задачи для самостоятельного решения

1. Решите уравнение (а - l)cos х + (а + l)sin х = 2а.

2. Решите уравнение sinTx =о + 1.

3. Решите уравнение tg |х - 2| = а.

4. Решите уравнение tg2 х = а(1 - cos х).

5. Среди всех решений уравнения sin х + cos х = sin ах, где а е R, 
найдите наименьшее положительное.
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6. При каком значении параметра а уравнение 3--------- = 2tgx
cosx

имеет решение?

7. Решите уравнение относительно а:
sin2 х - 2а sin х + 2а2 - 2а + 1 = 0.

8. При всех значениях параметра а решите уравнение
+ sin2 х = а, а є R.

9. Найдите все значения параметра р, при которых уравнение 
cos-4 х + р sin2 х - 2р = 1 имеет решение.

10. Найдите наибольшее положительное а, при котором уравне­
ние 2 cos2 х + cos х = а имеет решение.

11. При каких значениях параметра а из интервала -—; — урав-

нение ^28т(х-а)+>/3 =соз6х-1 имеет решение?

12. При каких значениях параметра а уравнение сову]а-х2 =1 

имеет ровно восемь корней?

13. При каких целых значениях параметра а уравнение

cos ах = 1 + 7 cos2 ^+^1 имеет решения? Найдите эти решения.

14. В зависимости от значений параметра а решите уравнение 
х2 + 2х cos (х - а) + 1 = 0.

15. При каком наибольшем целом значении параметра а уравне­
ние cosx + Vl + asinx = 1 + yjl-a имеет решение?

16. Решите неравенство у--.-------r-Jl-y-x2 >0. 
|cosx|

17. При каких значениях параметра а неравенство
а2 + 2a - sin2 х - 2а cos х > 2 выполняется для любого х е R?

18. Решите неравенство |sin (2х - 4)| < тп (0 < тп < 1).

19. Решите неравенство sin х + a cos х < а(а*0).
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20. Найдите все вещественные значения параметра а, такие, при 
которых неравенство

а(3 - cos2 х)3 - sin2 х + а < 5 
выполняется при всех х.

21. При каком наименьшем целом положительном значении пара­
метра а неравенство

cos2 х + 2а sin х - 2а < а2 - 4 
выполняется при любом значении х?

22. При каком значении параметра а неравенство
(а - 2)sin х > За + 4 

не имеет решений?

23. Решите неравенство |cos (х - 2)| > а, где а — параметр, a g (0; 1).

24. Решите неравенство sin3x - 2аsin2 у > 0.

25. При каком наименьшем целом значении параметра а неравен­
ство

а(2 + sin2 х)4 + cos2 х + а > 11 
выполняется при всех х?

26. Найдите все значения параметра а, при которых система
х2 +у2-2у< а, 

’ имеет решения.
sinx = sini/

27. Решите систему уравнений

28. Решите систему уравнений

sin х ч- sin I/ = 0, 
' а є
cosx + cosy = а,

sinx + sini/ = a, 

sin х sin z/ = -2a2.

29. В зависимости от значения параметра а решите систему нера­
венств 0 < cos х < 4 - a2.

30. Решите систему уравнений
8 cos х cos у cos(x - у) +1 = О, 
х + у = а.

31. Найдите все значения параметра а, при каждом из которых 
уравнение сое(4а?-х?) = 1 имеет ровно восемь различных корней.



104 «• Математика

32. Найдите все значения параметра а, при которых уравнение
2х

2Ї>+1 + acos 2-—= 0 
4

имеет один корень.

33. При каких значениях параметра а уравнение 
2cos2(22i‘i2 ) = а + Ѵз 8Іп(22х’?+1)

имеет корни?

34. При каких значениях параметра а уравнение 
2л2(х - I)2 + 4асоз (2лх) - 9а3 = 0 

имеет один корень?

35. Найдите все значения параметра а, при которых уравнение 

8asin^ - (a2 -16)cos^ = 12a -16 имеет хотя бы один корень.

36. Для каждого значения параметра а найдите все корни урав­
нения cos 2х + 2sin2(x + a) + 2 - sin a = 0, принадлежащие отрезку 
[л; 2л].

37. При каких значениях параметра а уравнение
(sin х - log4 a)(sin х - 2 + 2a) = 0

имеет ровно два корня на отрезке
л 5л
2’ Т

38. Найдите все значения параметра а, при каждом из которых 
для любого значения х выполняется неравенство

|sin2 х - 2(a - 1) sin х cos x + 5 cos2 x + 2 - a| < 6.

39. Найдите все значения параметра а, при которых система урав­
нений

(|x| + l)a = y + cosx, 

sin2 X + у2 = 1

имеет единственное решение.

40. При каких значениях параметра а система 
' 4 4х +у = а,
cos(x -у) + ху<Л 

имеет единственное решение?
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§ 4. Показательные и логарифмические 
уравнения и неравенства с параметрами

Краткая теория и справочные материалы

1. Показательные уравнения
Это уравнения, содержащие переменную в показателе степени.
Решение показательных уравнений часто сводится к решению 

уравнений вида ах = аь, где а > 0, а * 1, х — неизвестное.
Это уравнение решается с помощью свойства степени: степени с 

одинаковыми основаниями о > 0, а # 1 равны только тогда, когда 
равны их показатели.

Типы показательных уравнений и методы их решения
1. Решение уравнений с использованием свойств показательной 

функции.
2. Решение уравнений, сводящихся к квадратным.
3. Решение уравнений вынесением общего множителя за скобку.
4. Решение показательных уравнений логарифмированием обеих 

частей.
5. Решение уравнений с использованием свойства монотонности 

показательной функции.

2. Показательно-степенные уравнения
Это уравнения, содержащие неизвестное как в показателе, так и в 

основании степени:

(ях)Г'=(/мГ’
Корнями этого уравнения считаются только решения смешанной 

системы
7(*)>о,

£(х) = ф(х)

и те значения х, для которых /(х) = 1 при условии, что при этих зна­
чениях определены ^(х) И ф(х).

Если условием не исключается случай /(х) < 0 или /(х) = 1, то при­
ходится рассматривать все случаи.
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3. Логарифмические уравнения
Это уравнения, содержащие переменную под знаком логарифма. 
Простейшим логарифмическим уравнением является уравнение 

вида loga х = b, где a > 0, a * 1, равносильное уравнению х = аь.
Решение логарифмического уравнения вида

1°£а f(x) = loga ^) равносильно каждой из систем:
f/W>0, [g(x)>0,
f(x) = g(x)t \f(x) = g(x).

Заметим, что переход от уравнения loga f(x) = loga g(x) к уравне­
нию f(x) = g(x) может привести к появлению посторонних корней.

Эти корни можно выявить либо с помощью подстановки их в ис­
ходное уравнение, либо с помощью нахождения области определения 
исходного уравнения, которая задается системой неравенств 

7(х)>0, 

g(x) > о.

Методы решения логарифмических уравнений
1. Решение уравнений, основанных на определении логарифма.
2. Решение уравнений потенцированием.
3. Применение основного логарифмического тождества.
4. Логарифмирование.
5. Замена переменной.
6. Переход к другому основанию.

4. Логарифмы и их свойства
1°. Если х > 0, то x = aloge* — основное логарифмическое тожде­

ство.
2е. logaa = 1.
3е. loga 1 = 0.
4е. Если х > 0, у > 0, то loga (ху) = loga х + loga у — логарифм про­

изведения.
х

5е. loge — = loga х ~ l°ga У — логарифм частного. 
У

6°. Если х > 0, р е R, то loga хР = р • loga х — логарифм степени.
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log X
7°. Если х > 0, b > 0, b * 1, то log. х = —— — формула перехода от 

Чо

основания а к основанию Ь.

В частности, если х = &, то log. b = —-—, или logo b • logb а = 1. 
Ча

8°. loga b = loga₽ Ьр = ploga, b (p eR,p*0).

9е. Если a> 0, a ^ 1, b > 0, p ^ 0, to log , b = —log. b. 
a P

10°. loga x • logb у = loga у • log6 x, где x > 0, у > 0, a > 0, b > 0, a * 1, 
6И.

5. Показательные неравенства
Это неравенства вида а^ > а8^, где а > 0, а ^ 1.
Решение показательных неравенств основано на монотонности по­

казательной функции.
Решение неравенства указанного вида и неравенств, сводящихся к 

этому виду, основано на следующих утверждениях:
если a > 1, то показательное неравенство а^ > а8^ равносильно 

неравенству того же смысла f(x) > g(x);
если 0 < a < 1, то показательное неравенство а^ > а^ равносиль­

но неравенству противоположного смысла Дх) < g(x).

6. Показательно-степенные неравенства
Это неравенства, в которых неизвестное находится одновременно 

и в показателе, и в основании степени, например,
(х-3)2ж2'7х>1.

При решении показательных неравенств будем пользоваться свой­
ствами неравенств, содержащих степени:

1. При всех допустимых значениях аиЬ справедливы следующие 
утверждения:

1) неравенства аь > 1 и (а - 1)Ь > 0 равносильны;
2) неравенства аь > 1 и (а - 1)Ь > 0 равносильны;
3) неравенства аь < 1 и (а - 1)6 < 0 равносильны;
4) неравенства аь < 1 и (а - 1)6 < 0 равносильны.
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2. При всех допустимых значениях а, b и с справедливы следую­
щие утверждения:

1) неравенства аь> ас и(а- 1)(Ь - с) > 0 равносильны;
2) неравенства аь^ас и(а- 1)(Ь - с) > 0 равносильны;
3) неравенства аь <ас и(а- 1)(Ь - с) < 0 равносильны;
4) неравенства аь <,ас и(а- 1)(Ь - с) < 0 равносильны.

7. Логарифмические неравенства
Неравенство, содержащее переменную только под знаком лога­

рифма, называется логарифмическим.
При решении логарифмических неравенств (как и показательных) 

следует учитывать свойства монотонности, область определения ло­
гарифмической функции и общие свойства неравенств.

Логарифмическое неравенство loga f(x) > loga g(x) при a > 1 равно­
сильно системе неравенств

7w>o,
* g(x) > 0, 
f(x)>g(x), 

а при 0 < a < 1 — системе неравенств 
f(x)>Q, 

< g(x) > О, 
f(x)<g(x).

8. Показательно-логарифмические неравенства
Это неравенства, содержащие неизвестное в основании и показате­

ле степени, причем показатель степени содержит логарифмы.
При решении логарифмических неравенств будем пользоваться 

следующими свойствами:
1. Цри всех допустимых значениях a, b и с, таких, что a > 0, а ^ 1, 

& > 0 и с > 0, справедливы утверждения:
1) неравенства loga b > loga с и (a - 1)(Ь - с) > 0 равносильны;
2) неравенства loga b > loga с и (a - 1)(Ь - с) > 0 равносильны;
3) неравенства loga b < loga с и (a - 1)(Ь - с) < 0 равносильны;
4) неравенства loga b < loga с и (a - 1)(Ь - с) < 0 равносильны. 
2.
1) неравенства loga b • logc d > 0 и (a - 1)(Ь - 1)(с - l)(d - 1) > О 

равносильны;
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2) неравенства loga b • logc d > 0 и (a - 1)(& - l)(c - l)(d - 1) > 0 
равносильны;

3) неравенства loga b • logc d < О и (a - l)(b - l)(c - l)(d - 1) < O 
равносильны;

4) неравенства logfl b • logc d < 0 и (a - 1)(& - l)(c - l)(d - 1) < O 
равносильны.

3.
1) неравенства loga b - logc & > 0 и (a - l)(b — l)(c - l)(c - a) > O 

равносильны;
2) неравенства loga b - logc b > О и (a - l)(b - l)(c - l)(c - a) > O 

равносильны;
3) неравенства loga b - logc b < О и (a - l)(b - l)(c - l)(c - a) < O 

равносильны;
4) неравенства loga b - logc b < 0 и (a - 1)(& - l)(c - l)(c - a) < O 

равносильны.

Задачи с решениями

4.1. Показательные и логарифмические 
уравнения

Пример 1. Найдите все значения параметра а, при каждом из 
которых уравнение (2х - 1)1п(х + а) = (2х - 1)1п(3х - а) имеет ровно 
один корень на отрезке [0; 1].

Решение.
(2х - 1)1п(х + а) - (2х - 1)1п(3х - а) = 0,

(2х - 1)(1п(х + а) - 1п(3х - а)) = 0, откуда 2х - 1 = 0, х = —, или 
2

1п(х + а) - 1п(3х - а) = О,
х + а > О,

< Зх-а>0,
1п(х + а) = 1п(3х - а);

а>-х, 
’ а < Зх, 

а = х.

По условию x G [0; Л-
Приведем графическое решение уравнения.
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Прямые а = -х и х = ^ пересекаются в точке 1 1 1—; — ; прямые 
2 2 у

1 11а = х и х = — — в точке В —;
2

—, — ■; прямые а = х и х = 1 — в точке 
2 2/

1С(1; 1); прямые л = Зх и х = — — в точке D\ —; — .
22 12 2/

Следовательно, исходное уравнение имеет ровно один корень на
1 13

отрезке [0; 1], если —<л<0; а = —, 1<д<—. 
2 2 2

Ответ:
1
2

II
—
2J

3
2

Пример 2. Найдите все значения л, для каждого из которых урав­
нение logi _ х(л - х + 3) = 2 имеет хотя бы один корень, принадлежа­
щий промежутку [-1; 2).

Решение.
По определению логарифма (1 - х)2 = л - х +3, или л = х2 - х - 2.

Кроме того,
1-х>0,
1-х^1;

х<1, 
х*0.



Глава 1. Задачи с параметром •» 111

Данное уравнение имеет решения на полу­
интервале [-1; 2) тогда и только тогда, когда 
прямые у = а имеют общие точки с графиком 
функции у = х2 - х - 2 при условии -1 < х < 2, 
х* 0.

Найдем координаты вершины параболы:
1 Г1Ѵ 1 , 1 1 , 9 

^п=- Уо=о= ----------- 2 =--------- 2 = —.° 2 "° Ш 2 4 2 4

Значит, искомыми значениями параметра
9 являются —<а<2,
4

исключая а = -2.
Г 9 Л

Ответ: ае -—; -2 и(-2; 2).

Пример 3. Найдите все значения параметра а, при каждом из ко­
торых уравнение 1 + 1о^2(3х2 + 2ах — а2) = 1о§2(х2 - ах 4- 5х 4- 5а - 2а2) 
имеет хотя бы одно решение.

Решение.
Заметим, что Зх2 4- 2ах - а2 = Зх2 + Зах - ах - а2 =

= Зх(х -I- а) - а(х + а) = (х + а)(3х - а), х2 - ах -I- 5х 4- 5а - 2а2 = 
= (х2 + ах) - (2ах 4- 2а2) 4- (5х 4- 5а) = х(х 4- а) - 2а(х 4- а) 4- 5(х 4- а) = 
= (х 4- а)(х - 2а 4- 5).

Исходное уравнение примет вид
1 + 1о£2(* + а)(3х - а) = log2(x 4- а)(х - 2а 4- 5), или
1о^г2(^ 4- а)(3х - а) = 1об2(х 4- а)(х - 2а 4- 5), откуда

2(х + а)(3х - а) = (х + а)(х -2а + 5), 
(х + а)(3х - а) > 0;

х = 1, 
(1 + а)(3-а)>0;

х = 1, 
(1 + а)(а-3)<0.

(х + а)(5х-5) = 0, 
(х + а)(3х - а) > 0;

Решая полученное неравенство методом интервалов, имеем

-1 3
-1<а<3. 

Следовательно, уравнение имеет хотя бы одно решение при 
-1<а<3.

Ответ: а е (-1; 3).
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Пример 4. При каком значении параметра а уравнение 
logз (13 - |х2 - 4х + 3|) = а 

имеет три корня?

Решение.
ОДЗ: 13 - |х2 - 4х + 3| > О, или -13 < х2 - 4х + 3 < 13, или 

2-ѴІ4 <х<2 + Ѵ14.

Исходное уравнение в области допустимых значений равносильно 
уравнению |х2 - 4х + 3| = 13 - За.

Рассмотрим график функции у(х) = |х2 - 4х + 3|.
Значение г/(2-Л4) = у(2 + Л1) = 13.

Как видно из рисунка, если 13 - За = 1, или За= 12,
т. е. а = logз 12 = 1 + logз 4, то исходное уравнение имеет три корня: 

|х2-4х + 3| = 1, или х2 - 4х + 3 = ±1, откуда имеем:
1) х2 - 4х + 3 = 1 

х2 - 4х 4- 2 = О 
х1(2 = 2±Ѵ2;

2) х2 - 4х + 3 = -1, 
х2 - 4х + 4 = О, 
(х - 2)2 = 0, х - 2 = 0, х3 = 2.

Ответ: если а = 1 + logз 4, то х12 =2±ѵ2, х3 = 2.
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Пример 5. При каких значениях параметра а найдутся такие зна­

чения х, что числа З1 + х + З1 “ х, —, 9х + 9-х составят арифметическую 
4 

прогрессию?
Решение.
Пусть 3х + З’х = у, тогда З1 + х + З1 “ х = 3 • (3х + 3"х) = Зі/, 
9* + 9-х = з2х + з-2х = (Зх + з-х)2 - 2 • 3х • 3"х = у2 - 2.

Согласно условию задачи тройка чисел З1 + х + З1 "х, —, 9х + 9-х 
4

должна составлять арифметическую прогрессию, тогда
^ = і((31+х+31х) + (9х+9-х)), или а = 2(3у + у2 - 2), или

2у2 + 6у- (а + 4) = 0. (1)
Поскольку при любом х 3х + 3"х > 2, т. е. і/ > 2, то получим а > 16. 

Кроме того, дискриминант квадратного уравнения (1) должен быть 
неотрицательным, т. е. П/4 = 9 -I- 2(а + 4) > 0, откуда а > -8,5. Учи­
тывая, что а > 16, окончательно имеем, что условие задачи выполня­
ется при а > 16.

Ответ: при а > 16.

Пример 6. При каких значениях параметра а система
10 • 2|х| + 7 |х| +1 = 5у + 7х2 + 5а, 

х2 + у2 =4

имеет единственное решение?
Решение.
Если (х0; уо) — решение системы, то пара (-х0; у о) — также реше­

ние при некотором значении параметра а. Следовательно, чтобы си­
стема имела единственное решение, необходимо выполнение условия 
х = 0.

В этом случае исходная система примет вид

101 + 0 + 1 = 5і/ + 0 + 5а, [5о = 11-5і/,

У =4;

а = ^
5

У = ±2.У = 4;

Решая полученную систему относительно а, находим 
1 21

“1’5: °2- 5 ’
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1. Пусть а = —, тогда данная система запишется в виде 
5

10-2w+7|x| = 5i/ + 7x2,

х2 + у2 =4.

Поскольку |х| < 2, |і/| < 2, то 7х2 < 7|х|, 2W > 1.
Имеем неравенство 10 • 2W + 7|х| > 5у + 7х2, что означает 2W = 1, 

|х| = х2, тогда у = 2,т. е. при х = 0, і/ = 2. (0; 2) — решение системы.
„ 1Итак, при а = — система имеет единственное решение.

5
21

2. Пусть а = —.В этом случае получим систему
5

10-2w +7|х| = 5s/ + 7x2 + 20,

хг+у‘ =4.

Нетрудно проверить, ЧТО X = 0t у = -2 — решение полученной 
системы, так как при этом имеем

10-1 + 0 = -10 + 0 + 20, 
’ 0 + 4 = 4.

Цо при этом также выполняется условие единственности исходной
О 1 21системы. Значит, при а = — и при а =— система имеет единственное 

5 5
решение.

n 1 21Ответ: а = —, а = —. 
5 5

Пример 7. В зависимости от значений параметра а решите урав- 
нениеlog3 (28 - |х2 - 4х + 3|) = а.

Решение.
ОДЗ: 28 - |х2 - 4х + 3| > 0, или -28 < (х - 2)2 - 1 < 28, или

(х - 2)2 < 29, откуда х е (2-V29; 2 + 729).

Данное уравнение с учетом ОДЗ равносильно уравнению
|х2 - 4х + 3| = 28 - 3°.

Рассмотрим график функций
у(х) = |х2 - 4х + 3|.



Глава 1. Задачи с параметром •» 115

Как видно из рисунка, значение 
у(2-429) = у(2 + 729) = 28.

Кроме того, если 1 < 28 - За < 28, т. е. а < 3, то исходное уравнение 
имеет два корня — абсциссы точек пересечения графика функции 
у(х) с прямой у = 28 - За.

Решим квадратное уравнение
х2 - 4х + 3 = 28 - За, или 

х2 - 4х + (3е - 25) = О, 
.0/4 = 4 - (3° - 25) = 29 - 3“, х12 = 2±Ѵ29-3“.

Если 28 - За = 1, т. е. при а = 3 данное уравнение имеет три корня. 
х2 - 4х + 3 = ±1, х2 - 4х + 2 = 0, х2 - 4х + 4 = 0, откуда 
х12 =2±\/2, х3 = 2.

Если 0 < 28 - За < 1, т. е. при 3 < а < 1о£3 28, исходное уравнение 
имеет четыре корня: помимо корней х12 =2±^29-За также и корни 

уравнения -х2 + 4х - 3 = 28 - За, равные х3 4 =2±Ѵза -27.
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Если 28 - За = 0, т. е. при а = log3 28, исходное уравнение имеет 
два корня: Хі = 1; х2 = 3.

Наконец, если а > log3 28, то корней нет.

Ответ: если«а < 3, то ^і2 =2±Ѵ29-За;

если а = 3, то X! 2 = 2±\{2, х3 = 2;

если 3 < а < log3 28, то х. 2 = 2 ±729-3“, х3 4 = 2± Ѵза-27;

если а = log3 28, то Хі = 1, х2 = 3; 
если а > log3 28, то корней нет.

Пример 8. При каких значениях параметра а уравнение 
2ах2 = 3 1п х 

имеет один корень?
Решение.
Рассмотрим графики функций у = 2ах2 и і/ = 3 1п х. Заметим, что 

при а < 0 они имеют одну общую точку, значит, исходное уравнение 
будет иметь один корень. Если а > 0, то уравнение будет иметь один 
корень в случае, когда графики рассматриваемых функций касаются 
в некоторой точке А(х0; уо).

Запишем уравнение касательной в точке А(х0; Уо):

К (х)= (2ах2 )' = 4ах0, /2' (х) = (31п х)' = —, тогда

3
у-у0 = 4ах0(х - х0), или у-у0 =—(х-х0).

Поскольку в точке А(х0; у0) значения рассматриваемых функций 
равны, то имеем систему уравнений

4 3 (4ах0 =—, 
^0 *

2аХо=31пхо; ;

4ах% =3, 1 1
2 • 3 1п х0 = 3, 1пх0 = —, откуда х0 = е2.

2ахо=31пхо; 2

п зззЗначит, а = —г = — = —е
4х* 4е 4

Итак, при а < 0 и а = — е-1 исходное уравнение имеет один корень. 
4

{3 1-е’1 Г
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Пример 9. При каких значениях параметра а уравнение 
1^ (х2 + Зах) - 1§ (6х - 4о + 7) = О 

имеет единственное решение?
Решение.
Исходное уравнение с учетом области определения логарифмиче­

ской функции равносильно смешанной системе

х2 + Зах = 6х - 4а + 7, 
или <

6х - 4а + 7 > О,

х2+3(а-2)х + (4а-7) = 0, 
4а-7 (1)

х>-------- .
6

Рассмотрим функцию /(х) = х2 + 3(а - 2)х + 4а - 7. Заметим, что

абсцисса вершины параболы равна х0 = тогда система (1) бу-

дет иметь единственное решение при выполнении трех условий:

4а-7 (4а-71
1)Я = 0; 6-3с>—; 2)/— <0; 3) 

6 16;

/—1 = 0,

* о 4а-7 о - оа >--------
6

При этом П = (За - 6)2 - 4(4а - 7) = 9а2 - 52а + 64, 
/4а-7^ Ґ4а-7? ™ _ (4а-7)(22а-7)
' +(3а-6)——+ (4а-7)  ------------—---------- .
\ о у ѵ о у о оо

В первом случае
9а2-52а+ 64 = 0, 

43а<—, I 22
откуда ах = 4,

16 а9 =—, из кото-
2 9

16
рых подходит значение а = —.

п (4а-7)(22а-7) _ 7
Во втором получим----------------------< 0, или — < а < —.

36 22 4
7 7Наконец, в третьем имеем аг = —, а2 = —.

16 7 х 7Следовательно, условие задачи выполняется при а = —, — < а < —.

16 7^7: а = —, —<а<—.
9 22 4
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Пример 10. При каких значениях параметра а сумма квадратов 
корней уравнения

2 log4 (2х2 - Зх + 12а - 6а2) 4- log0,5 (я2 + Зах - 2а2) = О 
больше 9?

Решение.
Запишем уравнение в виде

1о§2 (2х2 - Зх + 12а - 6а2) - log2 (х2 + Зах - 2а2) = 0, или
1о§2 (2х2 - Зх + 12а - 6а2) = 1о£2 (х2 + Зах - 2а2). (1)

Уравнение (1) равносильно смешанной системе
2х2 -Зх + 12а-6а2 =х2 +3ах-2а2, 

« или
х2 + Зах - 2а2 > О,

х2 - 3(а + 1)х + 4а(3 - а) = О, 

(х + 4а)(х-а)>0.
(2)

Решим уравнение системы (2):
Р = 9(а + I)2 - 16а(3 - а) = 9а2 + 18а + 9 - 48а + 16а2 = 
= 25а2 - 30а + 9 = (5а - З)2;

3(а + 1)±(5а-3) .
= —------------------ -, хх = 4а, х2 = -а + 3.

Подставляя значения хх и х2 в неравенство системы (2), имеем

8а-За>0, Га2>0,

(За + 3)(3 - 2а) >0; [(а +1)(3 - 2а) > 0;

а* О,

ае -1; — ,I 2/

откуда а е (-1; 0) и (3)

По теореме Виета Xj + х2 = За + 3, XiX2 = 4а(3 - а).
Тогда xf + xf = (Xi 4- х2)2 - 2ххх2 = (За 4- З)2 - 8а(3 - а) = 17а2 - 6а 4- 9.

А. 31 
17’ 2/

Согласно условию задачи х%+х% > 9, следовательно, 17а2 - 6а > О, 
/ 6 

откуда а е (-оо; 0) и I —; +°о

Учитывая (3), получим а е (-1; 0) и

Ответ: (-1; 0) и | —; — 
117 2
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Пример 11. При каких значениях а сумма 
loga (sin2 х + 2) и loga (sin2 х + 7) 

равна единице хотя бы при одном значении х?
Решение.
Очевидно, что задача равносильна следующей: найти все значения 

параметра а, при которых уравнение
loga (sin2 х + 2) + loga (sin2 x 4- 7) = 1 

имеет решение.
ОДЗ: а > 0, а * 1.
Пусть sin2 х = t, где t g [0; 1].
Запишем уравнение в виде 

loga (* + 2)(t + 7) = loga a.
В силу монотонности логарифмической функции получим 

(t + 2)(/ + 7) = а, или t2 + 9t = (14 - а) = 0;
Р = 81 - 4(14 - а) = 4а + 25 > 0;

t12 = 1(-9±Ѵ4а + 25), ^ =-(-9-Æ+25)<0, t. е. tj г [0; 1], 
2 2

i,=-(Æ+25-9).
2

Учитывая, что 0 < і < 1, получим 0 <-(Æ+25-9) < 1,
2

0<Æ+25-9<2, 9sÆ+25<11, 81 < 4а + 25 i 121, 56 $ 4а £ 96, 

откуда 14 < а < 24.

Ответ: [14; 24].

Пример 12. Найдите все значения параметра а, при которых 
уравнение logx + i(a + х - 9) = 2 имеет хотя бы один корень, принад­
лежащий промежутку (-1; 1].

Решение.
Данное уравнение равносильно смешанной системе 

(х + 1)2 =а + х-9, х2 + х + 10-а = 0,
<х + 1>0, -х>-1, (1)
х + 1*1; х*0.

Система (1) имеет хотя бы один корень, принадлежащий проме­
жутку (-1; 1], если исходное уравнение имеет хотя бы один корень, 
принадлежащий либо промежутку (-1; 0), либо промежутку (0; 1].
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Так как графиком функции Дх) = х2 + х + 10 - а является парабо­
ла, ветви которой направлены вверх, а вершина находится в точке 

х = ", то уравнение /(х) = 0 имеет хотя бы один корень, принадле­

жащий промежутку (-1; 0), при условии
/Р^о, [1_1 + ю-а£0,

• I 2,1 ^4 2
/(-!) =/(0)>0; [10-а>0,

Уравнение /(х) = 0 имеет хотя бы один корень, принадлежащий 
промежутку (0; 1], если

7(0)<0, Г10-а<0, |а>10,
7(1) >0; [12-а>0; [а <12, 

откуда 10 < а < 12.

Итак, исходное уравнение имеет хотя бы один корень, принадле- 
39жащий промежутку (-1; 1], если — < а < 10 и 10 < а < 12.
4

Ответ-, у; 10 , (10; 12].
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Пример 13. При каких значениях параметра а уравнение 
27 . д-х-з/2 - (а + 2) • 3"Л + (1 - а)(2а 4-1) = 0 

имеет единственное решение?
Решение.
Пусть 3"х = £, где О 0, тогда получим уравнение 

27 • (З-*)2 (З2)-3/2 - (а + 2) • 3’* + (1 - а)(2а + 1) = 0, 
27 і2 • -^ - (а + 2Х 4- (1 - а)(2а 4-1) = 0, или

*2(а + 2) + Н (1 - а)(2а + 1) = 0. (1)
_ (а + 2) ± ^(а + 2)2-4(1-а)(2о + 1)

4,2 “ 2
_ (а + 2)±k/а2 + 4а + 4-8а + 8а2-4 4-4а 

4, 2---------------------------------------------------------------------------------2
а + 2 ± За 
----- - ----- , откуда

іі = 2а 4-1, і2 = 1 - а.
Заметим, что уравнение (1) имеет единственное решение, если і^ и 

і2 имеют разные знаки или когда ^ = #2 > 0«
В первом случае получим (2а 4- 1)(1 - а) < О, откуда, решая мето-

дом интервалов, находим а1 =—, а2 = 1. 
2

1
2

1

о. <—, а > 1.
2

Во втором случае имеем t\ = t2 при а = 0.

Ответ: а е
Г
2

Пример 14. Найдите все значения параметра а из интервала 
(2; 5), при каждом из которых существует хотя бы одно х е [2; 3], 
удовлетворяющее уравнению

log2 (3 - |sin ах\) = cos лх-— .
I 6 J

Решение.
Рассматривая возможные значения функций в обеих частях ра­

венства, легко заметить, что log2 (3 - |sin ах|) > 1, a cos лх-— ^1,
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и равенство возможно только при выполнении условий cos лх - — = 1
I 67

и |віп ах| — 1.
Первое из этих уравнений при х е [2; 3] имеет единственное реше-

Л о 1 п - 13ние, так как лх-- = 2лп, х =—+2л, откуда при п = 1, х = —.

Значения а е (2; 5) найдем, решив уравнение sin^^ =1, откуда 
6

• 13а sin----- = ±1.
6

„ . 13а 13а л о 6 (л о )Если sin----- = 1, то------=—+2ла, а = — —+2лп ;6 6 2 13 2 }

. 15л
при П = 1 0^ = “J^“ е (2; 5).

ъ . 13аЕсли sin-----  
6

- 13а л о 6 ( л о А
= -1, то----- = — + 2лп, а = — — + 2лп ;6 2 13І 2 )

при и = 1 а2 = — е (2; 5).

Итак, условию задачи удовлетворяют лишь два значения пара­
метра а.

_ 15л 9л
Ответ: а. =----- , а» = —^ 13 2 13

Пример 15. Решите уравнение
lg (ах) + 1g х = 1g (х - 3).

Решение.
ОДЗ: х > 3, а > 0.
Потенцируя уравнение, получим
1g (ах • х) = 1g (х - 3), или ах2 = х - 3, ах2 - х + 3 = 0,
п , „ 1±71-12а
В = 1 - 12а, х, 2 =---------------- .

12 2а
„ [1-12а£0, „ 1
Следовательно, < откуда 0<а^—.

а>0, 12
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Учитывая, что х > 3, имеем

и х U2: --- ,
12 

1±Ѵ1-12а 
2а

0<а<—, 
12 или

> 3; 1 ± 71-12а > 6а,

1 - >/1-12а > 6а.

1+Ѵ1-12а „ 
----------------> о.

2а

(1)

(2)

Система (1) имеет решение при любых 0 < а < —.

Неравенство (2) запишем в виде------------------3 > 0, или
2а

1-6а+#42а „ я . 1
---------------------- > 0, имеет смысл при любых 0 < а < —. 

2а-------------------------------------------------------12

Ответ', при а = —, х = 6;
12

при 0<а<^, х12 =^-|l±71-12aj;

при а < О или а> — корней нет.

Пример 16. В зависимости от значений параметра а решите урав­
нение

2 log5 (ax - 1) = log^(-x2 - 7х - 10).

Решение.
Запишем уравнение в виде

2 log5 (ax - 1) = 2 log5 (-Х2 - 7х - 10), или
log5 (ax - 1) = log5 (-X2 - 7x - 10). (1)
Уравнение (1) равносильно системе

ax-l = -x2-7х-10, fx2+(a + 7)x + 9 = 0,
- или <
-x2-7x-10>0, [x2+7x + 10<0,

x2 + (a + 7)x + 9 = 0,
или 4 (2)

-5<x<-2.
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Корни уравнения системы (2) (если они существуют) будут равны 
Я = (а + 7)2 - 36 = (а + 7 - 6)(а + 7 + 6) = (а + 1)(а + 13),

_ -а - 7 - ^(а + 1)(о + 13) _ -а - 7 + ^/(а + ІХа + 13)
2 ’ 2 •

Рассмотрим возможные случаи расположения корней хь х2 в ин­
тервале (-5; -2):

1) Пусть дискриминант уравнения системы (2) равен нулю, 
т. е. Л = 0, тогда а = -1, или а = -13.

1-7Если а = -1, то х =------= -3 е (-5; -2);

если а = -13, то х =--------= 3 ^ (-5; -2).
2

2) Пусть а е (-оо; -13) и (-1; +оо).
Если корни Хі и х2 лежат в интервале (-5; -2), то должна быть со­

вместна система

Решая систему (3), находим -1 < а < —.

3) Если только корень х2 е (-5; -2), то должны выполняться нера-

венства <
-5<х2<-2, 
х1 <5,

откуда следует, что решений нет.

4) Если только меньший корень Хі е (-5; -2), то получим систему
-5 < X, < -2, 11

< решая которую находим — <а< —.
—2 < х2, 2 5

Ответ: если а є (-со; -1) и 1 1-—; +оо I, то корней нет;

если а = -1, то х = -3;

если а е -1; — , 1 2/
_ -(а + 7)±Ѵ(а+1)(а + 13).
ТОХ1’2' 2

Г і 
если а е —; —2 5 J

-(а+7)+7(а+1)(а+13)
, ТО X =------------- 2------------------- .

2
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4.2. Показательные и логарифмические 
неравенства

Пример 1. Решите неравенство
(4х2-ж + 77)^^5=^^>0. 

х-а
Решение.
Заметим, что ±х2-х + Л>0 при всех 

х е R (так как В < 0 и первый коэффици­
ент 4 > 0).

Тогда данное неравенство равносильно 
неравенству

^^>0. (1)
х-а

Для решения неравенства (1) на коор­
динатной плоскости (х; а) найдем области,
где выражение, стоящее в левой части не-
равенства, сохраняет знак, и определим его. Границы этих областей 
задаются соотношениями х+1>0, х + 1 = 1, т*е. х = 0иа = х. На
рисунке заштрихованы те области, координаты точек которых удо­
влетворяют неравенству.

Ответ: при а е (-оо; -1], х е (-1; 0);
при а е (-1; 0), х е (а; 0);
при а = 0 решений нет;
при а е (0; +оо), х е (0; а).

Пример 2. Решите неравенство (а-6)• 2'/*“4 <а-3.

Решение.
Пусть 2^ = і, где ґ > 1, тогда получим неравенство (а - 6Х < а - 3. 

На координатной плоскости (ґ; а) изобразим области, координаты то­
чек которых удовлетворяют соотношениям і = 1 и (а - 6)і = а - 3, или

О - 1)а = 6^-3, откуда а = -^ ^ = 6+^'

На рисунке нужная область заштрихована.
Следовательно, при а е (-оо; 6] і е [1; +оо) и при а є (6; +оо)
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Учитывая подстановку t = 2^*, получим окончательный результат.

Ответ: при а е (-оо; 6], х е [4; +оо);

при а є (6; +оо), х є
4; 4+logjp?—I

Пример 3. При каких значениях параметра а неравенство 
log4 (х 4-1 - а) 4- 0,5 logo,5 (х - 3 - 2а) > 1 

имеет решение?
Решение.

ОДЗ:
х-3-2а>0.

Запишем исходное неравенство в виде
2 log4 (х 4- 1 - а) - 2 log4 (х - 3 - 2а) > 2, или 

Ь?4 (х 4-1 - а) - log4 (х - 3 - 2а) > 1, 
которое в области допустимых значений х и а равносильно неравен­
ству

---------- — > 4, или х 4-1 - а > 4(х - 3 - 2а), 
х-3-2а

откуда получим х4-1-а>4х-12- 8а, 7а 4-13 > Зх, или

х<|(7а + 13). (1)
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Так как а-1<хи2а + 3<х (следует из ОДЗ), то с учетом (1) по­
лучим систему неравенств

а-1<-(7а + 13), Г3а_3<7а + і3> |4а>-Ю, Іа>-2,5,

л о |6а + 9<7а + 13; [а>-4; |а>-4,
2а + 3<-(7о + 13); 1

откуда а > -2,5.
Заметим, что при а > -2,5 верно неравенство а - 1 < 2а + 3.
Итак, при а > -2,5 исходное неравенство имеет решение 

1
2а + 3<х< — (7а+ 13).

Ответ: (-2,5; +оо).

Пример 4. Найдите наибольшее значение параметра а, при кото­

ром сумма
'4 + 3|хр

большё единицы при всех X.

Решение.
ОДЗ: х Е R.
Пусть |х| = і у где і > 0, тогда получим

>1, или

, (4 + 30(6 + 50 .
1ое» лГ^ >1ое.а- (1)

1) Если а > 1, то (1) примет вид

> а, или (4 + 30(6 + 50 ~ я(1 + О2 > О,

24 4- 38# + 15^ - а- 2at - at2 > О, 
(15 - а)*2 + 2(19 - а^ + (24 - а) > 0. (2)

Р/4 = (19 - а)2 - (15 - а)(24 - а) = 
= 361 - 38а + а2 - 360 + 39а - а2 = а + 1 > 0.

Так как а > 0, а * 1, то
_(а-19)-Та + 1 _ (а-19) + 7а + 1

15-а ’ 2~ 15-а ’
а) а = 15, тогда из (2) имеем 8^ + 9 > 0 — верно при всех t > 0;
б) 1 < а < 15.
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Так как 15 - а > 0, то і2 > *і, тогда неравенство (2) верно при лю-

бом t > 0, если t2 < 0, т. е.
(а-19) + ѴаТ1 _ / /—т л
--------------------- <0, или (а-19) + Ѵо+1<0,

или Ѵа + 1 <19-а,
а + 1<(19-а)2, Га2-39а + 360>0, 
[19-а>0; |а<19.

Решая неравенство а2 - 39а + 360 > 0, находим 
О = 392 - 4 • 360 = 81 = 92 > 0,

wwO"
15

<Xww ►
24

39-9 39 + 9о, =-------- = 15, а9 =---------= 24.
2 2

Следовательно, а е (-оо; 15) и (24; +оо).
Сравнивая с рассматриваемым случаем, имеем а е (1; 15).
в) а > 15.
Учитывая, что первый коэффициент в левой части неравенства (2) 

отрицателен, приходим к выводу, что неравенство (2) не может вы­
полняться при £ > 0 ни для какого а > 15.

2) Если 0 < а < 1, то неравенство (1) примет вид
(15 - а)*2 + 2(19 - а)* + (24 - а) < 0. (3)

Заметим, что 15 - а > 0, значит, неравенство (3) не может выпол­
няться при ^ > 0 ни для какого 0 < а < 1.

Итак, а е (1; 15], тогда а = 15 — наибольшее значение, удовлетво­
ряющее условию задачи.

Ответ: 15.

Пример 5. Решите неравенство
bga (Х2 + Зх + 3) < log2a (х2 + Зх + 3).

Решение.
Преобразуем данное неравенство, приводя логарифмы к основа­

нию 2:
1об2(х2 + 3х + 3) ^1ое2(х2+3х + 3) или

log2 а 1об22а

log, (х2 + Зх + 3) log2 (х2 + Зх + 3) л—-------------- /<о, или
log2 а 1 + log2 а
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log2(x2 + Зх + 3) -
" 1

Jog2a
------------ < 0, или 
1 + log2 а )

log2(? + 3x + 3) ^0 
log2a(l + log2a)

Имеем две возможности:
1) log2 а • (1 + log2 а) > 0.
Пусть log2 а = tt тогда ^(1 + 0 > О, откуда ^ < -1 и/ > 0.

Если t < -1, то log2 а < -1, откуда 0 < а < —;
2

если t > 0, то log2 а > 0, т. е. а > 1.
Итак, в случае (2) имеем а е | 0; -1 и (1; +*).

(1)

(2)

Тогда неравенство (2) сводится к решению неравенства 
log2 (х2 + Зх + 3) < 0, откуда

х2 + Зх + 3 > О,

х2 +3х + 3<1.

Заметим, что х2 + Зх + 3 > О при всех х е R (так как дискриминант 
2) = -3 < 0 и первый коэффициент положителен), тогда система (3) 
равносильна неравенству х2 + Зх + 3 < 1, или х2 + Зх + 2 < 0, откуда, 
решая методом интервалов, находим -2 < х < -1.

2) log2 а • (1 + log2 а) < 0, тогда получим - < о < 1, и решение не­

равенства (1) сводится к решению неравенства log2 (х2 + Зх + 3) > О, 
откуда получим х<-2их>-1.

Ответ: при а е 0; — u (1; +ао), х е (-2; -1);
\ 2 у

при а е I-; 1 |, х е (-оо; -2) и (-1; +оо).

Пример 6. При каких значениях параметра а каждое решение
2 ( 25неравенства (0,6)’*'>— является решением неравенства

х2 - 16х + 13 < а2?
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Решение.
Запишем первое неравенство в виде

Так как 0 < — < 1, то неравенство (1) равносильно неравенству 
5

х2 + 1 < 8х - 2а, или
(х - 4)2 + 2а - 15 < 0. (2)

Запишем второе неравенство в виде
х2 - 16х + 16 - а2 - 3 < 0, или

(х - 4)2 - а2 - 3 < 0. (3)
Рассмотрим графики парабол

Уі = (х - 4)2 - а2 - 3 и у2 = (х - 4)2 + 2а - 15.

Как видно из рисунка, параболы имеют одну и ту же ось симме­
трии х = 4. Учитывая, что пустое множество является подмножест­
вом любого множества, получим, что требования задачи будут удо­
влетворены только в случае, когда график функции у2 лежит выше 
функции уъ т. е. когда выполняется неравенство

-а2 - 3 < 2а - 15, или а2 + 2а - 12 > 0, 
откуда, решая методом интервалов, находим

Р/4=1 + 12=13>0, а12=-1±Ѵ13.

+ — +

-і-Лз -і+Ѵіз

а<-1-Лз, а>-1 + 7ІЗ.

Ответ', а е (-оо; -1-7ІЗ) и (-1 + 7ІЗ; + оо).



Глава 1. Задачи с параметром •» 131

Пример 7. Найдите наименьшее целое значение параметра а, при 
котором сумма

loga(7K? + l) и Ioga(y/1-X2 +7)

будет меньше единицы при всех допустимых значениях X.
Решение.
ОДЗ: 1 - х2 > О, |х| < 1, т. е. -1 < t < 1.
Пусть Vv-j? = £, тогда 0< t < 1, и данное неравенство запишется в 

виде
loga (t + 1) + loga (£ + 7) < 1, или

loga (t + l)(t 4- 7) < loga a. (1)
Имеем две возможности:
1) 0 < a < 1, тогда (1) примет вид (t 4- l)(t 4- 7) > a. Ввиду того что 

О < f < 1, имеем (t 4- l)(t 4- 7) > 7 > а.
Следовательно, все 0 < a < 1 удовлетворяют условию задачи.
2) a > 1, тогда (1) примет вид (t 4- l)(t 4- 7) < a, или t2 4- 82 4- (7 - а) < О, 

откуда находим ^ = -4 - \І9 + а, f2 = -4 + л/9 + a, где tx<t <t2>

В этом случае получим систему неравенств
t,<0, [-4-Л + а<0, (2)

< или ____
Л?1- [-4+Ѵ9+а>1. (3)

Заметим, что неравенство (2) выполняется при любых а. Решая 
неравенство (3), находим Ѵ9 + а >5, 9 4- a > 25, а > 16.

Так как ранее мы получили 0 < a < 1, то окончательно имеем 
a g (0; 1) и (16; 4-оо).

Значит, a = 17 — наименьшее целое, удовлетворяющее условию 
задачи.

Ответ: à = 17.

Задачи для самостоятельного решения

1. Решите уравнение (2х 4- 2а - 1)(а 4- 1 - 2х) = 0.

2. Решите уравнение 481п х - а - 3 = (а + 2) • 281п х.

3. Решите уравнение logз (31 - |х2 - 6х 4- 5|) = а.
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4. Решите уравнение І49 -4-7Ѵх -5 =а.

5. При каких значениях параметра а число 1 является корнем 
уравнения л/з - 52х -16-5х + 3а = 5х - а?

6. При каких значениях параметра а уравнение
2 • 5W + За • 5-И + а2 = О

имеет единственное решение?

7. При каких значениях параметра т уравнение 
І£ (х2 + 6х + 8) = 1§ (тп - Зх) 

имеет единственное решение?

8. Найдите количество целых значений параметра р, при которых 
уравнение 1ой2 х - 4|1о£2 х| + р2 - 2р - 6 = 0 имеет решение.

9. Найдите сумму всех целых значений параметра к, при которых 
уравнение х2 + 2х + Іо^іе (^2 ~ 2Л 4-1) = О имеет действительные корни.

10. При каких значениях параметра т уравнение 
2І0ёі Х “ |1°£з х| 4- тп = О имеет три корня?

2

11. При каком значении параметра а уравнение

+ 4а = х имеет два корня?

12. При каком значении параметра а уравнение 
log,Q(2ax2 + l- a) = 2 имеет один корень?

13. При каком значении параметра а уравнение 
loga -1 (х2 + а(2х —1)4-а2 4-7) = 2 имеет один корень?

14. При каких значениях параметра а сумма квадратов корней 
уравнения loga |х - 1| - loga * = 1 равна 34?

15. Решите уравнение 9lg (*-“)- te 2 = 31g (* -1),

16. При каких значениях параметра а неравенство
1°&4 (х 4- 1 - а) + 0,5 log0>5 (х - 3 - 2а) > 1 имеет решение?

17. Решите неравенство (а-6)-2^ <а-2.
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18. Решите неравенство------logjx + а) < 0.
х-4 ,

19. При каком наибольшем целом значении параметра т неравен­
ство log т (х2 + 2) > 1 выполняется для всех х е R?

т+1

20. При каком наименьшем целом значении параметра а неравен­
ство а • 9х + 4(а -1)-Зх + а>1 выполняется для всех х е R?

21. Найдите наибольшее целое значение параметра р, при котором 
неравенство 56 • 3х > 9х -р не имеет ни одного целочисленного решения.

22. Найдите все значения параметра а, при которых неравенство 
16х < 126 • 4х - а не имеет ни одного целочисленного решения.

23. Найдите все х е (0,5; 2,5), удовлетворяющие неравенству 
l°g3x_x2 (За - ах) < 1 при любых значениях параметра а е (0; 2).

24. Решите неравенство
log,- (2x + 9)>21og. (х-3). °Ѵ28іпа' ' °Ѵ28іпаѵ '

25. Решите неравенство------ ------- >1. 
loga(x-3)

26. Решите неравенство \І2-ах~3 <ах~3.

27. При каком наименьшем целом значении параметра р неравен­
ство 4х-р-2х-р + 3<0 имеет хотя бы одно решение?

28. Решите неравенство |3Х - 3“х| < За - 3-а.

29. При каком наибольшем целом значении параметра т неравен­
ство log т (х2 + |х| + 2) > 1 выполняется при всех х?

т+З

30. Найдите сумму натуральных п, таких, что неравенство
2 logo,5 и - 3 + 2 logo,5 и - х2 < 0 

выполняется при всех X.

31. Найдите все значения параметра а, при которых неравенство

не имеет решений.
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32. При каких значениях параметра а неравенство 
logaa-2^a2 “ ^х2 + 2х + 2) > 1 

выполняется для любого значения х?

33. При каких значениях параметра а уравнение 
4х - (5а - 3) • 2х + 4а2 - За = О 

имеет единственное решение?

34. Найдите все значения параметра а, при каждом из которых 
уравнение

64х+а-4х2-5х+4а=х2-8х + а 

не имеет действительных корней.

35. При каких значениях параметра а уравнение 
21og| х - |log3 х| 4- d = О 

имеет четыре различных корня?

36. При каких значениях параметра а уравнение 
41 + 2х + 2 + 7 = о - 2"2х - 2 • 21 ~ х 

имеет корни?

37. Найдите все значения параметра а, при которых уравнение 
log5 (25х - log5 а) = х

имеет единственное решение.

38. Найдите все значения параметра а, при которых уравнение 
9х + (а2 + 6) • 3х - а2 + 16 = О

не имеет решения.

39. Найдите все значения параметра а, при которых неравенство 
loga (х2 + 4) > 1 

выполняется для всех значений х.

40. При каких Значениях параметра а уравнение 
4х + (а2 - 7) • 2х + a2 + 5a - 2 = О 

имеет два различных корня, сумма которых равна 2?
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§ 5. Функции. Свойства функций

Краткая теория и справочные материалы
1. Зависимость переменной у от переменной х называется функци­

ей, если каждому значению х соответствует единственное значение у.
Обозначение: у = /(х).
2. Переменная х называется независимой переменной, или аргу­

ментом, а переменная у — зависимой переменной, или функцией.
3. Значение у, соответствующее заданному значению х, называет­

ся значением функции.
4. Все значения, которые принимает аргумент, называются обла­

стью определения функции. Все значения, которые принимает сама 
функция, называются областью изменения (множеством значений) 
функции.

5. В(/) или Е(у) — область определения функции; Е(П или Е(у) — 
множество значений функции; у{х^ или Дх0) — значение функции в 
точке х0.

6. Графиком функции называется множество всех точек плоско­
сти, абсциссы которых равны значениям аргумента, а ординаты — 
соответствующим значениям самой функции.

1. Способы задания функции
1. Аналитический способ (в виде формулы).
2. Табличный (в виде пар (х; у)).
3. Графический.
Заметим, что не всякая кривая является графиком некоторой 

функции.
Для того чтобы кривая на плоскости являлась графиком функции, 

необходимо и достаточно, чтобы каждому значению аргумента х со­
ответствовало лишь одно значение переменной у.

2. Монотонность функции
1. Функция у = /(х) называется возрастающей на данном число­

вом промежутке X, если ДЛЯ любых двух точек Хі и х2 из промежут­
ка X, таких, что х2 > Хі => /(х2) > /(х^.

2. Функция у = /(х) называется убывающей на данном числовом 
промежутке X, если ДЛЯ любых двух точек Хі и х2 из промежутка X, 
таких, что х2 > Хі => /(х2) < /(х^.
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3. Если функция только возрастает или убывает на данном проме­
жутке, то она называется монотонной на этом промежутке.

3. Четные и нечетные функции
1. Четная функция — функция у(х), обладающая свойством 

у(-х) = у(х) для каждого х из области определения.
Например: у = х2, у = cos х — четные функции.
2. График четной функции симметричен относительно оси ординат.
3. Нечетная функция — функция у(х), обладающая свойством 

у(-х) = -у(х) для каждого х из области определения.
Например: у = х3, у = sin х — нечетные функции.
4. График нечетной функции симметричен относительно начала 

координат.
Заметим, что не всякая функция является четной или нечетной.
Например: функции у = Зх + 7; у = х2 + х не являются ни четны­

ми, ни нечетными (не имеют класса четности).

4. Периодические функции
1. Функция / называется периодической, если существует число 

Т О, такое, что при любом х е D(f) числа х - Т и х + Т также принад­
лежат этой области и выполняется равенство f(x - Т) = f(x) = f(x + Т), 
где Т — период функции f.

2. Если Т — период функции, то kTt где k g Z, k * Q, — также пе­
риод функции.

Следовательно, всякая периодическая функция имеет сколько 
угодно периодов. На практике обычно рассматривают наименьший 
положительный период.

5. Обратная функция
Обратная функция к функции у = f(x) — функция у = g(x), ко­

торая получается при решении уравнения f(x) = у относительно х и 
заменой х на у и у на х.

6. Экстремумы функции
1. Если во всех точках открытого промежутка X выполняется не­

равенство f(x) > 0 (причем уравнение f(x) = 0 имеет лишь конечное 
множество корней), то функция у = f(x) возрастает на промежутке X.
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2. Если во всех точках открытого промежутка X выполняется не­
равенство Д(х) < 0 (причем уравнение Д(х) = 0 имеет лишь конечное 
множество корней), то функция у = Дх) убывает на промежутке X.

3. Точка х = х0 называется точкой минимума функции у = Дх), 
если у этой точки существует окрестность, для всех точек которой 
(кроме самой точки х = х0) выполняется неравенство Дх) > Дх0).

Значение функции в точке минимума обозначают утіп.
4. Точка х = х0 называется точкой максимума функции у = Дх), 

если у этой точки существует окрестность, для всех точек которой 
(кроме самой точки х = х0) выполняется неравенство Дх) < Дх0).

Значение функции в точке максимума обозначают утах.
5. Точки экстремума функции — точки максимума и минимума.
6. Точки, в которых производная функции равна нулю, называ­

ются стационарными, а точки, в которых функция непрерывна, но 
производная функции не существует, — критическими.

7. Необходимое и достаточное условия экстремума 
функции

1. Необходимое условие экстремума (теорема Ферма): если диффе­
ренцируемая в точке х0 функция Дх) имеет в этой точке экстремум, 
то /г(х) = 0.

2. Достаточное условие экстремума:
• если при переходе через стационарную точку х0 производная 

функции меняет знак с «+» на «-», то х0 — точка максимума 
функции;

• если производная меняет знак с «-» на «+», то х0 — точка ми­
нимума функции.

8. Наибольшее и наименьшее значения функции 
на промежутке

В некоторых случаях находить наибольшее и наименьшее значе­
ния функции можно без помощи графика.

В более сложных случаях для нахождения наибольшего и наи­
меньшего значений функции используется производная. Для этого 
находят:

1) производную Г(х);
2) стационарные и критические точки функции; выбирают те из 

них, которые принадлежат отрезку [а; &];
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3) значения функции у = f(x) в стационарных и критических точ­
ках и на концах отрезка, тогда меньшее из них будет наименьшим, а 
большее — наибольшим значением функции.

9. Область определения основных элементарных 
функций

1) Область определения любого многочлена — R;
2) D| 11 = (-оо; 0) и (0; +оо);

3) Df^c) = [0; +оо);

4) D^^x) = R\

5)D(logax) = (0;+«);
6) D(ax) = R;
7) D(sin x) = P(cos x) = R;
8) .D(arcsin x) = .D(arccos x) = [-1; 1];

я
9) B(tg x): x* — + лп, n E Z;

2
10) B(ctg x): x ^ лп, n e Z;
ll) D(arctg x) = D(arcctg x) = R.

10. Множество (область) значений основных 
элементарных функций

1) Областью значений всякого многочлена нечетной степени явля­
ется R.

2) Областью значений многочлена четной степени является проме­
жуток [а; +оо), где а — наименьшее значение этого многочлена, либо 
промежуток (-оо; Ь), где Ь — наибольшее значение этого многочлена.

3) Е\ і I = (-оо; 0) и (0; +»).

4) Е(г^х) = [0; +оо).

5) E(г’^^x) = R.

6) E(logax) = R.
7) Е(ах) = (0; +оо).
8) E(sin х) = E(cos х) = [-1; 1].

9) E(arcsin х) = 7Гі Л

2 ’ 2
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10) Е(агссоа) = [0; л].
11) ВД х) = ДО? х) = R.

12) Е(агсіб х) = л л
2’ 2

13) Е(агссіб х) = (0; л).

Задачи с решениями

При мер 1. Найдите наименьшее значение функции 
у = -32х + (7 - а)Зх - 15 + 4а 

на отрезке [-logз 2; logз 2].
Решение.
Найдем производную функции 

у' = -2 1п 3 • 32х + (7 - а)1п 3 • 3х. (1)
Пусть 3х = і, где < > 0, тогда найдем наибольшее значение функ­

ции: у = -і2 + (7 - а)і - 15 + 4а на отрезке

Тогда если-—<-, илиа>6,то 1/^,=^ - =--+——15 + 4а = 
£ & \ у 4

= -(-1 + 14 - 2а - 60 + 16а) = 1(14а - 47).
4 4

1 7-аЕсли — <------ < 2, или 1 < 7 - а < 4, т. е. а е [3; 6], то
2 2

(7-^ Л7 —аѴ , 1,_ ., . (7-а)2 „ .
»»л=?Н- =-К- +т(7-а) -15 + 4а------ ------- 15 + 4а =

= (7-аГ-60±16а = 1(а2 + 2а_11) 
, 4 4

Если же а < 3, то унаяб. = У<2) = -4 4- (7 - а) • 2 - 15 + 4а = 2а - 5.
Ответ: при а е (-оо; 3), увйИб. = 2а - 5;

при а е [3; 6], і/наиб. = у(а2 + 2а - 11);
4

при а е (6; +оо), і/наиб = і(14а - 47).
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Пример 2. Найдите все значения параметра а, при каждом из ко­
торых наименьшее значение функции /(х) = 2ах + \х2 - 4х + 3| боль­
ше, чем -19.

Решение.
1. а) Пусть х2 - 4х + 3 = (х - 1)(х - 3) > О, тогда /(х) = 2ах + (х2 - 

- 4х -I- 3) = х2 + 2(а - 2)х 4- 3 — парабола, ветви которой направлены 
вверх, с осью симметрии х = 2 - а.

б) Если х2 - 4х + 3 < 0, т. е. 1 < х < 3, то /(х) = 2ах - (х2 - 4х + 3) = 
= -х2 + 2(а + 2)х - 3 — парабола, ветви которой направлены вниз.

2. Если 2 - а Е [і; 3], то наименьшее значение функция /(х) может 
принимать только на концах отрезка, т. е. в точках х = 1 и х = 3.

Если 2 - а ё [1; 3], то в точке х = 2 - а.
3. Наименьшее значение функции /(х) > -19 в случае, если

[2-а е=Г1; 31,
2-а^[1; 3], 
/(1)>-19,

«1»
/(3);

►-19, или -
>-19,

/(3)>-19,
/(2-а) >-19.

Решая первую систему, имеем 
1<2-о<3,

< 2а > -19, 
6а >-19,

откуда -1 < а < 1.

Решая вторую систему, находим

я е I——; -11 и (1; +°о),

2а(2 - а) + |1 - а2| > -19, или а2 - 4а - 18 < О, 
П/4 = 4 + 18 = 22 > 0, а! 2 = 2 + 422^ откуда

2 - 422<а<2 + 422.

Следовательно, 2-722<а<-1, или 1<а<2 + 722.

Ответ: а е (2-422; 2 + 422).

Пример 3. При каких целых положительных и функция /, задан- 
. ч . 25хная равенством /(х) = созЗпх8іп—г, является периодической функ- 

п
цией с периодом Т = Зя?
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Решение.
Согласно условию при любом значении х должно выполняться ра­

венство
о / о ч • 25, _ . о . 25хcos3n(x + Зл) • sin—(х + Зл) = cos3nx • sin—^-, 

п п
тогда это равенство будет выполняться и при х = 0.

В этом случае получим уравнение

СОвЭлНЗІП----= 
п

75лНо cos 9лп ^ 0 при целых положительных п, тогда sin—5- = 0, или 
п

75л 75
—т- = л£, где к — целое, значит, — = к. Поскольку по условию зада- 
п п

чи п — положительное целое, то подходят значения п = 1 и п = 5.
Ответ: п = 1; п = 5.

Пример 4. При каких значениях параметра а наибольшее значе­

ние функции /(х) = —5— ------  на отрезке [7; 9] не превышает —? 
х -6х +а-------------------12

Решение.
Функция /(х) определена на отрезке [7; 9], если квадратный трех­

член g(x) = х2 - 6х + а не имеет корней на этом же отрезке.
Поскольку графиком функции g(x) является парабола, ветви кото-

рой направлены вверх, и абсцисса вершины равна х0 = — = 3, то g(x)
2

на отрезке [7; 9] не будет иметь корней, если выполняется условие 
£(7) • £(9) > 0, где £(7) = 49 - 42 + а = 7 + а, ^(9) = 81 - 54 + а = 27 + а.

Тогда (7 + а)(27 + а) > 0, откуда
а е (-оо; -27) и (-7; +оо). (1)

Заметим, что функция g(x) = х2 - бх + а на отрезке [7; 9] является 
возрастающей, тогда функция /(х) на этом же отрезке будет убываю­
щей, следовательно, условие задачи выполняется, если

1 . 1 5-а------ <—, или------- < U.
7+а 12 7+а

Решая неравенство (2) методом интервалов, находим 
а е (-оо; -7) и [5; +оо).

(2)
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Учитывая (1), окончательно имеем 
а е (-оо; -27) и [5; +оо).

Ответ', (-оо; -27) и [5; +оо).

Пример 5. При каких значениях параметра а график функции 
f(x) = X4 4- 4ах3 - 4х2 - 8ах имеет вертикальную ось симметрии?

Решение.
Заметим, что если функция Дх) четная, то она имеет вертикаль­

ную ось симметрии х = х0. Для этого необходимо и достаточно, чтобы 
функция

f(x - х0) = (х - х0)4 4- 4а(х - х0)3 - 4(х - х0)2 - 8а(х - х0), или 
f(x - х0) = х4 - 4х3х0 4- 4х2 Хд + 2х2 xj - 4х х3 4- Хд 4- 4ах3 - 

- 12ах2х0 4- 12ахХд - 4ах3 - 4х2 4- 8хх0 - 4xJ - 8ах 4- 8ах0 = 

= х4 4- (4а - 4х0)х3 4- (бХд - 12ах0 - 4)х2 + (—4 Xq 4- 12а Хд 4- 8х0 - 

- 8а)х 4- Хд - 4аХд - 4xJ 4- 8ах0.

Следовательно, имеем систему уравнений 
4а-4хо=О, fxo=a,

-4Хд 4- 12ах2 4- 8х0 - 8а = 0; [-4а3 + 12а3 + 8а - 8а = 0.

Из второго уравнения системы имеем 8а3 = 0, а3 = 0, а = 0. 
Ответ: при а = 0.

Пример 6. Найдите все значения параметра а, при каждом из ко­
торых уравнение л/1-5х = а-8|х| имеет более двух корней.

Решение.
Рассмотрим функции Д(х) = а - 8|х| и /2(х) = 71-5х. Исследуем 

уравнение Д(х) = /2(х)« Заметим, что функция /2(х) убывает на про­
межутке (-оо; 0), а функция Д(х) возрастает.

Следовательно, уравнение Д(х) = /2(х) на промежутке (-оо; 0) име­
ет не более одного корня, причем решение существует при условии 
/1(0) > /г(0), Т. е. при а > 1.

Если х > 0, то получим уравнение а-8х = 71-5х. При х> — левая
8

часть полученного уравнения отрицательна, следовательно, корней 
нет.
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При х<- получим уравнение (а - 8х)2 = 1 - 5х, или а2 - 16ах + 

+ 64х2 = 1 - 5х, или 64х2 + (5 - 16а)х + (а2 - 1) = 0 — квадратное 
уравнение относительно х:

В = (5 - 16а)2 - 256(а2 - 1) = 281 - 160а.
281

При В < 0, т. е. при а>^» квадратное уравнение не имеет кор-

281 „ 16а-5 231
ней; при а =-----  — один корень, равный х =----------=-------- ; при160 2 64 1280’

281 а < — — два корня:

(16а-5)-Ѵв а 5 + Ѵв а 5-Ѵв
128 “8 128 ’ ~ 8 128

Тогда х^І, а больший корень х2 не превосходит |, если Ѵв < 5,

8 281или 281 - 160а < 25, т. е. при — <а<----- . По теореме Виета имеем
5 160

16а-5
=----64

_ (16а - 5)2 - В 256(а2 -1) _ а2 -1 
’ *Г*2- іоо2 ~ шо2 - 64

1282 1282
. 16а-5Следовательно, знаки хх и х2 зависят от знаков выражении---------- 

64
а2-1 

и------- .
64

Значит, при а < -1 оба корня отрицательны, при -1 < а < 1 один 
корень отрицательный, а другой неотрицательный, при а > 1 оба кор­
ня неотрицательны.

Таким образом, уравнение 71-5х =а-8|х|

не имеет корней при а < 1;
281 имеет один корень при а = 1 и а > —;

, 8два корня при 1<а<— и а = 
5

8 281три корня при — <а< —.

281
Ответ: — <а<----- .

5 160

281
160’
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Задачи для самостоятельного решения
1. Найдите наибольшее из значений х, для которых существуют 

числа у, z, удовлетворяющие уравнению
Зх2 + у2 + 2г2 + ху + xz + yz = 1.

2. Найдите наименьшее значение выражения 
х2 4- 4ху + 16і/2 - 2х - 16у + 9.

3. При каких значениях х функция у = |х - 2| + |х - 5| имеет наи­
меньшее значение? Найдите это значение.

4. Найдите значение kt при котором, произведение чисел, состав­
ляющих решение системы уравнений, будет наименьшим

Зх - у = k + 2, 
x + 2y = 3k.

5. При каких значениях параметра а наибольшее значение функ­
ции у = -х2 + 2ах - 71 на отрезке [-3; +ао) равно 10?

6. При каких значениях параметра а наименьшее значение функ­
ции у = -х2 4- 4ах + 5а2 на отрезке [-3; 1] равно 8?

7. Функция f(x) = —— ------  определена на отрезке [5; 7]. Найдите 
х - 4х + а

все значения а, при которых наибольшее значение /(х) на [5; 7] не 
превышает 0,1.

8. При каких а сумма корней уравнения
х2 + 2(а2 - За)х - (6а3 - 14а2 + 4) = 0 

принимает наибольшее возможное значение?

9. При каких а наименьшее значение функции у = х2 + (а- 2)х - а 
на отрезке [1; 3] равно (-4)?

10. Найдите наибольшее значение функции у = |х - а| на отрезке 
[1; 3].

11. Найдите все пары чисел а и &, при которых наибольшее зна­
чение функции у = |х2 4- (а - Ь)х 4- 2а 4- &| на отрезке [-3; 1] является 
наименьшим.
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12. Найдите все значения параметра а, при каждом из которых 
число целочисленных решений неравенства х2 - Зх 4- 3|х 4- а| 4- а < О 
максимально.

13. Найдите наименьшее значение функции 
у = 4~х + (6а - 7)(0,5)^ - 14а + 8а2 

на отрезке [-log2 3; log2 3].

14. При каком значении параметра а функция 
у = а(х - 1)(х - 3) + а2 - 1 

имеет максимум, равный 5?

15. Точка А лежит на графике функции у = х2- 2х, а точка В — на 
графике функции у = -х2 + 14х - 50. Чему равно наименьшее значе­
ние длины отрезка АВ?

16. Найдите все а е [1; +оо), при которых больший корень уравне­
ния х2 - 6х + 2ах + а - 13 = 0 принимает наибольшее значение.

л
17. Найдите все ае —; 0 , при которых максимальное значение 

2
функции

у = -9х4 4- 12х3 • (sin а 4- cos а) - 9х2 sin 2а 
на отрезке [-cos а; -sin а] является наибольшим.

18. Найдите все значения параметра а, при каждом из которых 
функция f(x) = 2|2|х| - а2| - х 4- а имеет ровно три нуля.

19. Найдите все значения а, при каждом из которых график функ­
ции f(x) = х2 - |х2 4- 2х - 3| - а пересекает ось Ох более чем в двух 
различных точках.

20. При каких значениях параметра а функция 
f(x) = х3 4- ах2 - (2а - 3)х 4- 5 

возрастает на отрезке [2; 4-оо)?

21. Найдите все значения параметра а, при которых минимум 
функции

f(x) = 3|х - а| 4- |х2 4- У - 2|
меньше 2.
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22. При каких положительных значениях параметра а наимень­
шее значение функции у(х) = х4х+а равно -б4?

23. Найдите все значения параметра af при каждом из которых

множество значений функции /(х) = —5---------- лежит на интервале
X + X +1

(-3; 3).

24. Найдите все значения параметра а, при каждом из которых
^$_2х 4 а

среди значений функции у =----- г--------есть ровно одно целое число.

25. При каком наименьшем положительном значении параметра

а функция і/ = со8 24х + — 
ѵ 25

имеет максимум в точке х0 = л?



Гпава 2

ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ЧИСЕЛ

§ 6. Числа и их свойства

Это в некотором смысле уникальная задача, которая решается до­
вольно просто, иногда всего в несколько строчек. Однако найти идею 
решения очень трудно.

Здесь встречаются задачи:
1) на числа и их свойства;
2) числовые наборы на карточках и досках;
3) последовательности и прогрессии;
4) сюжетные задачи.
Предлагаемые задачи считаются самыми сложными в профиль­

ном ЕГЭ по математике, однако набрать 1-2 первичных балла не так 
уж трудно.

Традиционно задача содержит три подзадачи: а); б); в).
В пункте а) обычно предлагается решить несложную задачу на 

построение примера. За какой-либо правильный пример (а их может 
быть и несколько) можно получить 1 первичный балл.

Особых обоснований в этом пункте не требуется, нужно лишь по­
казать, что приведенный пример действительно удовлетворяет усло­
вию задачи.

Пункт б) существенно отличается от пункта а). В нем, как пра­
вило, требуется строго доказать, что требуемый пример построить 
нельзя. За этот пункт начисляют также 1 балл.

Пункт в), оцениваемый в 2 первичных балла, уже значительно 
сложнее. В нем требуется построение примера, обладающего в не­
котором смысле «экстремальными» характеристиками (например, 
задача на максимум или минимум выражения, принимающего дис­
кретные значения), а также доказательство того, что именно этот 
пример, а не какой-то другой обладает данными характеристиками.
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В решении предлагаемых задач поможет знание следующих разде­
лов математики:

► Элементы комбинаторики: сочетания, перестановки, бином 
Ньютона.

► Элементы статистики: числовые характеристики рядов, графи­
ческие и табличные представления данных.

► Элементы теории вероятности.
► Признаки делимости чисел. Формулы сокращенного умноже­

ния. Сумма делителей натурального числа.
► Квадратные уравнения. Теорема Виета.
► Прогрессии.

Краткая теория и справочные материалы
1. Числовые неравенства
1. Простейшим множеством чисел является множество натураль­

ных чисел.
Счет начинается с единицы, поэтому ноль не является натураль­

ным числом.
Обозначение: N.
N1 1, 2, 3, ...
2. Если к натуральным числам добавить целые отрицательные, 

включая 0, то получим множество целых чисел.
Обозначение: Я.
2: 0, ±1, ±2, ...
3. Числа целые и дробные, как положительные, так и отрицатель­

ные, образуют множество рациональных чисел.

Это числа вида —, где т е Z, п е N.
п

Обозначение: Q.
Всякое рациональное число может быть представлено в виде ко­

нечной или бесконечной десятичной периодической дроби.
Число, которое повторяется после запятой, называется периодом 

дроби.
2 5

Например, — = 0,666... = 0,(6); — = 0,83233... = 0,8(3);
3 6

7
2—= 2,636363... = 2,(63).
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4. Числа, не имеющие периода, называются иррациональными.
Например, >/2, >І7, л «3,14, е«2,71 —основание натурального 

логарифма.
Совокупность рациональных и иррациональных чисел образует 

множество действительных чисел.
Обозначение: R.

2. Делимость

(Если любое натуральное число делится без остатка на второе нату­
ральное число, то первое число называется кратным, а второе чис­
ло называется делителем.

! Натуральное число, на которое делится без остатка другое число, 
называется его делителем.
Например, 9 — делитель числа 72, так как 72 = 9 • 8.
Кроме того, само число 8 имеет делители 1, 2, 4, 8, так как на каж­

дое из атих чисел оно делится без остатка.

І Натуральное число, которое делится без остатка на другое, называ­
ется его кратным.
Всякое натуральное число имеет сколько угодно кратных данному 

числу.
Само число является наименьшим из кратных.
Например, кратным 4 будут числа 4, 8, 12, 16, 20 и т. д.

3. Признаки делимости
1) Признак делимости на 5.
Если натуральное число оканчивается цифрами 0 или 5, то это 

число делится без остатка на 5.
Например, числа 325, 40, 4705, 3200 делятся без остатка на 5, а 

числа 78, 302, 6189 не делятся на 5.
2) Признак делимости на 2.
Если число делится на 2 без остатка, то оно называется четным, 

а числа, которые при делении на 2 дают в остатке 1, называются не­
четными.
/ Если натуральное число оканчивается четной цифрой, то оно де- 
( лится без остатка на 2, а если оканчивается нечетной цифрой, то не 
( делится на 2.

Например, числа 20, 42, 378 — четные, значит, делятся на 2, а 
числа 11, 37, 145 — нечетные, т. е. на 2 не делятся.
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3) Признаки делимости на 9 и 3.
Если сумма цифр числа делится на 9, то и само число делится на 9.

Например, число 832 043 565 делится на 9, так как 8+3+2+0+ 
+ 4 + 34-5 + 6 + 5 = 36 — делится на 9.

Число 182 743 не делится на 9, так как 1 + 8 + 2 + 7 + 4 + 3 = 25 
не делится на 9.
I Если сумма цифр числа делится на 3, то и само число делится на 3.

Например, 408 153 делится на 3, так как 4 + 0 + 8 + 1 + 5 + 3 = 
= 21 — делится на 2, а число 994 013 не делится на 3, так как 9 + 9 + 
+ 4 + 0+1 + 3 = 26не делится на 3.

Замечание. Если число делится на 9, то оно всегда делится на 3, 
так как 9 делится на 3 без остатка.

Обратное утверждение не всегда выполняется. Например, число 
7422 делится на 3, но не делится на 9.

4) Признак делимости на 10.
Если натуральное число оканчивается цифрой 0, то оно делится 

без остатка на 10.
Например, на 10 делятся числа 10, 30, 70, 150, 240, 7560 и т. д.
5) Признак делимости на 4.

(Число делится на 4, если оно оканчивается на 00 или на число, со­
ставленное из двух последних цифр данного числа, которое делит­
ся на 4.
Например, число 47 032 делится на 4, так как 32 делится на 4; чис­

ло 230 508 делится на 4, так как 08 делится на 4; число 18 632 130 не 
делится на 4, так как 30 не делится нацело на 4.

6) Признак делимости на 6.
Число делится на 6, если оно делится на 2 и 3.
Например, число 43 524 делится на 6, так как оно делится на 2 

(последняя цифра 4 — четное) иЗ(4 + 3 + 5 + 2 + 4 = 18 — кратно 3); 
число 963 022 не делится на 6, так как оно делится на 2, но не делит­
ся на 3.

7) Признак делимости на 8.

! Число делится на 8, если оно оканчивается на 000 или на число, три 
последние цифры которого делятся на 8.
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Например, 74 000 делится на 8, так как оно оканчивается на ООО; 
51 024 760 делится на 8, так как 760 делится на 8; 21 073 542 не де­
лится на 8, так как число 542 не делится на 8.

8) Признак делимости на 7.

! Число делится на 7, если утроенное число десятков, сложенное с 

цифрой единиц, делится на 7.

Например, 245 делится на 7, так как 24 • 3 + 5 = 77 делится на 7; 
1001 делится на 7, так как 100 • 3 + 1 = 301, 
30’3 + 1 = 91, 9 • 3 + 1 = 28 — делится на 7.
9) Признак делимости на 11.

(Число делится на 11, если сумма цифр, стоящих на четных местах, 
равна сумме цифр, стоящих на нечетных местах, либо отличается 
от нее на 11.
Например, 283 679 делится на 11, так как 8 + 6 + 9 = 23; 2 + 3 + 

+ 7 = 12; 23-12 = 11.
87 654 321 не делится на 11, так как 7 + 5 + 3 + 1 = 16; 8 + 6 + 4 + 

+ 2 = 20; 20 - 16 = 4 — не делится на 11.
10) Признак делимости на 13.

! Число делится на 13, если число его десятков, сложенное с учетве­
ренным числом единиц, кратно 13.

Например, 1157 делится на 13, так как 115 + 4’7= 143 — делится 
на 13.

11) Признак делимости на 17.

! Число делится на 17, если разность между числом его десятков и 
упятеренным числом единиц делится на 17.

Например, 36 278 => 3627 - 5 • 8 = 3587 =>358 - 5 • 7 = 323 => 
=> 32 - 5 • 3 = 32 - 15 = 17 — делится на 17.

12) Признак делимости на 19.

(Число делится на 19, если число его десятков, сложенное с удвоен­
ным числом единиц, делится на 19.
Например, 646 делится на 19, так как 64 + (6 • 2) = 76 — делится 

на 19.
Замечание. Последние 5 признаков деления в школе не изучают­

ся, а применяются, как правило, при решении олимпиадных задач.
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4. Четность и нечетность чисел
1. Четное число имеет вид а = 2п.
2. Нечетное число можно записать в виде а = 2п + 1.
3. Сумма любого количества четных слагаемых четна.
4. Сумма четного количества нечетных слагаемых — четное число.
5. Сумма нечетного количества нечетных слагаемых — нечетное 

число.
6. Если в произведении все множители нечетные числа, то произ­

ведение — нечетное число.
7. Если в произведении хотя бы одно число четное у то в результате 

умножения получится четное число.

5. Числовые свойства степеней
1. Точный квадрат целого числа не может оканчиваться цифрами 

2, 3, 7, 8, а также нечетным количеством нулей.
2. Квадрат натурального числа либо делится на 4, либо при деле­

нии на 8 дает остаток 1.
3. Квадрат натурального числа либо делится на 9, либо при деле­

нии на 3 дает остаток 1.
4. Разность квадратов двух целых чисел одинаковой четности де­

лится на 4.
5. Куб целого числа и само число при делении на 3 дают одинако­

вые остатки (0; 1; 2).
6. Куб целого числа при делении на 9 дает в остатке 0; 1 или 8.
7. Куб целого числа при делении на 4 дает в остатке 0; 1 или 3.
8. Число а3 оканчивается на ту же цифру, что и число а.

6. Факториал
Это произведение натуральных чисел от 1 до самого числа (вклю­

чая данное число).
Обозначение: п! = 1 • 2 • 3 • ... • и.
0! = 1.
Например, 5! = 1- 2- 3- 4- 5 = 120.
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1. Комбинаторика. Бином Ньютона
Перестановки — комбинации, состоящие из одних и тех же эле­

ментов и отличающиеся только порядком их расположения.
Обозначения". Рп, Р(п) — число всех возможных перестановок из п 

элементов.
Если все п элементов различны, то число всех перестановок без 

повторений определяется по формуле

Р(п) = 1 • 2 • 3 • ... • п = п!
(п! — символ для обозначения произведения п первых чисел нату­
рального ряда. Читается «эн факториал». По определению считают 
0! = 1.)

Если среди п элементов имеется р элементов одного вида, у — дру­
гого, г — третьего и т. д., то число всех перестановок с повторения­
ми определяется формулой

л ’ рЩгІ

Размещения из п элементов по А? — комбинации, составленные из 
п данных элементов по к элементов в каждой; при этом два размеще­
ния считаются различными, если они отличаются либо элементами, 
либо их порядком.

Обозначение: А^ — число всех размещений из п элементов по к.

Если среди п элементов нет одинаковых и повторения одного и 
того же элемента не допускаются, то число размещений без повторе­
ний определяется формулой

А* = А^п + п1— =
* (п-й)І

= п(п - 1)(п - 2).. .(п - к +1).
Если все п элементов различны, но в размещениях допускаются 

повторения, то число размещений с повторениями определяется 
формулой

^Л(повт) _ д*

Сочетания из п элементов по к — комбинации по к элементов из 
данных п, отличающиеся одна от другой хотя бы одним элементом.
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Обозначения: С*, или
п
к)

— число всех сочетаний из п элементов

по к.
Для к различных элементов из п различных

с:= п
И

п!
к\(п-к)\

_ п(п-1)...(п-Л + 1)
12-3-...Л

Для к с повторениями из п различных

л+Л-І — Л!(п-1)!

Соотношения между числом размещений, сочетаний и перестановок 

с»=^=4

Бином Ньютона
■ _\л „л । 1) 7і-2_2(х±а) =х ±пх а-\---- ——х а

±п(п Цп 2)у-за»+ ^щу^, (1)

или (х±а)л = С^хпа° ±С^хп 1а1 +С2хп 2а2 ±С3хп 3а3 +... +(±1)лСлх°ал, (2)

или (х ± а)п = \хпац±0J
(3)

Во (2) и (3) формулах для симметрии мы определили

С°=СЛ=1. п п

2. Арифметическая прогрессия
Арифметической прогрессией называется такая числовая после­

довательность, в которой каждое число, начиная со второго, равно 
предыдущему, сложенному с постоянным для данной последователь-
ности числом.
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Это постоянное число называется разностью прогрессии и обозна­
чается буквой (і.

Арифметическая прогрессия обычно обозначается (ал).
Из определения следует 

^2 ^1 ^3 ^2 ••• ^п ^п—1 ^*
Если (і > 0, то прогрессия называется возрастающей, если д<6 — 

убывающей.
Последовательность (ап) является арифметической прогрессией 

тогда и только тогда, когда для любого п > 1 верно равенство

Это свойство называется характеристическим свойством ариф­
метической прогрессии.

ап = а^ + (п - 1) й — формула п-го члена, где п — число членов.
Формула суммы п первых членов арифметической прогрессии 

имеет вид
а. +а„ 

=——--^ • п 2
Так как ап = а^ + (п - 1) (1, то получим II формулу суммы п первых 

членов:
_2а1+(п-1)(1 

" 2

3. Геометрическая прогрессия
Геометрической прогрессией называется такая числовая последо­

вательность, в которой каждый член, начиная со второго, равен пре­
дыдущему, умноженному на некоторое отличное от нуля постоянное 
число.

Это постоянное число называется знаменателем прогрессии и обо­
значается буквой у.

Геометрическая прогрессия часто обозначается (Ьп).
Из определения следует

Ъі : Ь1 = Ьз : Ъ2 = ... = 6„ +1 : 6„ = q.
Последовательность (Ьп) является геометрической прогрессией то­

гда и только тогда, когда каждый ее член, начиная со второго, есть 
среднее геометрическое соседних с ним членов, т. е. Ь^ = Ъп1 Ьп+1.
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Формула п-го члена геометрической прогрессии имеет вид

Если д^ 1, то сумма £л первых п членов вычисляется по формуле 
о Ъа-Ь о Ь.(дп-1) 
£п = ——-, или £ = —--------.

5-1 д-1

Геометрическая прогрессия, у которой |д| < 1, называется веско-

нечно убывающей у а ее сумма определяется по формуле £ = ——.
1-9

Заметим, что если все члены геометрической прогрессии возвести 
в некоторую степень, то опять получим геометрическую прогрессию.

Так, последовательность чисел Ъ%,Ь?у2,Ь%д4,..., Ь^д2п —также гео­

метрическая прогрессия с первым членом Ь^ и знаменателем д2.

Аналогично последовательность чисел Ь%,ЬІд3,Ь%д*,..., Ь3д3п — 

также геометрическая прогрессия с первым членом Ь^ и знаменате­

лем д3 и т. д.

Задачи с решениями

Пример 1. Найдите все простые числа р, такие, что 14р2 + 1 — 
тоже простые.

Решение.
Если р * 3, то 14р2 + 1 делится на 3.
И действительно, р = ЗН 1, или р = 31г - 1, тогда р2 = 9й2 + 6Н 1, 

или р2 = 9к2 -6Н 1, а это значит, что остаток от деления числа р2 на 
3 равен 1.

Следовательно, 14р2 + 1 делится на 3 при любом р, не делящемся 
на 3, т. е. не является простым числом.

Если же р = 3, то число 14р2 + 1 = 127 — простое.
Ответ,: 3.

Пример 2. На доске написано более 45, но менее 55 целых чисел. 
Среднее арифметическое этих чисел равно 6, среднее арифметиче­
ское всех положительных из них равно 15, а среднее арифметическое 
всех отрицательных из них равно -5.

а) Сколько чисел написано на доске?
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б) Каких чисел написано больше: положительных или отрицатель­
ных?

в) Какое наибольшее количество отрицательных чисел может 
быть среди них?

Решение.
Пусть к — количество положительных чисел, I — отрицательных 

и т — нулей. Заметим, что сумма набора всех чисел равна количе­
ству чисел в этом наборе, умноженному на его среднее арифметиче­
ское. Тогда

15£ - 5/ + 0 • т = 6(к + I + т). (1)
а) Нетрудно заметить, что в левой части равенства (1) каждое сла­

гаемое кратно 5, значит, к + I + т — количество целых чисел, крат­
ных 5.

Согласно условию задачи 45 < к + I + т < 55, поэтому к + I + 
+ т = 50. Значит, на доске написано 50 чисел.

б) Упростим равенство 15/? -51 = 6(к + 1 + т)к виду 9/? > 11/ 4- 6т. 
Учитывая, что т > 0, имеем 9/? > 11/, т. е. к > 1, значит, положитель­
ны^ чисел больше, чем отрицательных.

в) (Оценка.) Подставим значение к + I 4- т = 50 в правую часть ра­
венства 15/? - 5/ = 6(/? 4- / 4- т). Получим 15/? - 5/ = 6 • 50 = 300, откуда 
1 = 3к- 60.

Так как к + 1< 50, то /? 4- (3/? - 60) < 50, 4/? < 110, к < 27, тогда 
/ = 3/?- 60 = 3- 27 - 60 <21. Значит, отрицательных чисел не бо­
лее 21.

г) (Пример.) Пусть на доске 27 раз написано число 27, 21 раз — 
(-5) и 2 раза — 0.

т 15-7-5-21 405-105 *
Тогда имеем------—------ = ----- —-----= 6, что удовлетворяет услови­

ям задачи.
Ответ: а) 50; б) положительных чисел; в) 21.

Пример 3. Каждое из чисел 2, 3, ...» 7 умножают на каждое из чи­
сел 12, 13, ..., 17 и перед каждым произвольным образом ставят знак 
«4-» или «-», после чего все 36 полученных результатов складывают. 
Какую наименьшую по модулю сумму и какую наибольшую сумму 
можно получить в итоге?
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Решение.
1. Если все произведения взяты со знаком «+», то их сумма наи­

большая и будет равна
(2 + 7 ¥12 + 17 А 

(2 + 3 + ... + 6 + 7)(12 + 13 + ... + 16 + 17) = у"6 2 '6 =

= (9 • 3) • (29 • 3) = 27 • 87 = 2349.
2. Поскольку полученная сумма нечетная, то число нечетных сла­

гаемых в ней — нечетно. Кроме того, это свойство суммы сохраняет­
ся при изменении знака любого из слагаемых. Следовательно, любая 
из получающихся сумм будет нечетной, а значит, не равна нулю.

3. Наименьшую по модулю сумму можно получить при такой рас­
становке знаков у произведения:

(-2 + 3 - 4 + 5 + 6 - 7) • (12 - 13 - 14 + 15 - 16 + 17) = 1 • 1 = 1.
Ответ: 1; 2349.

Пример 4. Коричневый карандаш стоит 19 руб., зеленый — 
15 руб. Необходимо купить карандаши, имея в наличии 629 руб. и 
соблюдая дополнительное условие: число зеленых карандашей не 
должно отличаться от числа коричневых больше, чем на 5.

а) Можно ли купить 36 карандашей?
б) Можно ли купить 39 карандашей?
в) Какое наибольшее число карандашей можно купить?

Решение.
а) Можно, например, купить 17 коричневых и 22 зеленых каран­

даша:
16 • 19 + 20 • 15 = 604 (руб.).
б) Дешевле всего 39 карандашей будут стоить, если купить наи­

большее возможное количество зеленых карандашей и наименьшее 
возможное количество коричневых, т. е. если купить 17 коричневых 
и 22 зеленых, учитывая, что если коричневых меньше 17, то зеленых 
больше 22.

В этом случае разность между числом коричневых и зеленых ка­
рандашей больше, чем 5.

Тогда стоимость покупки равна
17 • 19 + 22 • 15 = 653 (руб.), что больше, чем имеющаяся сумма 

629 руб.
в) Пусть анЬ — число зеленых и коричневых карандашей соответ­

ственно. Тогда получим
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19& + 15а < 629,
< |&-л|<5,

Ъ, а = О, 1, 2, ...

(1)
(2)

Пусть Ь + а = к, откуда а = к - Ь.В этом случае неравенство (1) при­
мет вид 19Ь + 15(А - &) < 629, или4& + 15/г < 629, откуда

Ь< 1(629 -15*).

Следовательно, неравенство (2) преобразуется к виду
-5 < Ь - а < 5, или -5 < Ь - (к - Ъ) < 5, или к - 5 < 2Ь < к + 5,
откуда ^(к - 5) < & < ^(к + 5), & = 0, 1, ..., к.

Значит, 1(* - 5) < |(629 - 15*), или 2(і - 5) < 629 - 15*, 17*< 639,

т. е. *<37—.
17

Таким образом, можно купить не более 37 карандашей.
Проверим, возможен ли случай, когда к = 37. При Ь = 17, а = 20 

имеем 17 • 19 + 20 • 15 = 623 < 629.
Следовательно, наибольшее число карандашей равно 37.
Ответ: а) да; б) нет; в) 37.

Пример 5. Сторона квадрата на 3 см больше ширины прямоуголь­
ника, а площади этих фигур равны. Длины сторон квадрата и прямо­
угольника — целые числа.

а) Может ли ширина прямоугольника быть равной 6?
б) Может ли длина прямоугольника быть равной 12?
в) Найдите все возможные варианты таких пар прямоугольников 

и квадратов.
Решение.
а) Пусть х — ширина, у — 

длина прямоугольника, тогда 
(х + 3) — сторона квадрата.

По условию задачи 8КВ. = 8^
Но 5КВ> = (х + З)2, «пр. = ху, 

тогда получим (х + З)2 = ху, 
где Х,у Е N.

У 

^пр.
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Если х = 6, то получим бу = (6 + З)2, или бу = 81, откуда
81 27у = — = — ё N.
6 2

Значит, ширина прямоугольника не может быть равной 6.
б) Если у = 12, то (х + З)2 = 12х, или х2 - 6х + 9 = О, или (х - З)2 = О, 

х - 3 = 0, х = 3.
Так как х = 3 е ^и і/ = 12 е ^, то длина прямоугольника может 

быть равной 12.
I (х + 3)2 х2+6х + 9 9в) (х + 3/ = ху, откуда у = ------- — =-------------- = х + 6 + —.

XX X
Так как у е Nt то х — делители числа 9, где х е N.
Значит, х = 1; 3; 9.

9 9 9
Тогда і/ = 1 + 6 + — = 16; у = 3 + 6 + — = 12; і/ = 9 + 6 + — = 16.

13 9
Имеем 3 возможности:

5 = 36

6

3

12

8 = 36

Ответ: а) нет; б) да; в) 4 х 4 и 1 х 16; 6 х 6 и 3 х 12; 12 х 12 и 9 х 16.

Пример 6. Гриша перемножил несколько различных натураль­
ных чисел из отрезка [21; 82]. Артур увеличил каждое из чисел на 1 
и перемножил все полученные числа.

а) Может ли результат Артура быть вдвое больше, чем у Гриши?
б) Может ли результат Артура быть в 7 раз больше, чем у Гриши?
в) В какое наибольшее целое число раз результат Артура может 

быть больше, чем у Гриши?
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Решение.
а) Например, для набора чисел {22; 23; ...; 43} результат Гри­

ши равен 22 • 23 • ... • 43, а результат Артура будет 23 • 24 • ... • 44, 
т. е. (23 • 24 •... • 44): (22 • 23 • ... • 43) = 2, в 2 раза больше.

б) При добавлении новых чисел отношение результатов Гриши 
и Артура становится только больше. Следовательно, наибольшее 
отношение получим, если Гриша перемножит все натуральные чис­
ла из данного отрезка [21; 82]. При этом результат Гриши равен 
21 * 22 * 23 * ... • 82, а Артура — 22 * 23 * 24 * ... • 83. Тогда отношение 
этих чисел будет равно

(22 • 23 • 24 •... • 83): (21 • 22 • 23 ■... ’82) = ^ < 7.

Значит, результат Артура не может быть в 7 раз больше результа­
та Гриши.

в) Как показано в пункте б), результат Артура превосходит резуль- 
83тат Гриши не более чем в — раза. Наибольшее целое число, не боль-

83
шее —, — это число 3.

21
Для набора {21; 22; 23; ...; 62} результат Гриши равен 

21 • 22 • 23 •... • 62, а Артура — 22 * 23 * 24 *... • 63, т. е. в 3 раза больше.
Таким образом, наибольшее целое отношение результатов Артура 

и Гриши равно 3.
Ответ', а) да; б) нет; в) 3.

Пример 7. Известно, что а,Ь,сжі — попарно различные положи­
тельные двузначные числа.

і ѵ а + С 9 оа) Может ли выполняться равенство------ = —?
Ь + а 21

б) Может ли дробь —-- быть в 13 раз меньше, чем сумма —+ —?
Ь + сі Ъ сі

в) Какое наименьшее значение может принимать дробь ° + С, если 
Ъ + сі

а> ЗЪис> 6d?
Решение.

. а + с 9 18 27 12 + 15 1СГ ,а)------ = — = — = — =---------- , значит, а = 12, Ь = 13, с = 15, а = 50.
Ь + (і 21 42 63 13 + 50
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л + с с
б) Допустим, что 13------- --  --+ —. Тогда получим 13bd(a + с) —

b + d b d
= ad(b + d) + bc(b + d), или 13abd + 13bcd = abd + ad2 + b2c + bed, или 
12abd - ad2 + 12bcd - b2c = 0.

Группируя слагаемые, имеем 
od(12& -d) + bc(12d - &) = 0. (1)

По условию задачи a, b, с и d — различные положительные дву­
значные числа, тогда 12Ь - d > 0 и 12d - b > 0, ad > 0, be > 0, значит, 
равенство (1) выполняться не может.

Кроме того, 126 - d > 12 • 10 - 99 > 0 и 12d - b > 12 • 10 - 99 > 0, 
значит, б) нет.

в) а > ЗЬ 4-1, с > 3d + 1, тогда
а + с ЗЬ +1 + 3d +1 (ЗЬ + 3d) + (3d + 2)  ^ ^ 3d + 2
b + d b + d b + d b + d ’

2
ЗЬ + 1 < а, или ЗЬ + 1 < 99, Ь< —= 32-. 

3 3
Значит, наибольшее значение 6 = 32, тогда

о Зе/ + 2 о 3</ + 2^О 3(/+96-94 о , 3((/ + 32) 94 с 94
о Ч------------ — о Ч---------------< и Ч-----------------------------от--------------------------------------О----------------•

b + d 32 +d d + 32 d + 32 d + 32 d + 32
94

Дробь-------- будет наибольшей, при наименьшем значении d = 10 
(/ + 32

(так как d — двузначное положительное число).
94Получим 6------------

10 + 32
21 = 6-— = 126^47 = 79
42” 21 21 “21*

Итак, Ъ = 32, d = 10, а > 3 • 32 + 1 = 97, с S 6d + 1 = 6 • 10 + 1 = 61.
„ а + с 97 + 61 158 79Значит, ------ =----------- =----- = —

b + d 32 + 10 42 21

Ответ: а) да, а = 12, Ь = 13, с = 15, d — 50; б) нет; в) —.
21

Пример 8. Известно, что а, Ь, с, d, е и / — это различные, расстав­
ленные в произвольном порядке числа 2, 3, 4, 6, 7 и 16.

а) Может ли выполняться равенство
а с е- + — + - = 7?
b d f
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б) Может ли выполняться равенство

асе
—і----- 1—
Ь д /

1235? 
336

в) Какое наибольшее значение может принимать сумма — + — +—? 
Ь д /

Решение.
ч 16 7 4 8 7 , о е о „

а) 1—і— = —і— + 2 = 5 + 2 = 7.
6 3 2 3 3

б) Заметим, что произведение Ь • д' / должно быть кратно 336.
336 = 2 • 2 • 2 • 2 • 3 • 7 = 24 • 3 • 7 = 16 • 3 • 7.
Знаменатель дробей может быть и 672, так как 672 = 2 • 336 = 

= 2- 16- 3 -7 = 16 -7-6.
Если знаменатель равен 336 • 3 = 1008 = 16 • 3 • 7 • 3, то не подхо­

дит, так как среди данных чисел всего одна тройка.
_а_ с е 21а + 48с + 112е< (21 + 48 + 112) 6 _ 181-6 1086 1235
16 + 7 + 3" 336 336 336 “ 336 336’

а с е _42а + 96с^<(42 + 96+1^
16 + 7 + б" 672 672 336 "336 336 ’

в) Сумма —+ —+ — может принимать наибольшее значение, если в 
Ь (1 /

знаменателях дробей выбрать наименьшее из данных чисел, т. е. 2, 3
и 4, а в числителе выбрать число 16. Можно записать так;
а с е а с е а с 16 6 7 16 3 7 16
---- 1------+— <---- 1------ 1----<------ +---- 1------<------ И---- к-----—----- 1------1------ —
Ь гі / 4 3 2 4 3 2 432 232
= 19 7 57 + 14 71

2 +3” 6 ” 6’

о 6 7 6 7 тЗамечание. Если записать —+ — иначе, например, - + -, то в I слу-

23 тт 45чае получим —, а во II случае получим —. 
6 12

„ 23 46 45
6 12 12

71
Ответ: а) да; б) нет; в) —.
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Пример 9. Квадратное уравнение х2 +рх + д = 0 имеет два различ­
ных натуральных корня.

а) Пусть д = 14. Найдите все возможные значения р.
б) Пусть р + д = 18. Найдите возможные значения д.
в) Пусть д2 - р2 = 1265. Найдите все возможные корни исходного 

уравнения.
Решение.
а) Пусть X! и х2 — корни данного уравнения. По теореме Виета 

Хі * х2 = д = 14 (по условию). Но 14 = 1 • 14 = 2 • 7. Значит, Хі + х2= 15, 
или Хі + х2 = 9.

Тогда рх = -(хі + х2) = -15 или р2 = -9.
б) Хі + х2 = -р, Хі • х2 = д.
По условиюр + д = 18, или ххх2 - (хх + х2) = 18. Преобразуем левую 

часть полученного равенства так, чтобы разложить на множители:
1 -I- ХХХ2 - Хх - Х2 = 19, ИЛИ (ХіХ2 - х2) - (хі - 1) = 19, или
Х2(Хі “ 1) “ (Хі “ 1) = 19» ИЛИ (хх - 1)(х2 - 1) = 19, где хь х2 е N.
Но 19 = 1 • 19, значит, хх - 1 = 1, х2 - 1 = 19 (или наоборот). В лю­

бом случае д = Хі • х2 = 2 • 20 = 40.
в) По условию д2 - р2 = 1265, или
(9~Р)(Я +р} = (ххх2 + *і + х2)(хіх2 - Хі - х2) = 1265.
Но 1265 = 5- 253 = 5 11 -23.
Заметим, что числа д - р и д + р — одинаковой четности, поэтому 

каждое из них нечетное. Кроме того, р> д+ Р-
Остается рассмотреть варианты:
1) ХіХ2 + Хі + х2 = 55, ХіХ2 - Хі - х2 = 23;
2) ХіХ2 + Хі + х2 = 115, ХіХ2 - Хі - х2 = 11;
3) ХіХ2 + Хі + х2 = 253, ХіХ2 - Хі - х2 = 5.
Рассмотрим каждый случай в отдельности.

1)
х^2 + X! + х2 = 55, 
^1^2 — (^1 + ^2 ) = 23.

Складывая и вычитая почленно левые и правые части системы, 
имеем

2^Хг = 78, Гхтх2 = 39,
ЪГV 4. V ^-49. 4 - 1R 0ТКУДа*1 = 13> *2 = 3 (или наоборот).
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Аналогично находим:
2x^2 = 126, 
2(х1+х2) = 104;

хгх2 = 63, 
хг+х2 =52.

Легко показать, что уравнение х2 - 52 х + 63 = 0 не имеет нату­
ральных корней:

3)
х.х, +х.+х9= 253, [2х.х9 = 258, хгх2 =129,
*і*2 ~ (^і+ х2) = 5ї [2 (хх + х2) = 24$; ІА + Х2 = 124.

Уравнение х2 - 124х + 129 = 0 также не имеет натуральных кор­
ней.

Ответ: а) -15, -9; б) 40; в) 13 и 3.

Пример 10. Известно, что квадратное уравнение вида
х2 + тх + Л = 0 имеет 2 различных натуральных корня.

а) Найдите все возможные значения к при т = -8.
б) Найдите возможные значения т при к - т = 25.
в) Найдите все возможные значения корней уравнения, если 

к2-т2= 1628.

[х. + X, = -т, 
Виета имеем <

х1-х2=Л.

Решение.
а) Пусть X! и х2 — натуральные корни уравнения, тогда по теореме

Заметим, что число 8 можно записать в виде суммы двух различ­
ных натуральных слагаемых двумя способами.

8 = 14-7 = 2 + 6, тогда А = 7 или к = 12.
б) По условию задачи к - т = 25, где к = ХіХ2, т = (хг + х2). Тогда 

получим ХіХ2 + хх + х2 = 25, или ХіХ2 + Хі + х2 + 1 = 26.
Теперь применим способ группировки:
^1(^2 + 1) + (А + 1) = 26, или (Хі + 1)(х2 + 1) = 26.
Поскольку оба множителя — натуральные числа, не меньшие 

двух, то хх + 1 = 13, х2 + 1 = 2.
Значит, Хі = 12, х2 = 1, тогда т = -(12 + 1) = -13.
в) Запишем данное уравнение в виде
(к - т)(к + т) = 1628 = 4 • 407 = 22 • 11 • 37.
Заметим, что числа к - т и к + т имеют одинаковую четность, по­

этому они оба четны.
При этом к - т > к + т, так как т <0.
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к-т = 74, 
Значит, 1)

к + т = 22;
2Л = 96,
2т = -52;

к = 48, 
?п = -26.

В этом случае получим уравнение х2 - 26 х + 48 = О, корни кото­
рого X! = 2, х2 = 24.

2)
к -т = 814, 
к + т = 2;

2/? = 814, ^ = 408,
2т = -812; 1т = -406.

Получим уравнение х2 - 406х + 408 = 0, которое не имеет нату­
ральных корней.

Ответ: а) 7 или 12; б) -13; в) 2 и 24.

Пример 11. а) Существуют ли натуральные числа тип, такие, 
что дискриминант квадратного трехчлена х2 + тх + п равен 37?

б) Существуют ли натуральные числа тип, такие, что дискрими­
нант П = 52?

в) Найдите наименьшее значение дискриминанта Р квадратного 
трехчлена х2 + (4т + п)х + (Зп + 4/п), если известно, что т, п, О & N 
(натуральные).

Решение.
а) Да. Например, х2 + 7х + 3, где Р = 49 - 12 = 37.
б) Если В = 52, то получим т2 - 4п = 52, т2 = 52 + 4п.
1)т — четное число, тогда т2 делится на 4, а 52 + 4п — не делится.
2) т — нечетное число, тогда т2 — нечетное, а 52 + 4п — четное.
Следовательно, не существуют т, п є ^, такие, что дискриминант 

Р = 52.
в) Найдем дискриминант В квадратного трехчлена:
Б = (4т 4- п)2 - 4(3п + 4т) = (4т 4- п)2 - 12п - 16т = 

= (4т + п)2 -12(4т + п) + 32т = ((4т + п)2 - 12(4т + п) + 36) 4- 
4- 32т - 36 = (4т + п - 6)2 + 32т - 36.

1) Пусть т = 1, тогда получим (4 • 1 + п - 6)2 4- 32 • 1 - 36 = 
= (п - 2)2 - 4 = (п - 6)(п + 2).

Так как п є N, то п є [1; 6] => (п - 6)(п + 2) ^ 0; при п>7 трехчлен 
(п - 6)(п + 2) возрастает, тогда оптимальный вариант будет при п = 7. 
Тогда Р = (7 - 6)(7 + 2) = 9. Получим х2 + Их + 25.

2) Пусть т> 2, тогда получим О2 4- 32 • 2 - 36 = 28.
Ответ: а) да; б) нет; в) 9.
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Пример 12. Гриша участвовал в викторине по географии. За каж­
дый правильный ответ участнику начисляется 7 баллов, за каждый 
неверный — списывается 7 баллов, за отсутствие ответа списывается 
2 балла. По результатам викторины Гриша набрал 23 балла.

а) На сколько вопросов Гриша не дал ответа, если в викторине 
было 27 вопросов?

б) На сколько вопросов Гриша не дал ответа, если в викторине 
было 30 вопросов?

в) На сколько вопросов Гриша ответил правильно, если в викторине 
было 28 вопросов?

Решение.
Пусть х — количество правильных ответов, у — количество невер­

ных ответов, 2 — за отсутствие ответа. Так как Гриша набрал всего 
23 балла, то получим уравнение

7х - 7у - 2г = 23.
а) Надо найти значение 2.
Так как в викторине было 27 вопросов, то получим х + у + г = 27.
Следовательно, имеем систему уравнений
х + у + г = 27у

< где X, у, 2 & N.
[7х-7у-22 = 23,

Исключим переменную у, для чего умножим обе части I уравнения
на 7 и сложим со II уравнением системы:

7х + 7и + 7г = 189,
< 14х + 5z = 212, откуда 5z = 212 - 14х, или
[7х-7у-2г = 23;

212-14х

В полученной дроби выделим целую часть: 
210-15х + х + 2 ._ _ х + 2 

г =-------------------------------= 42 - Зх +------ .
5 5

__ Х + 2 , о
Поскольку х, у, г е N, то------ = А, откуда х = ok - 2. 

5
Тогда 2 = 42- 3(5k - 2) + £ = 48 - 14£.
Итак, х = 5k — 2, 2 = 48 - 14А.

[5А-2>0, 
Кроме того, <

[48-14Ъ0;

kA
5 

kA=A 
L 7 7
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2 3
Значит, — <£<3—.

5 7
у = 27 - (х + г) = 27 - (5Л - 2 + 48 - 14Л) = 9А - 19 > 0, откуда

9 29‘

1 3Следовательно, 2— < Л < Зу, т. е. к = 3 — единственное целое.

В этом случае х = 5Л - 2 = 13, у = 9Л - 19 = 8, 2 = 48 - 14Л = 6.
Итак, г = 6, т. е. Гриша не дал ответа на 6 вопросов.
б) Аналогично имеем систему уравнений

Х + у + 2 = 30, •7
7х-7у-2г = 23; 1

233-14х
откуда 2 =------ -------

5

7х + 7і/ + 72 = 210, 
7х-7і/-2г = 23

14х + 5г = 233, 
230-15x4-х + 3

5
о х + 3 х + 3 ,

46-3x4------- , где -------= к,
5 5

откуда х = 5Л - 3, тогда г = 46 - 3*(5А - 3) + /г = 55 - 14Л, 
у = 27 - (х + г) = 27 - (5Л - 3 + 55 - 14Л) = 9£ - 25.

Итак, имеем систему неравенств
'55-14Ъ0, 
9Л-25>0;

55 .13
Ї4’ 14’

9 29’

=> £ = 3, тогда х = 5Л - 3 = 12, у = 9Л - 25 = 2, г = 55 - 14Л = 13.
В этом случае Гриша не дал ответа на 13 вопросов.
в) В этом случае надо найти х, т. е. количество правильных ответов.
Получим систему уравнений

х + і/ + 2 = 28, •7 [ 7х + 7і/ + 72 = 196,
7х-7у-2г = 23; 1 [ 7х-7у-2г = 23

14х + 5г = 219,
219-14х 220-15х + х-1 о

откуда 2 =------------- = ----------- 7---------- -- 44 - Зх +
5 5

-1 ^“1 иг т=*’ отку.

да х = 5Л + 1, тогда з = 44 - 3‘(5А + 1) + /г = 41 - 14й.
Так как х + у + 2 = 28, то у = 28 - (х 4- г) = 28 - (5А + 1 + 41 - 14Л) = 

= 28 - (42 - 9Л) = 9А - 14.
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Учитывая, что у

9А-11>0, 
41-Ш>0;

► 0, г > 0, х > 0, получим систему неравенств

И = іЁ
$ $ откуда Л = 2.
« = 2^
14 14

В этом случае х = 5Н 1 = 11, і/ = 9й- 14 = 4, 2 = 41- 14й = 13.
Следовательно, Гриша ответил правильно на 11 вопросов.
Ответ: а) 6; б) 13; в) 11.

Пример 13. Известно, что тип — натуральные числа.
а) Существует ли пара чисел тип, для которых выполняется

11 Іо неравенство--------=------ ?
п т 108

б) Существует ли пара чисел тип, для которых выполняется
11 Іо неравенство —------ =----- ?

п т 108
в) Найдите все пары натуральных чисел тип, для которых 

111 выполняется равенство —----- =------ .
п т 108

Решение.

а) Например, т = 54, 1_1
36 54

б) Например, ти = 18, 1
9®

1

3-2
108

4-1

в) Так как —5- - 
п

1 1
182 182 
1

1 
108*

3 1
18 18 108

тг 108’
то —7>---- , откуда п

п3 108
3 < 108 => и = 1; 2;

3; 4.

1) Если п = 1,

2) Если п = 2,

. 1 то 1-----г 
т2

1 1 
то о т

1 1
"108’ т2

1 1

107 _
108
1 1

108’ т2 8 108
25

216

3) Если п = 3,

4) Если и = 4,

1 1
ТО------------ ;

27 т
1 1

ТО------------ ;
64 т

1 1
2

2

”108’ т2 ”
1

"108’ т2 ”

3 1----- = —, откуда т = 6.
108 36

11 АТ -------^N.
1728

Ответ: а) да, существует; б) да, существует; в) т = 6, п = 4.
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Пример 14. а) Представьте число — в виде суммы нескольких 
40

дробей, все числители которых — единицы, а знаменатели — попар­
но различные натуральные числа.

23б) Представьте число — в виде суммы нескольких дробей, все 
96

числители которых — единицы, а знаменатели — попарно различ­
ные натуральные числа.

в) Найдите все возможные пары натуральных чисел тип, для ко-

торых т<пи —+—=—. 
т п 12 

Решение.
ч 33 20 + 10 + 2 + 1 20 10 2 1 1 1 1 1

40 40 40 40 40 40 2 4 20 40
23 1 + 4 + 6 + 12 146 12 1111
96 96 96 96 96 96 96 24 16 6

в)
111 111) Поскольку—+ —= —, то—< — =>тп> 12.

тп п 12 т 12
ѵ > 1J 2^111Кроме того, 1<т<п=>— >—, тогда —>—+—= — => тп < 24, 

т п т т п 12
т. е. тп = 13; 14; ... 24.

2) —+^ = — ^тп = 12я + 12m => (m - 12)(n - 12) = 144.
ТП П 12

Следовательно, тп - 12 — делитель 144.
Делители 144 — это 1; 2; 3; 4; 6; 8; 9; 12; 16; 18; 24; 36; 48; 72; 144.
3) Рассмотрим все возможности:
771-12 = 1, 7П - 12 = 2, 771-12 = 3,
т = 13, п = 156; т = 14, п = 84; т = 15, п = 60;

771 - 12 = 4, тп - 12 = 6, ттг - 12 = 8,
т = 16, п = 48; т = 18, п = 36; т = 20, п = 30.

тп - 12 = 9, 
т = 21, п = 28;

тп - 12 = 12, 
т = 24, п = 24;

Остальные делители дают значения тп > 28.
л ч 33 1 1 1 1 23 1 1 1 1Ответ: а) — =—+—+ —+—; б) — =—+—+—+—; в) (13; 156), 

40 2 4 20 40 96 96 24 16 6
(14; 84), (15; 60), (16; 48), (18; 36), (20; 30), (21; 28), (24; 24).
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Пример 15. Отношение трехзначного натурального числа к сумме 
его цифр — целое число.

а) Может ли это отношение быть равным 17?
б) Может ли это отношение бцть равным 86?
в) Какое наименьшее значение может принимать это отношение, 

если первая цифра исходного числа равна 4?
Решение.

153 153а) Например,---------- =------= 17.
1+5+3 9

б) Всякое трехзначное число можно записать в виде abc, или 

аЬс = 1ООа + 1ОЬ + с, где а,Ъ, с — соответственно цифра сотен, десят­
ков и единиц.

Согласно условию задачи имеем

= 86, или 100а + 10д + с = 86(а + b + с).
а + Ь + с

Упростив полученное равенство, получим 14а = 76b + 85с.
Заметим, что 14 и 76 делятся на 2, но 85 — не делится.
Значит, с = 0 или с > 2.
Но если с > 2, то 76Ь 4- 85с > 170 => 14а > 170 => а > 12, что невоз­

можно, так как а — цифра.
Следовательно, с = 0, но тогда 14а = 76b => 7а = 38&.
Если 5 = 0, то а = 0 — не подходит.

Если b = 1, то 7а = 38, а = 5— — не подходит.

Если b > 2, то а > 10, что невозможно.
Значит, отношение не может быть равным 86.
в) По условию задачи первая цифра трехзначного числа равна 4, 

тогда сумма его цифр не превышает 4 + 9 + 9 = 22.
Будем перебирать последовательно числа с максимально возмож­

ными суммами цифр.
1) Сумма цифр 22, тогда 22 - 4 = 18 — сумма II и III цифр (от 0 до 

9 включительно). Подходит единственный набор 9; 9, тогда получим 
499 — не подходит, так как 499 не делится на 22.

2) Сумма цифр 21, тогда 21- 4 = 17 — сумма II и III цифр. Здесь 
возможны два набора: 9; 8 и 8; 9. Получим числа 498 и 489. Ни одно 
из них не делится на 21.
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3) Сумма цифр 20, тогда 20 - 4 = 16 — сумма II и III цифр. Полу­
чим три числа: 497; 488; 479. Ни одно из них не делится на 20.

4) Сумма цифр 19, тогда 19-4 = 15. В этом случае имеем числа 
496; 487; 478; 469. Ни одно из них не делится на 19.

5) Сумма цифр 18, тогда 18 - 4 = 14, откуда получим числа 495; 
459; 486; 468; 477.

Можно убедиться, что из этих чисел только 486 и 468 делятся на

18. Получим — = 26 и — = 27. 
18 18

Остается доказать, что отношение меньше 26 невозможно.
Заметим, что если такое отношение существует, то оно 25 или 

меньше. Если взять число 400, то 400 : (4 + 0 + 0) = 100.
Рассмотрим числа не меньше 401. Если существует число, у кото­

рого отношение к сумме цифр — целое меньше 26, то сумма цифр 
401 такого числа не менее----- > 16.
25

Значит, сумма цифр такого числа не менее 17. Поскольку мы рас­
смотрели отношения всех чисел с суммами цифр от 22 до 18 включи­
тельно, то осталось рассмотреть последний возможный вариант.

6) Сумма цифр 17, тогда 17 - 4 = 13 — сумма II и III цифр. При 
этом возможны числа 494; 485; 476; 467; 449; 458. Из этих чисел на 

476 476
17 делится только число 476, тогда получим-----------=------ = 28 > 26.

4+7+6 17
Следовательно, отношение числа к сумме его цифр не может быть 

менее 26.
Ответ: а) да; б) нет; в) 26.

Пример 16. Мария задумала трехзначное натуральное число п. 
В результате деления этого числа на сумму его цифр получается на­
туральное число т.

а) Может ли 7П = 16?
б) Какое наименьшее число п могла задумать Мария, если извест­

но, что средняя цифра п трехзначного числа равна 7, а первая ци­
фра — четная и больше 2?

в) Чему равно наименьшее возможное значение т, если последняя 
цифра числа п равна 6?
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Решение.
а) Всякое трехзначное число имеет вид 100а + ІОЬ + с, где а — 

цифра сотен, Ь — десятков, с — единиц.
Согласно условию п = 100а + 10Ь + с,т = а + Ь + с.
Имеем 100а + 10д + с = 16(а + Ь + с), или 84а = 6Н 15с, или 28а = 

= 2Ъ +5с.
Если а = 1, Ь = с = 4, то число 144 = 16-(1 + 4 + 4) удовлетворяет 

условию задачи.
б) Заметим, что задуманное число должно быть четным: если оно 

нечетно, то его последняя цифра единиц — нечетна. Тогда в сумме с 
цифрой сотен (четная по условию) и цифрой десятков (нечетная) даст 
четное число. Но нечетное число не может делиться на четное. Оста­
ется перебрать четные числа по возрастанию:

I цифра — четная и больше 2 (по условию), т. е. 4.
Имеем:
470 не делится на 11,
472 не делится на 13,
474 не делится на 15,
476 = 17 • 28 = (4 + 7 + 6) • 28 — подходит.
Значит, 476 — наименьшее число, задуманное Марией.
в) Выделим целую часть:

100а + 10Ь + 6 10(а + Ь + 6) + 90а-54 90а-54т =------------------- =------------------------------- = 1(1 -і--------------.
а+&+6 а+&+6 а+Ь+6

Поскольку при каждом значении а числитель полученной дроби 
постоянен, то нам надо подобрать наибольшее значение Ь, чтобы чис­
литель дроби 90а - 54 делился на знаменатель а + Ь + 6.

I случаи: а = 1, тогда получим------ , откуда о = 5 — максимальное 
& + 7

подходящее значение.
36В этом случае тп = 10 + —= 13.

II случай: а > 2.
„ 90а-54 90а-54 90-2-54 126 с

а + Ь + 6 а + 15 9 + 15 24
Тогда тп > 10 + 5 = 15.
Следовательно, оптимальный вариант уже найден.
Ответ: а) да; б) 476; в) 13.
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Пример 17. а) Можно ли число 2024 представить в виде суммы 
двух различных натуральных чисел с одинаковой суммой цифр?

б) Можно ли число 189 представить в виде суммы двух различных 
натуральных чисел с одинаковой суммой цифр?

в) Найдите наименьшее натуральное число, которое можно пред­
ставить в виде суммы четырех различных натуральных чисел с оди­
наковой суммой цифр.

Решение.
а) Да, можно. Например, для чисел 2002 и 22, их сумма 2002 + 

+ 22 = 2024, а сумма цифр в каждом числе равна 4:
2 + 0 + 0 + 2 = 4и2 + 2 = 4.
б) Да, можно. Например, для чисел 135 и 54, их сумма равна 135 + 

+ 54 = 189, а сумма цифр в каждом числе равна 9:
1 + 3 + 5 = 9и5 + 4 = 9.
Другие примеры:
144 + 45 или 153 + 36;
1 + 4 + 4 = 9и4 + 5 = 9;
1 + 5 + 3 = 9иЗ + 6 = 9.
в) Если существует наименьшее натуральное число, которое мож­

но представить в виде суммы четырех различных натуральных чисел 
с одинаковой суммой цифр, то оно равно сумме четырех наименьших 
чисел с этой суммой цифр.

Для сумм 1, 2, 3, 4 имеем:
1 + 10 + 100+1000 = 1111,
2 + 11 + 20+ 101 = 134,
3 + 12 + 21 + 30 = 66,
4 + 13 + 22 + 31 = 70.
Пусть сумма цифр равна х.
Если х > 5, то наименьшее из таких чисел — как минимум х. За­

метим, что числа с одинаковой суммой цифр при делении на 9 дают 
одинаковые остатки, т. е. следуют минимум через 9. Следовательно, 
их сумма равна

х + (х + 9) + (х + 18) + (х + 27) = 4а + 54 > 4 • 5 + 54 = 74.
Значит, искомое число равно 66.
Ответ: а) да; б) да; в) 66.

Пример 18. а) Существует ли конечная арифметическая прогрес­
сия, состоящая из пяти натуральных чисел, в которой сумма наи­
большего и наименьшего членов этой прогрессии равна 101?
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б) Конечная арифметическая прогрессия состоит из 8 натураль­
ных чисел. Сумма наибольшего и наименьшего членов этой прогрес­
сии равна 11. Найдите все числа, из которых состоит эта прогрессия.

в) Среднее арифметическое членов конечной арифметической про­
грессии, состоящей из натуральных чисел, равно 8,5. Какое наиболь­
шее количество членов может быть в этой прогрессии?

Решение.
Пусть а^ — первый член прогрессии, п — количество членов, (1 — 

разность прогрессии, где а, п е N.
а) аг + а5 = аг + (а! + 4сІ) = 2ах + 4(1 — четное число.
Значит, аі + а5 * 101.
б) ах + а8 = 11 (по условию), или аі + (аі + 7сІ) = 11, или 2аг + 7(1 = 11.
Если (1 = 0, то 2аі = 11, что невозможно, так как аі е N.
Единственный возможный случай при б/ = 1, тогда 2аі + 7-1 = 11, 

откуда аі = 2, получим
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, где 2 + 9 = 11.
в) Среднее арифметическое прогрессии равно полусумме ее край­

них членов, т. е. 2аі + (п- 1)й = 17, где б/ * 0, тогда б/ > 1.
Кроме того, аі > 1, т. е. (п - 1)б/ < 15, откуда имеем (п - 1) < 15, 

т. е. л < 16.
Действительно, натуральные числа от 1 до 16 составляют ариф­

метическую прогрессию, у которой среднее арифметическое членов 
равно 8,5 и л = 16.

Ответ: а) нет; б) 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9; в) 16.

Пример 19. Даны п различных натуральных чисел, составляю­
щих арифметическую прогрессию (л > 3).

а) Может ли сумма всех данных чисел быть равной 22?
б) Каково наибольшее значение и, если сумма всех данных чисел 

меньше 800?
в) Найдите все возможные значения и, если сумма всех данных 

чисел равна 185.
Решение.
а) Может, например, числа 1, 4, 7, 10 составляют арифметическую 

прогрессию с разностью (1 = 3, а их сумма равна 1 + 4 + 7 + 10 = 22.
б) По условию п & N, тогда наименьшее из них л > 1, а так как все 

числа различны, т. е. отличаются друг от друга не менее чем на 1, то 
их сумма 8„ >1 + 2 + 3 + ... + л, или Зп > ^п + ^.
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Но 8п < 800, тогда П^П + ^ < 800, или п (п + 1) < 1600,
2

п2 + п - 1600 < 0, откуда п < 40 (при п > 40 получим 
п(п + 1) < 40 • 41 > 1600).

При п = 39 имеем п(п + 1) < 39 • 40 < 1600. Натуральные чис­
ла от 1 до 39 составляют арифметическую прогрессию, где п = 39, 
д.8п< 800. Следовательно, наибольшее возможное значение п = 39.

в) Пусть ах — наименьшее из данных п чисел, (і — разность про­

грессии. Тогда 5Л = —(2^+(п-1)е/)п.
2

По условию 8п = 185, тогда (2^ + (п - 1)д)п = 370. (1)
Заметим, что 370 = 37 • 10, где 37 — простое число и и < 37. Зна­

чит, п — один из делителей числа 10. Поскольку п > 3, то п = 5, или 
п = 10.

1) Если п = 5, равенство (1) примет вид (2аг -I- 4с0 • 5 = 370, откуда 
^ + 2^ = 37. Например, при аг = 1, (і = 18 получим 1 + 19 + 37 + 55 + 
+ 73 = 185.

2) Если п = 10, то 2а^ + 9сІ = 37. При ах = 5, d = 3 имеем 5 + 8 + 
+ 11 + 14 + 17 + 20 + 23 + 26 + 29 + 32 = 185.

Ответ: а) да; б) 39; в) 5 и 10.

Задачи для самостоятельного решения

1. Дана правильная несократимая дробь —, где а,Ь е N. Из нее за 
Ъ

, а + ъ один ход получают дробь-------- 
2а+ &

1 22а) Можно ли за несколько ходов из дроби — получить дробь —? 
3 31

б) Можно ли за два таких хода из некоторой дроби получить дробь

12
с

в) Несократимая дробь — > 0,7. Найдите такую наименьшую дробь 
(1

с „ „ „—, которую нельзя получить ни из какой правильной несократимой 
в,
дроби за два таких хода.
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2. Дано натуральное число. К этому числу можно либо прибавить, 
либо вычесть утроенную сумму его цифр. Причем после прибавления 
или вычитания суммы цифр число должно остаться натуральным.

а) Можно ли получить из числа 128 число 29?
б) Можно ли получить из числа 128 число 31?
в) Какое наименьшее число можно было получить из числа 128?
3. В классе больше 10, но не больше 26 учеников, причем доля 

девочек не более 46 %.
а) Может ли в классе быть 9 девочек?
б) Может ли в классе быть 55 % девочек, если придет еще одна?
в) Какова наибольшая доля девочек, если в класс придет одна 

девочка?

4. На доске написаны все пятизначные числа, в десятичной записи 
которых по одному разу встречаются цифры 4; 5; 6; 7 и 8 (45 678; 
45 687 и т. д.).

а) Есть ли среди них число, которое делится на 55?
б) Есть ли среди них число, которое делится на 505?
в) Найдите наибольшее из этих чисел, которое делится на 11.

5. Бесконечная арифметическая прогрессия а^ $2, •••, ап* ••• состо­
ит из различных натуральных чисел.

а) Существует ли такая прогрессия, в которой среди чисел а^ 
а2, ..., а7 ровно три числа делятся на 36?

б) Существует ли такая прогрессия, в которой среди чисел а^ 
02, •••, азо ровно 9 чисел делятся на 36?

в) Для какого наибольшего натурального п может оказаться так, 
ЧТО среди чисел а^ д2, «2п больше кратных 36, чем среди чисел
О2п+1> а2п+2* а5п?

6. Все члены возрастающих арифметических прогрессий а^, а2, ... 
и Ьр Ъ2, ••• являются натуральными числами.

а) Приведите пример таких прогрессий, для которых а^і + 2а3Ь3 = 
= 4д2^2*

б) Существуют ли такие прогрессии, для которых 2а1Ь1 + а4Ь4 = 
= За2Ь27

в) Какое наибольшее значение может принимать произведение 
а2Ь2, если 2а1Ь1 4- а4Ь4< 210?

7. Пусть К(п) обозначает сумму квадратов всех цифр натурального 
числа п.
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а) Существует ли такое трехзначное число п, при котором К(п) = 
= 187?

б) Существует ли такое трехзначное число п, при котором К(п) = 
= 188?

в) Какое наименьшее значение может принимать выражение 
4К(п) - 2п, если п — трехзначное число?

8. Дано трехзначное натуральное число, не кратное 100.
а) Может ли частное этого числа и суммы его цифр быть рав­

ным 90?
б) Может ли частное этого числа и суммы его цифр быть рав-. 

ным 88?
в) Какое наибольшее натуральное значение может иметь частное 

данного числа и суммы его цифр?
9. На доске написано несколько различных натуральных чисел, 

каждое из которых делится на 3 и оканчивается на 4.
а) Может ли сумма этих чисел быть равной 282?
б) Может ли сумма этих чисел быть равной 390?
в) Какое наибольшее количество чисел может быть на доске, если 

их сумма равна 2226?
10. Квадратное уравнение х2 + рх + q = 0 имеет два различных 

натуральных корня.
а) Пусть g = 55. Найдите все возможные значения р.
б) Пусть р + q = 30. Найдите все возможные значения q.
в) Пусть q2 - р2 = 2108. Найдите все возможные корни данного 

уравнения.
11. На доске написано несколько различных натуральных чисел, 

произведение любых двух из которых больше 40 и меньше 100.
а) Может ли на доске быть 5 чисел?
б) Может ли на доске быть 6 чисел?
в) Какое наибольшее значение может принимать сумма написан­

ных на доске чисел, если их всего четыре?
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§ 1. Уравнения, неравенства и системы с параметрами

1. 1) Если а<-—, то Хщ^ = За; 2) если --<а<1, то х^ = а - 1; 
2 2

3) если а > 1, то Хдцл = 1 - а.
2. 1) Если а < -1, то хтах = -а -1; 2) если -1 < а < 1, то Хщ^ = а + 1;

3) если а > 1, то хтах = 2а.
о 1 Л 3 „393. а = —; а = 0; а = —. 4. а<—.

2 2 16
5. Если а < -1, то х = а 4-1; если а > 1, то х = -2а; если -1 < а < 1 

то х = -(а + 1).
Г4 Л 5

6. а е —; 2 . 7. а = 0,75. 8. а = 0; а = 1; а = —.
3 4

9. Если а = 0, то х = 0; если а # 0, то х = -6а, х = (-8 ± 2>/7)а.

10. а<--; а > 2; -<а<2. 
2 8

12. Л = 0. 13. 6 =-1.
15. а = -17. 16. тп = -1.

18. а е (-оо; 0]и |-;
16 2/

20. а = 3.

24. (1; +оо).

и (1; +оо).

29. (-1; 5).

11. а = р(р + 1), где р е N.

14. 6 = 59.
17. А = 1.

19. а < -8.

22. (-2; 6).

25. (о; -|.

27. (1; +оо).

30. (-оо; 0] и {!}.

31. [2-2>Й; 2+2>/2].
5

32. а = ±5; а = ±-.
3
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33. 34. (-2; 1] и {2}.

35. а = —; а = -1; а = 0. 
2

37. Л = -3.

38. а = 29.

41. |а|

3 4
44. а = —; а = —

4 3
3

47. а = -2; а = 3.

39. т е (1; л/2).

42. а = 0; а = 1.

45. а е [0; 1].

48. Зи Ѵб5+2.

40. а е
4

43. т е (-2; 0).

46. а = -2; а = —.
3

49. (12; -8).
(144 Л50. —; 16 .I 13 )

§ 2. Иррациональные уравнения и неравенства 
с параметрами

1. При |а| < 2 х = \І4-а2; при 7з <|а|<2 х = ±\І4-а2; при |а| > 2

решений нет.

2. При а е (-оо; 0) решений нет; при а е х=-(-1+Л+4а);
2

при а е Г-; *4
х = -(-1 + Л+4а), х=-(1±Ла-3); при а е (1; +оо)

2 2

х=1(-1+Л+4а), х = -(1-^4а-3).
2 2

3. При а е + оо решений нет;

при а е і; 0 ] и [ 0; і х = а2+ -; при а = 0 х е [0; +оо). 
2 у у 2 4

6. а е

7. [2; +оо).

10. а е (0; 1).

9. а е (-оо; 0) и (0; 1).8. а = 3(>Й + 1).

12.
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1 3> (1 ё 14. а < -2; а > 4. 15.

16. а = 8. 17.

18. Если а < -—, то решений нет;

если —<а<0, то —(1 + 71+4о)< х < -(-1 + ТІ+4а).

19. Если а е (-оо; -2), то решений нет; если а е [-2; +оо), 
то х е [а; +оо).

20. Если а е (-оо; -1), то решений нет; если а е [-1; 0], то

х е [І-л/а + 1; 1+Л+1]; если а е [0; +оо), то х е

21. Если а е (-оо; 0], то х е [-1; +оо); 

если а е (0; +оо), то х е [-1; 4-1

22. Если а ё (-оо; 0), то решений нет;
если а е [0; +оо), то х е [0; а] и [4а; +оо).

23. Если а е (-оо; 0), то х е

если а е [0; +оо), то х е

24. Если а е (-оо; 0), то решений нет; если а = 0, то х е (0; +оо); 
если а е (0; +оо), то х е [0; а) и (16а; +оо).

25. а = -2. 26. [0; 5,5].
27. Если а = 0, то х = 0; если а > 0, то х е [-8а; а].

28. а е [2; 3) и (3; 4]. 29. а е 0; — , а = -. 30. а е -оо;
I 4 V

ю
 
| со

§ 3. Тригонометрические уравнения, 
неравенства и системы с параметрами

1. При а = — х = л + 2лп, х = 2агсѣ§ 0,5 + 2лп; при -1 < а < 1

а* — х = 2агсѣ§
а + 1±^2(1-а2) 

За-1
+ 2лп; при |а| > 1 решений нет.
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2. х = ((-1)лагсзш (о + 1) + яп)2, где п е N при -2 < а < -1 и п = О, 
1, 2... при -1 < а < 0.

3. х = 2±(агс1й а 4- яп), где п е 2(п > 0) при а>0ип е N при а < 0.
4. При а < 0 х = 2яЛ;
при а = 0 х = яп;

при0 < а < 2 х = 2яп, х = ± агссоз—(1 -Л+4а) 4- 2яп;
2а

2япри а = 2 х = ±— 4- 2яп, х = 2яп;

при а > 2 х = ±агссоз—(1±Л + 4а) 4- 2яЛ, х = 2яп, к, п е 2. 
2а

5. -
2

6. |а|<713.

я7. При а = 1 х = — 4- 2яп, п е 2; при а ^ 1 решений нет.

8. При а е {0} и
2Ь2-1 .

х = ±-агссо8  4- яп, п е 2\ при 
2 2Ь-1

остальных а решений нет.

9. Прир е [-1; 0] х = ±-агссоз (2р 4-1) 4- яп, п е 2.
2 

я я
10. тп = 3. 11. а = --; 0; -.

3 3

12. а е (36я2; 64я2). 13. а = 4п, х = ^ + 2пк, п, к е 2.

14. Если а = -1 + 2яп, то х = -1; если а = 1 4- я 4- 2яи, то х = 1, 
п е 2} при других а решений нет.

15. а = 1. 16. (0;1). 17. (-оо; -2-Тб) и (>/2; +ао).

18. (2 + 0,5я - 0,5 агсзш т 4- яп; 2 4- 0,5я 4- 0,5 агсзш т + яп); 
(2 - 0,5 агсзш т 4- яп; 2 + 0,5 агсзАп т + яп).

19. (я - 2ф + 2яп; 2я + 2яп), где ср = агсзш , 
у/1 +а2

Л Ч Л Г 1
20. аЕ -оо; — . 21. а = 3. 22. а е --; 2I I 2 .

23. (2 - агссоз а 4- 2яп; 2 4- агссоз а 4- 2яп);
(2 4- агссоз (-а) 4- 2яА; 2 4- 2я - агссоз (-а) 4- 2я£), п,кЕ2.
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24. 2лп 2 1 2лп----- ; — агсзш—>====+------ 3--- 3 Хм 3

2ли 2 ----- ; —агсеш
3 3

а 2лп
м+Т , П Е Z.

25. а = 1. 26. а е
I 2 )

27. При а = 0 х = у + (2к + 1)л, у — любое; при а е [-2; 0) и (0; 2],

л а±агссоа (-1)* — +(2ш + Л)л; тагссоз (-1)*-— + (Л-2тп)л , 
2 2 ) 2

к, т е Z; при остальных а решений нет.

28. При а е | -оо; и |-; + оо | решений нет;

((—1 )Л + 1агсз1п а + лк; (-1)пагс8т 2а + лп), 

((-1)*агс81п 2а + лЛ; (-1)л + 1агс8т а + лп) при а е

29. Если |а| ^ л/З, то -—+2лп; —+2лп ;
2 2

если -Тз<|а|<2, то агссое(4-а2) + 2лп; —+2лп , 
2

2 2

-—+2лп; - агссоз(4 - а2) + 2лп , где п е Z; если |а| > 2, то решений нет. 
2

30. Если а = 2лЛ, то х = ±| 4- л(п + Л),

Л Л
если а = л(2А + 1), то х = ±-+-+ф+Л), 

6 2
к, п е Z; при остальных а решений нет.

У = ^ +п(к-п);

л л \У = ^-+-+п(к-п), где 
о 2

31. 5-2л/б. 32. а = -1,5. 33. ое[-1;2).

34. а = 0; а =.—. 35. а € (-оо; -12] и [0; 4] и [8; +оо). 
3

Зя л _ „36. — при а =—+2лп, п е Z. 
2 2

38. а е [1; 5,8]. 39. а = 2.

37. а е —; — и {1} и — И 2) х ' {2

40. а = 0.

4 .
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§ 4. Показательные и логарифмические уравнения 
и неравенства с параметрами

1. При а е (-оо; -1], х = log2 (1 “ 2а); при 
а е [-1; | , *і = 1ое2 (1 - 2а), х2 = 1о£2 (а 4-1);

при а е
2

2. При а е 5
2

х = (-1)лагсзіп (1о£2 (я + 3)) + лп, п е Z;

при а е -оо; — и (-1; +ао) решений нет.
\ 2 у

3. При а е (-оо; 3), хг 2 = 3±735-3°;

при а е [3; 1о£3 31], х112 = 3±735-3а, х8 4 = 7з° -27;

при а е (log3 31; +оо) решений нет.
4. При а е (-оо; 0) решений нет; при а е [0; 8), хг =^(2+79 + а), 

х2=1о?5(2 + 79^а); при а е [8; 9], хг = 10^(2 + 79 + а), 

х2 8 =1о5г(2±79-а); при а € (9; +оо), х = 1о8у(2+^9 + а).

5. а = 3.

8.р = 9.

6. а = -1; а = -2. 7. т = —-, т € [-12; -6].

9. 8. 1О.ш = О. 11.ee |0;—|.
16

12. а = -8.
15. Если а

13. а = 3. 14. а = 4.
0, то корней нет; если 0 ^ а < 1, то х12

если а > 1, то х = а + 2 + 2\/а.

16. а е (-2,5; +оо).

17. Приае(-оо;6]хе[3;+оо);приае(6;+оо),хе 3; З + іо^І------  
V а —6

18. При а е (-оо; -4], х е (1 - а; +оо); при а е (-4; -3], 
х е (-а; 4) и (1 - а; +оо); при а е (-3; 0], 
х е (-а; 1 - а) и (4; +оо); при а е (0; 1], 
х е (-а; 0) и (0; 1 - а) и (4; +оо); при а е [1; +оо), 
х е (-а; 1 - а) и (4; +оо).
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19. 7П = -1.
22. а е [3968; +оо).

20. а =1. 21.р = -784.
23. а е [2; 2,5).

24. При а е\ 2яп; —+ 2яп | и (—+2лп; л+2пп п е Zt
I 4 J I 4 )

х е (8; +оо); при а е |-+2лп; —+2лп п е 2, х е (3; 8). 
\4 4 у

25. При а е (0; 1), х е (а + 3; 4); при а е (1; +оо), х е (4; а + 3).
26. При а е (0; 1), х е [3 + 1оба 2; 3); при а е (1; +оо),

х е (3; 3 + logа 2].
27. р = 2.
28. При а е (-оо; 0] решений нет; при а е (-оо; 0), х е (-а; а).
29. т = -7. 30. 28.

31. а е (0; 1) и [12; +оо). 5 + Ѵ5
2

33. а

35. а

38. а

е Со; 4
е -1I 8J

е [-4; 4].

а = 1. 34. а е (16; +оо).

36.

39.

а

а

е(і;4).

е (1; 4).

37. а = і; а е [1; +оо).

40. а = 1.

§ 5. Функции. Свойства функций

2. 5. 3. Унаим. = 3 при X Е [2; 5].

4. к =------
40

5. а = -15; а = 9.

7. а е (-90; -21) и [5; +оо). 8. а = 1.

в 9 17
6. а =—; а =—

5 5
9. а = -2>/з.

10. При а е (-оо; 2], унаиб. = 3 - а; при а е (2; +оо), і/наиб = а - 1.

1. _2
3’ 3.

12. а е{-4} и -| 9' 
4

13. При а е \ -оо; — I. І/тіп = 8а2 + 4а - 12;

при а е
1 191 1 ,„
б; 18 . Утих 4 (2а 7);

4

(19 1 0 2 ю 20при ° е 7?’ +0° ’ ^ “ 8а2 - 12а - —
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14. а = 2. 15. 2>/5. 16.а=1.

17. a = -arctg—(7 + 2V3Ï), a = -arcctg—(7 + 2>/зї).
15 15

18. а = -2; а = -0,5. 19. а є (-3,5; 1). 20. а є [—3 — 3^2; + оо).

21. а є ~;-1и 0;-I 3 ) L 3J 22. а = 9.

23. а є (-5; 1). 24. а є (1; 11). 25. а = 50.

§ 6. Числа и их свойства 
5

1. а) да; б) нет; в) —. 2. а) да; б) нет; в) 2. 3. а) да; б) нет; в) 50.

4. а) да; б) нет; в) 68 574. 5. а) да, например, 18, 36, 54, 72 ...; б) 
нет; в) 23. 6. а) да, например, 2, 3, 4, ... и 2, 3, 4,...; б) нет; в) 68.
7. а) да; б) нет; в) -1500. 8. а) да; б) нет; в) 91. 9. а) да, может;
б) нет, не может; в) 9. 10. а)р = -56 или р = -16; б) 64; в) Xj = 6, 
х2 = 8. 11. а) да, может; б) нет, не может; в) 35.
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