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ПРЕДИСЛОВИЕ

Настоящее пособие посвящено решению задач профильного уров­
ня. Задачи охватывают основные разделы планиметрии и стереоме­
трии.

Пособие состоит из четырех разделов.
В разделе 1 представлен материал из планиметрии. Здесь рассмо­

трены подробные решения задач на вписанные и описанные окруж­
ности, связанные с треугольниками и четырехугольниками, способы 
нахождения различных элементов геометрических фигур — высот, 
медиан, биссектрис, радиусов вписанных и описанных окружностей.

В разделе 2 приводятся задачи по стереометрии, вызывающие наи­
большие затруднения у старшеклассников и абитуриентов.

Следует отметить, что многие выпускники, как правило, обходят 
решения геометрических задач. Сложности вызывают прежде всего 
выполнение чертежа, построение, не говоря уже о трудностях при 
нахождении идеи решения.

В этом разделе приводятся также решения задач на применение 
метода координат, который в обычных школах не изучается.

В конце каждого параграфа приведены задачи для самостоятель­
ного решения, а ответы к ним — в конце пособия.

В разделах 3, 4 приводятся краткие теоретические сведения по 
курсу геометрии для 7-11 классов, сопровождаемые определениями, 
теоремами, основными свойствами и необходимыми справочными 
материалами.



Раздел 1

ПЛАНИМЕТРИЯ

§ 1. ЗАДАЧИ С РЕШЕНИЯМИ

1.1. Треугольники

Пример 1. В ААВС известно, что АС + ВС = 28, З^двс = 98.
а) Докажите, что ААВС — прямоугольный.
б) Найдите сторону квадрата, вписанного в ААВС, если две его вер­

шины лежат на стороне АВ.
Решение.
а) По условию задачи АС + ВС = 28.

Пусть АС = х, тогда ВС = 28 - х.
Так как З^двс = 98, получим

-АС ■ ВС зіп АС = 98, 
2
^х(28 - х) зіп АС = 98,

х2 - 28х + —---- 0.
ЭІП /С

— = 142- 
4

-^->0, 196|1----- -—
БІП ХС к 8ІП ХС

1----- -— > 0, зіп ZC * 0, зіп ZC > 1, откуда зіп ZC = 1, т. е. ZC = 90°.
зіп ZC

Значит, ААВС — прямоугольный.

б) Так как зіп ZC = 1, то — = 0, тогда АС = ВС = 28 : 2 = 14,
4

т. е. &АВС — равнобедренный и прямоугольный. Если ZA = /В = 45°, 
то ХАЕМ = XBFN = ХСЕР = ХЕРС = 45°, тогда АМ = MN = N3.
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Но АВ = 4а^+В^ = V142 +142 =14л/2.

Значит, MN = —АВ=^—. 
3 3

„ «і 14>/2Ответ: б)------ .
3

Пример 2. В равнобедренном ААВС (АВ = ВС) 
проведены биссектрисы АУ, CM, BD.

а) Докажите, что ABMN — равнобедренный.
б) Найдите S^mn, если S^c =121,

cos ZBAC = —.
5

Решение.
а) Рассмотрим АМАС и AN AC. ZMAC = ZACN 

(по свойству равнобедренного ААВС), АС — об­
щая сторона, ZACM = ZCAN, так как AN и
СМ — биссектрисы (по условию).

Значит, АМАС = AACN по II признаку (по стороне и прилежащим 
к ней углам). Тогда АМ = CN. Заметим, что АМ АВ = ANCD по I при­
знаку (по двум сторонам и углу между ними), АМ = CN (по доказан­
ному), ^МАВ = ZNCB и АВ = ВС, так как в равнобедренном ААВС 
биссектриса ВВ, проведенная к основанию АС, является медианой и 
высотой. Тогда ВМ = BN, т. е. AMBN — равнобедренный с основани­
ем MN, ч. т. д.

б) По условию cos ZBAC = —.

Пусть AD = Зх, АВ = 5х. Так как АУ — биссектриса, то по свойству
АВ BNбиссектрисы---- =----- , где АС = 2АВ = 6х, NC = ВС - BN = 5х - BN..AC ~N С>

т 5х BN BN 5Тогда получим — =----------, или---------- = —, или
6х 5x-BN Ьx-BN 6

6ВУ = 25х - 5ВУ, или 11BN = 25х, откуда ВУ = ^х.

Так как ABMN ~ ААВС (по двум углам), то ^^ = к = ^-х: 5х = ^-, 

где к — коэффициент подобия.
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Но отношение площадей подобных треугольников равно k2, 
т. е. S&BMN = ^77^ » S^abc = ттт * 121 = 25.

Пусть ZBAC = ZBCA = а.
S&AMD = S^cnd = ^АМ ' АВ • sin а = i (АВ - ВМ) • Зх • sin а =

25 К ■ 1 30 Q . 45 2 .=— 5х-----х • Зх • sin а =------ х • Зх • sin а = —x^sin а.
21 11 J 2 11 11

^^авс = —АВ • АС • sin а = — • 5х • 6х • sin а = 15х2 sin а.
2 2

По условию задачи S^bc =121, тогда 15x2sin а = 121, откуда

45 2 .
0 ^ sin 01 jr о

Следовательно, -^“=И_------  =-------= — =>
S^c 15x2sina 1115 11

&&AMD = Sacnd = Saabc ~ 2&aamd “ ^abmn = 121 -2*33- 25 = 30.
Ответ: б) 30.

Пример 3. Биссектрисы АМ и ВМ 
ААВС пересекаются в точке К.

а) Докажите, что ^АВС — прямоуголь­

ный, если АВ = 13, АМ =—, ВМ = —.
5 3

б) Найдите длину ММ.
Решение. 
а) Пусть СМ = х, СМ = у. По свойству биссектрисы угла треуголь-

АС СЫ у+ 5 х 13 Зх
АВ ВМ 13 26 * 5 2

3 
26

А ВС СМ Х+ 3 У , 26 еАналогично =----- , или----- — = ^г, или х -I-------  5у.АВ АМ 13 13’ 3
5
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Полученные равенства решаем как систему способом подстановки:
13 Зх у +— = —, 2
26 с

Зх 13 у =-------- ,*2 5
26 cf3x 13}х +— = 5---------

Упростим II уравнение полученной системы:
26 15 15 26 13 65 1 5х +— = —х-13, или —х-х=13+—, или —х =—, или —х = —,
32 2 3 23 23

10 откуда х =—.
3

Тогда из I уравнения системы находим
3 10 13 е 13 12у =----------- = 5----- = —.
2 3 5 5 5

Значит,АС = АМ + МС = —+—= 5, ВС = х+ — = 36 
5 6 35 5 3

= 12.

Так как АВ2 = АС2 + ВС2, т. е. 132 = 52 + 122, 
угольный (по обратной теореме Пифагора).

б) Из прямоугольного ^MCN (ЛС = 90°) имеем

то ^АВС — прямо­

10? /12?— + — , или 3 J I 5 J

.... 100 144 3796 4-949 2 г-ттMN =---- +-----= .-------= J-------- =—<949.
V 9 25 V9-25 V 9-25 15

Ответ: б) —>/949.
15

Пример 4. В Остроугольном ^АВС проведе­
ны высоты AN и ВМ.

а) Докажите, что АС ММ ~ ЛАВС.
б) Найдите отношение радиусов окружно­

стей, описанных около ААВС и АСММ, если 
8лАвс = 27, ВАсмы = 3 и MN = 3\/2.

Решение.
а) Так как ZAMB = ZANB = 90°, то АВ — диаметр окружности, 

описанной около четырехугольника AMNB.
Тогда ЛМАВ + ABNM = 180°.
Значит, ZMAB = ZCAB = 180° - ZBNM = ZCNM.
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Выходит, что АСМЫ ~ ААВС — по двум углам (/С — общий, 
/.САВ = /СЫМ по доказанному), ч. т. д.

б) Отношение площадей подобных треугольников равно квадрату 
коэффициента подобия, т. е. ^^ = к2 = ^ = ^, откуда ^ - ^*

Значит, АВ = 3MN = 3 - 3>/2 = 9>/2.
CN 1С другой стороны, k =----  = cos /С (из AACN), тогда cos /С = —,
АС 3

sin /С = 2>/2

Пусть 2?! — радиус окружности, описанной около ААВС, В2 — око­
ло АСМЫ.

_ D АВ 9^2 3По теореме синусов R. =--------- =------ /=
2sin ZC 2-2V2

Аналогично Я __MN__3^2:3_9
2 — 2sinZC ~ 2-2>/2 4*

л ^і 27 4Следовательно, —L = y'g = 3.

Ответ: б) 3.

Пример 5. Четырехугольник АВСВ впи­
сан в окружность, где АВ — диаметр. Угол 
между прямыми АВ и ВС равен 60°.

а) Докажите, что /СРВ = 60°.
б) Найдите отношение СВ : АВ.
Решение.
а) Проведем диагонали АС и ВВ четырех­

угольника АВСВ. Пусть Р — точка их пере­
сечения, а. Е — точка пересечения прямых 
АВ и ВС. Поскольку АВ — диаметр окруж­
ности, то ААСВ и ААВВ — прямоугольные 
(/АВВ и /АСВ — вписанные, опирающиеся

27
4 ’

на диаметр).
Значит, /AFB 4- /CFB = /BFC + /CFB = 180°, откуда 

/CFB = 180° - /BFC.
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В четырехугольнике DECF AEBF = AECF = 90°, АЕ = 60°, тогда 
ABFC = 180° - 60° = 120°.

Значит, ACFB = 180° - 120° = 60°, ч. т. д.
б) Заметим, что АСАВ = АВВС — как вписанные, опирающиеся на 

одну и ту же <jCB, AAFB = ACFB — как вертикальные, тогда 
CF AAFB ~ ADFC (по двум углам), причем коэффициент подобия k = = 
BF

= cos 60° = —. 
2

Следовательно, CD : АВ = cos 60° = ^.

Ответ: б) 1 : 2.

Пример 6. В прямоугольном ^АВС 
/.С = 90°, АС = 12, ВС = 5, проведены 
медиана АМ и биссектриса СВ, пересе­
кающиеся в точке Е.

а) Докажите, что-----
ЕМ

24
5 '

б) Найдите SACEM.
Решение.
а) Так как АС = 12, ВС = 5 и ААСВ = 90°, то

AB = -J122+52 =VÏ69 = 13.
По условию задачи СВ — биссектриса, тогда ААСВ = АВСВ = 45°.

5
Пусть АСАМ = а. Поскольку АМ — медиана ААВС, то СМ = МВ = —.

2
Из ААСМ имеем АМ = JaC^+CM2 = ,/144 + — = —

V 4 2
m АС 24Тогда cos а =-----=

АМ 5/601
л г АС АЕ 12 24По свойству биссектрисы-----=----- =---- = —

СМ ЕМ 2,5 5
„ АЕ 24Значит, -----= —,

ЕМ 5 ч. т. д.
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б) Так как АМ = АЕ + ЕМ = АЕ 24 , и----- = — (по доказанному),
ЕМ 5

то получим систему уравнений
АЕ 24
ЕМ~ 5’

АЕ + ЕМ =

Пусть АЕ = х, ЕМ = у. 
[5х = 24і/,

Имеем * Ѵ601
ѵ=~г

5х = 24 , или 5х = 12>/бОЇ - 24х,

или 29х = 12>/б01, откуда х = 125/бОЇ
29

Для нахождения искомой

площади ЛСЕМ остается найти длину СЕ. Из ЛАЕС (по теореме коси-
нусов) имеем СЕ2 = АС2 + АЕ2 - 2АС • АЕ • соа а, или

СЕ2 = 122 +
'125/601? 125/бОЇ 24
к 29 29 ѴбОІ

СЕ2 = 122 ■ Г 601Ї 6912 
1+—------ ,I 84Ѵ 29

л.. 1442 6912 7200 60^2СЕ2 = 144 •---------------=------ , откуда СЕ =------- .
841 29 841 29

Следовательно, З^сем = —СЕ • СМ • аіп 45° =— 605/2 
29

Ё 1
2>/2

75
29'

Ответ: б) 75
29 ‘

Пример 7. Основания высот остро­
угольного ЛАВС служат вершинами дру­
гого ЛОЕР, периметр которого равен 8.

а) Докажите, что ЛАВС ~ ЛВОЕ.
б) Найдите Еддвс» если R = 3,5, где R — 

радиус описанной около ЛАВС окружности.
Решение.
а) Пусть О, Е и Е — основания высот 

ЛАВС.
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Так как ЛООР = ЛОВЕ = - - АВСЕ, тогда АВОЕ = - - АООЕ = 
2 2

= ХВСЕ, кроме того, ХАВС — общий.
Значит, ААВС ~ АВВР, ч. т. д.
б) Пусть R — радиус окружности, описанной около ААВС, R! — 

АС R АС • R.около АВВР, тогда ---- = —, откуда ВР =------ —, где Я = 3,5 (по
ВР R

условию задачи).

Яі = “ОВ (ОВ — диаметр), тогда ЕЕ =

АСВЕ-АСОЕ

АС ОВ АС(ВЕ-ОЕ)
2R 2R

2В
Но АС • ВЕ = 28аавсі АС ’ ОЕ = ^В^аос.
Значит, ВР = -^(Вддвс “ В^аос)- Аналогично ЕР = ^(8^ ~8^ов) и

ЕЕ — —(Saabc _ Вдвое)-

Следовательно, BF + EF + BE = ^(35шс - (8^, + S^aob + В^ос)) =

~ ^^^^^С ~ ^ШС^ ~^ВаАВс'

2По условию задачи R = 3,5, Р^вер = 8, тогда получим — В^авс = 8,3,5
откуда Ваавс = 3,5 • 4 = 14.

Ответ: б) 14.

Пример 8. В ААВС ХА = 45°, ХВ = 
= 60°, СВ, ВМ и АМ — высоты тре­
угольника.

а) Докажите, что АВВМ ~ ААВС.
б) Найдите длину АВ, если 

АС= 6(л/3-1).
Решение.

а) Из АВСВ, где CD — высота, имеем BD = ВС cos 60° =—ВС.
2

Аналогично из AABN находим BN = АВ cos 60° =^АВ.
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BD 2ВС
Значит,  = ѵ----

BN ^АВ 
2

ВС
АВ'

Следовательно, ABDN ~ ^АВС (по II признаку подобия), ч. т. д.
ь ^ 1б) Из подобия треугольников следует, ЧТО R =---- = —, тогда

АВ 2

DN = -АС.
2

Аналогично доказываем, что AAMD ~ AABCt где коэффициент по- 

добия

л/2 АС ВСЗначит, MD = —ВС. По теореме синусов имеем -------- =---------,
2 sin 60° sin45°

АС 7з 72 >/з или---- = —: — = ~і=.
ВС 2 2 42

По условию задачи АС = 6(Ѵз -1), тогда ВС = ^ІаС = ——.
х/З х/З

Так как ZC = 180° - (45° + 60°) = 75°, то по теореме косинусов най­
дем длину АВ: АВ2 = АС2 + ВС2 - 2АС • ВС cos 75°.

Но cos 75° = cos (45° + 30°) = — .^_^1= — (х/З -1). 
2 2 2 2 4

х/2 Пусть для краткости АС = а, ВС e ~^а- 

Получим АВ2 = а2 + ^а2 - 2а • ^а~(73-1) =

5 2 ^-1 2 , (5 Ѵз(^/3-1Й 2 + Ѵз 2 . _ /2+^3
3 Ѵз ^3 3 J 3 ѵ з

где а = АС = 6(л/3 -1) (по условию задачи).

Но 2+4 = -(1+2^+3) = -(^3 + 1)2. 
2 2

„ ли ЯІ/^ ц Ѵз+1 6 (3-1) 12 12^6 . ^Следовательно, АВ = о(х/3 -1)----,=— =--- ,=— = —г= =--------= 2х/о.
Ѵб х/6 х/6 6

Ответ: б) 2х/б.
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Пример 9. В прямоугольном 
ААВС (/С = 90°) из вершины С на 
гипотенузу АВ опущены высота 
СВ и биссектриса СЕ, длины ко­
торых равны соответственно 6 и 
8. Из точки Е опущены перпенди­
куляры ЕМ и EN.

а) Докажите, что CM EN — квадрат.
б) Найдите S^c.
Решение.
а) По условию задачи ЕМ 1 АС и EN 1 ВС, ZI = Z2, так как СЕ — 

биссектриса, СЕ — общая сторона (гипотенуза).
Значит, АСМЕ = ACNE (по гипотенузе и острому углу). Из равен­

ства треугольников следует, что ME = NE, т. е. CMEN — квадрат,
ч. т. д.

б) Из NCME, где СЕ = 8, МС = ME, имеем МЕ = -^ = 4>/2,
V2

ME = NE = Й.
Пусть ВС = х, АС = у, тогда

&ЬАВС = ^^АСЕ + ^АСЕВ = ~У ' ^^ + ~^ ’ ^^ = 2^2 (х + у).

С другой стороны, S^abc = —АС • ВС = —ху.
2 2

Значит, 2>/2(х + у) = —ху, или 4>/2 (х + у) = ху.
2

Возведем обе части полученного равенства в квадрат: 
32(х + у)2 = х2у2.

Наконец, S^abc = 1= —ху, отку-

да 36(х2 4- у2) = х2у2.
Имеем систему уравнений

32(х + у)2=х2у2, 
36(х2 +у2) = х2у2;

2 2

(х + у) =——, 
32

2 2 Х2у2х+у =——, 36

2 2
2 2 X У _х +у = —-— 2ху, 

32
2 2

2 2 X Ух +у =——.
36

2 2 2 2„ X у п X уСледовательно, —-—2ху =——, или 
32 36

2 2* У
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т а а 36-32 о 4 оТак как х > 0, и > 0, то получим ху--------- = 2, или ------- ху = 2,
32-36 32 36

откуда ху = 2 • 8 • 36.
Значит, Вддвс = ^ху = і • 2 • 8 • 36 = 8 • 36 = 288.

Ответ: б) 288.

Пример 10. В равнобедренном ААВС длины 
высот СВ и АГ, опущенных на основание и боко­
вую сторону, равны соответственно 24 и 13,44.

ч п АВ 14а) Докажите, что---- = —.
ВС 25

б) Найдите длину медианы АЕ, опущенной на 
боковую сторону ВС.

Решение.
а) Пусть АС = ВС = х, АВ = у, СВ = т, АР = п.

Заметим, что З^двс = —АВ • СВ, или2

^ААВС — ~^тУ'

С другой стороны, З^вс = —СВ • АР = —пх. 
2 2

Сравнивая правые части равенств (1) и
11 х т(2), имеем —ту = —пх, или — = —. 
2 2 у п

По условию СВ = т = 24, АР = п = 13,44.
„ АВ у 13,44 ЛЗначит, ---- = — =------- = 0,56 =

ВС х 24

(1)

(2)

56 14 =---- = —, ч. т. д.
100 25
б) Достроим ААВС до параллелограмма 

АСКВ. Пусть АЕ = ЕК = г. По свойству па­
раллелограмма имеем АЙГ2 + ВС2 = 2(АВ2 + АС2), гдрАК = 2г, ВС = х, 
АВ = у, АС = х, тогда 4г2 + х2 = 2(х2 4- у2), или 4г2 = х2 + 2у2.

Из ААВС по теореме Пифагора х2 = -у2 + т2, или х2 = —у2 + 576.
4 4
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Кроме того, — = —, откуда у =—х. 
х 25 25

Получим систему уравнений <
х2=іі/2 + 576,

14у =—х.
25

Решая способом подстановки, имеем
2 1х = —■

4
( 7

Ґ14 У 2 Ґ1 14 У _„• —х +576, или х - --------х =576, или
І25 ) 2 25 )

х-----х
25

7 1 18 32х +—х =576, или —х--- х = 24 , или
25 25 25

2 9-216
252

2-3-4
25

х2 =242, или 22 - З2 - 42

х = 24, откуда х =

252
25 24

24

х2 =242, или

14= 25, тогда у = — • 25 = 14.
25

Следовательно, 4г2 = х2 + 2у2, или 4г2 = 252 + 2 • 142,

4г2 = 625 + 392, 4г2 = 1017, г2 = 1017 зѴПз
4 ’ 2 2

. зѴнзЗначит, АЕ =-------- 
2

_ з^ізОтвет: б)-------- .
2

Пример 11. В ААВС из верши­
ны С на сторону АВ проведены ме­
диана, биссектриса и высота, дли­
ны которых равны соответственно 
15, 13 и 12.

а) Докажите, что Р^све : Р^ее = 16 : 15.
б) Найдите длину АВ.
Решение.
а) Пусть в ААВС СИ =15 — медиана, СЕ =13 — биссектриса, 

СЕ =12 — высота.
Обозначим АВ = ВВ = х, тогда АГ = х + ВГ, ГВ = х - ВГ, 

АЕ = х + ВЕ, ВЕ = х - ВЕ.
АЕ АСПоскольку СЕ — биссектриса, то имеем---- =----  

* ВЕ ВС
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Из АСЕР ЕР = л/133-122 = -,/25 = 5;
изАСЕР ВГ = Ѵ152-122 =Ѵ81 = 9, тогда ЕЕ = ЕР - ЕР = 9 - 5 = 4.
Следовательно, Р^сое = 15 + 13 + 4 = 32, Р^сее = 13 + 5 + 12 = 30.
Значит, Р^све : Р^сее = 32 : 30 = 16 : 15, ч. т. д.

б) АР = х + 9, РВ = х - 9, АЕ = х + 4, ВЕ = х - 4.
Кроме того, из ЛАСРАС2 = (х + 9)2 + 122,

а из ^СВР ВС2 = (х - 9)2 + 122.
тт АЕ АС АЕ2 АС2 (х + 4)2 (х + 9)2+122Но ---- =-----, ИЛИ ------ - =----- -, ИЛИ ----------7 =---- :----. (

ВЕ ВС ВЕ2 ВС2 (х-4)2 (х-9)2 + 122

Вычитая по единице из обеих частей равенства (1), получим
(х + 4)2 - (х - 4)2 (х + 9)2 +144 - (х - 9)2 -144
------- 5---  = ---------5-------- , или(х-4)2 (х-9)2 + 144

16х _ 36х
(х-4)2 “ (х-9)2 + 144’

------- г =------- 5------- , или 4(х - 9)2 + 576 = 9(х - 4)2.
(х-4)2 (х-9)2 + 144

Полученное уравнение запишем в виде 
9(х - 4)2 - 4(х - 9)2 = 576, или 

(Зх - 12 - 2х + 18)(3х - 12 + 2х - 18) = 576, или 
(х + 6)(5х - 30) = 5 76, или 5(х + 6)(х - 6) = 576, 

5(х2 - 36) = 576, х2 - 36 = —, или х2 = 36 + — = 75®, 
5 5 5

откуда х =
0

х > 0, или х = -7105, 
5

АВ = 2х = —7105.
5

Ответ: б) —>/105. 
5

Пример 12. В ААВС ХА = 2ХС, сторона
ВС на 2 больше АВ, а АС = 5.

а) Докажите, что ААВВ ~ &АВС.
р

б) Найдите отношение ^^.
^ЛАОС

Решение.
а) Проведем биссектрису АВ ХА, тогда 

/1 = Z2, а так как ХА = 2ХС, то /2 = /3.
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Значит, ААВС — равнобедренный с основанием АС = 5. Тогда 
ААВВ ~ ААВС — по двум углам (ХВ — общий, /1 = /2), ч. т. д.

б) Пусть АВ = х, АВ = ВС = у, тогда ВС = х + 2, ВВ = ВС - ВС = 
= х + 2-у.

* ЛАПП д . АВ ВВ АВИз подобия &АВВ и ^АВС имеем----=-----=----- , или
ВС АВ АС

х _ х + 2~у_у
х + 2 х 5

Для нахождения х иу имеем систему уравнений
х =у

х + 2 5’ [5х = ху + 2у,5 < откуда, вычитая из I уравнения
х + 2-у у [5х + 10-5у = хі/,

х 5 ’
е п п 10 с 10 20получим оу - 10 = 2у, или Зу = 10, у = —, тогда 5х = —х +—, или 

3 3 3
15х - Юх = 20, или 5х = 20, откуда х = 4.

8 10 Следовательно, Р^аво = 4+ — ч----= 10, 
3 3

п 10 10 е 35
Раавс= Т+Т+5 = Т’ тогда ио о

^^- = 10 — = -
Р^ю 35 7'

Ответ: б) —.
7

Пример 13. В прямоугольном 
ААВС (ЛС = 90°) из вершины С 
проведена высота СВ, а в ЛАВС 
проведена биссектриса СМ так, 
что АМ = 3, МВ = 12.

а) Докажите, что ВС = ВМ.
б) Найдите длину биссектри­

сы СМ.
Решение.
а) Так как ААВС — прямоугольный и СВ — высота, то ЛВ = ЛАСВ. 

Пусть ЛВ = а. По условию СМ — биссектриса ХАСВ, тогда ХАСМ =

= АМСВ = -.
2

Значит, ЛМСВ = ЛМСВ + ЛВСВ = - + (90° - а) = 90° - -
2 2
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В ШСО ^CMD = 90° - -.
2

Выходит, что ZMCB = ZCMB, 
т. е. АСВМ — равнобедренный. 
Значит, ВС = ВМ, ч. т. д.

б) Так как МВ = 12, то ВС = 
= ВМ= 12.

Пусть в ^СМВ СМ = х, МВ = у, СВ = й. Из &СВВ по теореме Пй- 
фагора имеем

Л2 = 122 - (12 - у)2. (1)
По свойству перпендикуляра, опущенного из вершины прямого

угла на гипотенузу, получим
СВ2 = АВ- ВВ, или Л2 = (3 + у)(12 - у).

Сравнивая правые части равенств (1) и (2), имеем
122 - (12 - у)2 = (3 + уХ12 ~ у), или 1/(24 - у) = 36 + 9у - у2, или

1224у = 36 + 9г/, или 15г/ = 36, откуда у = —.
5

(2)

Тогда h2 = С 12Ѵ,„ 12Л 27 48 . ѴЗ-9-316
I 5 Д 5 J 5 5 5

3 3 4 36
5 ~ 5 ‘

Из АС МВ находим х2 = h2 + у2, или х2

ігЛо 12^0=--------, т. е. СМ =--------
5 5

_ „ 12Л0Ответ: б)-------- .
5

Пример 14. Через точку М, взятую 
на стороне АВ &АВС, проведена пря­
мая МЕ II АС так, что ВЕ : СЕ = 1:3.

а) Докажите, что &МЕВ ~ ^АВС.
б) Найдите отношение

8&СЕМ : 8ЛАВО

36? f 12? 1440
5 J Д 5 J ” 25 ’

Решение.
а) Из точки М проведем прямую параллельно ВС до пересечения 

со стороной АС в точке Е.
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Так как ME || АС (по условию) и 
MF || ВС (по построению), то FCEM — 
параллелограмм (по определению). 
Тогда СМ — диагональ и &CFM = 
= ЛСЕМ (по трем сторонам).

АМЕВ ~ ЛАВС (по двум углам), так 
как ZB — общий и ZA = ZBME — как
соответственные при параллельных
прямых АС и МЕ и секущей АВ, ч. т. д.

б) 8^рМ + 8м[ЕВ = З^авс - 28АСЕм- (1)
СЕПо условию задачи ----= 3. Согласно теореме Фалеса имеем

СЕ АМ
ВЕ~ВМ~

Из подобия ЛАЕМ и ЛАВС (по двум углам) и ЛМЕВ и ЛАВС имеем
ВС АВ АМ + МВ = и МВ = н 1_4ф

МР~АМ~ АМ АМ 3~3’
АС АВ АМ + МВ АМ , ч о , -----=----- =-------------=------ +1 = 3 + 1 = 4.
МЕ МВ МВ МВ
Известно, что площади подобных треугольников относятся как 

квадраты сходственных сторон, тогда получим
8мм ?М2 рѴ 9 п 8МЕВ МЕ2 И? 1

ВС2 16 8^. АС2 UJ 16’
9 15

Значит, З^дЕм + 8ШЕв = ~ 8^авс + ~ 8^авс = ~ 8аавс-Іо Іо о
5

Учитывая равенство (1), имеем З^авс “ ^8^сем = —8аавс> или

~^8аавс — 2&ьсем+ откуда S^cem : 8^авс — $ : 16.

Ответ: б) 3 : 16.

Пример 15. В остроугольном ЛАВС 
проведены высоты СМ и BN.

а) Докажите, что ZACB = ZAMN.
б) Найдите длину ВС^ если Р^авс = 

= 25, P^amn = 20, а радиус окружно­
сти, описанной около &AMN, равен 4.
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Решение.
а) Так как ЛВСМ и ЛBCN — прямоугольные и ВС — общая гипоте­

нуза, то точки В, С, N, М лежат на одной окружности.
Пусть ААСВ = а, тогда ACBN = 90° - а (по свойству прямоуголь­

ного треугольника).
Заметим, что ZCBN = ZCMN = 90° - а (как вписанные углы, опи­

рающиеся на одну и ту же дугу CN). Тогда ZAMN = 90° - Z.CMN = 
= 90° - (90° - а) = а. Следовательно, ААСВ = ZAMN, ч. т. д.

б) ЛAMN ~ ЛАВС (по II признаку).

Тогда P^amn — fa — 20
Р^АВС 25

4
5*

AM , л n 4Кроме того, ----- = cos ZA = k = —.
AC 5

Пусть R — радиус окружности, описанной около ЛАММ. По теоре-
MNме синусов —------ = 2R. Но Я = 4 (по условию), тогда MN = 8 sin ZA.

Т 7Л 4 ' 7Л Л 16 3Так как cos ZA = —, то sin АА = JI- — = JI-----= J— = —
5 V 5 V 25 V25 5

Значит, MN = 8 • — = —, тогда ВС = — MN = — = 6.
5 5 4 4 5

Ответ: б) 6.

Пример 16. Около ЛАВС описана окружность с центром в точке 
Оі, а в ЛАВС вписана окружность с центром в точке О. Прямая СО 
пересекает описанную окружность в точке М.

а) Докажите, что ЛАМО — равнобедренный.
б) Найдите расстояние от точки М до прямой АВ, если известно, 

что ААСВ = 120°, а радиус описанной окружности равен 10.
Решение.
а) Так как окружность вписана в ЛАВС, то О — точка пересечения 

биссектрис.
Пусть ZCAO = АВАО = а, ААСО = ZBCO = р, тогда ZAOM = а + р 

(внешний угол ЛАОС).
Кроме того, ZMAB = АВСМ = р (как вписанные углы, опираю­

щиеся на одну и ту же дугу ВМ).
Значит, АМАО = а + р и ААОМ = а + р (по доказанному) => 

=> АМАО = ZAOM, т. е. ЛАМО — равнобедренный, ч. т. д.
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б) Заметим, что ZACM = ZABM = р (как вписанные, опирающиеся 
на дугу АМ). Так как ZMAB = ZABM = р, то ААМВ — равнобедрен­
ный с основанием АВ. Тогда МК — высота, ZAO^M = uAM, ZACM =

= -vAM = В.
2
Значит, ZAO^M = 2р = ZACB = 120° (по условию), тогда ZAO^K = 

= 180° - 120° = 60° (по свойству смежных углов).
В ЛАОХК АОгАК = 90° - 60° = 30° =■ ОгК = -АОг = ' • 10 = 5. Сле- 

2 2
довательно, искомое расстояние от точки М до прямой АВ равно вы­
соте МК ЛАВМ, т. е. МК = МО! + О^ = АОг + О^ =10 + 5 = 15.

Ответ: б) 15.

Пример 17. В равнобедренном остро­
угольном ЛАВС основание АС = 24, а рас­
стояние от вершины В до точки М пересе­
чения высот равно 7.

а) Докажите, что АВС В ~ &АЕС.
б) Найдите радиус окружности, вписан­

ной в ДАВС.
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Решение.
а) Заметим, что в ABCD и ЛЕС /С — общий, /BDC = /ЛЕС = 90°.

Значит, ABCD ~ /ЛЕС (по двум углам), ч. т. д.
б) I способ
Пусть /CBD = /САЕ = а. Из ЛЕС, где АС = 24, имеем

ЕС = AC sin а = 24 sin а.
DC 12С другой стороны, ЕС = ВС - BE, где ВС =------=------ ,

sin а sin а
BE = 7 cos а.

12 Значит, ЕС =--------  7 cos а. Так как ЕС = 24 sin а, то получим урав-
sina

12 онение 24 sin a =--------  7 cos а, или 24 sinza 4- 7 sin a cos a - 12 = 0.
sin a

Поскольку 12 = 12-1 = 12(sin2 a + cos2 a), то получим
24 sin2 a -I- 7 sin a cos a - 12(sin2 a 4- cos2 a) = 0, или
12 sin2 a + 7 sin a cos a - 12 cos2 a = 0 — однородное уравнение II сте­
пени.

Разделив обе части полученного уравнения на cos2 a * 0, получим
12 tg2 a 4- 7 tg a — 12 = 0 — квадратное уравнение относительно tg a.

3 4Решая полученное уравнение, находим tga = —, tga =— (не подхо- 
4 3

дит, так как 0 < a < 90° и tg a > 0).
Из ЛМИ имеем tga = ^^ = —, где AD = 12, тогда MD = — -12 = 9, 

AD 4 4
высота BD = 7 + 9 = 16.

Значит, вддвс = ^АС BD = 1-24-16 = 192. 
2 2

С другой стороны, S^abc = Р ' г, гДер = —(АВ 4- ВС + АС), 2
АВ = 4aI?+BD2 = 20 (из &ABD), г = MD.

1 Я 1Q9Следовательно, р = —(20 4- 20 4- 24) = 32, г = ^^ =-----= 6.
2 р 32

Ответ: б) 6.
II способ

Из Л/BD имеем АВ2 = AD2 + BD2.
Пусть АВ = у, MD = х, тогда у2 = (7 + х)2 4- 144.
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Из подобия ДАЕС и ДВВС имеем
СЕ СБ СЕ 12----=---- , или---- = —.
АС ВС 24 у

НоСЕ = у- ВЕ, тогда У~ВЕ = —. (1)
24 у

ВЕ ВВ 7Заметим, что-----=-----, или ВЕ = — • (7 4- х), тогда
ВМ у у

у-ВЕ = у---(7 + х)~-(у2-49-7х). (2)
У У

у2-49-7х 12 9Учитывая равенство (1), имеем —------------= —, или у^ = 7х + 337.
24у у

Но у2 = (7 + х)2 4- 144, тогда получим (7 4- х)2 4- 144 = 7х 4- 33 7, или 
х2 4- 7х - 144 = 0, откуда находим хх = 9, х2 = -16 (не подходит, так 
как х > 0). Если х = 9, то ВВ = 74-9 = 16, и т. д. (см. I способ).

Ответ: б) 6.

Пример 18. Точки В и Е — соответ­
ственно середины сторон АС и ВС треуголь­
ника АВС. Окружность, описанная около 
ДСВЕ, проходит через точку М пересече­
ния медиан ДАВС.

а) Докажите, что ДСВМ = ЛСЕМ.
б) Найдите S^bc* если АВ = 10, АЕ = ВВ. 
Решение.
а) Так как АЕ = ВВ (по условию), то АС = ВС. Но тогда СВ = СЕ, 

а по свойству медиан МВ = ME = —АЕ = —ВВ.
3 3

Значит, ДСВМ = ДСЕМ, ч. т. д.
б) Из равенства треугольников следует, что ZCBM = ZCEM. По 

свойству четырехугольника СВМБ, вписанного в окружность, имеем 
ZCBM + ZCEM = 180° => ZCBM = ZCEM = 90°.

Следовательно, ДСВВ = ДАВВ (по двум катетам).
Но тогда АВ = ВС, т. е. ДАВС — равносторонний, значит, S^bc = 
a2^3=------ , где а = 10 — сторона ДАВС, т. е. S^bc = 25>/3.

4
Ответ: б) 25>/з.
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Пример 19. Из точки М, лежа­
щей вне окружности с центром О 
и радиусом Я = 6, проведены ка­
сательные МВ и МС. Отрезок ОМ 
делится окружностью пополам.

а) Докажите, что АО = 2В.
б) Найдите радиус г окружно­

сти, вписанной в ЛАМС.
Решение.
а) Пусть N — середина ОМ, тогда ОМ = 2 • ON = 2В. Так как МС — 

касательная к окружности, то МС ± ОС, значит, АСОМ и ААСМ — 
прямоугольные, где ОС = R, ОМ = 2R, ХОСМ = 90°.

Значит, ХОМС = 30°, а так как МО — биссектриса ХАМС (по 
свойству касательных), то ХАМС = 60°, тогда ХА = 30°. Выходит, 
что ЛАОМ — равнобедренный с основанием АМ. Следовательно, 
ОМ = ОА = 2R, ч. т. д.

б) Известно, что в прямоугольном треугольнике г = — (a + b-c),

где а и b — катеты, с — гипотенуза. Так как ОС = R, АО = 2R, то 
АС = ЗЯ.

Из АМОС МС = y/(2Rf^ = R&.

Из ЛАМС находим АМ = 7(ЗЯ)2+(Я>/3)2 = Ѵ12В2 = 2ЯТз.

Значит, r = -(3R + Rj3-2Rj3) = -(3R-Ry/3) = 
2 2

=- • в4(7з -1)=зѴз(Ѵз -1), где Я = 6 (по условию). 
2
Ответ: б) ЗѴЗ(ѴЗ-І).

Пример 20. В прямоугольном ААВС ХВ = 30°, 
ХС = 90°.

а) Докажите, что ВО — биссектриса угла В.
б) Найдите отношение радиусов описанной и 

вписанной окружностей.
Решение.
а) По свойству касательных ВМ = BN, ОМ = 

= ON = г, где г — радиус вписанной окружности.
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Кроме того, ОМ 1ВМ и ОМ 1ВМ (касательная к окружности перпен­
дикулярна радиусу, проведенному в точку касания).

Значит, ЛВМО = ЛВМО (по двум катетам).
Из равенства треугольников следует, что АОВМ = АОВМ,

т. е. ВО — биссектриса ЛВ, ч. т. д.
б) Из ЛВМО, где АМВО = 15°, имеем ВМ = г • сѣ£ 15°, тогда

ВС = ВМ + г = г - сіе 15° + г = г • (1 + сіе 15°).
Так как /.С = 90°, то АВ = 2В, где R — радиус описанной окруж­

ности.
По условию /.В = 30°, тогда ВС = 2В сое 30°.
Значит, г(1 + сіе 15°) = 2В сое 30°, откуда

В 1 + сіе15° 1 + сіе15°
г 2сое30° Ѵз

Но сіи 15° = сѣй (45° - 30°) = = 1^+1 _
сіи30°-сіи45о Ѵз-1

_ (Ѵз + 1)' 4 + 2>/з к
{4Ї-ТТ(Л^ 2

_ Я 1 + (2 + ^) 3 + 73 73(^ + 1) к ,Следовательно, — =------,=---- = —=------ ;=---- = ѵЗ +1.
г Ѵз Ѵз Ѵз

Ответ: б) 7з+1.

Пример 21. Радиус окружности, вписанной в 
прямоугольный треугольник, равен полуразности 
его катетов.

а) Докажите, что углы треугольника 30°, 60° и 
90°.

б) Найдите радиус вписанной окружности, если 
длина гипотенузы равна 6.

Решение.
а) Пусть ВС = а, АС = Ь, АВ = с. Пусть для опре­

деленности Ь> а. в М С

Согласно условию задачи г = — (Ь - а), где г — радиус вписанной 
2

окружности.

С другой стороны, г = — (а + Ъ-с). 
2
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Следовательно, —{Ь-а)= —(а + Ь-с), или Ь-а = а + Ь-с, откуда 
2 2

с = 2а.
Значит, ХА = 30° (по свойству), ХС = 90° (по условию), тогда

ХВ = 60°, ч. т. д.

б) Так как ХА = 30°, то ВС = —АВ = 3, т. е. а = 3 
2

и АС = Ь = с • сое 30° = 6 • = 3>/3.
2

Значит, г= -(Ь-«) = -(3^-3) = -(1/3-1). 
2 2 2

Ответ: б) — (Ѵз — 1).
2

Пример 22. Центр окружности, касаю­
щейся катетов ВС и АС соответственно в точ­
ках ВиЕ, лежит на гипотенузе.

а) Докажите, что ВВ • АЕ = г2, где г = ОЕ — 
радиус окружности.

б) Найдите радиус г, если 7г = АС + ВС и 
8ддвс = 56*

Решение.
а) Пусть точка О — центр окружности, касающейся катетов АС и 

ВС соответственно в точках Е и В.
Пусть АС = х, ВС = у^ АЕ = Ь, ВВ = а. Так как ВС 1 ОВ, АС 1 ОЕ 

и ОЕ = ОВ = г, то СВОЕ — квадрат, тогда АС = Ъ + г, ВС = а + г, 
т. е. х = Ь + г, у = а + г.

Заметим, что АВОВ ~ &АВС — как прямоугольные, имеющие об­
щий острый ХВ. Тогда — = ^^Г, или аЬ + аг = аг+ г*, откуда г2 = аЬ, 

г Ь + г
т. е. ВВ • АЕ = г2, ч. т. д.

б) По условию задачи З^вс = 56, или ^АС • ВС = 56, или

(а + г)(Ъ + г) = 112, или аЬ + (а + Ь)г + г2 = 112.
Но аЬ = г2 (по доказанному) и. 7г = х + у (по условию).
Получим г2 + 5г2 + г2 = 112, или 7г2 = 112, откуда г2 = 16, г = 4.
Ответ: б) 4.
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Пример 23. Хорда N0 пересекает диа­
метр АВ в точке М под углом 30°. Через 
точку С проведена хорда СВ 1 АВ. Извест­
но, что ММ : МС = 1 : 3, а радиус окружно­
сти Я = 3.

а) Докажите, что МС : СВ = 4:3.
б) Найдите В^со-
Решение.
а) Пусть MN = х, МС = Зх. Так как 

СВ 1АВ, то АМСК — прямоугольный, где 
/СМК = 30°.

1Тогда СК = -МС = —, NC = 4х, СВ = 
2 2

= 2СК = Зх.
Из &NCB по теореме синусов имеем

NB———- = 2Я, где R=3, /С = 60°. Значит, 
sin ZC

ND = 2 • 3 • sin 60° = 2 • 3 • — = з4з.
2

С другой стороны, по теореме косинусов
ND2 = CN2 + CD2 - 2CN ■ CD • cos ZC, или

ND2 = 16x2 + 9x2 - 2 • 4x • 3x ■ - = 25x2 - 12x2 = 13x2, 
2

откуда NB = хл/ЇЗ.

Ho ND = 3^3, значит, х>/ЇЗ = 3-^3, 3^3 Зу/39 откуда х= , =------
Лз із

. 12^39 _п „ 9>/39NC = 4х =--------, СВ = Зх =-------, тогда
13 13

NC:CD = 12^.j^f9 = 12 : 9 = 4 : 3, ч. т. д 
13 13

ЛП • /Л 1 12^ 9^39 ^3 б) Skncd = —NC • СВ • sin /С =------------------------ =2 2 13 13 2
12-39-9 >/3 3-3-9 >/з 8Й 
213 13-2 ' 13 “ 13 ‘

Ответ: б)----- .
13
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Пример 24. Углы треуголь­
ника относятся как 1:5:6. 
Длина наименьшей стороны 
равна 2.

а) Докажите, что треуголь­
ник — прямоугольный.

б) Найдите радиус вписанной окружности.
Решение.
а) Пусть Z.B = х — меньший угол ААВС, /Л = 5х, ZC = 6х. Следо­

вательно, х + 5х + 6х = 180, или 12х = 180, откуда х = 15.
Итак, ZB = 15°, ZA = 5х = 75°, Z.C = 6х = 90°. Значит, ЛАВС — 

прямоугольный, где ZC = 90°, ч. т. д.
б) Пусть АС = 2 — длина наименьшей стороны, г — радиус вписан­

ной окружности.

Так как ААВС — прямоугольный, то г = —(АС + ВС - АВ), или
2

г = ^(ВС-АВ + 2).

АС 2Но АВ= =—=—, где sin 15° = sin (45° - 30°) =
sin ZB sin 15°

= sin 45° • cos 30° - cos 45° • sin 30° = —= Дтз-і).
2 2 2 2 4

g
Тогда AB = —j=^—j=---- . По теореме Пифагора

л/2(л/3 -1)

ВС = J АВ2-АС2, или ВС= ---- 64 г- -4 = ./ 16г-4 =
Ѵ2(4-2ѴЗ) Ѵ2-ѴЗ

= 116(2+ ѴЗ) 4 = ^2g+16^ _ 277 + 4^3 = 2^/(2+ >/3)2 =2(2+^).
V 4-3

1Г 8Следовательно, г = — 2(2+ ѴЗ)—т=—;=---- + 2 =
2^ Ѵ2(ѴЗ-1) J

=і( б+гѴз-4—-1 = — (б+2л/з-2V2G/3+i) =
2^ V3-1J 2

= j(2^(T3 + l)-2,/2(j3 + l)) = (>/з-л/2)(Ѵз 4-1).

Ответ: б) (л/З - л/2)(>/з 4-1).
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Пример 25. Площадь прямо­
угольного ^АВС с гипотенузой АВ 
равна 30, а площадь ЛАОВ — 13.

а) Докажите, что Я : г = 13 : 4, где 
Ли і— соответственно радиусы опи­
санной и вписанной окружностей.

б) Найдите периметр ^АВС.
Решение.
а) Пусть ВС = а, АС = &, АВ = с, тогда В^вс = р • г, где Вг^АВС = 30 

(по условию), р = —(а + Ь + с).

Значит, I |г = 30, или (а + Ь + с)г = 60. (1)

1 26Кроме того, В^дов = 13, или —сг= 13, сг = 26, откуда г = —. Тогда 
2 с

равенство (1) примет вид ---------------= 60, или 26(а + &) + 26с = 60с,
с

или 13(а + 6) = 17с, откуда
17а + Ь = —с. (2)

Известно, что в прямоугольном треугольнике г =

вая равенство (2), имеем 
а + Ь с 17 с 4с 2сг =--------- =—с— = — = —

2 2 26 2 26 13

а + Ь-с---------. Учиты-
2

(3)

тт 26Но г = —, тогда, учитывая равенство (3), 
с

26 2с получим — = —, или 
с 13

с2 = 132, с = 13, тогда г = — = 2.
13

13Кроме того, АВ = 2Л = с = 13, т. е. Я = —

13Тогда R: г= — : 2 = 13 : 4, ч. т. д. 
2

б) Р^авс = а + Ь + с = (а + Ъ) + с, где а + Ь = 17—с =
13

— • 13 = 17. 
13

Значит, Р^авс = 17 + 13 = 30.
Ответ: б) 30.
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Пример 26. Точки С и Л расположены 
по разные стороны от гипотенузы АВ пря­
моугольного ^АВС так, что АС = 8, ВИ = 6, 
причем 8^ : В^всв = 25 : 18.

а) Докажите, что ЛСАВ = АСВВ.
б) Найдите радиус окружности, описанной 

около ^АВС.
Решение.
а) Заметим, что ZCAB и ZCDB — вписан­

ные, опирающиеся на одну и ту же <jBC. Значит, ZCAB = ZCDB,
ч. т. д.

б) Пусть ZCAB = ZCDB = а.
Согласно условию задачи 188^ = 258^, или

2518 • —АС'АВ ' sin а = 25 • —CD • BD • sin а, или 9АС 'АВ = —CD • BD.
2 2 2

Пусть АО = ОВ = R — радиус описанной окружности, тогда 
18АС • 2В = 25СВ • ВВ, где АС = 8, ВВ = 6 (по условию).

Значит, СВ = 36-8-Л 48В
25 6 ” 25 ’

Из АВС В по теореме косинусов имеем 
ВС2 = СВ2 + ВВ2 - 2СВ ' ВВ ' cos а.

АС 4Из ААВС cos а =---- = —, ВС = 2R sin а.
АВ R

Следовательно, ВС2 = 4R2 sin2a = 4В2 • (1 - cos2a) = 4В2 •

= 4В2 - 64.
-г .>й ЙЛ ^8ДЛай Г48? ЛО2 Г48ЯУТогда 4В^ - 64 = ----- + 36 - — , или 4В2 — -----I 25 J I 5 J I 25 J

= 100-

Применяя формулу разности квадратов, получим
48В ^
25 J

48В ^
25 J

2В 98В 2 98
25 25 5 5’

В2 откуда — = 1 R2 = 25, т. е. Я = 5.

Ответ: б) 5.
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Пример 27. В круг единичного ра- -------
диуса вписан остроугольный ААВС, где
ЛА = 30°. Отрезок, соединяющий вер- /I \
шину этого угла и проходящий через / / \
центр круга, делит противолежащую км-------л 
сторону ВС в отношении ВВ : СИ =1:2. \ / І^*х— /

а) Докажите, что АСОВ — равносто- /
ронний. \ /

б) Найдите длину отрезка АО. --------
Решение. 
а) Пусть О — центр круга, где АО = ВО = СО = R — радиус описан­

ной окружности; пусть ВВ = х, тогда СВ = 2х. По следствию из тео-

ремы синусов имеем--------= 2Я, где Я = 1, ЛА = 30°, тогда 
sin ZA

BC = 2BsinZA=2-l- i =1.
2

Выходит, что ВС = Я = 1, т. е. АВОС — равносторонний, ч. т. д.

Из АВОВ, где ВО = 1, ВВ = х = —, ЛОВВ = 60°, по теореме косину- 
3

сов имеем ОВ2 = ВО2 4- ВВ2 - 2ВО • ВВ • cos 60°, или
OB2 = 1 + - - 2 • 1 • или ОВ2 = откуда ОВ = ^~.

9 3 2 9 3 9 3

Тогда AD =АО + OD = 1 + - = -(3 + j7).
3 3

Пример 28. В ААВС известно, что АВ = 18, ВС = 15, АС = 27, 
АВ — биссектриса, АВ ± ВМ.
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а) Докажите, что биссектриса СЕ делит ЕМ пополам.
б) Найдите отношение АО : ОМ, если О — точка пересечения бис­

сектрис АО и СЕ.
Решение.

а) По условию задачи АО — биссектриса, значит, /1 = Z2. Кроме 
того, АО 1ВМ, т. е. биссектриса АУ является высотой.

Следовательно, ААВМ — равнобедренный, тогда АВ = АМ.
В равнобедренном ААВМ биссектриса AN — медиана,

т. е.ВЫ = MN,AB=AM^ 18, МС = АС - АМ = 27 - 1Ъ = 9.
Известно, что биссектриса делит противоположную сторону на ча­

сти, пропорциональные прилежащим сторонам:
АВ ВО 18 2
АС ~ ЕС ~ 27 ~ 3‘

х 2Пусть ВЕ = х, СЕ = у, тогда — = —. Но х + у = 15, значит,
У 3

х + у 15, = [Зх = 2(15-х), [5х = 30, [х = 6,

~ = ~; [Зх = 2і/; [у = 15-х; [і/ = 15-х; [у = 9.
.У $

Значит, ВЕ = 6, СЕ = 9. Выходит, что МС = СЕ = 9, т. е. АСМЕ — 
равнобедренный с основанием МЕ.

Следовательно, в равнобедренном АСМЕ биссектриса СЕ является 
медианой, т. е. МК = ЕК, ч. т. д.

б) В АМОЕ ОК ± МЕ и МК = ЕК (по доказанному), ОМ = ОЕ и 
АО : ОЕ=АО : ОМ.

Заметим, что в ААЕС СО — биссектриса, значит, АО : ОЕ = 
= АО : ОМ=АС : СЕ = 27 : 9 = 3 : 1.

Ответ: б) 3 : 1.
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Пример 29. На гипотенузу 
АВ из вершины С опущена 
высота СК, а из точки К на 
катеты ВС и АС — соответ­
ственно перпендикуляры КМ 
к КІЯ.

а) Докажите, что точки 
А, В, М и N лежат на одной 
окружности.

б) Найдите радиус этой 
окружности, если АВ = 15, 
СК = 8.

Решение.

в

С N А

а) Соединим точки М п N, тогда MN — гипотенуза NMCN. Пусть 
ZA = а, тогда ZCKN = а, значит, ЛАВС ~ AMCN (по двум углам).

В четырехугольнике ABMN имеем ZANM = ZANK + Z MNK = 
= 90° + a, ZB = 90° - а.

Значит, ZANM + ZB = 90° + а + 90° - а = 180°.
Так как в четырехугольнике ABMN сумма противоположных уг­

лов равна 180°, то ABMN — вписанный в окружность, т. е. точки А, 
В, М и N лежат на одной окружности, ч. т. д.

АВб) По теореме синусов ------------= 2R. Но sin ZAN В = sin ZBNC
sin ZAN В

AB AB(синусы смежных углов равны). Значит, ------------=-------------= 2R.
sin ZAN В sin ZBNC
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ВС CNИз подобия &CKN и ААВС (по двум углам) имеем---- =-----, откуда
АВ СК

вс ск звс
" АВ " 15 ’

Из АВСМ по теореме Пифагора имеем ВЫ2 = CN2 4- ВС2 =

—+ВС‘=—ВСг, откуда В^—ВС.
ч 15 ) 225 15

Но з!пгВ^ = —= —. Так как----—----= 2В, АВ = 15, то
BN 17 втЛВМС

2Я = ^ = 17, откуда R = — = 8,5.
2

17
Ответ: б) 8,5.

Пример 30. В ЛАВС точка О — центр 
вписанной окружности. На продолже­
нии ВО за точку О отмечена точка М 
так, что ОМ = АМ.

а) Докажите, что четырехугольник 
АВСМ — вписанный.

б) Найдите длину ВО, если г = 3, 
R = 12, ОМ = 6, где г и R — соответ­
ственно радиусы вписанной и описан­
ной окружностей.

Решение.
а) Пусть ХА = 2а, ХВ = 2р. По условию 

задачи О — центр вписанной окружно­
сти, значит, АО и ВО — биссектрисы.

Тогда ХВАО = ХОАС = а, 
ХАВО = ХОВС = р.

Заметим, что ХАОМ — внешний 
угол ^АОВ, поэтому ХАОМ = а 4- р. 
Так как АМ = ОМ (по условию), то 
ХМАО = ХАОМ = а + р.

Значит, ХМАС = ХАОМ - ХСАО = 
= а4-р-а = р.
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Но ZMAC и ZMBC опираются на отрезок МС, следовательно, 
/МАС = /МВС = р. Значит, точки А, В, С и М лежат на одной 
окружности, т. е. четырехугольник АВСМ — вписанный, ч. т. д.

б) Из центра О опустим перпендикуляр ON на сторону АВ.
ON гИз ABON ВО =----- =------ . Так как точки А, В, С и М лежат на
sinp sinp

одной окружности, то радиус окружности, описанной около ААВМ, 
равен радиусу окружности, описанной около ААВС.

АМ АМИз ААВС по теореме синусов имеем----- = 2R, откуда sinp =------.
sinp 2R

г гНо ВО =----- , тогда sinB =----
sinp и ВО

Значит, АМ г 
2R ~ ВО'

откуда ВО = 2Rr 
АМ

2Дг 2123
ОМ ~ 6

Ответ: б) 12.

Пример 31. Окружность с 
центром Оі вписана в равно­
бедренный ААВС и касается 
боковой стороны АВ в точке М, 
а основания АС — в точке К. 
Окружность с центром О2 каса­
ется основания АС и продолже­
ний боковых сторон.

а) Докажите, что АОіАО2 — 
прямоугольный.

б) Найдите О2К, если 
0^ = 7,5иВД = 20.

Решение.
а) Пусть окружность с цен­

тром О2 касается продолжения 
ВА в точке N. Так как Оі и О2 — 
центры вписанных окружно­
стей, то АО^ и АО2 — биссектри­
сы смежных углов ВАС и NAC.

Значит, /ОіАО2 = 90°, 
т. е. АОіАО2 — прямоугольный.
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б) Заметим, что АВАК ~ АВМО — как прямоугольные, имеющие
Л V АК О.М ВКО.Мобщий острый ЛАВК. Тогда = откуда АК=——.

Из АВО^М по теореме Пифагора имеем ВМ = ^ВО^ - О^М2, где
ВО! = ВК- ОіК = 12,5 и ОХМ = О^ = 7,5.

Значит, ВМ = 712,52-7,52 =>/100 = 10. Тогда АК~ = 20 7,5 =15.

Так как ААВС — равнобедренный (по условию), то точка К лежит 
на отрезке ОіО2. По свойству перпендикуляра АК, опущенного из 
вершины прямого угла на гипотенузу О1О2, имеем АК2 = О^К • О2К,

г АК2 152откуда находим О2К =----- =----
О.К 7,5

Ответ: б) 30.

Пример 32. В ААВС вписана 
ность радиуса 3, касающаяся АВ 
В, причем АО = 6, ВВ = 9.

1515-2
7,5 2

= 15 2 = 30.

окруж- 
в точке

а) Докажите, что ААВС — прямоуголь­
ный.

б) Найдите расстояние между центра­
ми вписанной и описанной окружностей 
ААВС.

Решение.
а) Пусть М — точка касания стороны 

ВС с окружностью. Обозначим МС = х.
8^авс=Р ’ г, где г = 3,

р = ^(АВ + ВС + АС) = |(15 + 9 + х + 6 + х) =

= 15 + х, Змвс = 3(15 + х).
С другой стороны,

З^АВС = ^рїр^їр-^їр-^’ где а = ВС =
= 9 + х, 5 = АС = 6 + х, с = АВ = 15.

Тогда В^с = ^/(15 + х) 6-9 х =
= 3>/бх(Ї5 + х). Получим уравнение

3(15 + х) = 37бх(15 + х), или 15 + х = 6х, 
откуда х = 3.
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Следовательно, ВС = 9 + х = 12, АС = 6 + х = 9, АВ = 15.
Так как АВ2 =АС2 + ВС2, то &АВС — прямоугольный, где АС = 90°.
б) Так как ААВС — прямоугольный, то О^ — центр описанной

1 15окружности, тогда ВОх = АОГ = —АВ = —, О^ = АС^ - АВ = 
2 2

15 3=-- о = —.
2 2
Искомое расстояние 00^ найдем из МОО^В по теореме Пифагора:
ОО.=^ООЧй^=,32 + [-'| =^^- = ^]^Х\=^-=^-.

Ѵ у Ш V 4 V I 4^ V 4 2

Ответ: б)----- .
2

Пример 33. В ААВС АВ = ВС, АВ = 120°, АВ — биссектриса. 
BEMN — прямоугольник, вписан в ^АВС так, что сторона ММ ле­
жит на стороне АС, а вершина Е — на АВ.

а) Докажите, что ММ = 2ВМ.
б) Найдите ЗрЕм^ если АВ = 6.

Решение.
I способ

а) Из точки В опустим перпендикуляр на продолжение АВ к точ­
ке К.
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Заметим, что ^АВК = &ADN — по гипотенузе АВ и острому углу 
в 15° (АВ — биссектриса, ХА = ХС = (180° - 120°): 2 = 30°). Значит, 
DK = DN. Кроме того, ХА = ХВЕВ = 30° — как соответственные

углы. Тогда в АЕКВ КВ = —ЕВ. Но KD = DN (по доказанному), сле­

довательно, DN = —ED = —МА, откуда MN = 2ВА.

б) Проведем высоту ВЕ к основанию АС.
Так как АВ = 6 и ХА = 30°, то ВЕ = ^АВ = 3. Из ААВЕ имеем 

2

АР = АВ сое 30° - 6 •— = з4з. Значит, АС = 2АР - 6л/з.
2

Пусть ВА = ЕМ = х. Заметим, что ^АВС - КВЕВ (по двум углам).
Тогда ^_ = ^_ или или 2х = 2>/3(3-х), х = 3\[3-\ІЗх,

ЕВ ВТ 2х 3-х
зѴз откуда х = ~і=—. 

ѴЗ +1
Следовательно, В^мя = МА • ВА = 2х - х = 2х2 =

= 2/# = 2.Л=Л= 27(2-43) =27(2_^
^4+Ѵ 4 + 2ѴЗ 2 + ѴЗ (2 + ѴЗ)(2-ѴЗ)

Ответ: б) 27(2-4з).
II способ

а) По условию задачи ДАВС — равнобедренный и ХАВС = 120°, 
тогда ХА = ХС = (180° - 120°) : 2 = 30°. Так как АВ — биссектриса, 
то ХВАВ = ХСАВ = 15°. Но ХСАВ = ХАВЕ = 30° — как накрест ле-
жащие.

Выходит, что ХВАВ = ХАВЕ = 30°, т. е. ААЕВ — равнобедренный. 
Тогда АЕ = ВЕ.

Пусть МЕ = х. Из &АЕМ, где ХА = 30° =>АЕ = 2х, значит, ВЕ = 2х, 
т. е. ВЕ = МА = 2ВА.

б) SDEMN = MN -DN = 2x2,rne х = АХ, 
ѴЗ+1

Ответ: б) 27(2-ТЗ).

и т. д. (см. I способ).

Пример 34. На катетах АС и ВС прямоугольного ^АВС построены 
квадраты ВСВЕ и АСКЕ. Точка А — середина АВ, М — точка пересе­
чения прямых С А и ВК.
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а) Докажите, что СМ 1ВК.
б) Найдите длину ММ, если АС = 21, ВС = 20.
Решение.
а) Так как М — середина АВ, то СМ — медиана прямоугольного 

^ABC. Значит, АМ = ВМ = СМ.

Тогда ХСАМ = XACN и XACN = XMCD — как вертикальные.
Заметим, что ААВС = KDCK (по двум катетам), тогда ХАВС = XKDC. 

Значит, ААВС ~ &CDM (по двум углам). Следовательно, AC DM — 
прямоугольный и NM ± DK, CN ± DK.

б)ИзДАВС,гдеАС=21,ВС=20,находим АВ = >/212 +202 = 7841 = 29,

тогда СМ = -АВ = —.
2 2
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В АВСК СБ2 = БК • ВМ, где СВ= 20, ИК = АВ = 29.
„ „„ 202 400Тогда ВМ =---- =-----

29 29
ПА 400 841-400 441иМК = ВК - ВМ = 29~---- =------------ =-----

29 29 29
По свойству перпендикуляра, опущенного из вершины прямого

™ /400 441 20 21 420угла на гипотенузу, имеем СМ = ^ВМ ■ МК =.-----------=--------=----- .
V 29 29 29 29

29 420Тогда ММ = СМ + СМ = —+ — 
2 29

1681
58

п 1681Ответ: б)------
58

Пример 35. В ААВС ХС = 90°, 
М — середина АВ. Прямая, проходя­
щая через точку М, перпендикулярна 
СМ и пересекает АС в точке У, при­
чем АУ : СУ = 1 : 2.

а) Докажите, что АВСМ — пра­
вильный.

б) Найдите Вддмс, если ВС = 8.
Решение.
а) По условию задачи М — середи­

на гипотенузы АВ^ тогда СМ — ме­
диана.

Известно, что медиана, проведен­
ная к гипотенузе, равна ее половине, 
т. е. СМ = ВМ =АМ. Значит, АВМС и 
ААМС — равнобедренные. Пусть К — 
середина CN. Так как АУ : CN =1:2, 
то АМ = КМ = СК. Но ПУ 1 СМ (по 
условию), значит, АСММ — прямо­
угольный, где МК — медиана, тогда

МК = СК = КМ = -АК. 
2

Выходит, что ААМК = АСММ и 
тоже прямоугольный. Следовательно, 
ХА = 30° — как угол в прямоугольном 
треугольнике, лежащий напротив ка­
тета, который в 2 раза меньше гипотенузы.
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Если ХА = 30°, то ХВ = 60°, и так как АВМС — равнобедренный, 
то ХВ = ХВМС = 60°.

Тогда ХВМС = 180° - (60° + 60°) = 60°, т. е. АВМС — правильный.
б) Так как СМ — медиана ^АВС, то З^амс = 8^см, где

ВС = ВМ = СМ = 8.
тт с а2ЛПлощадь правильного треугольника 8 =------ , где а — сторона,

4
82у/з тогда З^амс = 8&всм =—■— - ІбѴз.

4
Ответ: б) ІбѴз.

Пример 36. В ААВС сторона СА продолжена за точку А на рас­
стояние АО = АВ. Прямая АМ || ВВ, М е ВС.

а) Докажите, что АМ — биссектриса ХВАС.
б) Найдите 8&амС’ если З^авс = 96 и АС : АВ = 3:1.

Решение.
а) Так как АМ || ВВ, то Zl = Z2 — как накрест лежащие. По 

условию задачи АВ = АВ, значит, ДАВ В — равнобедренный, тогда 
Zl = Z3. Но Z3 = Z4 — как соответственные. Выходит, что Z2 = Z4, 
т. е. АМ — биссектриса ХВАС.

б) По условию задачи АС : АВ = 3:1.
Так как АВ = АВ, то АС : АВ = 3 : 1 и АС : ВС = 3:4.

3
Значит, ЛАМС ~ ЛВС В, где к = — — коэффициент подобия.
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Тогда S^mc • S&bcd = 9 : 16. Так как АМ — биссектриса, то имеем

ВМ : МС = АВ : АС = 1:3, следовательно,

Ответ: б) 72.

Пример 37. В остроугольном ААВС 
ВМ — высота, точка О — центр описан­
ной окружности.

а) Докажите, что ААВМ = АОВС.
б) Найдите ВМ, если АВ = 25, ВС = 32, 

ВО = ВМ.
Решение.
а) Из центра О окружности опустим 

перпендикуляр ОК на сторону ВС. Тогда 
ВМ = ВО (по условию) и ВО = ОС = R, где

^=£•96 = 72. 
4^ЛАМС ~ ^ 1

С

R — радиус описанной около ААВС окружности, где ОК — высота, 
медиана и биссектриса равнобедренного АВОС. Так как АВОС — цен-

тральный, a ABAC — вписанный, то ABAC = — АВОС = АВОК =

= АСОК. Выходит, что ААВМ ~ АВОК = АСОК (по катету и острому 
углу).

Следовательно, ААВМ = АОВК = ОВС, ч. т. д.

б) Заметим, что из подобия ААВМ и АВОК ВМ вк -----=----- , или
АВ ВО

— = —, или В2 = 25 • 16, откуда Я = 5 • 4 = 20.
25 R

Значит, ВМ = R = 20.
Ответ: б) 20.

Пример 38. В ААВС из вершин А и С 
опущены высоты AN и СМ соответственно 
на стороны ВС и АВ.

а) Докажите, что AMAN = AMON.
б) Найдите сторону АС, если известно, 

что Рьавс =12, P^BMN = 9, а радиус окруж­
ности, описанной около ABMN, равен 1,5.
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Решение.
а) Так как по условию задачи AN и СМ — высоты, то вокруг че­

тырехугольника AMNC можно описать окружность, тогда Z.MAN = 
= AMCN — как вписанные, опирающиеся на одну и ту же дугу MN.

б) Заметим, что ^jL = ^L = cos а (из авмС и ^ABN). Кроме того,
ВС АВ

NBMN U ААВС, где k = = cos а. Значит, k = ^MN = — = — =>
ВС Р^ 12 4

3 • Г,------ --- л 9 V7—, тогда sin а = yl-cosa=Jl-----= —
4 V 16 4

Пусть MN = у у тогда из ABMN по теореме синусов имеем У 
sin а

= 2Я, откуда у = 2R sin а, где Я = 1,5 (по условию).
Л 1 Е ѵ7 3\/7 „ I/ , 3Значит, у = 2 • 1,5 • — =-----. Но — = k = —, х = у

4 4 х 4
Ответ: б) Ѵ7.

Пример 39. В равнобедренном ААВС, где 
АВ = ВС = 25, АС =14, проведены медиана АМ и 
биссектриса AN.

а) Докажите, что tg /.BAN = —.
4

б) Найдите расстояние между точками М и К.
Решение.
а) Из ^ABD, где АВ = 25, AD = ^АС = 7, по 

теореме Пифагора имеем BD = Ѵ252 - 72 = Ѵб76 =

3 = 3>/7 4 /у
4 4 3

= 24. По условию задачи AN — биссектриса,
тогда Z.BAN = ZNAC = а. Значит, tg ZBAN = tg ZNAC = tg а.

ВК АВ 25По свойству биссектрисы ^ = ^^у' Пусть ВК = a, KD = Ь,

а 25тогда — = —. Но а + b = BD = 24. Получим систему уравнений 
Ъ 7

а + 5 = 24,
- а 25
.5 " 7 ’

а = 24-Ь, 
7а = 255;

а = 24-5, 
7(24-5) = 255.
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168 21168 - 7Ъ = 25Ь, 32Ь = 168, откуда ^ = _^" = y• Из прямоугольного

ал™ а КО 21 21 3ААКБ находим гг а =---- = —: 7 =-----= —, ч. т. д.
АО 4 4-7 4

2б) По свойству медиан треугольника ВМ = — ВБ =16. 
3

Пусть МК = х — искомое расстояние между точками М и К.

Заметим, что МБ = ~ВМ = 8. Тогда МК = х = МБ - КБ = 8 - Ь =

= 8-— = — =2,75.
4 4

Ответ: б) 2,75.

Пример 40. В ААВС проведена 
биссектриса СБ. Прямая, проходя­
щая через вершину А перпендику­
лярно СБ, пересекает сторону ВС в 
точке Р; АС = 12, АВ = 10, ВС = 18.

а) Докажите, что биссектриса 
угла В делит отрезок БР пополам.

б) Пусть Е — точка пересечения 
биссектрис ААВС. Найдите отноше­
ние СЕ : ЕР.

Решение.
а) Так как СБ — биссектриса, то по свойству биссектрисы имеем

АР АС 12 2
БВ~ВС~ 18~ 8

Так как АВ = 10 = АБ + БВ, то АБ = 2х, БВ = Зх.
Значит, 2х + Зх = 10, 5х = 10, х = 2, тогда АР = 4, БВ = 6.
В ААСР биссектриса СМ 1 АР, значит, ААСР — равнобедренный. 

Тогда АС = СР = 12 и ВР = ВС - СР = 6. Но БВ = 6, т. е. АВБР — 
равнобедренный, где биссектриса ВЕ является медианой. Значит, 
БЫ = МР, ч. т. д.

б) Так как ВЕ — биссектриса АВСБ (по доказанному), то
СЕ
БЕ

ВС 
во

— = 3. НоПЕ = РЕ, тогда — = — 
6 РЕ ОЕ

= 3.

Ответ: б) 3.
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Пример 41. В ААВС вписана окружность ра­
диуса г, касающаяся стороны АС в точке К, при­
чем СК = г.

а) Докажите, что ААВС — прямоугольный.
б) М и N — точки касания вписанной окруж­

ности. Найдите 8^^^ если известно, что г = 3 и 
АК = б.

Решение.
а) Пусть О — центр вписанной в &АВС окруж­

ности. Заметим, что СК = ОК = г, значит, АСОК — 
равнобедренный и прямоугольный, т. е. ^ОСК = 
= 45°. Поскольку центр вписанной окружно-
сти лежит на биссектрисе этого угла, то СО — биссектриса ZACB и 
ZOCM = ZOCK = 45°, тогда ZACB = 90°, т. е. ЛАВС — прямоуголь-
ный, ч. т. д.

б) Пусть BN = х, тогда ВМ = BN = х (по свойству касательных, 
проведенных к окружности из точки В). Кроме того, СК = СМ = г =3 
(по условию), AN = АК = 5 и АВ = х + 5, ВС = х + 3, АС = 8.

Из ААВС по теореме Пифагора имеем АВ2 = АС2 + ВС2^ или 
(х + 5)2 = 82 + (х + З)2, или х2 + Юх + 25 = 64 + х2 + 6х + 9, или 
4х = 48, откуда х = 12.

АС 8Тогда АВ = х + 5 = 17, віп /В = — = —.
АВ 17

Следовательно, S^MN = —ВМ • BN • sin ZB = i-1212- 
2

576
17 ’

Ответ: б)---- .
17

Пример 42. В /±АВС, где 
АС = 120°, проведены биссек­
трисы ААЪ ВВг и СС^

а) Докажите, что ДА1В1С1 — 
прямоугольный.

б) Найдите ХС^хВ.
Решение.
а) Пусть точка М лежит на продолжении стороны АС. Заметим, 

что СВ — биссектриса АМСС^, так как ААССх=АВССх = АВСМ = 60°. 
Точка Aj (точка пересечения биссектрис ААг и СВ) — центр вне впи­
санной окружности, касающейся стороны СС^ и продолжений сторон
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АС и АСі ААСС^ Значит, СіА^ — биссектриса ХСС^В. Аналогично 
В^ — центр вне вписанной окружности, касающейся стороны СС^ и 
продолжений сторон ВС и ВСі АСС^В. Следовательно, В^С^ — биссек­
триса ХАСіС, тогда ХА1СІВ1 = 90°, ч. т. д.

б) Пусть К — точка пересечения биссектрис углов СС^В и СВС^.

Тогда ХВКС± = 90° 4—ХВСС^ = 120°. Поскольку для прямоугольно- 
2

го АВ^СуК ХС^КВ — внешний, то ХС^В^В = 120° - 90° = 30°.
Ответ: б) 30°.

Пример 43. В равнобедренном ААВС на боко­
вой стороне ВС отмечены точки М и N так, что 
MN = NC = 2,AN=5nAM= х/ЗЗ.

а) Докажите, что ААВС U AANC.
б) Найдите периметр ААВС.
Решение.
а) Пусть XANM = a, XANC = р. Из AAMN по 

теореме косинусов имеем АМ2 = AN2 4- MN2 - 
- 2AN • MN • cos а, или 33 = 25 + 4- 2•5•2• cos а,

или 20 cos а = -4, откуда cos а = -—.
5

Так как р = 180° - а, то cos р = cos (180° - а) = -cos а = i.
5

Из AANC по теореме косинусов находим АС2 = AN2 4- CN2 - 

-2^-^-соар,илиАС2 = 25 + 4-2-5-2- — = 25,АС = 5. Так как
5

AC =AN = 5, то AACN — равнобедренный с основанием CN. Выходит, 
что ААВС U AANC (по двум углам), ч. т. д.

АС 5б) Из подобия ААВС и AANC следует, что k = ^^ = —. Известно, что 

отношение периметров подобных треугольников равно Л, т. е. P^abc = 
= ^ • Paanc 4 • (5 + 5 + 2)4 • 12 = 30.

Ответ: б) 30.
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Пример 44. В остроугольном ААВС 
АС =12, AN и СМ — высоты, опущенные 
соответственно на стороны ВС и АВ.

а) Докажите, что вокруг четырехуголь­
ника AMNC можно описать окружность.

б) Найдите SAMNC, если известно, что
„ 35^3^ambn =------ , а радиус окружности, опи-4
санной около ДАВС, равен 4^3.

Решение.
а) По условию задачи AN и СМ — высоты ААВС, тогда ААМС = 

= AANC = 90°. Значит, вокруг четырехугольника AMNC можно опи­
сать окружность, где АС — диаметр описанной окружности.

б) Пусть АВ = х, ВС = у, ВМ = a, BN = Ъ.
„ с 35^3 с 1 . .Так как S^mbn =------ , то получим S^mbn = —аЪ • sin а, где4 2

1 А • ЗбѴз , . 35^3а = ААВС, тогда — ао • sin а =------ , или ab sin а =-------.
2 4 2

а 1
S^ABC = ~ХУ sin а-

АВ • ВС • АС С другой стороны, S^abc = -------------- , где АВ = х, ВС = у, АС =
4R

= 12, Я = 4л/3.
„ ху-2 1 . . 3 зѴз л/ЗЗначит, —^—,= = — ху’ sin а, откуда sin а = —^= =-----= —

4'4\3 2 2"уЗ 2'3 2

а = 60°. Тогда ab • — =------ , откуда ab = 35.
2 2

Так как АВ = 60°, то AMON = 180° - 60° = 120° => ААОМ = 60°.

Тогда Samnc = ~^ ’ МС sin 60° = —AN • МС. 2 4

Из &ABN имеем AN = х sin 60° = —х;
2

из АСВМ СМ = у sin 60° = —у.
2
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Следовательно, S^nc = /з ^ ^з зѴз--------х---- у =-----
4 2 2 16

ху. Но х = 2b, у = 2a,

тогда ху = 4ab = 4 • 35 = 140, т. е. S^nc = з>/з ... юэѴз------140 =--------

Ответ: б)
1057з 

4
Пример 45. В &АВС высота ВБ = 12, 

65R = —, г = 4, где R и г — соответственно 

радиусы описанной и вписанной окружно­
стей.

а) Докажите, что АВ + ВС = 2АС.
б) Найдите стороны ААВС.
Решение.
а) Пусть АВ = х, ВС = у, ZC = a, ZA = Ь. По теореме синусов
х __ 65 65 . у 65 65 .------= 2R = — => х = —sin а, —— = 2R = — => у = —sin В.

sina 4 4 sinp 4 4
12 12Из AABD х =----- ; изДВСВ у = -^.

sinp sina
65 . 12 65 . о 12Следовательно, —sina =-----  и —sinp =----- .
4 sinp 4 sina

48 Значит, 65 sin a • sin p = 48, откуда sin a sin p = —.
65

T 65 • 65 . . <65? • • nТак как x =—sina, t/= —sinp, то xz/= I — I sin a sin p =

— = 195. 
65

„ о 1 X + y + Z . 1Заметим, что = p - r= —AC • BD, или----------4 = —z • 12, или
2 2 2

x + у + z = 3z, откуда x + у = 2z, где z = AC.
Следовательно, AB + ВС = 2AC, ч. т. д.
б) В \АВС ZA = $, ZC = a, тогда ZABC = 180° - (a + Р).
По теореме косинусов АС2 = АВ2 + ВС2 - 2АВ • ВС • cos ZB, или 

z2 = х2 + у2 - 2ху cos (180° - (a + р)) = х2 + і/2 + 2ху cos (a + р).
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Значит, х2 + у2 = 4z2 - 390, тогда z2 = 4г2 - 390 + 2 • 195 cos (а + Р), 
или z2 = 4z2 - 390 + 390 cos (а + р).

АСИз ААВС по теореме синусов имеем----------- = 2R, или
sinZABC

sin (а + р) = -^- => cos (а + Р) = ^l-sin2(a + p), или 
2R

z2 1cos (а + р) = J1----- 7 = —
V 4В 2R

-Z2, или

< 4 L Ґ65 Y 2 4 2

cos (a + Р) = —. 4- — -z =—J — -z .
65 V ( 8 J 65 4 J

Следовательно, получим уравнение

z2 = 422 _ 390 + зоо • — I — -z2, или
65 4 )

390 - Зг2 =
2

I ~Z2, ИЛИ 130 - Z2
2

I ~22.

Возведем обе части полученного уравнения в квадрат:

(130-г2)2 = 64 или 16 900 - 260г2 + z4 = 16 900 - 64г2,

или г4 - 196г2 = 0, г2(г2 - 196) = 0.
Так как 130 - г2 > 0, z > 0, то z = 14.
Но х + у = 2z и ху = 195, тогда получим

x + i/ = 28, [xj=15, fx2=13, 
ху = 195; ^=13; [s/2=15.

Следовательно, стороны треугольника АВ = х = 15, ВС = у = 13, 
АС = г = 14.

Теорема Пифагора для ААВВ и АВ ВС выполняется, если х = 15, 
і/ = 13. В этом случае АВ = 9, СВ = 5. Если х = 13, то у = 15.

Ответ: 1) АВ = 15, ВС = 13, АС = 14; 2) АВ = 13, ВС = 15, АС = 14.

Пример 46. В равнобедренном ААВС со сторонами АВ = ВС = 13 и 
АС =10 проведены высоты ВВ и AF. Прямая FB пересекает прямую 
АВ в точке Е.

а) Докажите, что АВЕВ U AAEF.
б) Найдите длину АЕ.
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Решение.
а) Пусть ЛАВ Б = а, тогда в ААВО име­

ем /ВАО + /ОАО + а = 90°. В ААВР, где 
/АВО = /ОВР = а, находим /.ВАР + /АВР = 
= 90°, или /ВАР + 2а = 90°.

Значит, /ВАО + а = 90° - /ОАО и 
а + (а + /ВАР) = 90°, или а + 90° - /ОАО = 
= 90°, т. е. /ОАО = а.

Так как ААРС — прямоугольный, О — се­
редина АС, то РО — медиана прямоугольного 
треугольника.

Тогда РО = ^АС = АО = ОС.

Значит, ААОР — равнобедренный, тогда
/FAD = /AFD = а. Выходит, что ABED U AAEF (по двум углам), так 
как /Е — общий, /EBD = /AFE = а, ч. т. д.

BD DE BEб) Из подобия =>---- =-----=-----
AF АЕ EF

S^c = -ЛС ■ BD = -AF ■ ВС, где АС = 10, ВС = АВ = 13. 
2 2

Из AABD по теореме Пифагора BD = \І132 -52 =12.
120Получим 10 • 12 = AF • 13, откуда AF =---- .

„ ВО ОЕ 120 ОЕ ОЕ 13Пусть АЕ = х, тогда---- =-----, или 12 : -----=----- , или -----= —
АР АЕ 13 х х 10

— = —, гдеВЕ=13 + х, ЕР = ЕО + ОР = ЕО+АО=—х +5.
ЕЕ 10 10

„ 13 + х 13 10(13+ х) 13
ПОЛУЧИМ уравнение тг----- = —, или -------------= —, или

10 13х + 50 10
---Л т и
10

6501300 + 100х = 169х + 650, или 69х = 650, откуда х =----  
69

о и г 650Значит, АЕ = х =----
69

650 Ответ: б)---- .
69
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1.2. Четырехугольники

Пример 47. В трапеции ABCD с основа­
ниями АВ и ВС углы ABD и ACD прямые.

а) Докажите, что АВ = CD.
б) Найдите AD, если АВ = 6, ВС = 14.
Решение.
а) Известно, что если вписанный угол — 

прямой, то он опирается на диаметр. Зна­
чит, точки В и С лежат на окружности с 
диаметром AD.

Поскольку трапеция вписана в окружность, то она — равнобед
ренная, т. е. АВ = CD, ч. т. д.

б) Проведем высоту ВМ трапеции. Пусть AD = х, тогда

АМ = — (АВ - ВС), или АМ = —(х - 14). В ААВВ ВМ — высота, опу- 
2 2

щенная из вершины прямого угла АВР на гипотенузу АО.
Значит, АВ2 = АМ • АВ, или 62 = і(х - 14) • х, или х2 - 14х = 2’36, 

или х2 - 14х - 72 = 0, откуда хх = 18, х2 = -4. Так как х =АВ > 0, то 
А0 = 18.

Ответ: б) 18.

Пример 48. Окружность с центром О, 
расположенным внутри прямоугольной тра­
пеции АВСВ, проходит через вершины А и 
В большей боковой стороны и касается боко­
вой стороны СВ в точке М.

а) Докажите, что ХАОВ = 2ХАМВ.
б) Найдите расстояние от точки М до АВ, 

если АВ = 16, ВС = 9.
Решение.
а) Поскольку точки О и М расположены по одну сторону от пря­

мой АВ, то ХАОВ = 2 ХАМ В (ХАОВ — центральный, а ХАМВ — впи­
санный).

б) Продолжим боковые стороны трапеции до пересечения в точке 
У, а из точки М опустим перпендикуляр МК на боковую сторону АВ.

Пусть MN = х, АМ = у, BN = г. Заметим, что ДМСВ и АММК и 
и AANB (как прямоугольные, имеющие общий острый XN = а).
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Тогда 9 МК 16
ВЫ~ МЫ~ АЫ*

или 9 МК
2 X

—. (1)

Кроме того, по теореме о касательной и секу­
щей имеем

MN2 = АЫ • ВЫ, или х2 = уг. (2)
2 9Из (1) получим— =—. (3)
У 16

Перемножив равенства (2) и (3), имеем
2 9 2 9 9 9 3— уг =----х , или г6 = — • х^, откуда г = —х,у * 16 16 4

* 3 тт 2 9 3 9-4или — = —. Но — =----- = —, т. е. МК =----- = 12.
х 4 х МК 4 3

Ответ: б) 12.

Пример 49. В трапеции АВСВ АВ + СБ = 17, АС = 8, ВИ = 15.
а) Докажите, что АС ± ВО.
б) Найдите высоту АВС В.
Решение.
а) Через вершину В проведем прямую 

параллельно АС до пересечения с основа­
нием ВС в точке Ы. Тогда ABNC — парал­
лелограмм (по построению), значит, АС = 
= ВЫ = 8,АВ = СЫи АЛОВ = АВВЫ — как 
накрест лежащие при параллельных прямых АС и BN и секущей ВВ.

Заметим, что в АВВЫ ВВ =15, ВЫ = АС = 8 и ВЫ = ВС + СЫ = 
= ВС+АВ = 17.

По теореме, обратной теореме Пифагора, имеем 172 = 152 + 82. 
Следовательно, АВВЫ — прямоугольный, где АВВЫ = /ЛОВ = 90°. 
Значит, АС ± ВВ, ч. т. д.
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б) Проведем высоту ВК. Тогда S^^ = —DN • ВК. С другой сторо- 
2

ны, S^BN = —BD • BN. Значит, DN • ВК = BD • BN, или 17 • ВК = 
2

= 15-8, откуда ВК =

120 Ответ: б)---- .
17

Пример 50. Четырехугольник ABCD впи­
сан в окружность радиуса R = 4. Известно, 
что AD = DC = ВС = 6.

а) Докажите, что прямые АВ и CD парал­
лельны.

б) Найдите АВ.
Решение.
а) Заметим, что ZCAB = ZACD — как впи­

санные, опирающиеся на равные дуги AD и 
ВС. Значит, ZCAB = ZACD, ч. т. д.

б) Поскольку AD = CD (по условию), то ^CD — равнобедренный. 
Тогда ZCAD = ZACD. Пусть ZCAB = а. Из ^АВС по теореме синусов 

ВС ВС 6 3имеем-----  = 2R, или sin а = =---- = —.
sina 2R 2-4 4

Если ZCAD = ZACD = а (по доказанному), то АВ || CD, значит, 
ABCD — равнобедренная трапеция, ZDAB = ZB = 2a, тогда cos 2a =

= 1 - 2 sin2 a = 1 - 2 • - =1--=-- <0^/Ш = /В>90°, 
8 8

t. e. углы при основании AB — тупые.
Проведем высоту АМ трапеции. В AADM AD = 6, ZD = 180° - 

- ZDAB = 180° - 2a.
Тогда DM = AD cos ZD = 6 • cos (180° - 2a) = -6 cos 2a.

1 f 1^ 3Ho cos 2a = —, значит, DM = —6 • — = —.8 I 8j 4
1 13С другой стороны, DM = — (СП - AB), или —(6-AB) = —, или

2(6 - AB) = 3, или 12 - 2AB = 3, или 2AB = 9, AB = 4,5.
Ответ: б) 4,5.
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Пример 51. Квадрат АВСБ вписан в 
окружность. Хорда ВЕ пересекает диаго­
наль АС в точке Р.

а) Докажите, что Вдв^ = ^ * ВЕ.
б) Найдите отношение ВР : РЕ, если 

ЛАВЕ = 15°.
Решение.
а) Соединим точки Б и Е и точки Аи Е. 

Заметим, что ЛАБ В = ЛАЕВ = 45° — как 
вписанные, опирающиеся на одну и ту же 
дугу АВ.

Так как АВСБ — квадрат, то иАВ = иВС, тогда ЛАБВ = ЛАЕВ = 
= ЛРАВ = 45°. Следовательно, ААР В и ЛАЕВ (по двум углам).

Из подобия треугольников следует АВ : ВЕ = ВР : АВ, откуда 
АВ2 = ВЕ'ВР = Вдвсп, ч. т. д.

б) Пусть О — центр, R — радиус окружности. Поскольку ЛВЕБ — 
вписанный, опирающийся на диаметр ВБ, то ЛВЕБ = 90°.

Но ЛАВБ = 45°, ЛАВЕ = 15° (по условию), тогда ЛБВЕ = 45° - 
- 15° = 30°. Из ЛБВЕ, где ЛВЕБ = 90°, ЛБВЕ = 30°, имеем ВЕ = 
= ВО ■ сое 30° = 2Я - ^ = 2>/з. Из &ВОР, где АВОР = 90°, ЛОВР = 30°,

находим ВР = ВО : соэ 30°, или ВР = R : — =
2 у/3

2В г 2В 2Значит, ВР:ВЕ=^:В^З = = -•
у/3 л/ЗЯл/З 3

Тогда ВР : ВЕ = ВР : (ВР + РЕ) = 2:3, или ЗВР = 2(ВР 4- РЕ), или 
ВР = 2РЕ, откуда ВР : РЕ = 2:1.

Ответ: б) 2 : 1.

Пример 52. В выпуклом четырехуголь­
нике АВСБ известны стороны АВ = 6, ВС = 
= СБ = 10, АБ = 16 и диагональ АС = 14.

а) Докажите, что вокруг этого четырех­
угольника можно описать окружность.

б) Найдите диагональ ВБ.
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Решение.
I способ

а) По теореме косинусов из ЬАВС и ДАВС имеем АС2 = АВ2 + ВС2 - 
- 2АВ • ВС • cos а, где ZABC = а.

ш 62+102-142 -60 114^ = oz +10^ - 2 • 6 • 10 • cos а, откуда cos а =--------------- =------ = —.
2-6 10 2-60 2

Значит, а = 120°.
Аналогично из AACD получим АС2 = AD2 + CD2 - 2 • AD • CD • cos p, 

где /АВС = p. 142 = 162 + 102 - 2 • 16 • 10 • cos p, откуда cos p =
162+102-142 160 1 _ __o=---------------- =--------= — => p = 60 .

2-16-10 2-160 2 H
Так как а + р = 120° + 60° = 180°, то вокруг четырехугольника 

АВСВ можно описать окружность, ч. т. д.
б) Пусть /ВАС = /САВ = а — как вписанные углы, опирающиеся 

на равные дуги ВС и СВ.
Из ААВС, где АС = 14, АВ = 16, СВ = 10, по теореме косинусов 

имеем СВ2 = АС2 + АВ2 - 2АС • АВ • соз а, откуда 
196 + 256-100 352 22 11

2-14-16 2-14-16 2-14 14’
121 121 23Значит, /ВАВ=2a, тогда cos 2а=2cos2 а -1 = 2 •------ 1 =-------1 = —
196 98 9898

Из ^АВВ по теореме косинусов имеем ВВ2 = АВ2 + АВ2 - 
23 - 2 • АВ • АВ • cos 2а, или ВВ2 = 36 + 256 - 2 • 6 • 16 • —, или 
98

__2 9О9 2208 12 100 __ ПОВВ6 = 292  ------=--------- , откуда ВВ = .
49 49 7

л 110Ответ: б)---- .
7

II способ
Известно, что для вписанного четырех­

угольника произведение диагоналей равно 
сумме произведений противоположных сторон 
(теорема Птолемея), т. е. АС - ВВ = АВ • СВ + 
+ ВС • АВ, или 14 • ВВ = 6 • 10 + 10 • 16, или

14 • ВР = 220, откуда ВВ = —.
7

Ответ: б)---- .
7
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Пример 53. В параллелограмме 
АВСЕ точка М — середина АВ. Из 
вершины А проведены два луча, 
которые разбивают отрезок ЕМ на 
три равные части.

а) Докажите, что один из лучей 
содержит диагональ АС параллело­
грамма.

б) Найдите ВРхсо, если Вдвсв = 80. 
Решение.
а) Пусть О — точка пересечения диагоналей параллелограмма, 

К — точка пересечения ЕМ и АС. Заметим, что ААКМ и АЕКС (по
ч МК АМ 1 т ,двум углам), тогда----- =----- = —. Так как ЕЕ = ЕК = КМ (по усло-

ЕК СЕ 2

вию), то МК = — ЕМ. Пусть точка Е — середина ЕК, тогда один из 
3

лучей, проведенных из вершины А и разбивающих отрезок ЕМ на 
три равные части, содержит диагональ АС параллелограмма, ч. т. д.

б) Пусть Вдвсв = В, тогда В^соі) = —В. Поскольку ААЕМ и ADEN 
4

, ч EN ЕЕ(по двум углам), то----- =-----
АМ МЕ

= —, откуда EN = —АМ = —СЕ. Анало- 
2 2 4 4

DF DN 1 гично из подобия AFB и ADN F имеем =---- = —,
BF AB 4

откуда

EF=-FB = -BD = -DO.
4 5

Так как —*ADFN _ 2

5

-ENFEsinAFEN
Ç 1&ЛСОО -CEEOsinZFEN

2
В -В ^ ^s- 1 - 1 S S^PN-S^COD — _-S—-—S.

EN FE
СЕ ЕО

12 1-----= —, откуда
4 5 10

119Следовательно, 8РЫСО = &ьсоп “ 8ы>™ = -5---8 = —-5.4 40 40
9

По условию Вдвы) = В = 80. Значит, Врмсо = — • 80 = 18.
40

Ответ: б) 18.
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Пример 54. В трапеции АВСВ точ­
ка Е — середина АВ, Р — середина АВ. 
Отрезки СР и ВЕ пересекаются в точке М.

а) Докажите, что З^мр = 3АСМВ.
б) Найдите 8аемр : 3Аасп, если ВС = 6, 

АВ = 8.
Решение.
а) Пусть CN = к — высота трапеции,

тогда ЕК = —к, так как Е — середина АВ (по условию).

8ІСРг)=-РО-к=--АО-Ь=-АО-Ь,ЗѢАЕІ)=-АО-Ь = -АО-Ь. 
^ІО 2 2 2 4 2 2 4

Значит, 3АСрв = З^^р,. Заметим, что АМРВ — их общая часть,
Т. е. Вдемр — 3^СМІ).

б) Продолжим прямые ВС и 
ВЕ до пересечения в точке Ь. За­
метим, что ЛАЕВ = ЛЬВЕ по сто­
роне и двум прилежащим к ней 
углам (по II признаку равенства 
треугольников: /1 = /2 — как 
вертикальные, /3 = Z4 — как 
накрест лежащие при параллель­
ных прямых АВ и ВС и секущей АВ).

Следовательно, АВ = ЬВ = 8, СБ = ВС + ЬВ = 6 + 8 = 14.

ЛЬСМ и АМР В (по двум углам), тогда СМ
МР

СЕ _14 7
ВР~ 4 ~ 2'

влвсв = ^^ ■ Л = 7Л, Я^сто = ±РО • CN = 2Л.

Значит, 8Асрв = ~&АВСВ- Но СМ = 7
МР~ 2

7 =>СМ = -СР.
9

_ _ 7 _ 7 2 _2Тогда З^мр — 8АСмв _ ~ &ьсрв - —■—8АВСо “ — Завсв' У У і У
Следовательно, З^мр : З^ср = 2:9.
Ответ: б) 2: 9.
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Пример 55. В трапеции АВСБ точка М — 
середина ВС. На стороне АВ отмечена точка N 
так, что N0 || АМ. К — точка пересечения БМ 
иМС.

а) Докажите, что СК = МК.
б) Найдите отношение СБ : АВ, если 5ДС^ = 

- 9 8
25
Решение.
а) Продолжим прямые АМ и 

БС до пересечения в точке Е. 
Заметим, что ^АМВ = АСМЕ по 
стороне (СМ = МВ по условию) 
и двум прилежащим к ней уг­
лам (21 = /2 — как вертикаль­
ные и 23 = /4 — как накрест
лежащие при параллельных прямых СЕ и АВ и секущей ВС). Зна­
чит, АМ = МЕ, т. е. БМ — медиана ААБЕ.

По условию задачи N0 \\АМ, тогда БК — медиана АСБМ, т. е. СК = 
= МК, ч. т. д.

б) Пусть АВ = х, СБ = у. Так как ^АМВ = АСМЕ (по доказанному), 
9

то Вдаре = Здвсв, значит, 3^Свы = —8МОЕ* где коэффициент подобия

5

Следовательно, ПС 3 БС
БЕ~5~ БС + СЕ

БС у
БС + АВ у+ х

или х + у _ 5

или —+ 1 = —, откуда — = —. Значит, СБ : АВ = у : х = 3 : 2.
У 3 у 3

Ответ: б) 3 : 2.

Пример 56. Окружность, вписан­
ная в трапецию АВСБ, касается ее 
боковых сторон АБ и ВС в точках М и 
N соответственно, причем АМ = &МБ 
иВМ = 2СМ.

а) Докажите, что АВ = 1СБ.
б) Найдите ММ, если г = 2\/з.
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Решение.
а) Пусть О — центр окружности, г = 2^3 — радиус, Е иР — точки 

касания окружности с основаниями АВ и СБ. Пусть МБ = х, АМ = 
= 8х, СМ = у, ВМ = 2у. Так как ВО и СО — биссектрисы углов ВиС 
трапеции, то ЛВОС — прямоугольный (ЛВ 4- ЛС = 180°), ОМ — его 
высота. По свойству перпендикуляра, опущенного из вершины пря­
мого угла на гипотенузу, имеем ОМ2 = СМ • ВМ, или г2 = 2у2. Анало­
гично из ЛАОБ находим г2 = 8х2. Тогда 2у2 = 8х2, откуда у = 2х. 
АВ = АР + ВР = АМ 4- ВМ = 8х + 2у = 8х 4 4х = 12х. СБ = БЕ + СЕ = 
= МБ 4- СМ = х + у = х + 2х = Зх. Так как АВ = 12х и СБ = Зх, то АВ = 
= 4СБ, ч. т. д.

б) Пусть прямые АБ и ВС пересекаются в точке К. Заметим, что
СБ 1 КС 1ЛСБК и ЛАКВ, где к = —^ = — (коэффициент подобия), тогда -^^ = —,

КС = —ВС = — • Зу = у = 2х. Аналогично БК = —АБ = — • 9х = Зх.
3 3 3 3

Так как СБ = Зх и БК = Зх, то ЛСБК — равнобедренный.

-КС X 1
Пусть ЛБКС = а, тогда сое а = —---- = — = —.

БК Зх 3
Значит, КМ = КМ = 4х.
По теореме косинусов имеем ММ2 = КМ2 + КМ2 - 2КМ • КМ • сое а, 

или ММ2 = 16х2 4- 16х2 - 2 • 4х • 4х • — = 32х2 - —х2 = —х2, откуда 
3 3 3

МЫ = Хх.

Из ЛАОБ получим 8х • х = АМ • МБ = г2 = 12, т. е. х2
12 6 Ѵб о ^ ^ Л /о— = —, х = —. Значит, МА = ---- = 4ѵ2.8 4 2 Ѵз 2

Ответ: б) 442.

Пример 57. Радиус окружности равен 10. 
Из точки М, взятой вне окружности, прове­
дены касательные МА и МВ (А и В — точки 
касания), АМ ± МВ. РЕ — также касатель­
ная к окружности, причем Е е АМ, Р е ВМ.

а) Докажите, что АОВМ — квадрат.
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б) Найдите периметр АМЕР.
Решение.
а) Так как МА и МВ — касательные к окружности, то МА ± АО и 

ММ 1 ВО. Кроме того, АМ 1 МВ (по условию) и ОА = ОВ = R.
Значит, АОВМ — квадрат.
б) Р^мер = МЕ + РМ + ЕР. Пусть К — точка касания ЕР к окруж­

ности, тогда АЕ = ЕК и КР = ВР (по свойству касательных).
Так как АОВМ — квадрат, то Р^мее = МЕ + РМ + (ЕК + КР) = 

= МЕ + РМ + АЕ + РВ = (МЕ+АЕ) + (МР + РВ)=АМ + МВ = 10+ 
+ 10 = 20.

Ответ: б) 20.

Пример 58. В квадрате ABCD точки 
М, E,F — середины сторон ВС, АВ и CD 
соответственно, К — точка пересечения 
AMnDE, Т — MD и АР, N — АР и DE.

а) Докажите, что точки М, К, N и Т 
лежат на одной окружности.

б) Найдите радиус окружности, впи­
санной в четырехугольник MKNT, если 
АВ =16.

Решение.
а) Так как ABCD — квадрат, точки Е, М 

nF — середины сторон АВ, ВС и CD со­
ответственно, то ЛАВМ = ADAE (по двум 
катетам). Тогда /ВАМ = /ADE = а.

Так как AEAD — прямоугольный, то 
/AED = 90° - /ADE = 90° - а.

В ЛАЕК /АКЕ = 180° - (/ЕАК + 
+ /АЕК) = 180° - (а + 90° - а) = 90°. 
Значит, ЛАЕК — прямоугольный. Ана­
логично ADFT — прямоугольный.

Выходит, что в четырехугольнике 
MKNT /MKN = /MTN = 90°. Следова-
тельно, вершины треугольников, имеющих общую гипотенузу ММ, 
лежат на одной окружности, где ММ — диаметр.

Итак, точки К, М, Т, N лежат на одной окружности.
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б) Известно, что площадь четырехугольника, описанного около 
окружности, определяется по формуле S = р ‘ г, где р — полупери­
метр, г — радиус вписанной окружности.

ВЛАВМ tga = ^^ = i.
АВ 2

1 і х 2 1 15 2 4Известно, что 1 + tgza = =—» или 2—откуда cos a = —,
cos a cos a 4 5

2cos a = —,= (cos a > 0).

2Из ЛАЕК cosa = — АК = АЕ • cos a = 8—=
AE 5

16
Ѵб

Из ЛАВМ cosa = ^^ 
АМ

8^ = 475. 
2

Тогда МК= АМ-АК = 4>/5-^Я = Х.

Так как точка М — середина ВС, то MN — биссектриса /АМВ, 
тогда /ВАМ = /AMN (как накрест лежащие).

KN 4 1Из AMKN tga = ^- ^KN = MK-tga = -
МК 2

SMKNT = 2Smkn = 2 • ^МК ■ KN = 44 = ?

2MK + 2KN 4 2 6р =--------------- = МК + KN = —,= + —)= = —г=.
2 V5 V5 V5

2
/5

Следовательно, г _ &MKNT _ ^ .= 4~Ѵі

р 5 6 15

Ответ: б)-----
15

Пример 59. Площадь квадрата
АВЕВ, построенного на стороне рав­
нобедренного ЛАВС с острым углом В, 
в 4 раза больше площади ААВС.

а) Докажите, что /АВС = 30°.
R Яб) Найдите —, где R и г — соответ- 
г

ственно радиусы описанной и вписанной 
окружностей.
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Решение.
а) Пусть АВ = ВС = BE = х, АС = у.
По условию задачи х2 = ^S^^c.
Но S^abc = -АВ ■ ВС ■ sin /ЛВС = i*2sin ZABC. 

2 2

Следовательно, х2 = 4 • ~x2sin ААВС, или х2 = 2x2sin ААВС, отку­

да sin ААВС = —. 
2

Значит, ААВС = 30°, ч. т. д.
АСб) По следствию из теоремы синусов имеем------------= 2R, откуда

sinZABC

R = —H— = -^ = y. 
2sin30° 2.1

2
Итак, R = у =АС.

Известно, что S&=p • г, где р = —(АВ + ВС + АС) = — (2х 4- у), тогда

Q ^х2-sin 30°
r=-4----

р ~(2х + у)

х2 R 2у(2х + у)---------- , значит, — = ——5—— 
2(2х + у)------------- г х

Но cos ABAC = cos 75°, или у = 2х cos 75°,
R 4xcos75°(2x + 2xcos75°)Т. е. — =---------------- 2--------------
Г X

= 8 cos 75° • (1 + cos 75°).

Но cos 75° = cos (30° + 45°) = cos 30° • cos 45° - sin 30° • sin 45° =

2 2 2 2 4
p г- ( г-

Тогда- = 8~(>/3-1)- 1+ѵЙ-1) 
r 4 I 4

-2j2(^-l)^[4+j2(>/3-l))-^(j3-l)^ =

.AL(j3-l)j2(2j2 + j3-l) = (7з -1) • (2^2 + n/з -1) =
2

= 2^-242-24b+4 = 24з(42-1) + 242(42-1) = 2(4з + 42)(42-1).
Ответ: б) 2(4з+ 42)(42-l).
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Пример 60. В параллелограмме 
АВСВ стороны АВ = 6, АВ = 4, точ­
ка Е — середина АВ. Известно, что 
АС 1ВЕ, М — точка их пересечения.

а) Докажите, что ЛАМЕ ~ ДВМС.
б) Найдите Вавсв-
Решение.
а) Проведем ВЕ || ВЕ, тогда ВЕВЕ — 

параллелограмм. По условию точка Е — 
середина АВ, тогда Е — середина СВ (по 
теореме Фалеса).

Заметим, что ХСАВ = ХАСВ и ХАЕВ = 
= ХСВЕ (как накрест лежащие при па­
раллельных прямых и секущей).

Тогда ДАМЕ ~ ДВМС (по двум углам 
имеющие общий острый угол), ч. т. д.

б) Значит, АМ _1
МС~2*

тогда ВМ 2
МЕ~ 1

или как прямоугольные,

Пусть МЕ = х, АМ = у, МВ = 2х, МС = 2у.

Из прямоугольных треугольников АМЕ и АМ В имеем * х2 + у2 = 9, 
4х2 +у2 = 16,

или, вычитая из II уравнения I, получим Зх2 = 7, х2=—, откуда

^. Тогда у2 = 9 - х2 = 9 - | = у,

Так как диагональ АС делит параллелограмм АВСВ на два равных

треугольника, то 8^0) = 28^^ = 2 • —АС • ВМ = Зу - 2х = бху, или 

8^^ 6-Я ^ = 2у/Т20=4-135.

Ответ: б) 4\/35.

Пример 61. В параллелограмме АВСВ 
точка М — середина АВ. Прямые АС и 
ВМ пересекаются в точке О.

а) Докажите, что З^аов = ^^сом-
б) Найдите Здвсв, если АВ = 8, АВ = 6.
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Решение.
а) Заметим, что ЗддвМ = ЗддСМ, так как АМ — общее основание, 

а высоты равны, ^АОМ — общая часть. Значит, в^дор = ЗдСОм, ч. т. д.

б) В прямоугольном ААОМ АМ = —АВ = 4. Пусть ОМ = х, тогда

АО = 4АМ2-ОМ2 = УІ16-Х2.
Из &AOD имеем OD = -JaD^AO2 = у/зб^їб^х2) = 7? + 20.

Так как АЛОМ ~ ADOC (по двум углам), то п DC пk =----- = 2, где н — ко-
АМ

о DC OD пэффициент подобия. Значит, -----=----- = 2,
АМ ОМ

Ѵх +20 „ или ---------- = 2, или
X

Х2+20 on---- 2— = 4, 3xz = 20, откуда х = 20

Тогда DM = OD + ОМ = + 20 + х = , — + 20 +
V 3

. Теперь, зная стороны AADM, найдем ZDAM.

Пусть ZDAM = а, тогда по теореме косинусов имеем
DM2 = AD2 + AM2 - 2AD • AM • cos а, или

= 62 + 42 - 2 • 6 • 4 • cos a, или 2-6-4 cos a = 52 - 9 • —,

или 2-6-4 cos a = -8, откуда cos a = —.

Тогда sin a = yl-cos a = Jl-----= —V 36 6

Следовательно, Зддсв = AB • AD • sin a = 8 • 6 •

Ответ: б) 8>/35.

Пример 62. В параллелограм­
ме АВС О точка Е — середина АВ, 
N — точка пересечения АС и ВЕ, 
AD = BN.



Раздел 1. Планиметрия •» 65

а) Докажите, что ЛЕ 1АС.
б) Найдите Вавсо, если АВ = 10, АВ = 6.
Решение.
а) Пусть точка М — середина NO. Так как АВ = ВМ (по условию 

задачи) и ВС = АВ (по свойству параллелограмма), то ВС = ВМ, 
т. е. АСВМ — равнобедренный, тогда медиана ВМ является высотой,
т. е. ВМ .LAC.

Заметим, что AANE ~ ADN С (по I признаку), тогда k = ^^ = — = 2,
АЕ 5

где к — коэффициент подобия. Пусть АМ = х, тогда ММ = МС = х,
NC = 2х.

AN АМКроме того, AANE ~ ААМВ, так как ---- =------, тогда ZANE =
АЕ АВ

= ХАМВ. Поскольку ВМ 1 АС, то МЕ 1АС, ч. т. д.
б) Пусть МЕ = у, тогда ВМ = 2у (так как к = 2).
В ААМВ х2 = 62 - (2у)2, или х2 = 36 - 4у2.
В ААМЕ х2 = 52 - у2, или х2 = 25 - у2.
Сравнивая правые части полученных равенств, имеем 36 - 4у2 =

= 25 - у2, или Зу2 = 11, у2 =у, у =

Тогда х2 = 25 - у2 = 25 - — = —, откуда х = —

Следовательно, Sabcd = 28^^ = 2 • —АС • BN = Зх • 2у = бху =

Ответ: б) 1б7Н.

Пример 63. Окружность с центром &
О, построенная на стороне АВ паралле- г*
лограмма АВС В как на диаметре, прохо- К / \
дит через точку М. //Х/С

а) Докажите, что АВСВ — ромб. / / /
б) Найдите АС, если АВ = 3\б и / /

АК : КВ = 3:1, где К — точка пересече- I
ния окружности со стороной АВ. \ /
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Решение.
а) Поскольку АВ — диаметр и /АМВ — вписанный, то ЛАМ В — 

прямоугольный.
Значит, АС ± ВБ, т. е. параллелограмм АВСБ является ромбом, 

ч. т- Д-
б) По условию АВ = ЗлЙ и АВ = АБ.
Пусть КБ = х, тогда АК = Зх и АО = 4х.

Значит, 4х = Зл/2, х = .

Тогда КО = х = —, АК = Зх= —

Заметим, что ЛАВК — прямоугольный (/АКБ = /АМВ = 90° — 
как вписанные, опирающиеся на диаметр АВ).

КВ = JabC^AK* = (Зл/2)2 - 162_ /126 ..3>/14
16 V 16 ~ 4

Из прямоугольного ЛВБК (/БКВ = /АКБ = 90°) найдем

BD = JdK2+BK2, или BD = 1 3^^' 126 18 126
+---------= .-------+----------

16 Н6 16

144 12
16 " 4

1 ЧТогда DM = -ВБ = -
2 2

Из ЛАМО найдем АМ = у/АВ2-МВ2 = /(ЗѴ2)2 -[ -

_ /1О 9_ /63_ЗѴ7
V 4^4 2
Следовательно, АС = 2АМ = зѴ?.
Ответ: б) зТ?. В 5
Пример 64. В трапеции АВСБ

(АБ || ВС) основания АО =12, ВС = 5, /
а диагонали АС = 8, ВБ = 15. /

а) Докажите, что АС 1 ВБ. /
б) Найдите высоту трапеции. _________
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Решение.
а) Из точки С проведем прямую параллельно диагонали ВБ до 

пересечения с основанием АБ в точке Е. Тогда четырехугольник 
ВСЕ В — параллелограмм (по признаку параллелограмма).

Заметим, что в &АСЕ АС = 8, СЕ = 15, АЕ = АВ + ВЕ = АВ + ВС = 
= 12 + 5 = 17.

Так как АЕ2 = АС2 + СЕ2, т. е. 172 = 82 + 152, то &АСЕ — прямо­
угольный (по теореме, обратной теореме Пифагора).

Тогда ZA.CE = 90°, т. е. АС 1ВВ, ч. т. д.

б) Проведем высоту СЕ ^АСЕ, которая является и высотой трапе­
ции АВС В.

Так как В^се = -АЕ ’ СЕ = -АС • СЕ, то СЕ = ^15 = 120
2 2 АЕ 17 17

120Ответ: б)---- .
17

Пример 65. В равнобедренной 
трапеции АВСВ (АВ || ВС) известно, 
что АО = 2ВС.

а) Докажите, что высота СМ тра­
пеции делит основание АВ на отрез­
ки, один из которых втрое больше 
другого.

б) Найдите площадь трапеции, если АВ = 10, ВС = 16.
Решение.
а) Проведем СК || АВ.
Тогда АВСК — параллелограмм 

и АВ = СК. Так как трапеция — 
равнобедренная, то АВ = СВ, тогда 
СВ = СК, где высота СМ является 
медианой АСК В.
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По условию задачи АО = 2ВС. Пусть МБ = КМ = х, тогда КБ = 2х, 
АО = 2ВС = 4х, АМ = Зх. Значит, АМ = ЗМВ, т. е. высота СМ трапе­
ции делит основание АО на отрезки АМ и МВ, где АМ = ЗМВ, ч. т. д.

б) Так как ВС = 2х= 16, то х = 8, т. е. МВ = 8.
Тогда из ЬСМО СМ = >/102-82 = л/36 = 6.
Следовательно, Вдвсл = і(АО + ВС)' СМ, где АВ = 4х = 8 • 4 = 32,

ВС = 16, СМ = 6.
Ялвсо = |(32 + 16) • 6 = 144.

Ответ: б) 144.

Пример 66. В трапеции АВСВ (АВ || ВС) окружности, построен­
ные на боковых сторонах как на диаметрах, пересекаются в точках 
МиМ.

а) Докажите, что ММ ±АВ.
б) Найдите ММ, если АВ = 21, ВС = 3, АВ = 18, СВ = 12.

Решение.
а) Так как АВ и СВ — диаметры, то точки О^ и О2 — середины АВ 

и СВ соответственно. Тогда ОіО2 — средняя линия трапеции АВСВ, 
т. е. О&2 II ВС II АО.

Заметим, что М)^МО2 = ^О^МО2 (по III признаку), так как О^М = 
= О^М, МО2 = МО2 — как радиусы окружностей и ОіО2 — общая сто­
рона. Тогда ЛМО^К = Т-МОуК, т. е. в равнобедренном АМО^М О^К — 
биссектриса и высота. Значит, О^О2 1 ММ, и так как ВС || АВ || О1О2, 
то ММ .САВ, ч. т. д.

б) Найдем длину средней линии трапеции:
О1О2=^В£ = 21±3=12.

2 2
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В \0^М02 О^М = О^В = 9, М02 = С02 = 6, тогда
= ^РІР-аКР-ЬХр-с), где р = |(9 + 6 + 12) = ^;

27 27 л 9 и 27 27 * 15
2 2 2 ? 2 2 2

27 3р - с = — -12=—.
2 2

л с 27 9 15 3 ,Следовательно, ^^„^ =^—

С другой стороны, 3ДО1МО2 = ^ОА • мк-

27 27 15 27л/І5
24 4

Значит, ~~ = ~ ’ 12 • МК, откуда 6МК =

27^15 9715МК =--------=------- .

27^15 -------- , или
4

6 4 8
Тогда MN = 2МК = ^^

Ответ: б)------ .
4

Пример 67. В равнобедренную трапецию 
АВСО вписана окружность радиуса г = 2^3, 
Р — точка касания окружности с основани­
ем СО. Отрезок АР пересекает окружность в 
точке М так, что АМ : МР = 2:6.

а) Докажите, что ОР = АМ.
б) Найдите периметр трапеции.
Решение.
а) Пусть АМ = 2х, тогда МР = 6х, АР = 8х, ОР = у. По свойству 

касательных ОР = ОМ = у, АМ =АЕ. По свойству касательной и секу­
щей АЕ2 = АР • АМ, откуда АЕ = 48х2х = 4х. Так как АЕ = 4х, 
АР = 8х, то ХАРЕ = 30°, тогда ХАРО = ХРАЕ = 60°.

Из ААОР, где ОР = у, АО = АМ + NO = АЕ 4- ОР = 4х + у, по теореме 
косинусов имеем (4х -I- у)2 = (8х)2 + у2 - 2 • 8х • у • сов 60°, или 
16х2 4- 8ху + у2 = 64х2 + у2 - 8ху, или 48х2 = 16ху, х # 0, 
откуда у = 2х.

Но у = ОР, 2х = АМ, т. е. ОР = АМ, ч. т. д.
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б) Если у = 2х, то ИС = 2у = 4х, АВ = 2АЕ = 8х.
Из ^АЕР имеем АР2 - АЕ2 = РЕ2, или
(8х)2 - (4х)2 = (2г)2, или 12х2 = г2, откуда 2x4% = г.
По условию задачи г = 2^І. Значит, 2хѴз = 2л/з, откуда х = 1.
Следовательно, АВ = 8х = 8, СБ = 4. Но АВ + СВ = АВ + ВС (по 

свойству описанного четырехугольника), тогда периметр трапеции 
Р = (8 + 4) • 2 = 24.

Ответ: б) 24.

Пример 68. В равнобедренную трапе­
цию TMNK, площадь которой равна 125, 
вписана окружность радиуса г. Е и Р — со­
ответственно точки касания боковых сто­
рон МТ и МК с окружностью, ЕР = 8.

а) Докажите, что г2 = МЕ • ТЕ.
б) Найдите площадь круга.
Решение.
а) Проведем диаметр АВ окружности. По 

условию ТМ = КЫ. Пусть МЕ = т, ТЕ = 
= п, ЕО = ВО = г, АВ = 2г. Заметим, что МО 
и ТО — биссектрисы соответственно углов 
TMN и МТК.

Кроме того, ATMN + АМТК = 180°, тогда 
АТМО + АМТО = 90°, АТОМ = 180° - 90° =
= 90°, т. е. КМОТ — прямоугольный. Так как ОЕ = г, то ОЕ ± МТ. 
Значит, ОЕ — высота прямоугольного КМОТ.

По свойству перпендикуляра, опущенного из вершины прямого 
угла на гипотенузу, имеем ОЕ2 = тп, или г2 = МЕ • ТЕ, ч. т. д.

б) По условию ЕР = 8, тогда СЕ = СР = 4. Из АОЕС ОС = ^г2-16, 
тогдаАС =АО-ОС~г- 44^16, ВС = ВО + ОС = г + 4г^Т6.

Значит, МЕ : ЕТ =АС : ВС, или 
т : п = (г-Ѵг2 -16) : (г + у/г2 -16).

По условию 8Тм^к = 125, или —(MN + ТК) • АВ = 125. По свойству 2
описанного четырехугольника MN + ТК = 2МТ = 2(т + п).

Значит, і • 2МТ • АВ = 125, или (т + п) - 2г = 125.
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Получим систему уравнений
т:п = (г- Ѵг2 —16): (г + Ѵг2 -16),

< ТПП = г2,

2(т + п)г = 125.

Пусть для краткости г - \Іг2-16 = а, г + 7?-16 = р, тогда т = —п,

и II уравнение системы примет вид — • п2 = г2, следовательно,

III уравнение преобразуется к виду

= 125.

Так как — +1 =
г-4г2-16 
г+ ^г2-16

Следовательно, 2г2------.- ■ =125------, ■ - ,
г + уг2-16 г + у]г2-16

или г3 = 125, откуда г = 5, тогда 8кр< = л г2 = 25л.
Ответ: б) 25л.

Пример 69. В прямоугольную трапецию 
АВСВ вписана окружность, центр О которой 
удален от концов боковой стороны на расстоя­
ния ОВ = 9 и ОА = 12.

а) Докажите, что АЛОВ — прямоугольный, 
б) Найдите периметр трапеции.
Решение.
а) Так как АВС В — трапеция, то ЛВАВ + ЛАВС = 180° (сумма од­

носторонних углов при параллельных прямых АВ и СВ и секущей 
AD). По условию в прямоугольную трапецию вписана окружность, 
тогда АО и ВО — биссектрисы соответственно углов ВАВ и АВС. Зна­

чит, ЛОАР = -ЛВАВ и ЛОВА = -ЛАВС, тогда ЛОАР + ЛОВА = 90°, 
2 2

т. е. &АОВ — прямоугольный, ч. т. д.
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б) По свойству описанного четырехугольника АВ + СВ = ВС + АВ. 
Так как О — центр окружности, то ЕР — средняя линия трапе­

ции, тогда АВ + СВ = 2ЕР.
Периметр трапеции будет равен Р = (АВ + СВ) + (ВС + АВ) = 

= 2ЕР + 2ЕР = АЕР, где ЕР = ЕО + ОР, ЕО = ОМ — радиус вписанной 
окружности. Так как ОВ = 9 и ОА =12 (по условию), то из &АОВ по 
теореме Пифагора АО = 7122+92 = 7225 = 15. Но точка Р — середина 
АВ, тогда ОР — медиана &АОВ, а точка Р — центр окружности, опи- 

1 15санной около прямоугольного &АОВ, т. е. ОР = —АВ = —.
2 2

Заметим, что 8^оо = —АВ • ОМ = —АО • ВО, откуда

ОМ = АРОВ 
АВ

36
5 ‘

Значит, Р = 4ЕЕ = 4 • (ЕО + ОР) = 4(ОМ + ОГ)= 4І-+-
15 2

= 4(7,2 + 7,5) = 4 • 14,7 = 58,8.
Ответ: б) 58,8.

Пример 70. В прямоугольной трапе­
ции АВСВ (АВ || ВС) ЕР — средняя ли­
ния, ВС : СП = 1 : 2, АС 1 ВВ.

а) Докажите, что
8^0,= ^АС -ВО.

б) Найдите ВС, если ЕР = 20.
Решение.
а) Пусть О — точка пересечения диагоналей АС и ВВ.
По условию АС 1 ВВ, тогда 8^^ = в^с + ^^авс = ^АС • ВО +

+ -АС • ОО = -АС ■ (ВО + ОО) = -АС ■ ВО, ч. т. д.
2 2 2
б) Пусть в трапеции АВСВ ВС = х, СВ = 2х, АВ = у, тогда

ЕР = -(х + у) = 20, или х + у = 40.
2

Из ЛАОС АС = у/АО2 + СО2 = ^хГ+у2.
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Проведем высоту ВМ, тогда из АВМВ имеем ВБ = ^ВМ2 +ВМ2, 
где ВМ = СВ = 2х, ВМ = ВС = х.

Значит, ВВ = >І4х2 +х2 = Ѵбх.

Так как З^о) = —АС • ВВ (по доказанному), то

Здвсо ~ ~^уі^х2 + у2 '^х.

С другой стороны, Здвсв = —(АВ + ВС) • ВМ = — (х + у)- 2х.

Следовательно, —у/4х2 + у2 • Ѵбх = — (х + у) • 2х, или 
2 2

уі$(4х2+у2) =2(х + у), х^О. Но х + у = 40, тогда получим

^§(4х2 + у2) = 80, или 4х2 + у2 = 1280.

Получим систему уравнений 4х2 + і/2 =1280, 
х + і/ = 40;

'4? + / = 1280,
// = 40-х.

О

8

30°'

ТМ

4х2 + (40 - х)2 = 1280, или 4х2 + 1600 - 80х + х2 - 1280 = 0, или 
5х2 - 80х + 320 = 0, или х2 - 16х + 64 = 0, или (х - 8)2 = 0, 
откуда х = 8. Значит, ВС = х = 8.

Ответ: б) 8.

Пример 71. Трапеция МЕОТ (МТ || ЕО) 
вписана в окружность радиуса OQ = 8, 
МО — биссектриса ХЕМТ, ХМОЕ = 30°.

а) Докажите, что АМЕО — равнобедрен­
ный.

б) Найдите 3МЕ(ІТ.
Решение.
а) По условию задачи МО — биссектриса ЛЕМТ, значит, ХЕМО = 

= АОМТ. Но ^МТ = ZMQE — как накрест лежащие при парал­
лельных прямых МТ и ЕО и секущей МО. Выходит, что ХЕМО = 
= АМОЕ = ЛОМТ = 30°, т. е. АМЕО — равнобедренный, ч. т. д.

б) Проведем высоты ЕЕ и ОК трапеции, где ЕМ = ОТ. Пусть ЕО = 
= 2х, МТ = 2у, МЕ = ЕО = 2х.
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Из ШЕР МР = ШЕ = х (ШЕР = 30°),

ЕР= 4МЕ2-МР2 = ^4х2-х2 = 4зх2=х43; из ШОК МО = 2 ■ ОК = 
= 2-ЕР= 2x4$ (ЛОМК = 30°).

^ШQт = ~^^Т ’ ОЕ е. '^У х4& = УЗху.

« а аЬсС другой стороны, 8^т = ——, 
4л

где а = Мф, Ь = ОТ, с = МТ,

2x^8 2х2у ^8 2
43 ~^Х У'R = 00 = 8 (по условию), тогда 8ШдТ =

л/3Значит, 4%ху =—х2у, ху * 0, откуда х = 4. 
4

Следовательно, 8М^Е = — (МТ + ОЕ) • ЕЕ = (х + у) - хЛ. 
2

Но МТ = 2МЕ + ЕК = 2МЕ + ЕО = 2х + 2х = 4х, или 2у = 4х, 
у = 2х. Но х = 4, тогда у = 8.

вмтав = (4 + 8) • 4л/з = 48^3.
Ответ: б) 48^3.

Пример 72. В трапеции АВСВ (АВ || СВ) АВ = 12, СВ = 4, АА = 30°, 
АВ = 60°. Прямая, проходящая через точку В и точку Е, взятую на 
стороне АВ, делит трапецию на две равновеликие части. Из точек В 
и Е опустили перпендикуляры ВЕ и ЕМ на основание АВ трапеции.

а) Докажите, что ВЕ : ЕМ = 3:2.
б) Найдите длину отрезка ВЕ.

Решение.
а) Проведем высоту CN трапеции АВСВ. Пусть CN = ВЕ = Н — вы­

соты трапеции, ЕМ = к1 — высота ААЕВ.
По условию задачи З^в = 8ВСОЕ, тогда

8 ЛАЕ В = ~^АВСВ’ Но 8двсв = ~С4-В СВ) ’ ВЕ = 8к.
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Так как ХА = 30°, ХВ = 60°, то из ААВР имеем АР = Л сі£ 30° =

= 43к. Аналогично из МУН В находим BN = к сіе 60° = —^.
<3

Высоту трапеции ВР = к найдем из соотношения АР 4- BN = АВ -
-^= АВ-СР = 8, или л/Зй + Д = 8, к/3+-^ Ь8, Аь = 8у 

Ѵз I VзJ Ѵз
Л = 2>/3.

Следовательно, S^^b = —Sabcd = 4k = 8>/3.

С другой стороны, S^^b = —AB • ME = - • 12 'Лі = 6Л1( 
2 2

Значит, 67^ = 8л/з, откуда к^ = ^2^е 
3

Тогда DF:EM = h:hi = 2л/3: — = 6 : 4 = 3 : 2, ч. т. д. 
3

б) Из ЛАЕМ находим АМ = йі • ctg 30° = —^ • Ѵз = 4, 
З

МВ =АВ-АМ =12-4 = S.
Наконец, из АВМЕ получим

ВЕ= ^ВМ2 + ME2 = J64 + — = J16 • Г4 + і I = 4 J— = - Ѵ39. 
V 3 и з

4 /—Ответ: б) —<39. 
З

Пример 73. Основания трапеции АВСВ 
равны 4 и 16. В нее вписана и около нее описа­
на окружность.

а) Докажите, что sin ХВ = 0,8.
б) Найдите произведение радиусов описан­

ной и вписанной окружностей.
Решение.
а) Согласно условию задачи около трапеции 

можно описать окружность. Но тогда АВСВ — 
равнобедренная трапеция, т. е. АВ = ВС.

Поскольку в трапецию также можно вписать окружность, то AD +
4- ВС = АВ 4- СВ = 20, тогда АВ = ВС = 10.
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Проведем высоту СЕ трапеции. Пусть ЛВ = а. Так как трапеция —

равнобедренная, то ВЕ = —(АВ - СВ) = -(16 - 4) = 6. Из ДСЕВ по 
2 2

теореме Пифагора СЕ =^ВС2-ВЕ2 =7100-36 = 8. Но СЕ = 2г, где
г — радиус вписанной в трапецию окружности, т. е. 2г = 8, г = 4.

ВЕ п _ . СЕ _ _cos а =---- = 0,6, sin а =---- = 0,8, ч. т. д.
ВС ВС

б) Из ААСВ по теореме косинусов имеем АС2 = АВ2 4- ВС2 - 
- 2АВ • ВС • cos а, или АС2 = 256 + 100 - 2 • 16 • 10 • 0,6 = 164, откуда 
АС = 2>/41. Так как по условию окружность описана около трапеции 
АВСВ, то она описана и около ДАВС. Тогда по теореме синусов имеем

о„ „ 2-ДІ 5^41 D 5^41 4 Е------= 2R, откуда R =------- =------- , тогдаR' г =------- 4 = 5V41.
sina 2 0,8 4 4

Ответ: б) бТЙ.

Пример 74. В трапеции 
АВСВ (АВ || СВ) АС = 5, ВВ = 
= 13, MN = 6 — отрезок, соеди­
няющий середины оснований.

а) Докажите, что АС ± ММ.
б) Найдите Здвсб-
Решение.
а) Через вершину С прове­

дем прямую, параллельную
диагонали ВВ, до пересечения с продолжением АВ в точке Е и пря­
мую, параллельную ММ, до пересечения с основанием АВ в точке К.

ТогдаAtf = AM + NK=AM + МС = -АВ + -ВС= -(АВ + ВС). Так 
2 2 2

как ВСЕВ — параллелограмм (по построению), то ВС = ВЕ. Значит, 
АК = ^(АВ + ВЕ) = ^АЕ. Выходит, что в ЛАСЕ СК — медиана.

Тогда СК = ЛАМ = 6, АС = 5, СЕ = ВВ = 13, Вдвсе = В^лсЕ' 
Продолжим медиану СК и отложим отрезок КЕ = СК.
В ДСЕЕ имеем СЕ = 2СК = 12, СЕ = ВВ = 13, ЕЕ = АС = 5.
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Выходит, что ACFE — прямоугольный, так как 132 = 52 + 122 
(по обратной теореме Пифагора), тогда /CFE = /ACF = /AON, т. е. 
AC ± MN, ч. т. д.

б) S^fe = ^CF ■ FE = і • 12 • 5 = ЗО.

Значит, Sabcd = S^ce = &acfe = 30.
Ответ: б) 30.

Пример 75. В трапеции ABCD ос­
нования АВ = 9, CD = 4. Окружность, 
проходящая через вершины В, С и В, 
касается стороны АВ, диагональ BD 
проходит через центр О окружности.

а) Докажите, что ААВВ ~ АВСВ.
б) Найдите высоту трапеции.
Решение.
а) По условию задачи окружность с центром О проходит через вер­

шины В, С, В и касается стороны АВ, где В — точка касания. Тогда 
АВ 1 ВВ, т. е. ААВВ — прямоугольный. Но ВВ проходит через центр 
О окружности, значит, АВСВ — прямоугольный, т. е. ЛВС В = 90°. 
Кроме того, /.ВВС = /АВВ — как внутренние накрест лежащие при 
параллельных прямых АВ и СВ и секущей ВВ.

Значит, ААВВ ~ АВСВ (по двум углам), ч. т. д.
ВВ СВб) Из подобия ААВВ и АВСВ следует ^^ = ^^» 0ТКУДа

ВВ2=АВ- СВ, или ВВ = 4^А = 6.
Из АВСВ по теореме Пифагора находим искомую высоту:

ВС = у/ВО2-СВ2 = л/36-16 = 720 = 2>/5.
Ответ', б) 2Ѵ5.

Пример 76. В трапеции АВСВ 
АВ || ВС, ВС = 5,АС = 9, ВВ = 12. 
Известно, что 8два) = 54.

а) Докажите, что АС ± ВВ.
б) Найдите АВ.
Решение.
а) Известно, что если ^ и й2 — 

диагонали четырехугольника и
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а — угол между ними, то В = — did2 sin а. По условию задачи АС = 9, 
2

BD = 12 и Sabcd = 54. Тогда получим - • 9 • 12 • sin а = 54, или 
2

54 sin а = 54, откуда sin а = 1, т. е. а = 90°. Значит, AC ± ВБ, ч. т. д.
б) Из точки В проведем прямую параллельно АС до пересечения с 

продолжением основания AD в точке Е. Тогда АСВЕ — параллело­
грамм (по определению) иАЕ = ВС = 5.

Так как BD 1 АС (по доказанному) и АС || BE (по построению), 
то АВБЕ — прямоугольный (по обратной теореме Пифагора), тогда 
BD2 + BE2 = БЕ2, или 122 + 92 = (х + 5)2, где х = АБ.

(х + 5)2 = 225, откуда х + 5 = 15, х = 10. Значит, AD = 10.
Ответ: б) 10.

Пример 77. В прямоугольной 
трапеции АВСБ острый угол равен 
30°. Окружность с центром О на 
большем основании касается трех 
остальных сторон.

а) Докажите, что АВ = ЗЯ.
б) Найдите В^всв, если Я = 6.
Решение.
а) Пусть СБ = х, тогда АВ = ВЕ + ЕА = СБ + ЕА = х + ЕА.

Из ААЕБ, где ЕБ = ОЕ = Я и ХА = 30°, имеем R = —АБ =>АБ = 2Я, 

тогда АЕ = 2В сое 30° = йТз.
Значит, АВ = х + Я>/3. Из ЛАОМ, где ХА = 30°, ОМ = R, находим 

АО = 2Я, тогда АВ = АО + ОВ = 2В + В = ЗВ, ч. т. д.
б) Так как АВ = х + Бу/з, где Я = 6, то АВ = х + бѴз.
Но АВ = ЗЯ = 18, тогда х + бл/з = 18, откуда х = 6 (3 — Ѵз).

Следовательно, Sabcd = —(АВ + СБ) • FO = —іццц 2 2
= 3 • (36-6>/3) = 18(6->/3).

Ответ: б) 18(6 —Ѵз).
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Пример 78. В трапеции АВСВ 
(АБ || ВС) /.А = 70°, ЛВ = 20°, 
MN = 4 — средняя линия трапе­
ции, КР = 2, где К и Р — соответ­
ственно середины ВС и АВ.

а) Докажите, что
КР = ^(АВ-ВС).

б) Найдите длины оснований АВ и ВС.
Решение.
а) Пусть АО = 2х, ВС = 2у. Проведем КЕ || АВ и КЬ || СВ. Заметим, 

что АКЕР = ЛА = 70° и ЛКЬР = ЛВ = 20° (как соответственные углы), 
тогда ЛЕКЬ = 90°, т. е. АЕКЬ — прямоугольный и КР — медиана

АЕКЬ, значит, РЕ = РЬ = КР = -(АВ - ВС), ч. т. д.
2

б) Следовательно, -(2х - 2у) = 2, или х - у = 2.
2

Кроме того, MN = —(АВ + ВС) = 4, или х + у = 4.
2

(х + у = 4,Решая систему уравнении < способом сложения, находим
[х-у = 2

2х = АВ = б,2у = ВС = 2.
Ответ: б) АВ = 6, ВС = 2.

Пример 79. Меньшее основание равно­
бедренной трапеции АВС В равно 10, а ост­
рый угол равен 60°.

а) Докажите, что &ВОС — равносторон­
ний.

б) Найдите длину отрезка, соединяющего 
центр вписанной окружности с вершиной 
меньшего основания.

Решение.
а) Так как АВСВ — трапеция, то АВ || ВС, тогда ЛА + ЛВ = 180° и 

ЛВ + ЛС = 180°, откуда ЛВ = ЛС = 180° - 60° = 120°. По условию за­
дачи окружность вписана в трапецию, тогда ВО и СО — биссектрисы 
углов АВС и ВСВ.
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Значит, АОВС = ^ААВС = 60° и АВСО = 60°. Выходит, что

ZBOC = 180° - (60° + 60°) = 60°, т. е. АВОС — равносторонний.
б) Поскольку АВОС — равносторонний, то ВО = ОС = ВС = 10.
Ответ: б) 10.

Пример 80. В трапеции АВС В мень­
шая диагональ ВВ перпендикулярна осно­
ваниям АВ и ВС, АА + АС = 90°, АВ = 9, 
ВС = І6.

а) Докажите, что ААВВ ~ АВСВ.
б) Найдите РАВСв-
Решение.
а) По условию задачи АА + АС = 90°.
В \ВВС АВВС + АС = 90. Значит, АА = АВВС.
Тогда ААВВ ~ АВСВ (по двум углам), ч. т. д.
б) Из подобия следует, что А^=ВВ^ или ВВ  = др . ВС, откуда 

вв ВС
2

BD = >/9-16 - 3 • 4 = 12.
Из &ABDAB = 4а^+В^ = >/Э2 + 122 =>/225 = 15.
Аналогично находим сторону СВ из АВС В: 

CD = ^BC‘+BD‘ = >/162+122 = >/400 = 20.
Следовательно, Pabcd = 15 + 16 + 20 + 9 = 60.
Ответ: б) 60.

Задачи для самостоятельного решения

1. В выпуклом четырехугольнике АВСВ известно, что АВ = 7, 
ВС = 24,АВ = 20, СВ = 15, АС = 25.

а) Докажите, что около четырехугольника АВСВ можно описать 
окружность.

б) Найдите угол между его диагоналями.

2. Одна окружность вписана в прямоугольную трапецию, а вторая 
касается бдлыпей боковой стороны и продолжений оснований.

а) Докажите, что расстояние между центрами окружностей равно 
ббльшей боковой стороне трапеции.
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б) Найдите расстояние от вершины одного из прямых углов трапе­
ции до центра второй окружности, если точка касания первой окруж­
ности с большей боковой стороной трапеции делит ее на отрезки дли­
ной 5 и 20.

3. В ААВС проведены медианы ААХ и ВВ^ причем /САА1 = /СВВг.
а) Докажите, что АС = ВС.
б) Найдите длину ABj, если радиус описанной окружности вокруг 

лил 9\/34 /пал $четырехугольника АВА1В1 равен —-—, а sin /САА^ = ^-у=.

4. Высоты ВВі и СС1 остроугольного ААВС пересекаются в точ­
ке Н.

а) Докажите, что /АНВ^ = /АСВ.
б) Найдите ВС, если АН = 21, /ВАС = 30°.

5. В ААВС проведены биссектрисы ААг и СС^. Точки К и М — ос­
нования перпендикуляров, опущенных из точки В на прямые АА^ 
и СС^.

а) Докажите, что МК || АС.
б) Найдите S^bm* если АС = 13, ВС = 5, АВ = 12.

6. В ААВС АС = 12, АВ = ВС = 10. Биссектриса угла ВАС пересе­
кает сторону ВС в точке D и описанную около треугольника окруж­
ность в точке М.

а) Докажите, что /АВМ = /BDM.
б) Найдите отношение площадей AADM и ABDM.

7. В ААВС вписана окружность радиуса R, касающаяся стороны 
АС в точке М, причем АМ = R.

а) Докажите, что ААВС — прямоугольный.
б) Вписанная окружность касается сторон АВ и ВС в точках Е nF. 

Найдите S^bef, если известно, что Я = 2, СМ = 10.

8. Диагонали выпуклого четырехугольника ABCD пересекаются в 
точке О, АВ = AD, АС — биссектриса угла С.

а) Докажите, что четырехугольник ABCD — вписанный.
б) Найдите /CDB, если /BAD = 140°, /ВОА = 110°.

9. Окружности с центрами О^ и О2 разных радиусов пересекаются 
в точках М и N. Хорда МС большей окружности пересекает мень­
шую в точке Е и делится пополам.
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а) Докажите, что проекция отрезка 0^2 на прямую МС в 4 раза 
меньше МС.

б) Найдите О^О2, если известно, что радиусы окружностей равны 
5и17, аМС=16.

10. Биссектриса угла АВС параллелограмма АВСВ пересекает 
прямую АВ в точке К. В ДАВК вписана окружность, касающаяся 
стороны АК в точке Е и стороны АВ в точке Е.

а) Докажите, что прямые ЕЕ и ВК параллельны.
б) Найдите ЛВАВ, если известно, что АО = 8, ЕЕ = 4.

11. В параллелограмме АВСВ АВ = 2, ВС = 3. Точка Е — середина 
АВ, АС 1 ВЕ, Р — точка пересечения прямых АС и ВЕ.

а) Докажите, что ДАРЕ ~ ДВРС.
б) Найдите Вавсо.

12. В остроугольном ДАВС проведены высоты СВ и. АМ. Известно,

что АС = 2 и площадь круга, описанного около ДВВМ, равна —.
3

а) Докажите, что ДВВМ ~ ДАВС.
б) Найдите угол между высотой СВ и стороной ВС.

13. Биссектрисы A^ и ВМ треугольника АВС пересекают стороны 
ВС и АС в точках N и М соответственно. Известно, что АВ = 13, 

13 26АМ = —, ВМ = —.
5 3

а) Докажите, что ДАВС — прямоугольный.
б) Найдите длину ММ.

14. В равнобедренном ДАВС с основанием АВ = 10 разность двух 
неравных высот равна отношению периметра к боковой стороне.

а) Докажите, что ЛЕАВ = ЛВСВ, где АЕ — высота, проведенная к ВС.
б) Найдите длину ВС.

15. Точки С и В расположены по разные стороны от гипоте­
нузы АВ прямоугольного ДАВС так, что АС = 8, ВВ = 6, причем 
В^авс : Влево = 25 : 18.

а) Докажите, что ЛСАВ = ЛСВВ.
б) Найдите радиус окружности, описанной около ДАВС.



Разлел 1. Планиметрия •» 83

16. В остроугольном ААВС АВ =18, S^^c = 24, а радиус описан- 
27 нои окружности равен —.
5

а) Докажите, что ААВС ~ ^CED, если AD и BE — высоты ААВС.
б) Найдите площадь четырехугольника АВРЕ.

17. Центр О окружности лежит на гипотенузе прямоугольного 
/АВС, а катеты АС и ВС касаются окружности в точках Е и D соот­
ветственно.

а) Докажите, что ABDO ~ /АВС.
б) Найдите радиус окружности, если он в 7 раз меньше суммы ка­

тетов, a S^^c = 56.

18. В остроугольном /АВС АС = 20, ВС = 13. Радиус описанного 
65около треугольника круга равен —, СЕ — диаметр круга.
6

а) Докажите, что /АСЕ ~ &САВ.
б) Найдите длину АВ.

19. В равнобедренном /АВС основание АС = 12, О — точка пересе­
чения биссектрис, АО = 3>/5, ON ХАВ.

а) Докажите, что ABON ~ /ABD, где D — середина АС.
б) Найдите радиус окружности, описанной около /АВС.

20. В прямоугольном /АВС (ХС = 90°) ХВ = 30°.
а) Докажите, что ВО — биссектриса ХВ, где О — центр вписанной 

окружности.
Rб) Найдите отношение —, где R то. г — радиусы описанной и впи- 
г

санной окружностей.

21. В круг единичного радиуса вписан /АВС с острым ХА = 30°. 
Отрезок AD, соединяющий вершину этого угла и проходящий через 
центр круга, делит сторону ВС в отношении 1:2, считая от точки С.

а) Докажите, что АСОВ — равносторонний.
б) Найдите длину AD.

22. В остроугольном /АВС одна из сторон в 2 раза больше другой, 
ХА = 2ХВ.

а) Докажите, что /АВС — прямоугольный.
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б) Найдите отношение —, где Rv. г — соответственно радиусы опи- 
г

санной и вписанной окружностей.

23. В равнобедренном ЛАВС с основанием АВ проведена биссек­
триса AD. Через точку D проведена прямая, перпендикулярная AD и 
пересекающая АВ в точке F.

а) Докажите, что ЛАЕВ — равнобедренный, где DE || АС.
б) Найдите радиус окружности, описанной около ЛАВР, если 

BD = 10.

24. Площадь квадрата, построенного на боковой стороне AD рав­
нобедренного ЛАВМ с острым углом при вершине, в 4 раза больше 
площади треугольника.

а) Докажите, что ЛАВМ = 30°.
Rб) Найдите отношение —, гдеRn г — соответственно радиусы опи- 
г

санной и вписанной окружностей.

25. В равнобедренном ЛАВС из вершин нижнего основания АВ 
опущены высоты AF и BE на боковые стороны.

а) Докажите, что ЛАВС ~ ЛСЕР.
б) Найдите длину EF, если середина отрезка является центром 

описанной окружности радиуса R = 4^5+2.

26. Окружность, центр которой лежит на гипотенузе АВ ЛАВС, 
касается катетов АС и ВС соответственно в точках М nN и пересекает 
гипотенузу в точках К и L.

а) Докажите, что MONC — квадрат, где О — центр окружности.
б) Найдите площадь четырехугольника KMNL, если АМ = 4, 

NB = 9.

27. В квадрат ABCD вписан прямоугольный ЛАЕР так, что верши­
на А совпадает с вершиной квадрата, Е g DC, F е ВС.

а) Докажите, что ЛАВР ~ ЛЕСЕ.
б) Найдите площадь квадрата, если AF = 4, EF = 3.

28. Углы ЛАВС относятся как 1:5:6. Длина меньшей стороны 
ВС = 2.

а) Докажите, что ЛАВС — прямоугольный.
б) Найдите радиус вписанной окружности.
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29. Через точку М, взятую на стороне АВ ДАВС, проведена прямая 
параллельно стороне АС до пересечения в точке Е так, что ВЕ : ЕС = 
= 1:3.

а) Докажите, что ДАВС ~ ДМЕВ.
б) Найдите отношение ВАСЕМ : 8^^.

30. Основания высот остроугольного ДАВС служат вершинами 
другого ДВЕР, где В е АВ, Е е АС, Р е ВС. Периметр ДВЕР равен 8.

а) Докажите, что ДАВС ~ ДВВР.
б) Найдите Вддвс) если R = 3,5, где R — радиус окружности, опи­

санной около ААВС.

31. Медианы АА^ ВВХ, ССг ДАВС пересекаются в точке О. Извест­
но, что АВ = 3 • ОС.

а) Докажите, что ДАВС — прямоугольный.
б) Найдите АА^+ВВ^, если АВ = 8.

32. Точки А1? Въ С^ — основания высот остроугольного ДАВС.
а) Докажите, что ДАВ^, ДА^В иА^^С подобны ДАВС.
б) Найдите углы ДАВС, если углы ДАІВ1С1 равны 90°, 60° и 30°.

33. Высоты СВ и ВЕ остроугольного ДАВС пересекаются в точ­
ке О.

а) Докажите, что ЛАВС = ЛАОВ.
б) Найдите ВС, если АО = 6 и ЛВАС = 60°.

34. В ДАВС АС = ВС, ЛАСВ = 120°, СВ — высота, ВМ — биссек­
триса ЛАВС. В ДАВС вписан прямоугольник МЕРМ так, что сторона 
ЕР лежит на основании АВ, а точка N е ВС.

а) Докажите, что ЕР = 2 • МЕ.
б) Найдите ВМЕрх, если АС = 6.

35. Около остроугольного ДАВС описана окружность с цен­
тром О. На продолжении АО за точку О отмечена точка В так, что 
ЛВАС + ЛАВВ = 90°.

а) Докажите, что четырехугольник ОСВВ — вписанный.
б) Найдите радиус окружности, описанной около ОСВВ, если

сое ЛВАС =-, ВС = 36.
5

36. В ромбе АВСВ АС : ВВ = 3 : 2, О — точка пересечения диаго­
налей, ОЕ ± АВ.
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а) Докажите, что ААОЕ ~ ААОВ.
б) Найдите В^со, если В^ое = 27.

37. Биссектрисы углов трапеции делят каждое из ее оснований на 
3 равные части.

а) Докажите, что трапеция — равнобедренная.
б) Найдите площадь трапеции, если ее высота равна 1.

38. АВ — диаметр четырехугольника АВСВ, вписанного в окруж­
ность, Р — точка пересечения диагоналей АС и ВВ.

а) Докажите, что ААРВ ~ АВРС.
б) Найдите отношение ВС : АВ, если угол между прямыми АО и ВС 

равен 60°.

39ь В прямоугольную трапецию АВСО (АВ || СВ), где АВ 1 ВС, впи­
сана окружность, центр О которой удален от концов боковой стороны 
АВ на расстояния 9 и 12.

а) Докажите, что А^ОВ — прямоугольный.
б) Найдите периметр трапеции.

40. Основания трапеции равны 4 и 16. В нее вписана и около нее 
описана окружность.

а) Докажите, что трапеция — равнобедренная.
б) Найдите произведение R • г, где Виг — соответственно радиусы 

описанной и вписанной окружностей.

41. В трапеции АВСВ АВ = ВС. Диагональ АС пересекается с высо­
той ВЕ в точке Р. Известно, что АР : РС =1:4.

а) Докажите, что ААРЕ ~ АВСР.
б) Найдите отношение площадей ААВС и ^АВС.

42. В трапеции АВСВ с основаниями АВ и СВ О — точка пересече­
ния диагоналей АС и ВВ.

а) Докажите, что В^оц = ВАСОВ.
б) Найдите Вдвсл, если В^б = 16, ВАСОВ = 4.

43. В равнобедренной трапеции АВСР (АВ || СВ) боковая сторона 
АВ = ЗСВ, где СВ — меньшее основание. Биссектрисы тупых углов 
трапеции пересекаются в точке Е, лежащей на основании.

а) Докажите, что АВЕС — равнобедренный.
б) Найдите отношение Вдвсо • Злоес.
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44. В ромбе АВС Б из вершины В тупого угла проведены высоты 
ВЕ и ВЕ. В получившийся четырехугольник ВЕВЕ вписана окруж­
ность радиуса 2.

а) Докажите, что АВЕ В = АВЕ В.
б) Найдите сторону ромба, если ХАВС = 2 агсѣ§ 2.

45. В трапеции АВСВ известны длины оснований: АВ = 6, СВ = 2, 
/А = arctg 2, ХВ = arctg 3.

а) Докажите, что АВОС ~ /АОВ.
б) Найдите радиус окружности, вписанной в АВОС, где О — точка 

пересечения диагоналей.

46. В трапеции АВСВ с основаниями АВ и СВ известно, что 
АВ = 10, диагонали АС и ВВ пересекаются в точке Е так, что АЕ = 4, 
ВЕ = 8.

а) Докажите, что АВЕС ~ ПАЕВ.
б) Найдите Вдвся, если диагональ АС является биссектрисой 

ХВАВ.

47. Трапеция вписана в окружность.
а) Докажите, что трапеция — равнобедренная.
б) Найдите высоту трапеции, если ее основания равны 18 и 80, 

а центр окружности радиуса 41 лежит внутри трапеции.

48. В трапеции АВСВ известно, что площадь 8 = 50, диагонали 
АС ± ВВ, ХВАС = ХСВВ. Продолжения боковых сторон АВ и ВС пе­
ресекаются в точке М.

а) Докажите, что трапеция — равнобедренная.
б) Найдите З^амв* если ХМ = 30° и АВ > СВ.

49. В параллелограмме АВСВ точка М — середина АВ. Прямые 
ВМ и АС взаимно перпендикулярны и пересекаются в точке К.

а) Докажите, что Вд ^ = 8^скм.
б) Найдите Здвсві если АВ = 6, СВ = 8.

50. В четырехугольнике АВСВ биссектриса угла А пересекает 
сторону СВ в точке Е, а биссектриса угла С пересекает сторону АВ в 
точке Е. Известно, что АЕСЕ — параллелограмм.

а) Докажите, что АВСВ — параллелограмм.
б) Найдите Здвсо* если ВЕ = 6, АЕ = 4, ХСОВ = 60°.
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51. Точка М делит сторону АВ в отношении АМ : МВ = 1 : 2.
а) Докажите, что в ААСМ найдется медиана, равная одной из ме­

диан АМВС.
б) Найдите длину этой медианы, если известно, что АС = 7, ВС = 8 

иАВ = 9.

52. В ААВС на биссектрисе ВК отмечена точка М. Через точку М 
проведены прямые СМ и АМ, пересекающие стороны АВ и ВС в точ­
ках Е и Р соответственно. Известно, что З^авр : З^агс = АВ : АС.

а) Докажите, что СЕ — биссектриса /АСВ.
б) Найдите длину отрезка ЕР, если АС = 2, ВС = 4 и

сое /АСВ = —.
16

53. Две окружности разного радиуса касаются внешним образом в 
точке М. Через точку М проведена прямая, пересекающая меньшую 
окружность в точке N, а большую — в точке К.

а) Докажите, что ААЮ2М и АО^МК, где О^иО2 — центры большей 
и меньшей окружностей соответственно.

б) Найдите МК, если ИК = Зл/2, а радиусы окружностей равны 
2 и 4.

54. Через вершины ВиС ААВС проведена окружность, пересекаю­
щая стороны АС и АВ в точках М и N соответственно.

а) Докажите, что ААВС и ААММ.
б) Найдите длину МИ и радиус данной окружности, если ВС = 4, 

/А = 45° и 8Мхвс =

55. Известно, что З^авс = Ю, Вьаяв = 8, гДе В — точка пересече­
ния высот. На отрезке СВ взята такая точка М, что ААВМ — прямо­
угольный.

а) Докажите, что З^двс • З^в = 3^м.
б) Найдите Здавм.

56. В ААВС, где /ВАС = 45°, АВ = 12^2, высоты пересекаются в 
точке М и СМ = 4\/2, а медианы — в точке К.

а) Докажите, что МК || АС.
б) Найдите З^см, где N — середина МК.
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57. В ЛАВС медианы ААГ, ВВ^ и СС^ пересекаются в точке О. Из­
вестно, что АС = ЗВО.

а) Докажите, что ЛАВС — прямоугольный.
б) Найдите значение АА^ + СС[, если АС = 8.

58. В ЛАВС проведены медианы АА1 и ВВг так, что ААг ± ВВ^ 
и М — точка пересечения медиан.

а) Докажите, что СМ = АВ.
б) Найдите 8ьАвс, если АС = 3, ВС = 4.

59. В ЛАВС вписана окружность радиуса г, касающаяся стороны 
АС в точке В, причем СВ = г.

а) Докажите, что ЛАВС — прямоугольный.
б) Вписанная окружность касается сторон ВС и АВ в точках М иN 

соответственно. Найдите 8^МІ^, если известно, что г = 5 и АВ = 15.

60. Точка В на стороне АВ является основанием высоты ЛАВС. 
Окружность, описанная около ЛВСВ, пересекает АС в точке Е, от­
личной от точек А и С.

а) Докажите, что ЛАС В = ЛАВЕ.
б) Найдите длину ВЕ, если ВС = 2, АС = 3, СЕ : АС = 2:5.

61. В прямоугольнике АВСВ О — точка пересечения диагоналей 
АС и ВВ, причем ЛСАВ = 30°. Точка М лежит вне прямоугольника 
так, что ЛСМВ = 120°.

а) Докажите, что ЛСВМ = ЛСОМ.
б) Прямая ОМ пересекает сторону АВ прямоугольника в точке Т. 

Найдите длину МТ, если МВ = 40, МС = 24.

62. Две окружности касаются внешним образом, а третья окруж­
ность касается первых двух и их линии центров.

а) Докажите, что периметр треугольника с вершинами в центрах 
трех окружностей равен диаметру наибольшей из этих окружностей.

б) Найдите радиус третьей окружности, если известно, что радиу­
сы первых двух равны 6 и 2.

63. Две окружности пересекаются в точках М и N.
а) Докажите, что общая хорда MN окружностей перпендикулярна 

их линии центров.
б) Найдите расстояние между центрами окружностей, если 

MN = 18, а их радиусы равны 15 и 41.



90 «• Математика. Планиметрия. Стереометрия

64. Дан четырехугольник АВС Б.
а) Докажите, что отрезки MN и ЕР, соединяющие середины его 

противоположных сторон, делят друг друга пополам.
б) Найдите 8два), если МР = Зл/З, ЕР = 6>/з, ХЕРМ = 60°.

65. Биссектриса ХАЛС параллелограмма АВСВ пересекает пря­
мую АВ в точке К. В ААВК вписана окружность, касающаяся сторо­
ны АК в точке N и стороны АВ в точке М.

а) Докажите, что ВК || MN.
б) Найдите ХА, если АВ = 8 и ММ = 4.

66. В трапеции АВСВ с основаниями АВ и ВС проведены диаго­
нали АС и ВВ, Е — середина АС, Р — середина ВВ, Известно, что 
ЕР = 5, АВ = 6, СВ = 8.

а) Докажите, что прямые, содержащие боковые стороны, перпен­
дикулярны.

б) Найдите 8ЕМр№ гДе М и N — середины оснований ВС и АВ соот­
ветственно.

67. Около остроугольного ^АВС описана окружность с центром О. 
На продолжении отрезка АО за точку О отмечена точка М так, что 
ХА + ХАМВ = 90°.

а) Докажите, что четырехугольник ОВМС — вписанный.
б) Найдите радиус окружности, описанной около четырехугольни­

ка ОВМС, если ВС = 48, сов ZA = 0,6.

68. В остроугольном ААВС проведены высоты СС^ и ВВ^ пересе­
кающиеся в точке М.

а) Докажите, что ХСС^і = ХСАМ.
б) Найдите расстояние от центра О описанной окружности около 

о
ААВС до ВС, если В^С^ = —т= и ХВАС = 45°.



Раздел 2

СТЕРЕОМЕТРИЯ

§ 2. ЗАДАЧИ С РЕШЕНИЯМИ

2.1. Пирамида

Пример 1. В основании че­
тырехугольной пирамиды 
МАВСВ лежит прямоугольник 
АВСО, где АВ = 15, ВС = »4з. 
Длины боковых ребер МА = 8, 
МВ = 17, МВ = 16.

а) Докажите, что МА — вы­
сота пирамиды.

б) Найдите расстояние от 
вершины А до плоскости МВС.

Решение.
а) Поскольку МА2 + АВ2 = МВ2, т. е. 82 + 152 = 172, и МА2 + АВ2 = 

= МО2, т. е. 82 + (8ѴЗ)2 = 162, то МА 1 АВ и МА 1 АО => МА ± (АВС).
Значит, МА — высота пирамиды, ч. т. д.
б) Из точки А опустим перпендикуляр на МВ. Заметим, что 

АК ± ВС, так как (МАВ) ± ВС (АВСВ — прямоугольник по условию 
задачи), АВ ± ВС и МА ± АВ => МА ± ВС. Следовательно, АК — рас­
стояние от точки А до (МВС).

8\мав = —МА • АВ, с другой стороны, 8^^ = —МВ - АК. Значит,

МА • АВМА-АВ = МВ -АК, откуда АК = ^^- 8Л5 120
17 “ 17 ’

120Ответ: б)---- . 
17
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Пример 2. В пирамиде МАВС 
МВ = МС=АС=АВ = 719,
МА = ВС = 2^1.

а) Докажите, что МА 1 ВС.
б) Найдите расстояние между 

МА и ВС.
Решение.
а) По условию задачи МВ = МС 

и АС =АВ, значит, АМ ВС = ААВС 
(по трем сторонам) (ВС — общая 
сторона). Заметим, что МВ и
АВ — соответственно медианы и высоты АМ ВС и ААВС. Значит, пря­
мая ВС перпендикулярна двум пересекающимся прямым МВ и АВ 
плоскости МАВ => ВС J_ (МАВ).

Но тогда прямая ВС перпендикулярна ко всякой прямой, лежа­
щей в плоскости МАВ, а значит, ВС ± МА, ч. т. д.

б) В плоскости МАВ проведем высоту ВК — искомое расстояние 
между скрещивающимися прямыми МА и ВС. Но АВ = МВ (как вы­
соты равных треугольников).

Значит, АВ = МВ = V19-7 = V12.
Из прямоугольного ЛАВК найдем искомое расстояние

DK = JaD^AK* = V12-7 = Ѵб.
Ответ: б) Тб.

Пример 3. В основании четы­
рехугольной пирамиды МАВСВ 
лежит трапеция АВСВ (АВ || ВС). 
Известно, что ХВАВ 4- ХАВС = 90°, 
(МАВ) 1 (АВС) и (МСВ) 1 (АВС), 
АВпСВ = К.

а) Докажите, что (МАВ) _L (МСВ).
б) Найдите объем пирамиды 

МВКС, если АВ = ВС = СВ = 8, МК = 
= 10 — высота пирамиды МАВСВ.

Решение.
а) Так как (МАВ) J_ (АВС) и (МСВ) 1 (АВС), то МК — высота пи­

рамиды МАВСВ. По условию задачи ХВАВ + ХАВС = 90°, тогда
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ZAKD = 180° - 90° = 90°, т. е. ААКВ — прямоугольный. Тогда 
АК1МК иАК 1КВ, т. е. АК перпендикулярна двум пересекающим­
ся прямым плоскости MCD.

Выходит, что АК 1 (МСВ). Следовательно, плоскость МАВ 
проходит через прямую, перпендикулярную плоскости МСВ, 
т. е. АК 1 (МСВ). Тогда плоскость МАВ проходит через прямую, 
перпендикулярную плоскости MCD. Значит, (МАВ) 1 (МСВ), ч. т. д.

АВ ВКб) По условию АВ = ВС = CD, тогда---- =-----= 1, т. е. МВ К С — рав-
CD КС

нобедренный и прямоугольный.
Так как ВС = 8, то ВК = СК = ^ = Д = 4л/2.

Следовательно, Ѵмквс = — S^bkc * МК = -— • ВК • КС • МК = 
3 3 2

= — — 4V2 4>/2 • 10 = і • 4 • 4 • 10 = —.
3 2 З 3
л 160Ответ: б)---- .

3

Пример 4. В правильной 
четырехугольной пирамиде 
МАВСВ через середину ребра АВ 
и точку С проведена плоскость 
перпендикулярно основанию.

а) Докажите, что плоскость 
делит ребро МВ в отношении 
2:1, считая от точки В.

б) Найдите площадь сечения 
пирамиды плоскостью, если 
МА = 12, АВ = 6>/2.

Решение.
а) Пусть К — середина АВ, Е — точка пере­

сечения СК с диагональю ВВ.
Так как пирамида — правильная, то высо­

та МО _І_ (АВСВ) и (МКС) 1 (АВСВ) (по усло­
вию).

Значит, (NKC) 1 (АВСВ) => (МКС) 1 МО.
Следовательно, (МКС) пересечет (МВВ) по 

прямой МЕ || МО. Сечение МКС — искомое.
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СВЗаметим, что АКЕВ ~ &СЕВ (по двум углам), к =---- = 2, тогда
ВК

рЕ_
ВЕ

Но ВЕ = ВЕ + 2 • ОЕ, значит, ВЕ + 2 • ОЕ

или ВЕ = 2 • ОЕ. Тогда ВА ВЕ
ВЕ 

2

= 2, или ВЕ + 2 • ОЕ = 2ВЕ,

----- =---- = —, ч. т. д.
МА ОЕ 1

б) Зтс =-КС- МЕ, где ЫЕ=- МО.
2 3

Из ^АОВ, где АВ = 6у/2, АО = ОВ = АВ вЛ „
Ѵ2 Ѵ2

По условию МА =12, тогда из АМ АО имеем 
МО = 5/12^6^ = 5/108=65/3.

Значит, NE = —-65/3 =45/3.
3

Из ЛСКВ, где КВ = З5/2, ВС = АВ = 65/2, имеем

Следовательно, SNKC = і-Зх/10-4-2^ = 65/30.
2

Ответ: б) 6>/30.

Пример 5. В правильной тре­
угольной пирамиде МАВС сторона 
основания АВ = 8, боковое ребро 
МА = Зх/6. Через точки М, А и се­
редину ВС — точку В проведено се­
чение.

а) Найдите площадь сечения.
б) Найдите косинус угла между 

сечением и плоскостью основания.
Решение.
а) Так как пирамида — правильная, то О — точка пересечения ме­

диан, биссектрис и высот &АВС.
Из ААВВ, где АВ = 8, ВВ = 4, имеем АВ = ^82 ~^2 = л/64 —16 = 

=5/48=45/3.
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2 2 8^3По свойству медиан треугольника АО = —AD = ~а/3 =-----  
3 3 3

Из &АОМ высота пирамиды МО = ■JAM2-АО2, или

МО =
[8^f
I 3 )

/98 _.7^2 _7^ 
V з “ 7з ” з ‘

Значит, Sce4. = Ядшв = -АО-МО=-Ал/з —2 2 3
28^8

2 3
=^2=14Ѵ2.

2-3
б) Заметим, что по признаку перпендикулярности двух плоско­

стей => (АВС) 1 (AMD), так как (AMD) содержит прямую МО 1 (АВС),
тогда косинус угла между плоскостью основания и сечением равен
нулю.

Ответ: а) 14>/2; б) 0.

Пример 6. В основании пра­
вильной треугольной пирамиды 
лежит ^АВС со стороной АВ =12. 
Каждая боковая грань наклонена 
к плоскости основания под углом 
а = агссоз 0,8. В данную пирамиду 
вписана сфера, касающаяся грани 
МАВ в точке К.

а) Докажите, что АМОЕ ~ АМКО^ 
где О^ — центр сферы.

б) Найдите радиус сферы.
Решение.

М

а) Так как пирамида МАВС — правильная, то &АВС — равносто­
ронний и точка О — центр вписанной и описанной окружностей, 
МО — высота пирамиды. По условию задачи К — точка касания 
сферы, вписанной в пирамиду.

О^К = О^О = R — радиус сферы, где О^К X МЕ и МО 1 (АВС) => 
=> МО 1 СЕ. Значит, АМОЕ ~ АМКО — как прямоугольные, имею­
щие общий острый ХЕМО, ч. т. д.

б) ХМЕО = ХМВО = ХМЕО = а — угол наклона боковых граней к
плоскости основания.
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Поскольку О — точка пересечения медиан ДАВС, то по свойству ме­
диан СО : ОЕ = 2:1, тогда ОЕ = —СЕ. Из прямоугольного &ВСЕ, где 

3
ВС=АВ = 12, BE = -АВ = 6, имеем СЕ = Лг^б7 = 7144-36 = 

2
= л/108 = V36-3 =6-Уз. Значит, ОЕ = -ъ4з=24з. 

3
По условию а = arccos 0,8, т. е. cos а = 0,8.
п.илг ЕО 4 2^3 4 5>/3BAMOEcosa=-----= —, или----- = —, откуда МЕ =----- .

ME 5 ME 5 2
Из /МОЕ по теореме Пифагора находим

МО = >ІМЕ2-ОЕ2 =І -(2^^ = J—-12 = j75~48

К 2 J* ’ U V 4

ME MO^ ЛЛТ 5>/3По доказанному: /МОЕ ~ /МКОі => -----=----- L, где МЕ =----- ,
ОЕ КО^ 2

ОЕ = 2^3, МО1 = МО-О1О^ ^-Я, ко^и. 

5^3 3^3
т о 2 573 373-2ЯТогда получим уравнение —^ = —^------ , или —т= =-----------

2уЗ R 4"уЗ 2В
5 ЗТЗ-2Я д л о оол/о о 2>/3или — =----------- , или 5Я = 6^3 - 4Я, или 9л = оуЗ, откуда R =-----
2 R 3

Ответ: б)----- .
3

Пример 7. В основании пирамиды 
МАВС лежит равнобедренный /АВС 
с основанием АВ. Все боковые ребра 
пирамиды равны. В пирамиду вписана 
сфера.

а) Докажите, что точка касания 
сферы с гранью МАВ лежит на прямой 
МВ, где В — середина АВ.

б) Найдите радиус сферы, если 
АВ = 12, АС = ВС= 10, МВ = 8.
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Решение.
а) По условию задачи все боковые ребра пирамиды равны, значит, 

АМ АВ — равнобедренный, где МВ — медиана и высота.
Так как АС = ВС, то СВ — высота, медиана и биссектриса ААВС.
Точка Ог — центр вписанной сферы, лежит в плоскости МВС. Точ­

ка О — центр окружности, описанной около ААВС (АО = ВО = СО).
Заметим, что (МВС) ± (МАВ), так как АВ ± (МВС) (по признаку 

перпендикулярности прямой и плоскости).
Е — точка касания сферы с гранью МАВ, тогда О^Е ± (МАВ), 

т. е. точка Е лежит на прямой МВ, ч. т. д.
б) Известно, что объем пирамиды, в которую вписана сфера радиу­

са г, определяется по формуле Ѵ= — 8 - г, где 8 — площадь поверхно-
3

сти пирамиды.
Если R — радиус окружности, описанной около ААВС, то

8&АВС = г^е а = Ь = Ю, с = 12, 8^авс = —АВ • СВ.2
Из АВСО СО = Ѵ102-62 = Ѵ100-36 = 8.
Тогда Змвс = і • 12 • 8 = 48.

Значит, Ю ^ 12 = 48, откуда В = ^, ОВ = СВ - ОС = & - R = & -

4 ~ 4*
Так как апофема МВ = 8 (по условию), то из АМОВ находим высо­

ту пирамиды

мо^мо^-о^
ѵ ш V 16 V 16 4

Тогда ѴМАВс = 4 8мы -МО= А -48- ^^ = 2ОѴ39.
3 3 4

8 мАвс = 8 ьАвс + 8 Ам Ав + %8 Ам вс* гДе Заавс = 48,
8шлв = ^АВ ■ МО = і • 12 • 8 = 48.

В АМВВ находим МВ - ^ВВ2+МВ2 = №+&2 = 10.
Так как МВ = МС = ВС = 10, то АМ ВС — правильный.
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Тогда 8ШВС = ю2 Уз 
4

= 25>/з (площадь правильного треугольника).

Значит, SMABC = 48 + 48 + 50л/з = 96 + 50>/3.

Тогда радиус сферы г = ЗУ° г МАВС _

^МАВС

3 20^39 _ ЗоѴз9 
96 + 50^ 48 + 25Ѵз‘

Ответ: б) ЗоѴз9
48 + 25л/з'

Пример 8. В основании треуголь­
ной пирамиды МАВС лежит правиль­
ный ЛАВС. Боковая грань МВС пер­
пендикулярна основанию, МВ = МС.

а) Постройте сечение пирамиды 
плоскостью, проходящей через ребро 
ВСІ АМ.

б) Найдите объем пирамиды МВСК, где К — точка пересечения 
ребра АМ и плоскости сечения, если АВ = 4>/3, а угол между боко­
вым ребром АМ и плоскостью основания равен 60°.

Решение.
а) Так как МВ = МС, то КМВС — равнобедренный. По условию 

(МВС) ± (АВС). В боковой грани МВС проведем высоту MN, тогда 
MN — медиана, значит, BN = CN = 2\/3.

Углом между АМ и плоскостью основания пирамиды будет угол 
между АМ и ее проекцией A^, т. е. ZMAN = 60°.

В плоскости AMN проведем NK 1АМ.
Поскольку AN ± ВС и AN — проекция наклонной АМ, то 

АМ 1 (ВКС) (по признаку перпендикулярности прямой и плоскости).
В прямоугольном AMAN AMAN = 60° => AAMN = 30°, тогда

AN = -АМ.
2

Из &ABN найдем AN = 7(4>/3)2 -(2>/3)2 = V48-12 = 6.
Значит, АМ = 2AN = 12.
Из AAKN, w,eAN = 6, AKAN = 60°, АК 1KN, имеем AANK = 30° => 

^>АК= ^AN = 3, тогда АХ : АМ = 3 : 12 = 1 : 4.
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б) Найдем объем пирамиды КАВС с основанием АВС:

^кавс - — S&ABC ’ КВ, гДе КВ — высота.

Заметим, что АО : АА =АК : АМ = 1 : 4 и КВ = —МА.
4

Из ЛАМА МА = АМ - віп 60° = 12 • — = 6>/3.
2

Значит, КВ = — буЗ =----- .
4 2

_ Д2>/3 ( \^аавс = ------ (площадь правильного треугольника), где а = АВ =
4

= 4>/з.
т™™ «г - (47з)2-7з _ 16-3-7з 19 кТогда &&двс------------------------- ----- -- 12-73.4 4
Итак, Ѵ^с = |127з-^ = 18.

Теперь найдем объем пирамиды МАВС: 
VM^c=±S^-MN=~12j3-6j3 =72.

Следовательно, Ѵмвск = ѴМАВС “ Vrabc = 72 - 18 = 54.
Ответ: б) 54.

Пример 9. В основании пирамиды 
МАВС лежит равнобедренный ЛАВС, 
в котором АС = ВС = 8, ХАСВ = 120°. Из­
вестно, что боковая грань МАВ перпен­
дикулярна плоскости основания АВС, 
МА = МВ, высота МВ = 2Л. На ребрах 
МА и МВ отмечены соответственно точки 
ЕиЕ так, что МЕ : ЕА = МЕ : ЕВ = 3:2.

а) Докажите, что сечением пирамиды 
плоскостью СЕЕ является прямоуголь­
ный треугольник.

б) Найдите объем пирамиды САВЕЕ.
Решение.
а) По условию (МАВ) ± (АВС), АС = ВС, значит, ЛАВС — равнобед­

ренный, СВ — биссектриса, медиана и высота. Так как МА = МВ, то 
МВ — высота пирамиды МАВС и грани МАВ.
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В АВСЛ АВСО = 60° => лево = 30°, тогда СО = ^ВС = 4.

По теореме Пифагора ВЛ = 4ВС2 - СО2 = Ѵв2 -42 =
= Ѵб4^16 =л/48 =4>/з, АВ = 8>/з.

Так как МЕ : ЕА = МЕ : ЕВ = 3 : 2, то АМЕЕ ~ &МАВ (по двум уг-
. - , МЕ ЕЕ 3лам), тогда коэффициент подобия А =-----=-----= —, откуда

МА АВ 5
ЕЕ = -АВ = --85/3=^^. 

5 5 5
МЫ = к-МО = --2л/2=—, N0= — 242=^-. 

5 5 5 5
4Ѵ2Из АСМЕ, где СЕ = 4, NE =----- , имеем

V 25 у ѵ 25/ ѵ25 5 5

Поскольку CN — медиана АСЕЕ и СМ = —ЕЕ, то АС ЕЕ — прямо-

угольный, ч. т. д.
б) Объем пирамиды САВЕЕ равен разности объемов пирамид 

САМВ и СМЕЕ, т. е. УСАВрЕ = Усамв “ ^смеР'
1 9^смер = ~ &шер ' ЕЕ. Но 8шее : 8ШАВ = А2 = ——.

Значит, ѴСМЕР = 19 3 1-• — ’ Ешав • СЕ = —-АВ • МЕ • СЕ =
3 25 25 2

=1.1.873.2^2 - 4 = 
25 2

9Й
25

Ѵсамв-^8лмав СО=^~АВ МО СО-~~з4з-2>/2 - 4 = 
О о о

_ 32Ѵб 
3

„ „ _ 32л/бСледовательно, ѵ савре — —^— 
=327б.А=^, 

3-25 75

9бѴб
25

= 32>/бР-—1 
25 J

Ответ: б) 512д/б
75
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Пример 10. В правильной четырехугольной пирамиде МАВСБ 
сторона основания АВ = 8>/2, а боковое ребро МА = 24.

а) Постройте сечение пирамиды плоскостью, проходящей через 
точку А и середину ребра МС.

б) Найдите Площадь полученного сечения.
Решение.
а) Пусть Р — середина ребра МС. 

По условию задачи пирамида — 
правильная, О — точка пересечения 
диагоналей основания, МО — вы­
сота пирамиды. Прямая АР пересе­
кает высоту МО в точке К (АМС — 
диагональное сечение).

В плоскости МВБ через точку К 
проведем прямую, параллельную 
ВБ. Она пересечет боковые ребра 
МБ и МВ в точках Е и N соответ-
ственно. Тогда четырехугольник AEFN — искомое сечение.

б) Так как МО ± (АВС), то МО ± АС, МО ± ВБ, АС ± ВБ, тогда 
АК ± ВБ. По построению ВБ || NE, тогда АР ± NE. Выходит, что у 
четырехугольника AEFN диагонали взаимно перпендикулярны. Сле­

довательно, 8сеч. = —AF • EN.

АО — радиус описанной около квадрата АВСБ окружности, 
АВ = а = В^2, откуда R = АО = 8.

Из ЛАМО, где АМ = 24, получим МО = 7242-82 = 7(24 - 8)(24 + 8) =

=716-32 = 716-16 2 = ІбТг.
Пусть &АМС = а, тогда из ААМС по теореме синусов имеем 

АС2 =АМ2 + МС2 - 2АМ • МС - cos а, или 
162 = 242 + 242 - 2 • 24 • 24 • cos а, или

162 = 242 • 2(1 - cos а), откуда 1 - cos а = 162
---- 5---- , ИЛИ242 2

і 2 71 - cos а = —, cos а = —.
9 9
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Аналогично из КАМРАР2 = 242 + 122 - 2 • 24 • 12 • сое а, или 
АТ2 = 576 + 144 - 2 • 24 • 12 • | = 720 - 448 = 272, откуда

Пусть АК = х, КР = у, тогда х + у = 4>/І7.
Так как ААМС — равнобедренный и МО — высота, то МО — бис­

сектриса. Из ААМР по свойству биссектрисы угла треугольника име-
АМ АК 24 хем-----=----- , или — = —, откуда х = 2у.
МР КР 12 у

Но х + у = 4>/І7, тогда 2у + у = 4\ІІ7, у = —^-, х = 2у = &'^ 
3 3

Из ААОК ОК = уіАК^АО2 = = /64 17-64 = Лб4(—-11

_о (8 165/2
-8Ѵ9=~3—

Тогда МК = МО-ОК = 16^2-і^ = ^^. 
3 3

Заметим, что АМКМ ~ АМОВ — как прямоугольные, имеющие
общий острый ЛОМ В.

Значит, МК МО
КМ ~ ОВ'

откуда КМ = МКОВ 32^8 16 ---------- =--------;= = —, тогда
МО ЗІ65/2 3

ЕМ = 2КМ= —
3

„ „ 1 1 32 , 64^Следовательно, 8сеч. = —ЕМ - АР - -------- 4>/17 =--------
2 2 3 3

Ответ: б) 645/17
3

Пример 11. В основании пирамиды 
МАВСВ лежит ромб АВС В, сторона которого 
равна 10, а острый угол — 60°. Известно, что 
МО = 55/13, МВ = 25, АМ = МС.

а) Докажите, что МВ — высота пирамиды.
б) Найдите угол между плоскостью МВВ и 

ребром АМ.
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Решение.
а) Так какАВСВ — ромб, то АВ = ВС = СВ=АВ, /АВС = 60°, тогда 

/САВ = /АСВ = (180° - 60°): 2 = 60°. Значит, /АВС — равносторон­
ний, т. е. АС = 10, точка О — середина диагоналей, АО = ОС = 5.

Поскольку АС ± ВВ (по свойству ромба), то из /АОВ найдем ВО = 
= л/102 -52 = >/75 = 5\/з, тогда ВВ = 10^. По условию МВ = 25.

Заметим, что МЛ2 + ВЛ2 = МВ2, или (5713)2 +(1о7з)2 =252.
Значит, АВМВ — прямоугольный (по теореме, обратной теореме 

Пифагора), т. е. МВ 1 ВВ. Следовательно, МВ — высота пирамиды.
б) Угол между прямой АМ и плоскостью МВВ — это угол между 

АМ и ее проекцией на эту плоскость, т. е. /АМО = а — искомый 

угол. В ЛМЛО МЛ = 5713, ОЛ = -ВЛ = бТз.
2

Тогда МО = /мЛ^ + ОЛ2 = 7325 + 75 = 7400 = 20.
По условию задачи АМ = МС, значит, /АМС — равнобедренный, 

тогда МО — медиана, биссектриса и высота. Так как АС = 10, то 
АО = ОС = 5. Из /АМО, где МО = 20 и АО = 5, имеем tg а =

АО 5 1 х 1=-----= — = —, откуда а = агсі? —.
МО 20 4 4
Ответ: б) arctg і.

Пр имер 12. В пирамиде МАВС боко- м
вые ребра МА, МВ и МС попарно перпен- 
дикулярны. Основанием пирамиды явля- р
ется правильный /АВС со стороной 6\/2.

а) Докажите, что пирамида — пра- - - А— /
вильная. \ X

б) Найдите Всеч , если Е е АМ, Р е МС, I
причемМЕ:ЕА = МР:РС = 3:1. ^2

п ВРешение.
а) Если пирамида правильная, то в ее основании лежит правиль­

ный треугольник (по условию), а боковые ребра равны между собой.
По условию задачи МА ± МВ 1 МС, тогда АМ АВ = АМВС по кате­

ту и гипотенузе (АВ = ВС и МВ — общий катет). Аналогично доказы­
ваем, что МА = МВ. Значит, МА = МВ = МС, т. е. пирамида — пра­
вильная.
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б) Так как по условию МЕ : ЕА = МЕ : ЕС = 3 : 1 и боковые гра­
ни — равные треугольники, то ВЕ = ВЕ, т. е. сечение — равнобедрен­
ный КВЕЕ с основанием ЕЕ. Кроме того, ЕЕ \\АС (по теореме Фалеса).
Заметим, что ААМС ~ /МЕЕ (по двум углам), тогда

ЕЕ
АС

— = - =>ЕР = -АС=- б42 =
МА 4 4 4

Проведем высоту ВК сечения. Так как КВЕЕ — 
равнобедренный, то ВК — медиана, тогда ЕК =

= КР = -ЕР = —. 
2 4

В АМАВ МА = МВ и АВ = 65/2, значит, 2МА2 = 
= АВ2, или 42 МА =АВ= 6^, откуда МА = 6.

3 3 9В прямоугольном КМ ЕВ МЕ = —АМ = — • 6 = —.

Тогда ВЕ = 4мЁ^4вм‘ |81 „„ /225 15
------- И оО — . /--------— .
4 V 4 2

2

Теперь найдем ВК из АВЕК, где ЕК = —^—, ВЕ = —.

„ псг /<15? <9л/2? /225 162
Получим ВК — . — - ----- =------------=

^2J(4JV4 16

738 л/9-82 3?82
16 “ 4 “ 4 ’

Следовательно, 5сеч. = —ЕЕ • ВК = 1 9^ 3^82
2 2 4

27Ѵ2-2-41 27>/4І 
2-2-4 " 8

_ 27^41Ответ: б)-------- .
8

Пример 13. В правильной четырех­
угольной пирамиде МАВСВ, все ребра 
которой равны 18, точка Е — середина 
МА, а точка Р делит боковое ребро МВ в 
отношении 3:1, считая от вершины М.
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а) Докажите, что сечение пирамиды плоскостью, проходящее че­
рез точки Е и Р параллельно прямой АВ, является равнобедренной 
трапецией.

б) Найдите 5сеч .
Решение.
а) Так как искомая плоскость параллельна АВ, то она пересе­

чет плоскость грани АМВ по прямой, параллельной АВ. Проведем 
ЕР \\АВ.

По условию задачи пирамида — правильная, значит, АВС В — ква­
драт, тогда ВС параллельна плоскости сечения. Проведем РК || ВС, 
получим сечение ЕРКР.

Из построения следует, что РК || ЕР, значит, сечение ЕРКР — тра­
пеция. Так как боковые грани пирамиды равны, то РЕ = КР, т. е. се­
чение — равнобедренная трапеция, ч. т. д.

б) Заметим, что ЕР — средняя линия АМ АВ, тогда ЕР = —АВ = 9.

Пусть РВ = х, тогда МР = Зх (по условию МР : РВ = 3:1). По дока­
занному РК || ВС, значит, АМРК ~ АМ ВС (по двум углам).

МР МВ МРВС 3x18 27Следовательно, -----=----- , откуда РК =---------- =--------= —.
РК ВС МВ 4х 2

Так как все ребра пирамиды равны 18, то АМ АВ — правильный, 
1 9тогда ХМ = 60°, МЕ = —МА = 9, МР + РВ = 4х = 18, откуда х = —, 
2 

27 тогда МР = Зх = —.

Из АМЕР по теореме косинусов найдем
ЕР2 = МЕ2 + МР2 - 2МЕ • МР • сое ХМ, 

или

ЕР2 = 92 + — - 2 • 9 • — • сое 60°, 
I 2 2

ттЕРг = 81 + ^.9.27.1=81 + ^-^.
4 2 4 2

729-486 
4

243 567 /Г81 9^7= 81+---- =----- , откуда ЕР = Я------=------.
4 4 V 4 2

Проведем высоту ЕТ равнобедренной трапеции РЕРК. Так как

ЕР = 9,РК = —, тоРТ = -(РК-ЕР)=~\—-9\ = -.
2 2 2 I 2 J 4
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Из АЕРТ по теореме Пифагора найдем высоту трапеции:
ЕТ= ^ЕР*-РТ2 = I567 81 ^ /729-3 2?7з

V 4 16 V 16 V 16 4 ’
о 27

D EF + PK о 27^3 18 + 27 27>/зСледовательно, Sce4 =---------- - ЕТ =---------------- ------------------- --
2 2 4 4 4

121573
16

Ответ: б) 1215^
16

Пример 14. В треугольной пирамиде 
МАВС МС — высота, ребро МА ± ВС.

а) Докажите, что ААВС — прямоуголь­
ный.

б) Найдите объем пирамиды МАВС, 
если МВ = 30, АВ = 25,

96 cos ZABM =---- .
125

Решение.
а) Поскольку МС — высота пирамиды, то МС ± ВС и МС 1АС. По 

условию задачи наклонная МА ± ВС, тогда ее проекция АС ± ВС (по 
теореме о трех перпендикулярах). Значит, ЛАС В = 90°, т. е. ААВС — 
прямоугольный, ч. т. д.

б) Пусть ZABM = а. По теореме косинусов из АМАВ имеем АМ2 = 
= АВ2 + ВМ2 - 2АВ • ВМ • cos а, или

96АМ2 = 252 + 302 - 2 • 25 • 30 • —, или125
АМ2 = 1525 - 1152 = 373, откуда АМ = Ѵ373.
Пусть ВС = х, МС = у, АС = z.
По теореме Пифагора из &МСВ, АМАС и ААВС соответственно 

имеем
х2 + у2 =900, 

< у2+х2 =373, 
х2 +z2 =625.

Складывая уравнения полученной системы, имеем 
2(х2 + у2 + z2) = 1898, или х2 + і/2 + z2 = 949.
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Теперь вычтем из полученного уравнения каждое уравнение си­
стемы:

z2 =949-900, Гг2=49, 
■х2 =949-373, х2 = 576, 
г2 =949-625; [г2 =324;

'г = 7,
* х = 24,

2 = 18.

Следовательно, V = — SOCH - Н =---- АС • ВС • МС =

=- - z x u = i—18-24-7 = 3 • 24 • 7 = 504. 
3 2 3 2
Ответ: б) 504.

Пример 15. В правильной четырех­
угольной пирамиде МАВСВ АВ = МА, 
В — точка пересечения медиан грани 
МВС.

а) Докажите, что АР = АВ.
б) Найдите МЕ, где Е — середина АГ, 

АВ = 12.
Решение.
а) По условию пирамида МАВСВ — 

правильная, МА = АВ, значит, боковые
грани пирамиды — правильные треугольники.

Пусть АВ = МА = х, МК — медиана, высота и биссектриса АМ ВС.

Соединим точки А и К. Из ЛАВК, где ВК = —, имеем

. „ I 2 X2 у/5
АК = Jx +— = —х. 

V 4 2
Найдем длину МК из АМВК:

МК = ^МВг-ВКг = Jx2 -— = —х. 
V 4 2

По теореме косинусов из АМАК имеем
АК2 = МА2 + МК2 - 2МА • МК • cos ZAMK, или

— х2 = х2 + — х2 - 2 • х • —х • cos ZAMK, или 
4 4 2
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л/Зх2 • cos ХАМ К = х2 - —х2, или Ѵз cos ХАМ К = -, откуда
2 2

cos ХАМК = 1
2>/з

По условию задачи точка Г является точкой пересечения медиан 
грани МВС, поэтому делит медиану МК в отношении 2:1, считая от
вершины М.

Из AMAF по теореме косинусов получим
AF2 = МА2 + MF2 - 2МА ■ MF • cos XAMF, где МА = х,

MF = -МК =-—х =—х. 
3 3 2 3

Значит, AF2 = х2 + —х2 - 2 • х • —х • cos XAMF, где cos XAMF = 
3 3

1 ЛѴ2 ^ 2 2л/3 2 1 4 2 1 2 2= cos ХАМК = —?=, тогда АР2 =—х х —= —х —х =х , 
2^3 3 3 2л/з З 3

откуда AF = х = АВ, ч. т. д.
б) Поскольку МА = AF = АВ = х = 12, то 

АМАР — равнобедренный с основанием MF. 
Достроим AAMF до параллелограмма AMFN,

где AM = NF = 12, MF = AN =—х = —12 =
3 3

= 4л/з.
Пусть МЕ = EN = у, тогда по свойству па­

раллелограмма имеем АР2 + MN2 = 2 • (АМ2 + 
-I- МР2), или 144 + Ау2 = 2(144 + 48), или 
36 4- у2 = 72 + 24, или у2 = 60, откуда

Значит, ME = 2>/Ї5.
Ответ: б) 2л/15.

Пример 16. В правильной треуголь­
ной пирамиде МАВС сторона основа­
ния АВ =18, боковое ребро МА =12. 
Точки Е и F — середины ребер МА и 
МВ соответственно. Плоскость а содер­
жит прямую EF и а ± (АВС).
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а) Докажите, что СТ : ТБ = 5:1.
б) Найдите 5сеч.
Решение.
а) Так как Е — середина МА и Е — середина МВ, то ЕЕ — средняя 

линия АМАВ. Значит, ЕЕ || АВ => ЕЕ || (АВС) и ЕЕ || КЬ. Пусть N — 
точка пересечения ЕЕ и МВ, Т — точка пересечения КЬ и СВ.

Заметим, что (МСВ) 1 (АВС) и плоскость (ЕЕЬ) і (АВС), значит, 
прямая КТ 1 (АВС) => КТ || МО. Так как К — середина ЕЕ, то Т — 
середина ОВ.

В ААВС СВ — медиана и высота, тогда СО : ОВ = 2:1, значит, 
СТ :ТВ = 5: 1,ч. т. д.

б) Поскольку ЕЕ II КЬ и МАВС — правильная пирамида, то сечение
ЕЕ + КЬКЕРЬ — равнобедренная трапеция. Тогда 8сеЧв = ----------  • ЫТ, где

ЕР = -АВ = 9,АТ = -МО.
2 2

В АСВВ СО = 7182-92 = ^(18-ЭД18 + 9) = л/9-27 = Л-9-3 = 9Ѵз,

СО = ^ = ^ = 6>/з.
Ѵз Ѵз

Из &МОС найдем МО = 4мс2 - СО2, ИЛИ
МО = /122-(б4з)2 = Ѵ144-108 = Ѵзб = 6.

Следовательно, КТ = —МО = 3.

Основание КЬ сечения найдем из подобия ААВС и ККЬС (по двум 
углам):

КЬ АВ
СТ ~ СВ’

Так как ОВ=-СО = зТз, то ОТ = -ОВ = —. 
2 2 2

т КЬ 18 КЬ 2Тогда получим---------- = —или-----------^ = —= или
СО + ОТ 9>/3 +

2КЬ 2----= откуда КЬ = 15.
1573 ^3
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Следовательно, 5сеч

Ответ: б) 36.

9 + 15 
2

3 = 36.

Пример 17. В правильном тетраэдре 
МАВС точка N — середина ребра АМ.

а) Докажите, что АМ 1 ВС.
б) Найдите угол между прямыми МО 

иВМ.
Решение.
а) Так как тетраэдр — правильный, то 

все его грани — правильные треуголь­
ники, а отрезки BN и СМ — медианы в 
равносторонних АМАВ и АМАС соответ-
ственно, значит, BN LAM и CN LAM => АМ 1 (BNC). Следовательно,
АМ 1 ВС, ч. т. д.

б) Проведем медиану АР. Так как N — середина АМ (по условию), 
то К — середина АО (по теореме Фалеса). Тогда МК — средняя линия 
АМ АО. Следовательно, /.ВМК — искомый угол. Так как МО 1 (АВС) 
и МКII МО, то КМ 1 (АВС) => КМ ± КВ, т. е. АМКВ — прямоугольный.

Пусть АВ = х — ребро тетраэдра.

Из AABF, где BF = —х, имеем АР =

Но АР1 = ВМ = —х (как высоты правильных треугольников).

Кроме того, АО : ОР =2:1, точка К — середина АО, значит,

АК = КО = ОР = -АР = —х. 
3 6

Из ^ANK найдем NK = JAN^AK^

1 2 1 2
—X----X
4 12

1
~т=Х.

Наконец, из АМ К В находим искомый угол:

cos /BNК = M l Ѵз _ 1 2 2___ 2^
BN~Jb ' 2 Je J3 -3J2 3-2

уі2
3 *

Ответ: б) arccos
3 ’
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Пример 18. В правильной треуголь­
ной пирамиде МАВС сторона основа­
ния АВ = 16, боковое ребро МА =12. 
Точки Е и Р — середины ребер МА и 
МВ соответственно. Плоскость а содер­
жит прямую ЕР и а ± (АВС).

а) Докажите, что СТ : ТБ = 5:1.
б) Найдите объем пирамиды, основа­

нием которой является сечение, а вер­
шиной — точка С. в 

Решение.
а) Поскольку точки Е и Р — середины ребер МА и МВ соответ­

ственно, то ЕР — средняя линия АМАВ. Значит, ЕР || АВ => ЕР || (АВС) 
и ЕР || КЬ. Пусть N — точка пересечения ЕР и МБ, Т — точка пере­
сечения КЬ и СВ.

Заметим, что (МСВ) 1 (АВС) и (ЕРЬ) 1 (АВС), значит, прямая 
АТ 1 (АВС) => АТ || МО.

Так как А — середина ЕР, то Т — середина ОБ. В ^АВС СВ — ме­
диана и высота, тогда СО : ОВ = 2:1, значит, СТ : ТВ = 5 : 1, ч. т. д.

б) Поскольку ЕР || КЬ и МАВС — правильная пирамида, то сечение 
КЕРЬ — равнобедренная трапеция.

Тогда 5сеч. = -■■ ■МТ, где ЕР = -АВ = 16, N7 = -МО.
2 2 2

Из АСВВ найдем СО = 7162-82 = Ѵ8-24 = Ѵ8-8-3 =8^3, тогда
АВ 16
>/3 ~ л/з’

Из АМОС имеем МО = ^МС2-СО2 =

432-256 /176 4>/зЗ
3 V 3 ' 3

Тогда МТ = -МО = —.
2 3

Заметим, что ААВС ~ АКЬС (по двум углам).
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8+ з 2^33

KLЗначит, ---- :
СТ

= —, OD = -СО = -^, ОТ = -OD = ^, тогда 
CD 2 л/з 2

J6_ 
16+А 8>/з’ 
^ л/з

4ÏKL 2 20-2 40или------- =f —j=, откуда KL = —j=—= —.
20 Ѵз Ѵз-Ѵз 3

64 ѴЗЗ 64ѴЗЗ
9

Значит, Sce4>
2 3 3 3

3 3 9 Æ
_ 1280ÆОтвет: б)-----------. 

27

1280Æ
27

Пример 19. Основанием пирамиды 
МАВС служит равнобедренный ЬАВС с 
основанием АВ, площадь которого рав­
на 3, а угол между боковыми сторона­
ми равен 30°. О — центр окружности, 
описанной около ^АВС.

а) Докажите, что ААОВ — правиль­
ный.

б) Найдите тангенс угла между боко­
вым ребром и плоскостью основания, 
если объем пирамиды равен 1.

Решение.
а) Согласно условию задачи ААВС — равнобедренный (АС = ВС), 

ZACB = 30°.
Так как О — центр описанной окружности, то АО = ВО = СО = R — 

радиус. Тогда МА = МВ = МС — как наклонные, имеющие равные 
проекции. Значит, ZMAO = ZMBO = ZMCO = а — угол между боко­
вым ребром и плоскостью основания.

Пусть АС = ВС = х. Так как S^bc = 3, то получим

&ьавс = —АС • ВС • sin ZAC В = —х2 •- = 3, или х2 = 12, откуда
2 2 2

Х = 2>/3.
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По теореме синусов — — = 2Я, или 2АВ = 2Я, АВ = R. Значит,

АВ =АО = ВО, т. е. АЛОВ — правильный, ч. т. д.
б) Сторону АВ найдем по теореме косинусов: 
АВ2 = АС2 + ВС2 -2АС • ВС • cos 30°, или 
АВ2 = 2х2 - ^Зх2 = х2(2-^).

Так как х = 2^3, то АВ = 2^3(2-43}.

Но 2-^ = i(4-273) = i(73-l)2. 
2 2

Итак, АВ = АО = (Л- 1)Ѵб.

Так как объем пирамиды V = 1, или -5МН. • МО = 1, где 8^^ = 3 
3

(по условию), тогда МО = 1. 
Из прямоугольного ЛАМ О имеем

АО (7з-1)^ (7з-1)(^+1)-6 (3-1)6 12^

Ответ: б) —(7з+1).
12 М

Пример 20. В правильную шести- 
угольную пирамиду, боковое ребро ко- /лс А луХ
торой равно 13, а высота — 12, вписана 
сфера, касающаяся всех граней пира- / кх'4
миды. Найдите площадь поверхности \ \
сферы. \ \ I

Решение. дК I Л'т^Кт
Так как сфера вписана в пирамиду, \ 7

то точки касания сферы лежат на апо- X. /
фемах боковых граней. Сечение сферы ^
плоскостью, проходящей через вершину 
М пирамиды, — равнобедренный ЛMKN. Пусть О — центр основа­
ния пирамиды (точка касания сферы).

Так как высота МО = 12, а ребро МА = 13, то
АО =a/13^1F = л?25 = 5.
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Из ^АМК найдем длину апофемы МК = у/МА2 -АК2.
Так как в правильном шестиугольнике а = R, где а = АВ = АВ,

В=АО = 5,тоАК= -АК = -АО = -. Тогда МК = Л132- - , или 
2 2 2 \ {2)

мк= 13л^ 
2Д 2) у 2 2 2

Найдем высоту ОТ правильного ЛАОВ со сторо­
ной АО = 5.

Из ААОТ ОТ=АО- зіп 60° = 5• — ^
2 2 ’

О

60°
тот = ок = — ^> КМ = 5^3.

2
Зная стороны сечения МКМ, найдем радиус 

вписанной в АМКМ окружности по формуле 
$

8^= р • г, откуда г-—. 
Р

С другой стороны, В^мкн = —КМ • МО.
2

А

Из АМКО МО = 4мк^к^, МО = —
V 4 4

8шкн=~Ь& -12=30Тз. р =

Следовательно, г = ЗОл/З-2

мк+мм+км
2

607з

- = 12« V 4
5/651 + 573

2
60

§51+5ТЗ 73(7217 + 5) Ѵ217 + 5’
Теперь найдем площадь поверхности сферы: 
с Л .2 л ( 6° X 4л-3600

сферы л л 1^^217+5^ - 217 + 25 + 10-7217 

4л-3600 7200л _ 7200л(121-57217) _
242+ ю7217” 121 + 57217 1212-25-217
7200л(121-57217) _ 225л(121-5Т217) = 25л(121-57217) 

9216 288 32
„ 25л(121-5^17)Ответ: --------------------- .

32
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Пример 21. В правильном 
тетраэдре МАВС точка Е — сере­
дина ребра АМ.

а) Докажите, что АМ 1 ВС.
б) Найдите угол между пря­

мыми МО и ВЕ.
Решение.
а) Поскольку тетраэдр МАВС — 

правильный, то все его грани — 
правильные треугольники. Зна­
чит, отрезки ВЕ и СЕ являются
медианами в АМАВ и АМАС соответственно. Следовательно, прямая 
АМ перпендикулярна этим отрезкам, а значит, и плоскости ВЕС. 
Тогда АЛТ 1 ВС у ч. т. д.

б) По условию задачи точка Е — середина ребра АМ, а ^ — середи­
на ребра ВС. По теореме Фалеса ЕЕ — средняя линия АМ АО, тогда

ЕЕ = —МО, /.ВЕЕ = а — искомый угол между прямыми МО и ВЕ,

/ЕЕВ = 90° (ЕЕ 1 (АВС) => ЕЕ 1АМ, ЕЕ 1 ЕВ).

Пусть АВ = х. Из ^ABN АМ = АВ • віп 60° = —х, ОМ = -АМ =
2 3

=—х (по свойству медиан треугольника).

Из ШОЫ находим МО = ^Ш^О^ = >/а№-О№ =

/3 2 1 2 /8 2 /2 Ѵб „ 1.т ^= . —х-----х =.—х = А—х =—х, ЕЕ = —МО-—х, 
Ѵ4 12 Ш ѴЗ 3 2 6

ВЕ=АМ= —х.
2

ЕЕ 4б 43 Ѵб 2 л/2Из АВЕЕ имеем сое а =---- = —х: —х  -------т= = —» откуда
ВЕ 6 2 6 Ѵз 3

>/2 а = агссоз —.
3

Ответ: б) агссоз —.
3
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Пример 22. В треугольной пи­
рамиде МАВС двугранные углы 
при ребрах АМ и ВС равны, АВ = 
= ВМ = МС= АС =10.

а) Докажите, что АМ = ВС.
б) Найдите ѴМАВС, если двугран­

ные углы при АМ и ВС равны 60°.
Решение.
а) Так как АВ = АС, то ААВС —

равнобедренный с основанием ВС,
тогда высота АР является медианой, т. е. Р — середина ВС. Но МВ = 
= МС (по условию), значит, ММВС — равнобедренный, ААВМ = а — 
линейный угол двугранного угла при ребре ВС. Аналогично АВКС = 
= а — линейный угол двугранного угла при ребре МА. Следователь-

но, &АВС = ММ ВС (по трем сторонам) => МВ =АВ и АМ АВ =--------- .

Аналогично ММАВ = АМАС и КВ = КС, А К ВС =

Заметим, что ААКВ = АВКВ — по катету КВ и острому углу 
(АМАВ = АКВС) =>АК = ВВ.

Но АХ = —АМ, ВВ = —ВС, значит, АМ = ВС, ч. т. д. 
2 2

б) Поскольку а = 60°, то ^АМВ — равносторонний. Пусть АМ =

= АВ = МВ = ВС = х, тогда ВВ = —ВС = —х.
2 2

х2 5В ААВВ по теореме Пифагора имеем х2 -\-----= 100, или —х2 = 100,
4 4

х2 = 100 • — = 80, откуда х = 4^5.
5

Следовательно, ѴМАВС = • МО.

81^= -ВС-АО = --445-445 =40.
2 2

Из МММ О, где АМАО = 60°, АМ = х = а4§, имеем МО =АМ зіп 60° =
= 445 ■ ^ = 2415. Значит, ѴМАВС = | 40 2415 = 8°у^

Ответ: б)
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Пример 23. В основании 
правильной четырехугольной 
пирамиды МАВСВ лежит квад­
рат со стороной 8. Противопо­
ложные боковые ребра пирами­
ды попарно перпендикулярны. 
Через середины ребер МА и МВ 
проведена плоскость, парал­
лельная ребру МС.

а) Докажите, что сече­
ние плоскостью пирамиды 
МАВСВ — параллелограмм.

б) Найдите 8сеч.
Решение.
а) Пусть точки Е и Р — середины ребер МА и МВ соответственно. 

Плоскость пересекает грань МВС по отрезку РТ || МС. Следователь­
но, плоскость пересекает (АМС) по прямой, параллельной ребру МС. 
На этой прямой лежит средняя линия ЕО ААМС. Значит, сечение 
проходит через середину АС, т. е. точку О. Сечение — четырехуголь- 

ник ЕРТО, где ЕТII МС, ЕО || МСиЕТ = -МС, ЕО = -МС. Следова-
2 2

тельно, сечение ЕРТО — параллелограмм, ч. т. д.
б) Отметим точку К — середину ЕР. Заметим, что ЕР 1 МК и 

ЕР ± МО => ЕР ± (МКО) => ЕР ± ОК, т. е. ОК — высота параллело­
грамма ЕРТО. Сечение пирамиды МАВСВ плоскостью МОК — рав­
нобедренный AMNL (MN = МЬ — как апофемы равных граней). 
ОК — медиана прямоугольного АМОМ, значит, ОК = МК = КМ. 
Поскольку противоположные боковые ребра пирамиды попарно пер­
пендикулярны, то ААМС — прямоугольный и равнобедренный.

Пусть АМ = МС = х, тогда АС2 = 2х2, или АС = хЛ. По условию 
задачи АВ = ВС = 8, тогда из ААВС получим АС2 = 82 + 82 = 2 • 82.

Но АС2 = 2х2, значит, 2х2 = 2 • 82, откуда х2 = 82, х = 8, т. е. АМ = 
= МС = 8.

Аналогично МВ = МВ = 8. Выходит, что все боковые грани пира­
миды — равносторонние треугольники, тогда из ААММ находим 
МЫ = ^АМ^АЫ2 = >/82-42 = >/48 = >/16-3 = 4Д тогда

ОК= -МЫ = 2^3.
2
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Следовательно, 8сеч> = ОТОК= -АВОК = і-8-2>/3=8^. 
2 2

Ответ', б) 8>/3.

Пример 24. В правильной четырех­
угольной пирамиде МАВСВ через 
середину ребра АВ и точку С проведе­
на плоскость перпендикулярно осно­
ванию.

а) Докажите, что плоскость делит 
ребро МВ в отношении 2:1, считая от 
точки В.

б) Найдите площадь сечения пира­
миды плоскостью, если МА = 26, АВ = 
= 10\/2.

Решение.
а) Пусть точка К — середина АВ, Е — 

точка пересечения СК и диагонали BD. Так 
как пирамида — правильная, то высота 
МО 1 (АВС) (по условию).

Значит, (NKC) 1 (АВС) => (NKC) || МО.
Следовательно, (NKC) пересечет (MBD) по 

прямой NE II МО.
Сечение NKC — искомое. Заметим, что

CD DEАКЕВ и ^CED (по двум углам), где---- = £ = 2, тогда----- = 2.
ВК BE

Но DE = DO + ОЕ = ВО+ ОЕ = (ОЕ + BE) + ОЕ = ВЕ + 2ОЕ.

Значит, — = - ^ = 2, или BE + 2 • ОЕ = 2ВЕ, откуда BE =
BE BE

n m BN BE 2= 2 • ОЕ. Тогда----- = = —, ч. т. д.
MN ОЕ 1

б) 8ККС =-КС- ЯЕ, где КЕ=- МО. 2 3
Так как АВ С В — квадрат, то АВ = а = R 42, где АВ = 1042 (по

условию), тогда АО = ОВ = = ю.
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По условию задачи МА = 26, АО = 10, следовательно,
МО = 4маГГа& = Ѵ262-102 = ^76 = 24.

2 2Значит, МЕ = -МО = - • 24 = 16.
3 3

Из ^СКВ, где КВ = 5>/2, ВС = АВ = 10л/2, по теореме Пифагора
находим

СК = /вк^+вс* = 7(5>/2)2 +(1оѴ2)2 = 750 + 200 = Ѵ250 = 57Ї0.

Тогда 8„с = -КСИЕ~- 5>/Ї0 • 16 = «Ло. 
2 2

Ответ: б) 40ТІ0.

Пример 25. В правильной 
четырехугольной пирамиде 
МАВСВ через сторону осно­
вания ВС проведено сечение, 
которое делит пополам дву­
гранный угол, образованный 
гранью МВС и основанием. 
Найдите площадь сечения, 
если АВ = 10, а объем пира­
миды равен 400.

Решение.
Как известно, мерой двугранного угла является линейный угол, 

т. е. угол между перпендикулярами, проведенными в каждой из пло­
скостей к общей линии пересечения.

Проведем апофему ММ (высоту) грани МВС. Так как по условию 
пирамида — правильная, то боковые грани — равные равнобед­
ренные треугольники, значит, ММ — медиана &МВС. Проведем 
МТ ± ВС, тогда ЛММТ — искомый линейный угол.

Заметим, что боковые стороны сечения ВЕ и СР равны (как от­
резки, проведенные в равных треугольниках). Значит, полученное 
сечение — равнобедренная трапеция ВЕРС с основаниями ВС и ЕР 
(ВС > ЕР).

Для нахождения площади сечения необходимо найти ее основание 
ЕР и высоту КМ.
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По условию Упир. = |
О

Н ^ОМ = ?5а=І^ 
8 100ОСН.

SOCH • Н, где F™ = 400, SMH = АВ2 = 100, иЪДі 7 — Uiip. 7 Uvu. 7

= 12. Апофему MN найдем из прямоуголь-

ного AMON, где МО = 12, ON = -АВ = 5. Имеем MN = ^MO^+ON2 
2

= Ѵ122+52 =7169= 13.
Из АМТМ по теореме косинусов получим ТМ2 = МТ2 + ММ2 - 

- 2МТ • ММ • сое ХТММ, или 100 = 169 + 169 - 2 • 13 • 13 • соз ЛТММ, 
или 100 = 2 • 169 - 2 • 169 • соз АТММ, или 2 • 169 • сое ЛТММ = 338 - 
- 100, откуда сое АТММ = Ц£ 

2 169 169
Согласно условию задачи МК — биссектриса АММТ, тогда по 

МК КТ
свойству биссектрисы имеем ^^ = т]ѵ ’ ГДе ММ = 13» ТМ = ^4-В =10.

Пусть МК = х, тогда КТ = МТ - МК = ММ - МК = 13-х. Следо-

вательно, — =------- , или Юх = 169 - 13х, или 23х = 169, х =
13 10

п 169 169 130Значит, МК =---- , тогда КТ = 13 - ------=----- .
23 23 23

169
23

ЕРЗаметим, что АМАЯ и АМЕР (по двум углам), тогда ---- =
АЯ

МК 
мт1

откуда EF =
10.^

АЯ МК _ 23 _ 10 169 10 13 130
МТ 13 23 13 23 23

Таким образом, Sce4, = —(ВС + EF) • KN, где ВС = АВ = 10, 
2

23
Из АМ КМ по теореме косинусов найдем КМ'. 

КМ2 = МК2 + ММ2 - 2МК • ММ • соз АКММ, или
KN^ 169 U132_2.16913119^132

I 23 J 23 169
13
23

2

2
26 119

23
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_ 169 698 3094 _ 117 962-71 162 _ 46 800
232 2 3 232 ' 232 ’

„„ 10 /7^ бОл/13откуда KN = —V468 =-------- .
23 23

Тогда Sce4. 1[10 ( 130 > боТЇЗ = (230+130)-30>/13 _ 10 800Лз
2І. + 23 / 23 529 ~ 529

^ 10 800Ѵ13Ответ:-------------
529

2.2. Призма

Пример 26. В правильной треугольной 
призме АВСА^іСі все ребра равны 6. Через 
точки В, Сі и середину М ребра А^х проведе­
на плоскость.

а) Докажите, что сечение призмы плоско­
стью, проходящей через указанные точки, — 
прямоугольный треугольник.

б) Найдите косинус угла между плоско­
стью сечения и плоскостью АВС.

Решение.
а) Найдем длины сторон АВМС^. Из ЬС^МВ^ где В^^ = 6, МВХ = 

=-A!B! = 3, имеем МСг = Л2-32 = V36-9 = >/27.
2
Из ЬВМВ! ВМ = Л2+32 = Ѵ45.

Из ^ВВіСг ВСі = 7б’ + 62 = >/72.
Заметим, что (>/72)2 = (>/27)2 + (>/45)2, т. е. ВС? = MCf + ВМ2.
Значит, &ВМС± — прямоугольный (по теореме, обратной теореме 

Пифагора), ч. т. д.
б) Так как прямая С^М ± МВ и С^М ± МВ^ то ZBMB^ — искомый. 

Тогда cos ХВМВі = МВ^-З = 3 _ 1
МВ ^ Зд/б Ѵб

Ответ: б) -і.
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Пример 27. Основанием прямой тре­
угольной призмы АВСА^В^Сі является 
^АВС, где ХС = 90°, АВ = 24. Диагонали 
боковых граней АА^В^В и ВВ^С^С равны 
соответственно 25 и 11.

а) Докажите, что ^А^ВС\ — прямо­
угольный.

б) Найдите объем пирамиды ВАА^.
Решение.
а) Поскольку ВВ^ ± (А^С!) и

ВіСі ІА^і, то по теореме о трех перпендикулярах следует, что 
ВС і LA^C^. Значит, àA^BCi — прямоугольный.

б) Заметим, что ВС .LAC (по условию) и ВС ± CiC, тогда ВС ± (АА^^), 
т. е. ВС — высота пирамиды ВАА^С^ с основанием АА^С^

Следовательно, Ѵ^^ = ^3^. • Н, где S^ = ^ААг 'А^.

Из АВАЛ АіСі = -Угб^її2 = 7(25 -11)(25 +11) = 714 -36 = бТЇ4.

Из MAjB ААі “ л/252 - 242 = 7(25-24)(25 + 24) = JÏÂ9 = 7.

Наконец, из ABCCj ВС = Лі'-Т2 = 74-18 = Ѵ4-9-2 = 6>/2.

Следовательно, Ѵ^^ = І-І • 7 • 6 VÏ4 • 6 Ѵ2 = 42^ = 84^7.
З 2

Ответил б) 84^7.

Пример 28. В основании правильной 
треугольной призмы АВСАіВуСі лежит тре­
угольник со стороной 8. Высота призмы рав­
на 6. Точка М — середина АхСх.

а) Постройте сечение призмы плоскостью 
ВАМ.

б) Найдите периметр сечения.
Решение.
а) Через точку М — середину ребра А^^ 

проведем прямую МЫ || АВ. Точки А и М
лежат в плоскости грани АА1С1С, значит, прямая АМ лежит в этой
плоскости. Аналогично прямая NB лежит в плоскости грани ВВ^С^С.
Поскольку MN К АВ, то ABNM — трапеция, искомое сечение.
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б) Из &ААгМ, где ААі = 6, А^М = МС^ = 4, найдем
АМ = ^АА^ + А^М2 = Ѵб2 + 42 = 752 = 2713.

Аналогично ВЫ = АМ = 2713 (АМ = ВЫ — следует из равенства 
прямоугольных АААіМ и ДBB1^ по двум катетам).

МИ — средняя линия ДА^Сі, тогда MN = —АіВі = 4. Следователь-
2

НО, Рее,. = АВ + 2АМ + МЫ = 8 + 4713 + 4 = 12 + 4>/ІЗ = 4(3 + >/ІЗ).
Ответ: б) 4(3 +-713).

Пример 29. В правильной шестиуголь­
ной призме ABCDEFAiB^iD^^i сторона 
основания АВ = 3, а боковое ребро ААг = 6.

а) Докажите, что прямые AD и BFi пер­
пендикулярны .

б) Найдите расстояние между прямыми 
AD и BF^

Решение.
a) BFi — наклонная, а ее проекция 

BF 1AD => BFi 1 (АВС), тогда AD 1 BFi
(по теореме о трех перпендикулярах), 
ч. т. д.

б) Так как AD 1 FFi, т0 ^D -L (BFFi) => 
^>AD1 КМ и BFi -L КМ.

В &АВМ АВ = 3, ZABM = 30°, тогда

ВМ = АВ ■ cos 30° = 3 • — = —.
2 2

Значит, BF = 2ВМ = &4з.

D

СВ

Проведем FT 1 BFi, тогда S^ =^BF- FFi =

= —BFi • FT, 
2

откуда FT = BFF\ Где BF = зТз, FF1=AAl = 6.

Из ABFXF BFr = jBF2^!^ =-^з4з^ 2 2

= 727+36 = ТбЗ=зТ7.
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Так как М — середина ВР и МК ± ВРЪ РТ ± ВР^ то МК || РТ. Зна­
чит, ВК = КТ (по теореме Фалеса), тогда МК — средняя линия АВРТ,

МК = -РТ.
2

Но FT = 3^-6 бТз бТЛ 
3>/7 ~ >/7 ~ 7

зТгї=> мк=------
7

зТИ
7

Итак, расстояние между прямыми АО и ВРХ равно МК =

Ответ: б)------
7

Пример 30. АВСА^В^Сі — прямая 
призма.

а) Докажите, что линия пересече­
ния плоскостей АВСг и А^В^С парал­
лельна основаниям призмы.

б) Найдите угол между плоскостя­
ми АВС^ и А^іС, если СС\ = 6, АВ = 
= 2ч/5, АС = 2,ВС = 4.

Решение.
а) Пусть М — точка пересечения 

АСі с А^С и ВС^ пересекается с СВХ в 
точке N.

Тогда M^ — прямая пересечения плоскостей АВС^ иАіВ^С. Боко­
вые грани призмы — прямоугольники, М — середина АС^ и N — се­
редина В^ (диагонали прямоугольника равны). Значит, MN — сред-

няя линия ДАВСі, т. е. MN || АВ и MN = —АВ => MN II (АВС) (по

признаку параллельности прямой и плоскости).
Но (ABC) II (А^С^ => MN (АВС) и MN || (A^C^, ч. т. д.
б) Так как АСі = А^С = В^С = ВСі — как 

диагонали равных прямоугольников и 
АВ — общая сторона, то ЛАВ С і = ЛАіВ^ 
(по трем сторонам).

Проведем высоты МЕ и МЕ1 соот­
ветственно трапеций AMNB и A1MNB1. 
Заметим, что ЕЕ^ ± (АВС), ЕМ ± MN и



Раздел 2. Стереометрия •» 125

Е^ 1 MN9 тогда ЛЕМЕ! = а — искомый угол между плоскостями 
АВС^ иА^іС.

МЕ = NF — как высоты трапеции AMNB. Аналогично МЕі = NF1.

Пусть АЕ = х, тогда ЕЕ = MN = — АВ = Ѵб,
2

ВР = АВ-(АЕ + ЕР) = 2-Л-(х + 4ь) = 4І-х.
Из прямоугольного ААССЬ где АС = 2, СС^ = 6, имеем

АСі = Ѵ^+б2 =>/4О=2л/1о.
Аналогично из ^ВВуС^ находим ВС^ = ^ВВ? + В^ = 7б2 +42 = 

= Ѵб2=2л/ІЗ.

Так как АМ = МСл = —АСл = ТІО и BN = NC\ = —ВС. = ѴІЗ, то из 
1 2 2

^АМЕ и ABNF, где ME = NF = h, получим
Л2 = 10 - х2 и Л2 = 13 - (Ѵб-х)2.

Значит, 10 - х2 = 13 - (Ѵб-х)2, или 10 - х2 = 13 - 5 + 2>/бх - х2,

или 2л/бх = 2, откуда х = Х.
л/б 

1 7Тогда Л2 = 10 - х2 = 10 - — = —, т. е. h = -т=.
5 5 V5

Из АЕМЕХ по теореме косинусов имеем
ЕЕ? = ME2 + ME? - 2МЕ • МЕг • cos а, или

_2 49 49 _ 7 7=---- 1---- --  2 • —• cos а, или
5 5 Тб Тб

49 9836 = 2 • — • (1 - cos а), или 36 = — (1 - cos а), 
б 5

1 5 90 41или 1 - cos а = 36 • — = —, откуда cos а =-----.
98 49 49

Поскольку cos а < 0, то а = ЛЕМЕ^ является тупым, тогда угол
41между (АВС1) и (А^В^С) равен л - а, т. е. л - arccos —.
49

п 41Ответ: б) л - arccos —.
49
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Пример 31. В правильной треугольной 
призме АВСА^ВхСі все ребра равны 6. Точ­
ка АГ — середина ребра ААр

а) Докажите, что прямые СМ и В^ пер­
пендикулярны.

б) Найдите расстояние между прямыми 
СМ и ВС ѵ

Решение.
а) Из точки С^ проведем прямую парал­

лельно СМ до пересечения с продолжением 
ребра ААХ в точке N. Тогда МСС^ — парал­
лелограмм, т. е. ССі = ММ = 6. Но М — се­
редина ААГ. Значит, АМ = АгМ = A1^ = 3.
Докажем, что ВС! 1 С^.

Из АВССі имеем ВСі = \/б2 +62 = УІ2 62 = 6\/2.
Из &АМС, где АМ = 3, АС = 6, находим

МС= л/зЧб2 =>/45=3>/5.
Из МѴАВ, где АМ = 9, АВ = 6, получим

B^= Ѵэ2+62 =>/117 = Ѵ9 13=зѴІЗ.
Так как (6>/2)2 +(3>/5)2 = (ЗЛІ)!, т. е. 72 + 45 = 117 — верно, то по 

теореме, обратной теореме Пифагора, получим ВМ2 = ВС2+МС^, 
т. е. ХВС^ = 90°, а так как МС || МСЪ то СМ ± ВС^ ч. т. д.

б) Поскольку СМ || (ВМСі), то искомое расстояние между прямы­
ми СМ и ВСі есть расстояние от любой точки прямой СМ до (ВМС^. 
Пусть d — расстояние от точки М до (ВМС^, т. е. длина высоты пи­
рамиды МВМС^ где М — вершина.

С другой стороны, У^^ = —8шыс^ Н, где Н — высота пирамиды 
3

МВМС^ В — вершина.
Значит, '4 = |8т(. Н, откуда 4 = —^ Н.
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Так как расстояние от точки В до (МЖ^) равно длине высоты рав­
ностороннего ЛАВС, т. е.

й1=</6^3^ = ^/36^9=^27=3^3> то

4_ ^МИ АтС-зЛ _ 66л/2-Зл/З = 6^3 _ 6^5

-С,14ВС, 3>/5-6л/2 >/5 5

Ответ: б) бѴ15 
5

Пример 32. Основанием прямой тре­
угольной призмы АВСА^В^С^ являет­
ся ДАВС, где АС = 90°. Известно, что 
А^В 1В^.

а) Докажите, что ВВ^ = ВС.
б) Найдите расстояние между прямы­

ми АХВ и ВгС, если АС = 15, ВС = 8.
Решение.
а) По условию в основании прямой призмы лежит прямоугольный 

ЛАВС, где АС = 90°. Значит, АС 1 ВС и АС 1 СС^ => АС 1 (ВВ^С). 
Поскольку А^В — наклонная, то В^ — проекция этой наклонной на 
плоскость ВВ^С^С.

Но АХВ 1В^ (по условию), тогда ВСг 1В^С (по теореме о трех пер­
пендикулярах). Следовательно, прямоугольник ВВ^С^С, у которого 
диагонали перпендикулярны, — квадрат, т. е. ВВГ = ВС, ч. т. д.

б) Так как по условию задачи А^В 1 ВгС и ДАгВСі — прямоуголь­
ный, то ММ — искомое расстояние между прямыми АХВ и ВуС.

Заметим, что МіВСі ~ ДВММ — как прямоугольные, имеющие об-

щии острый АА^ВС^. Значит,----- = ——, откуда ММ   где 
ВМ А^В А^В

АгСг = АС = 15. Так как ВВ^С^С — квадрат (по доказанному) и 
ВС = 8, то ВМ = ^= = і42.

Из ДАВС, где АС = 15, ВС = 8, имеем АВ -ТІРТв2 =л/289 = 17.

ААі = ВВ] = ВС = 8, тогда из АА^АВ находим А^В = ^АА^ + АВ2 =

= Ѵв2+172 = Ѵ353
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„ .... 472 15 боТтОбСледовательно, MN = —/=^ =  
>/353 353

_ боТтобОтвет: б)---------
353

Пример 33. В правильной треугольной 
призме АВСА^^і длины всех ребер рав­
ны 8. Точки М и N — середины ребер А^х 
и ССг соответственно.

а) Докажите, что ММ ± ВМ.
б) Найдите угол между плоскостями 

ВММ и СВВ^
Решение.
а) Проведем высоту ВЕ к основанию 

&АВС. Так как ^АВС — правильный, то 
ВЕ — медиана и высота, т. е. Е — середи­
на АС и М — середина АгС^ (по условию).
Тогда МЕ = АА! = 8.

Из ААВЕ, где АВ = 8, АЕ = 4, имеем ВЕ = \І82-42 = Ѵ64-16 =
= 748 = 7І«Гз = 4Тз.

Так как МЕ ± (АВС) => МЕ ± ВЕ, т. е. ММВЕ — прямоугольный. 
Тогда ВМ2 = МЕ2 + ВЕ2, или ВМ2 = 82 + (4-Уз)2 = 112.

С другой стороны, из АВММ имеем
ВМ2 + ММ2 = (82 + 42) + (42 + 42) = 80 + 32 = 112.

Выходит, что АВММ — прямоугольный (по теореме, обратной тео­
реме Пифагора). Следовательно, ММ ± ВМ, ч. т. д.

б) Из точки М опустим перпендикуляр МК на ребро В^С^. Кроме 
того, МК ± ССі => МК ± (СВВ^. Значит, МК — проекция ММ на пло­
скость СВВ1. Так как АВММ — прямоугольный, то ВМ ± МК (по тео­
реме о трех перпендикулярах). Значит, АКММ — линейный угол 

искомого угла. Заметим, что МК = —А^ = —ВЕ = 2>/з (по теореме 
2 2

Фалеса).
Из ШКМ 8іп АММК = М^ = ^_ Где ММ = = 4^2 (из

ММ мм
ШСХМ).
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Следовательно, эіп ZMNK =

откуда Z.MNK = агсвіп

2ч/3 7з Тб
АІ2~ 2уі2~ 4 ’

Ответ: б) агсзіп —.
4

Пример 34. В кубе АВСВА^І^С^! с ребром АА-^ = 24 на ребрах 
ВС и ВВ± отмечены точки Е и N соответственно так, что ВЕ = 8, 
В^М = 6. Плоскость AEN пересекает ребро СС^ в точке Р.

а) Докажите, что Р — середина ребра СС^
б) Найдите расстояние от точки С до (АЕМ).

Решение.
а) Так как боковые грани (АВВ^ || (ВСС^), то плоскость AE^ пере­

сечет их по параллельным прямым (если две параллельные плоско­
сти пересечь третьей, то линии их пересечения параллельны). Прове­
дем прямую ЕР || АМ. Заметим, что ААВМ ~ АЕСР (по двум углам),

тогда = откуда РС = , где ЕС = ВС - ВЕ = 24 - 8 =
ЕС ЕС АВ

= 16, МВ = ВВХ - В^ = 24 - 6 = 18, АЛ = 24.
п 1618 218 гЗначит, РС = —=—^ = 12’ т' е' точка Р — середина ребра 

ССЪ ч. т. д.
б) Расстояние от точки С до (АЕМ) равно высоте пирамиды СЕЕМ, 

где С — вершина пирамиды, АР ЕМ — основание.
Пусть Н — высота пирамиды СЕЕМ (искомое расстояние), тогда

1Ѵсрем = - 8^ем • Н, откуда Н = —
“ ^АРЕМ
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Рассмотрим теперь эту пирамиду с вершиной в точке М и основа­

нием СЕЕ. Тогда ѴМСЕР = — 3^СЕР • МС = — —СЕ • СЕ • МС. 
3 3 2

Заметим, что АМАВ ~ АМЕС — как прямоугольные, имеющие об-
„ ... _ МС МВщии острый ЛМ. Тогда

Так как СЕ = 16, МВ = МС + СВ = МС + 24, АВ = 24, получим
МС МС + 24 или 3 • МС = 2 • (МС + 24), откуда МС = 48.

Значит, УМСЕ¥ = + — • 16 • 12 • 48 = 1536. 
3 2

Из ШСЕ МЕ = \1МС2 + СЕ2 = 7482 + 162 = 7162(32 + 1) = 1б710. 
Из ПЛЕС ЕЕ = 4СЕ2+СЕ2 = л/162 + 122 = 742 (42 + 32) = 45/25 = 20. 

Из ЛЕСМ МЕ = ^МС2+ЕС2 = 5/482+122 = 7122(42 + 1) = 12^17.
Зная стороны АЕЕМ, найдем площадь по формуле Герона: 
З^ем = у]р (р-а)(р-Ь)(р-с), гдер = ^(ЕЕ + МЕ + МЕ) =

= 1(20+ 165/10+125/17) =10+ вЛо + бТ!?; 
2

р-а = (10 + 85/10 + 65/17) -20= 85/10+ 65/17-10;
р-6 = (10 + 85/10+65/Г7)-165/10 =10+ 65/17-85/1О; 
р-с = (10+ 85/10+ 65/17)-125/17 =10+ 85/10-65/17.

Значит, 3^ЕМ = 5/(10 + 85/10 + 65/17X85/10 + 65/17 -10) ■ 

7(10 + 65/1? - 85/10 )(10 + 85/10 - 65/17) = 

= ^/((вл/ХО + 65/17) +10)((85/10 + 65/17) -10) ■ 

• 5/(10 + (65/17 - 85/10 ))(10 - (б5/17^8л/10)) = 

= 5/((85/10 + 65/Г7)2 -100) ■ (100 - (65/17 - 85/10 )2) = 

= 5/(640 + 612 + 965/170 -100)(100 - 612 -640 + 965/170) = 

= 5/(1152 + 965/170X965/170 -1152) =5/(9б5/170)2-11522 = 

= 5/1566 720 -1327104 = ^239 616 = 5/16 • 14 976 = 

= 45/16 • 936 = 165/З6 • 26 = 965/26. Итак, Зьеем= 865/26.
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Следовательно, Н = 3 1536 _ І5З65/26 _ 485/26 = 245/26 
96і/Й " 32-26 ~ 26 13 ’

Ответ: б) 245/26
13

Пример 35. В основании прямоуголь­
ного параллелепипеда АВСВА^^С^Ві 
лежит квадрат АВСП со стороной АВ = 6. 
Боковое ребро АА1 = 8. На ребре АА^ 
отмечена точка М так, что АМ : АгМ = 
= 1:3.

а) Постройте сечение параллелепипеда 
плоскостью ВМВГ.

б) Найдите площадь полученного се­
чения.

Решение.
а) Соединим точку М с точками Ах и В. Так как ААі = 8, то АМ = 2, 

А^М = 6 (АМ : А^М =1:3). Если две параллельные плоскости пере­
сечь третьей, то линии пересечения параллельны.

Из точки В проведем BN || МВ^ Соединив точки Вг и N. получим 
искомое сечение — параллелограмм MBNB1 (по признаку паралле­
лограмма).

б) Пусть ЛВгМВ = а. Из АВ^МВ по теореме косинусов имеем 
ВВ^ = МВ2 + МВ^ - 2МВ • МВі • сов а. С другой стороны, по свой-
ству диагонали прямоугольного параллелепипеда имеем

ВВ[ = АВ2 + ВС2 + A4f = 36 + 36 + 64 = 136.
Из прямоугольного ААМВ, где АВ = 6, АМ = 2, находим 

МВ= Ѵб2+22 =5/40=2л/10.
Аналогично из АМА^В^ гдеА^М = 6, А^Ві =АВ = 6, имеем 

MDi = 5/б2+62 =65/2.
Следовательно, 136 = 40 + 72 - 2 • 25/ІО 65/2 cos а, или

245/20 cos а = 112 - 136 = -24, откуда cos а = —тогда 
^20
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Значит, 8сеч = ВМ • МБ^ - зіп а =

= 12^20 Х12^ = 12719.
Ѵ20

Ответ: б) 12>/19.

Пример 36. Основанием прямой 
треугольной призмы АВСА^ВуС^ явля­
ется ДАВС (АС = 90°). Известно, что 
В^ІА^В.

а) Докажите, что ВВ^ = ВС.
б) Найдите расстояние между прямы­

ми В]С иА^В, если ВС = 7, АС = 24.
Решение.
а) Поскольку АгСг ± В1С1 (по усло­

вию) и АіСі ± СХС, то АгСг 1 (ВВ1С1С). 
Следовательно, если А^В — наклонная, 
то ВС1 — проекция этой наклонной на
плоскость грани ВВ^^С. По условию А^ 1 В^С, тогда по теореме о 
трех перпендикулярах С^ 1 ВХС, следовательно, ВВ^С^С — прямо­
угольник, у которого диагонали взаимно перпендикулярны. Значит,
прямоугольник ВВ^іС — квадрат, тогда ВВГ = ВС, ч. т. д.

б) Так как ВгО 1 А^В и В^ 1 ВСЪ то В^О ± (ВА^і). Следователь­
но, В^О перпендикулярна любой прямой, лежащей в этой плоскости 
(по определению перпендикулярности прямой и плоскости). Прове­
дем ОМ А АіВ, тогда ОМ — искомое расстояние между прямыми В^
иАіВ.

Заметим, что ДВОМ и ДАіВСі (по двум углам), значит, ОМ _ ОВ 
А1С1 АгВ ’

откуда ОМ = А^С^ОВ 
А^В

где АС = АіСі = 24. Так как ВВ^СуС — ква­

драт (по доказанному), то ВС = ВО^2, откуда ВО = —.=. Из ДАВС по 

теореме Пифагора АВ = \І72 +242 = 25.
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Из ДА^АВ имеем А^В = ^АА2 + АВ2 = л/72 + 252 = >/б74, тогда

ОМ = 24-7 
72-7674

Ответ: б) 84
Ѵ337’

Пример 37. В правильной треуголь­
ной призме АВСА^В^Сх все ребра равны 6. 
Через точки А, В^ и середину М ребра 
А^С^ проведена плоскость.

а) Докажите, что сечение призмы пло­
скостью АВ^М — прямоугольный тре­
угольник.

б) Найдите косинус угла между пло­
скостью сечения и плоскостью основания 
призмы.

Решение.
а) Найдем длины сторон ДАВ^М.
Из ДАВВ^ где АВ = ВВ1 = 6 (по условию), имеем 

АВ1 = Л2+6! =да = 6^2.

Из ДААХМ^ гдеАА^ = 6, А^М = —А^Сі = 3, находим

АМ= л/б2 + 32 = Ѵ45=Ѵ^9=зѴ5.
Аналогично из ДА^В^М, где А-^В^ = 6, А^М = 3, получим 

В^^ л/б2-32 = ^ = ѴГ9 = 3>/з.
Поскольку АВ2 = 72 = 45 + 27 = АМ2 + В^М2^ то ДАМВ^ — прямо-

угольный (по теореме, обратной теореме Пифагора), ч. т. д.
б) Значит, АВГ — гипотенуза, АМ и В^М — катеты.

У А Л А.М 3 1 / А АТогда сое ААіМА =—-— = —,= = —/=, где лАлМА — искомый угол 
АМ 3-75 ѵ5

между (АМВі) и (АВС).

Ответ: б) ~г=. 
Ѵ5

Пример 38. Основанием прямой треугольной призмы АВСА^В^^ 
является равнобедренный ДАВС, в котором АС = ВС =13, АВ = 10. 
Боковое ребро призмы ААі = 24. Точка М — середина ребра ССі.
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а) Найдите тангенс угла между плоско­
стями AjBjCi и АМВ.

б) Найдите расстояние от точки С до 
(АМВ).

Решение.
а) Поскольку плоскости оснований приз­

мы параллельны и равны, то тангенс угла 
между (АіВіСі) и (АМВ) будет равен тан­
генсу угла между (АВС) и (АМВ). Искомый 
угол будет равен углу между высотами MN 
и CN. Пусть ZMNC = а.

Так как М — середина ребра CClf то

МС= -СС, = -ДЛ = 12.
2 1 2 1

Из ACNB, где ВС =13, BN = —АВ = 5, по теореме Пифагора

CN=V132-52 = V144 = 12. Тогда tg а = МС 12
CN "12

б) Расстояние от точки С до (АМВ) — это длина перпендикуляра, 
опущенного из точки С на гипотенузу MN, т. е. СК.

Так как tg а = 1, то а = 45°, тогда CN = МС = 12.
В &NKC Z.NCK = 90° - 45° = 45°, т. е. СК = NK. СК = CN sin 45° =

= 12 • — = 6л/2.
2

Ответ: a) tg а = 1; б) 6л/2.

Пример 39. В правильной шестиугольной призме А...Р1 стороны 
основания равны 3, а боковые ребра — 6. Точка М — середина АС.

а) Докажите, что плоскость А^МБ делит сторону АВ основания 
призмы в отношении 2:1.

б) Найдите расстояние от вершины А до плоскости А^МВ.
Решение.
а) По условию точка М — середина АС, ВМ П АВ = ^, ВМ П ВС = к. 

Так как призма — правильная, то АВ = СВ, АВ = 2АВ, АВСВ — рав­
нобедренная трапеция, где ВС \\АВ.

Кроме того, ЛАМ В = ЛCMQ (по двум сторонам и углу между 
ними). Значит, АВ = СК = 6, ВК = 3. Используя теорему Менелая
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для ААВС и прямой DK, имеем AN 
NB

ВК СМ л AN 3 3 л-----------= 1, или----------- = 1,
КС МА NB 6 3

откуда AN _2
NB~ 1’

ч. т. д.

б) Искомое расстояние от вершины А до плоскости A^MD найдем,
используя объем пирамиды A^ADN.

С одной стороны, VAiADN = ^S^N 
О

' АА^ где A4.J — высота пирами­

ды A^ADN.

Значит, VAiADN=- -Saabd-AA1 = 
О о

- -АВ- BD-AA,= 
9 2

і -3- BD-AA^-BD-AA^ - -6BD = 2BD. 
9 3 3
Из NBCD, где ВС = CD = 3, /.BCD = 120°, по теореме косинусов 

найдем сторону BD. BD2 = ВС2 + CD2 - 2ВС • CD • cos 120° = 9 + 9- 

- 2 • 3 • 3 • cos 120° = 18-18 cos 120° = 18 - 18 • || = 18 + 9 = 27,

откуда BD = >/27 = 3^3.
Следовательно, VAiADN = 2 • 3^3 = 6>/3.

С другой стороны, VAiADN =-S^iDN ■d, где d — искомое расстояние

от вершины А до плоскости A^MD. Значит, d =
ЗИ° v A,ADN

Q
^AADN
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Так как АВ = ВС = 3 (по условию) и AN : NB = 2:1 (по доказанно­
му), то BN = 1, BD = зѴз, тогда из прямоугольного ABDN, где 
BN 1BD, имеем DN = ^BN^ED2 = /1 + 27 = /28 = 2^7.

Из AA-lAN, где А)А ± AN, найдем A^N по теореме Пифагора: 
A^N = ^AA^ + AN2 = /36 + 4 = /40 = 2/10.

Диагональ AiD призмы найдем из прямоугольного ^A^AD, где 
АгА = 6,AD = 2ВС = 6.AiD= /б2 + 62 =/2-62 =б/2.

Пусть в kA^ND /.NA^D = а, тогда по теореме косинусов имеем 
DN2 = A^N2 + A^D2 - 2A)N • A^D • cos а, или
28 = 40 + 72 - 2 • 2л/10 • 6>/2 cos a, или 24\/20 cos a = 84,

84 7 . Г f 7 V \, 49
откуда cos a =------- t= =—7= => sin a = JI- —f =J1-----=

24 2V5 4j5 V V 80

= [зі _ Ѵзі
V 80 ~ 4^5 ’

Следовательно, S^DN = —AxN • ArD • sin a = —2>/І0 б72—т= = 
1 2 2 4V5

= б/20 —= з7я.
4/5

„ J з-б/з б/з б/93Значит, a = — ■  .
з/зі /31 31

Л «5 6л/93
Ответ: б)------ .

31

2.3. Цилиндр

Пример 40. В цилиндре на окружности 
нижнего основания отмечены точки А и С, 
а на окружности верхнего основания — Вг 
и Сі так, что ССі является образующей ци­
линдра, перпендикулярной основаниям, 
а АВ^ пересекает ось ООГ цилиндра в точ­
ке К.

а) Докажите, что прямые АС и В^С^ пер­
пендикулярны .
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б) Найдите расстояние между прямыми АВ^ и ССЬ если АС =12, 
В1С1 = 5.

Решение.
а) По условию диагональ АВі пересекает ось ООі цилиндра в точ­

ке К, значит, АВ! и О^О лежат в одной плоскости (в плоскости осе­
вого сечения). Значит, АВ — диаметр нижнего основания. Так как 
В^і II (АВС) и В^С^ = ВС, то ZACB = 90° — как вписанный, опираю­
щийся на диаметр АВ, т. е. АС ± В^С^, ч. т. д.

б) Заметим, что прямые ССі и ABt — скрещивающиеся, так как 
ССі II (АВВг), а АВі е (АВВ^.

Тогда расстояние между скрещивающимися прямыми равно рас­
стоянию от любой точки прямой CCt до плоскости (ABBi). Проведем 
СМ 1 АВ. Так как ООі ± (АВС) => ООХ 1 СМ. Следовательно, в пло­
скости АВ В! мы имеем две прямые, которым перпендикулярна СМ, 
т. е. СМ — расстояние от точки С до (АВВ^. По условию В^і = 5 и 
В^! II ВС, где ВС — проекция В^С^ на плоскость нижнего основания. 
Значит, ВС = В^і = 5. Из ААВС, где АС = 12, ВС = 5, по теореме Пи­
фагора АВ = 712^+5^ = 13.

о ™ АС-ВС 12-5 60S\abc = —АС • ВС = —АВ • СМ, откуда СМ =---------=------ = —с 2 2 АВ 13 13

Ответ: б) —.
13

Пример 41. В цилиндре АВСВ вы­
сота АВ = 8, радиус основания АО = 4, 
MN — хорда в нижнем основании, причем 
MN = АО. В верхнем основании цилин­
дра проведен диаметр ВС 1 МЫ. Сечение 
МЕРЫ 1 ВС.

а) Докажите, что диагонали сечения 
МЕРЫ равны.

б) Найдите объем пирамиды ВМЕРЫ.
Решение.
а) Поскольку МЕ = ЫР — как образующие цилиндра и МЕ || ЫР => 

=> четырехугольник МЕРЫ — параллелограмм (по признаку парал­
лелограмма). Кроме того, ВС ± МЫ (по условию задачи), МЫ || ЕР => 
=> ВС ± ЕР. Выходит, что ВС ± (МЕРЫ). Так как МЕ ± ЕР, МЕ ± МЫ,
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то МЕЕМ — прямоугольник. Тогда его диа­
гонали равны (по свойству прямоугольника), 
ч. т. д.

б) Так как ВС 1 (МЕЕМ), то ВК — высота 
пирамиды, а прямоугольник МЕЕМ — осно­
вание пирамиды.

Найдем высоту ВК пирамиды: В К = ВОх + 
+ С^К, где ВОі = АО = 4, ММ = ЕЕ = 4.
ДЕОхЕ — равносторонний, так как ЕО^ = О^Е = ЕЕ = 4, О^К — медиа­
на и высота, ЕК = КЕ = 2. Из ДЕО^К по теореме Пифагора О^К = 
= 742-22 = 712 =2л/з.

ТогдаВК = ВОі + О,К = 4 + 2л/з. 8^. = 8МЕРх = ММ• МЕ = 4 • 8 = 32.
1 1 64Следовательно, VвмEFN = — ^MEFN ’ ВК = — 32 • (4 + 2>/3) = —(2 + Ѵз). 
3 3 3

Ответ: б) —(2 + >/3).

Пример 42. В цилиндре образующая пер­
пендикулярна плоскости основания. На 
окружности нижнего основания выбраны 
точки А, В и С, а на окружности верхнего 
основания — точка В^ причем ВВх — обра­
зующая цилиндра, а АВ — диаметр основа­
ния. Известно, что АС = 2>/3, ВВг = 2>/б, 
/АВС = 30°.

а) Докажите, что угол между прямыми 
АВх и ВС равен 45°.

б) Найдите объем цилиндра.

Решение.
а) Если две параллельные плоскости пересечь третьей, то линии 

пересечения параллельны. Значит, ВС || ВхСх- Тогда угол между АВх 
и ВС равен углу между АВх и ВхСх-

Так как АВ — диаметр (по условию), то ДАВС — прямоугольный, 
где /АВС = 30°, тогда ВС = АС • сѣ^ 30° = 2>/3 • Ѵз =6.

АС = -АВ^>АВ = 2АС = 
2

4л/3.
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Из ^АВ^В по теореме Пифагора имеем
АВг = /а^+В^ = 7(4а/3)2 +(2л/б)2 = >/48 + 24 = >/72 = 6>/2.

ИзМСС] находимАС) = >/АС2 + СС^, где ССі = ВВ1 = 2>/б;

АСі = ^(ІТзТ+^Тб)2 = >/12 + 24 = >/36 = 6.

Для ДАВіСі выполняется равенство АС^+В^ = АВ2, или 62 + 62 = 

=(6>/2)2.
Значит, ДАСіВі — равнобедренный и прямоугольный, т. е. угол 

между прямыми АВі и ВС равен 45°, ч. т. д.
б) Объем цилиндра находим по формуле V = пВ2Н, где

R = -АВ = 2уіЗ, Н = ВВ, = 2>/б.
2

Следовательно, У = л • (2>/3)2 2а/6 = 24Тбл.
Ответ: б) 24\/бл.

Пример 43. Дан прямой круговой цилиндр 
высотой 10 и радиусом основания 3. В основа­
нии конуса проведена хорда СП, равная ра­
диусу основания, а в нижнем основании про­
веден диаметр MN ± СИ, (АВСВ) 1 MN. Точка 
М и центр О основания цилиндра лежат по 
одну сторону от (АВСВ).

а) Докажите, что АС = ВВ.
б) Найдите ѴМАВСІ).
Решение.
а) Так как (АВСВ) ± MN (по условию), то АВ и ВС — образую­

щие цилиндра. Значит, АВ || ВС и АВ = ВС, т. е. АВСВ — паралле­
лограмм. Но АВ и ВС перпендикулярны основаниям цилиндра и 
АВ ± ВС, а ВС ± СВ. Следовательно, параллелограмм АВСВ является 
прямоугольником, тогда АС = ВВ, ч. т. д.

^) ^авси = АВ ■ ВС = 10 ■ 3 = 30.
Пусть К — точка пересечения диаметра MN и хорды АВ. В АОКВ

ОВ = МО=АВ = 3,КВ = -АВ = ~.
2 2

Тогда ОК = у/оВ^КВ2 = ^9-| = ^ = ^'
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МК — высота пирамиды MABCD, тогда МК = МО + ОК = 3 + 
( зѴз 3(2 +Уз)

2 “ 2
Следовательно, VMABCD = | Sabcd • МК = | • 30 • 

О о
Ответ: б) 15(2 + 73).

Пример 44. В цилиндре образующая пер­
пендикулярна плоскости основания. На 
окружности нижнего основания отмечены 
точки А и В, а на окружности верхнего — точ­
ки Ві и Сь где ВВГ — образующая цилиндра, 
а отрезок АС1 пересекает ось 00^ в точке М.

а) Докажите, что /АВС^ = 90°.
б) Найдите угол между прямыми ВВг и АС1? 

если АВ = 5, В^С^ = 12, ВВ^ = 18.
Решение.
а) Точка С — проекция точки Сі на пло­

скость нижнего основания. Наклонная АСі

^^ = 15(2+7з).

пересекает ось цилиндра ОО^ в точке М, проекцией которой являет­
ся точка О. Значит, АС — диаметр окружности, тогда /АВС = 90° —
как вписанный угол, опирающийся на диаметр. Так как ВС ± АВ, 
то BCt / АВ, т. е. /АВС^ = 90° (по теореме о трех перпендикулярах),
ч. т. д.

б) Поскольку образующие цилиндра параллельны, т. е. СС^ || ВВг, 
то ZAC1C = а — искомый угол между прямыми ВВі и АСР

По условию В^ = 12, СС^ = ВВ^ = 18, ВС = В^С^ = 12.
Из ЛАВС имеем АС = у/АВ2 + ВС2 = Ѵб^Ті^ - 7169 = 13.

„ А х АС 13 х 13Из ЛАССі tg а =  = —, откуда а = arctg —.
СС^ 18 18
13 Ответ: б) arctg —.
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2.4. Конус

Пример 45. В конусе МАВ длина образую­
щей равна 13, а радиус основания — 5. На 
окружности основания конуса выбраны точ­
ки В и С, делящие окружность на две дуги, 
длины которых относятся как 2:4.

а) Докажите, что ^ВОС — равносторонний.
б) Найдите площадь сечения конуса пло­

скостью МВС.
Решение.
а) Пусть иВС = 2х, тогда иСАВ = 4х. Полу-

чим уравнение 2х + 4х = 360, или 6х = 360,
откуда х = 60.

Значит, cjBC = 60° => ZBOC = 60°. Так как ВО = СО, то Z.OBC = 
= АОСВ = (180° - 60°): 2 = 60°.

Выходит, что АВОС — равносторонний, ч. т. д.
б) Сечение МВС — равнобедренный треугольник, так как МС = 

= МВ = 13, ВС = 5. По формуле Герона Всеч< = 7р(р - а)(р - Ь)(р - с),
1 1 31где р= — (а + Ь + с) — полупериметр, р = —(5 + 13 + 13) = —, р- а = 
2 2 2

L 31 5 31 с 21= р - b =-----13 = —, р - с =----- 5 = —
2 2 2 2

Следовательно, Всеч> 31 5 5 21 5^651
2 2 2 2 ” 4

Ответ: б)

Пример 46. Радиус основания кону­
са с вершиной М и центром основа­
ния О равен 8, высота конуса МО = 
= л/70. Точка N — середина образующей 
МА, точка Е е АВ, причем NE || МВ.

а) Докажите, что ОЕ — биссектриса 
ЛАОВ.

б) Найдите угол между прямой BN и 
плоскостью основания конуса, если
АВ= бѴз.
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Решение.
а) Поскольку точка N — середина МА и МЕ || МВ (по условию за­

дачи), то Е — середина АВ (по теореме Фалеса). В ДАОВ АО = ОВ = R, 
т. е. ЛАО В — равнобедренный с основанием АВ, тогда ОЕ — медиа-
на => ОЕ — биссектриса ХАОВ, ч. т. д.

б) Точка К — проекция точки N на (АОВ), 
тогда ЛКВК — искомый угол между пря­
мой B^ и плоскостью основания конуса.

Пусть ЛМВК = а, тогда из М^КВ имеем
NKtg а =---- , где МК — средняя линия АМ АО,

1 Ѵ70т. е. NK = —МО =----- . Остается найти дли-
2 2

ну ВК.
Достроим ААОВ до параллелограмма АВОТ. По свойству паралле­

лограмма имеем АО2 + ВТ2 = 2(АВ2 + ВО2), где АО = ОВ = Я = 8, АВ = 
= 6д/3.

Пусть ВК = КТ = х, тогда получим (2х)2 + 82 = 2(82 + (6>/3)2), или
4х2 -I- 64 = 2(64 + 108), или 2х2 = 172 - 32 = 140, или х2 = 70, откуда 
х = л/70, т. е. ВК = ^70.

^70 I—Из прямоугольного &NKB, где NK = ----- , ВК = у70, находим
2

х NK у/Т0 1 х 1tg а =-----=----- : V70 = —, откуда а = arctg —.
ВК 2 2 2

Ответ: б) arctg —.

Пример 47. В конусе МАВ 
высота МО = 8, радиус основа­
ния АО = 15.

а) Постройте сечение конуса 
плоскостью, проходящей через 
вершину М конуса и взаимно 
перпендикулярные образующие 
МА и МС.

б) Найдите расстояние от пло­
скости сечения до центра осно­
вания конуса.
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Решение.
а) Найдем длину образующей МА конуса из прямоугольного 

ААМО, где АО = 15, МО = 8. По теореме Пифагора АМ =
= Ѵ152 + 82 =>/289 = 17. Через вершину М и образующие МА и МС
проходит сечение конуса АМС, где МА 1 МС (по условию задачи). 
Поскольку МА = МС (как образующие конуса) и МА ± МС, то сече­
ние — равнобедренный прямоугольный РАМС, который пересекает 
основание конуса по хорде АС, где АС = \І172 +172 = Ѵ2-172 = 17^2.

б) Проведем радиус ОМ 1 АС, тогда АО = ОС (ра- м
диус, перпендикулярный хорде, делит ее пополам). \
Соединим точки М и О. Поскольку РАМС, где АС — /
гипотенуза, — равнобедренный и прямоугольный, /
то МО — медиана, а значит, и высота. /

Известно, что медиана, проведенная к гипотену- к/\ 
зе, равна половине гипотенузы, т. е. МО = АО = /Х.

= ОС=-АС = 
2

Поскольку МО А. АС и ОО 1 АС, то плоскость (МОО) 1 (АМС). Зна­
чит, перпендикуляр, опущенный из точки О на МО, будет расстоя­
нием от точки О до (АМС).

Из &МОО, где МО = 8, МО = 17>/2 , по теореме Пифагора найдем

катет ОО = 4МО2-МО2 =. — -64 = 
V 2

289-128 161

Проведем ОК 1 МО, тогда 5Ш0І) = —МО • ОО = —МО • ОК, откуда

161
у 2 8 ■ УЇ6Ї - 2 8 УЇ6Ї

17^2 >/217л/2 17

Ответ: б) 8ч/їбї
17
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Пример 48. Точки А, В и С лежат на 
окружности основания конуса, причем 
АВ — диаметр. Точка К — середина ВС.

а) Докажите, что прямая МК образует с 
плоскостью АВС угол, равный углу между 
АС и плоскостью МАС.

б) Найдите угол между прямой МА и 
(МСВ), если АС = 8,ВС = 6, МА = 4710.

Решение.
а) Точка О — проекция точки М на 

плоскость основания конуса. Так как 
МК 1 ВС (МК — медиана и высота равно-
бедренного ЛМВС), то ХМКО — угол наклона МК к (АВС).

Но ОК || АС, так как ОК — средняя линия ЬАВС. Значит, угол ме­
жду АС и (МВС) равен углу между МК и (АВС), ч. т. д.

б) Так как АС = &,тоОК^ -АС = 4, ВК = -ВС = 3,
2 2

МА = МС = МВ = 4710, тогда из АМВК получим
МК = 4мв2-вк2 = 7(4710 )2-32 = 7ш

Из ЬМОК МО = ^МК2-ОК2 = 7151-16 = 7135 = зТІ5.

Swok =-МО OK = -МК • ON, откуда ON = МО 0К 
2 2 мк

ЗѴІ5 4 12V15
Ѵ151 ~ Ѵ151 ’

Из ONK sin ZOKN = ON _ 12>/15 1 ЗѴ15 
ОК~ 7151 4 ”7151

Ответ: б) arcsin

Пример 49. В конус, радиус основания кото­
рого равен 4, вписан шар радиуса 3.

а) Изобразите осевое сечение комбинации этих 
тел.

б) Найдите отношение площади поверхности 
конуса к площади поверхности шара.
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Решение.
а) Так как АВС — конус, то осевое сечение — равнобедренный 

ЬАВС, где АС = ВС — как образующие конуса, АВ — диаметр конуса. 
В ААВС вписана окружность, радиус которой равен радиусу шара.

б) Пусть АВ = г = 4 — радиус основания конуса, ОБ = В = 3 — ра­
диус вписанного в конус шара.

Известно, что 5конуса = пг(г + I), где I = АС — образующая конуса.
5Шара = 4лД2.

X ОБ АВПо свойству биссектрисы треугольника---- =----- , или
СО .А.С

СВ-3 АС’
Кроме того, АС2 - СВ2 = 16. (2)

ЗАС+12Из равенства (1) имеем ЗАС = 4СВ - 12, откуда СВ =---------- .
4

9(АС + 4)2Тогда равенство (2) примет вид АС2  ------------= 16, или
16

16АС2 - 9(АС + 4)2 = 256.
Раскрыв скобки и упростив выражение, получим уравнение 

7АС2 - 72АС - 400 = 0.

— = 362 + 2800 = 4096 = 642.
4

, 36±64 , 100 , ,АС = I = —-—, откуда I = —(так как / > 0).

л 100Ло л-4- 4 +----
г бонуса I 7 ; 128Следовательно, ---- — =----- --------- - =---- .

5 4л-9 63шара

л 128Ответ: б) ------ .
63

Замечание. Задача допускает и другие способы решения.

Пример 50. Дан конус МАВ. На окружности основания конуса 
отмечены точки А, В и С так, что АС = ВС, N — середина образую­
щей МВ.

а) Докажите, что АМОС = 90°.
б) Найдите угол между прямыми АМ и МС, если АМ = 8, АВ = 

= 2^.
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Решение.
а) МАВ — осевое сечение конуса, 

N — середина МВ, тогда медиана AN 
пересекает высоту МО конуса. Значит, 
плоскость МАВ содержит высоту кону­
са, АВ — диаметр конуса, МО — высота.

Так как АС = ВС (по условию), то 
СО — высота равнобедренного ^АВС, 
тогда ОС 1 АВ, ОС 1 МО ^> ОС 1 (МАВ). 
Значит, АМОС = 90° (по определению 
перпендикулярности прямой и плоско­
сти), ч. т. д.

б) Пусть К — середина ВС, тогда NK — средняя линия АМ ВС => 
=> NK \\ МС. Следовательно, угол между скрещивающимися прямы­
ми AN и МС равен углу между AN и NK.

Заметим, что ZACB = 90° — как вписанный угол, опирающийся 
на диаметр АВ, ZCAB = ZABC = 45°.

ВС = АС = АВ-sin 45° = 2л/б—= 2>/з.
2

Из ЛАСКАК = ^АС2 + СК2 = Ѵ(2х/3)2+(Тз)2 = V15?

В ЛМОВ cos AMBO = — = —. 
MB 8

Из ЛАН В по теореме косинусов имеем 
АН2 =АВ2 + ВИ2 - 2АВ ■ ВИ ■ сое /АВЫ, или

А№= (2л/б)2 + 42 - 2 • 2^6-4 —, или 
8

AN2 = 24 + 16 - 12 = 28, откуда AN - 2^7.
Из ЛАИК, где /АПК = а, получим 

АК2 = А№ + ИК2 - 2A^ • ИК ■ сое а, или 
15 = 28 + 16 - 2 • 2^7 ■ 4сов а, откуда

16\/7 cos а = 29, cos а = 29 
16^7

т. е. а = arccos 29
16^’

Ответ: б) arccos 29 
ібТ?'
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Задачи для самостоятельного решения

1. В правильной треугольной пирамиде МАВС с основанием АВС 
известны длины ребер: АВ = 8уІЗ и МА =17. Найдите угол, образо­
ванный плоскостью основания и прямой АК, где К — точка пересече­
ния боковой грани МВС.

2. В правильной треугольной пирамиде МАВС точка К — середи­
на ребра МС, N — середина АВ.

а) Докажите, что прямая КК делит высоту МО пирамиды в отно­
шении 1:3.

б) Найдите угол между прямой КК и плоскостью основания АВС, 
если АВ = 6, МА = 5.

3. В правильной четырехугольной пирамиде МАВСВ сторона ос­
нования равна 5\/2. Тангенс угла между прямыми МВ и АК равен 
\І2, где К — середина МВ. Найдите высоту МО пирамиды.

4. Образующая цилиндра перпендикулярна плоскости основания. 
На окружности нижнего основания отмечены точки А и В, а верхне­
го — В у и Сь где ВВу — образующая, а отрезок АС у пересекает ось 
цилиндра.

а) Докажите, что /АВС у - 90°.
б) Найдите угол между ВВу иАСу, если АВ = 6, ВуСу = 8, ВВу = 15.

5. В правильной треугольной призме АВСА1В1Сі длины всех ребер 
равны 2. Точка К — середина ААу.

а) Докажите, что ВК ± ВуС.
б) Найдите расстояние между прямыми ВК и ВуС.

6. Дан куб АВСВАуВуСуВу. Точка Оу — центр основания АВСВ, 
а точка О2 — центр боковой грани ССуВуВ.

а) Докажите, что прямые А^і и ВуО2 — скрещивающиеся.
б) Найдите расстояние между прямыми АуОу и ВуО2, если длина 

ребра куба равна 2.

7. Дана прямая треугольная призма АВСАуВуСу.
а) Докажите, что линия пересечения плоскостей АВСу и АуВуС па­

раллельна основаниям призмы.
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б) Найдите угол между (АВС^) и (А^^), если известно, что 
АА^Ъ, АВ = Л, ВС = 2,АС=1.

8. Дан конус с вершиной М. Высота конуса МО = 1, образующая 
равна 2. В основании конуса провели диаметр АВ и перпендикуляр­
ную ему хорду СВ. Известно, что расстояние от хорды СВ до центра 
основания О равно 1.

а) Докажите, что АМСВ — прямоугольный.
б) Найдите сумму объемов АС МВ и ВАМ В.

9. В правильной треугольной пирамиде МАВС сторона основания 
АВ = 2, а боковое ребро МА = Ѵб. Через точки М, А и середину ВС — 
точку Е проведено сечение.

а) Найдите площадь сечения.
б) Найдите косинус угла между сечением и плоскостью основания 

АВС.

10. В правильной шестиугольной призме АВСВЕРА^^іВ^Е^і 
О — точка пересечения АГВ иАВ^

а) Докажите, что (ОВ^С^) ± (СЕЕ^).
б) Найдите расстояние между прямыми А^і и ВВ±, если АВ = 1, 

ААХ = 3.

11. В прямоугольном параллелепипеде АВСВА^^С^В! ААг = 
= АВ = 6, АВ = 4. Точка К — середина АВ, точка М делит ребро ВВХ 
в отношении ВМ : ВХВ = 2:3.

а) Докажите, что ВВГ || (МКС).
б) Найдите площадь сечения параллелепипеда плоскостью МКС.

12. Площадь боковой поверхности правильной четырехугольной 
пирамиды МАВСВ равна 108, а полной поверхности равна 144. Най­
дите площадь сечения, проходящего через вершину М этой пирами­
ды, и диагональ ее основания.

13. В правильной четырехугольной призме АВСВА^В^СіВі сторо­
на основания АВ = 8, боковое ребро ААг = 6. Через точки А и С пер­
пендикулярно ВВі проведена плоскость а.

а) Докажите, что плоскость пересекает ребро В^С^ в точке К так, 
что КВі : КСГ = 7:9.

б) Найдите угол между плоскостями а иАСС^
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14. В правильной треугольной пирамиде МАВС сторона основа­
ния равна 6, а боковое ребро равно 5. На ребре МС отмечена точка К 
так, что МК : КС = 7 : 18.

а) Докажите, что (МВС) 1 (АВК).
б) Найдите объем меньшей части пирамиды МАВС, на которые ее 

делит плоскость АВК.

15. Длины всех ребер правильной шестиугольной призмы 
ABCDEFAiB1C1D1ElF1 равны V133.

а) Постройте сечение призмы плоскостью AFC^.
б) Найдите Sce4

16. Основанием пирамиды MABCD является трапеция ABCD с ос- 
нованиями АО = 25, ВС = 7 и острым углом BAD, равным arccos 0,6. 
Каждое боковое ребро пирамиды наклонено к плоскости основания 
под углом 60°.

а) Докажите, что существует точка М, одинаково удаленная от 
всех вершин пирамиды (центр описанной сферы).

б) Найдите объем пирамиды.

17. Дан куб ABCDAiBiCiDi. Точка М — середина ребра C^D^, N — 
середина ребра АЛ, К — середина ребра СС^.

а) Постройте сечение куба плоскостью, проходящей через точки 
М, Ми К.

б) Найдите площадь полученного сечения, если ребро куба равно 6.

18. Дан куб АВСВА^^С^р^ Ребро куба равно 4. Через середины 
ребер АВ и ВС параллельно прямой BDr проведена плоскость.

а) Постройте сечение куба этой плоскостью.
б) Найдите площадь полученного сечения.

19. Основанием прямой призмы ABCDA^iC^Di является ромб, 
АА^, ВВі, CClf DDr — боковые ребра. В призму вписан шар радиуса 1.

а) Постройте плоскость, проходящую через вершины А, В, С^
б) Найдите площадь сечения призмы этой плоскостью, если 

ZBAD = 60°.

20. Высота правильной треугольной пирамиды МАВС равна 1. 
Боковая грань составляет с плоскостью основания угол 60°. Через 
сторону основания АВ и точку D — середину бокового ребра — про­
ведена плоскость.
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а) Докажите, что сечение — равнобедренный треугольник.
б) Найдите площадь полученного сечения.

21. Основанием пирамиды МАВС служит равнобедренный КАВС 
с основанием АВ, площадь которого равна 3, a ZACB = 30°. МО — 
высота пирамиды. Все боковые ребра пирамиды составляют с пло­
скостью основания одинаковые углы.

а) Докажите, что ЬАОВ — правильный.
б) Найдите тангенс этого угла, если объем пирамиды равен 1.

22. В правильной четырехугольной пирамиде MABCD расстояние 
от центра основания О до боковой грани равно ОК = >/2 и до бокового 
ребра МА равно ОЕ = Ѵз.

а) Докажите, что КМЕО ~ ЛАОЕ.
б) Найдите двугранный угол при основании пирамиды.

23. Боковые ребра треугольной пирамиды МАВС имеют равные 
длины и равны 6. Из трех плоских углов, образованных этими реб­
рами при вершине пирамиды, два содержат по 45°, а третий — 60°. 
Плоскость, проходящая через АВ и точку К є МС, перпендикулярна 
ребру МС.

а) Докажите, что ААМВ — прямоугольный.
б) Найдите объем пирамиды.

24. Через концы трех ребер, выходящих из вершин В, D, А^ и Сі 
куба ABCDA1B1C1D1, ребро которого равно 2, проведены плоскости.

а) Докажите, что полученная фигура — правильный тетраэдр.
б) Найдите его объем.

25. Через сторону основания AD правильной четырехугольной пи­
рамиды MABCD проведена плоскость, отсекающая от противополож­
ной грани KMEF, площадь которого равна 4. Боковая поверхность 
пирамиды равна 25.

а) Докажите, что KMEF ~ КМ ВС.
б) Найдите боковую поверхность пирамиды, которая отсечена про­

веденной плоскостью от данной пирамиды.

26. Сторона основания правильной четырехугольной пирами­
ды MABCD равна 4, боковое ребро составляет с высотой пирамиды 
угол 30°. Через вершину основания пирамиды проведена плоскость, 
перпендикулярная противолежащему боковому ребру.
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а) Докажите, что ЛМВВ — равносторонний.
б) Найдите объем части пирамиды, прилегающей к вершине.

27 . Основанием пирамиды МАВС служит равнобедренный тре­
угольник, где АВ = АС = 10, ВС =12. Грань МВС перпендикулярна 
основанию и МВ = МС.

а) Докажите, что V =----, где V — объем пирамиды, В — ее полная
3

поверхность, R — радиус шара, вписанного в пирамиду.
б) Найдите радиус R шара, если высота пирамиды МО = 1,4.

28 . На ребре МА правильной четырехугольной пирамиды МАВСВ 
с основанием АВСВ отмечена точка К, причем МК : КА = 5:1. Точки 
Е и Р — середины ребер ВС и АВ соответственно.

а) Докажите, что сечение пирамиды плоскостью КЕР — равнобед­
ренная трапеция.

б) Найдите отношение объемов многогранников, на которые раз­
бивает пирамиду плоскость КЕР.

29 . В прямоугольном параллелепипеде АВСВА^В^С^В! М — точ­
ка пересечения диагоналей грани АА^В^В, N — точка пересечения 
диагоналей грани ВВ^^, точка Е — середина ребра СВ.

а) Докажите, что сечение параллелепипеда плоскостью MNE — 
пятиугольник.

б) Найдите отношение длин отрезков, на которые делит плоскость 
МКЕ, если известно, что АВ = ВС = Д=АА.

л/2
30. Основанием прямой четырехугольной призмы АВСВА1ВІС1В1 

является квадрат АВСВ, сторона которого равна 3\/2. Высота приз­
мы равна 2\/7. Точка М — середина ребра ВВ^ Через точки N и Сг 
проведена плоскость а, параллельная прямой ВВ^.

а) Докажите, что сечение призмы плоскостью а — равнобедрен­
ный треугольник.

б) Найдите периметр треугольника.

31. Основанием прямой треугольной призмы АВСАуВ^С^ являет­
ся прямоугольный ЛАВС, где ЛС = 90°, АВ = 25. Диагонали боковых 
граней АА1В1В и ВВ^^С равны соответственно 26 и 10.

а) Докажите, что ЛА^Сі — прямоугольный.
б) Найдите объем пирамиды АА^СіС.
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32. На окружности основания конуса с вершиной М отмечены 
точки А, В иС так, что АВ = ВС. Медиана АК ДАМС пересекает вы­
соту конуса в точке N.

а) Докажите, что /КОВ = 90°, где точка О — середина АС.
б) Найдите угол между прямыми АК и МВ, если МА = 2, АС = Тб.

33. Радиус основания конуса с вершиной М и центром основа­
ния О равен 5, высота конуса МО = \/51. Точка К — середина обра­
зующей МА, а точки N и В лежат в плоскости основания, причем 
KN II МВ, где МВ — образующая конуса.

а) Докажите, что ZANO = 90°.
б) Найдите угол между ВК и плоскостью основания конуса, если 

АВ = 8.

34. Основание прямой треугольной призмы АВСАуВуСу — пря­
моугольный ^АВС с прямым углом при вершине А, а боковая грань 
ААуСуС — квадрат.

а) Докажите, что СВу /АСу.
б) Найдите расстояние между прямыми СВу и АСу, если АС = 2, 

АВ, = 2^3.

35. В правильной шестиугольной пирамиде с вершиной М сторо­
ны основания ABCDEF равны 6, а боковые ребра равны 12. Точки Т 
и К — середины ребер MF и ME соответственно.

а) Постройте сечение пирамиды плоскостью ВТК.
б) Найдите площадь полученного сечения.

36. Точки Е и F — середины ребер соответственно ССу и ВуСу тре­
угольной призмы АВСАуВуСу.

а) Докажите, что плоскость ЕВАу делит отрезок AF в отношении 
4:3, считая от точки А.

б) В каком отношении плоскость ЕВАу делит объем призмы?

37. В окружность основания конуса с вершиной М вписан пра­
вильный шестиугольник ABCDEF.

а) Докажите, что объем пирамиды MABD в 2 раза больше объема 
пирамиды MDEF.

б) Найдите площадь сечения конуса плоскостью АВМ, если радиус 
основания конуса равен 6, а длина образующей равна 9.
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38. Угол при вершине осевого сечения конуса равен агссоз —.

а) Докажите, что площадь полной поверхности конуса в 5 раз 
больше площади его основания.

б) Найдите угол в развертке боковой поверхности.

39. Высота конуса равна 4, а радиус основания равен Т34.
а) Докажите, что наибольшая площадь сечения конуса плоско­

стью, проходящей через его вершину, равна 25.
б) Найдите расстояние от центра основания конуса до этой плос­

кости.

40. Диагональ прямоугольного параллелепипеда равна 4>/2 и обра­
зует с боковыми гранями углы 30° и 45°.

а) Докажите, что одна из этих граней — квадрат.
б) Найдите объем параллелепипеда.

41. В основании прямой треугольной призмы АВСА1В1С1 лежит 
равнобедренный РАВС, где АВ = ВС. Точки Е и Р — середины ребер 
А^В^ и АС соответственно.

а) Докажите, что ЕР = ВЕ.
б) Найдите угол между прямой ЕР и плоскостью АВВі, если 

АВ = 8,АС = 6иАА1 = 3.

42. Образующая цилиндра перпендикулярна плоскости основа­
ния. На окружности нижнего основания отмечены точки А и В, а на 
окружности верхнего основания — точки Ві и Сь где ВВ1 — обра­
зующая цилиндра, а отрезок АС^ пересекает ось цилиндра.

а) Докажите, что ZABC1 = 90°.
б) Найдите угол между ВВг иАС^ если АВ = 6, В^С^ = 8, ВВГ = 15.

43. Дан конус с вершиной М. Высота конуса МО = 1, образующая 
равна 2. В основании конуса провели диаметр АВ и перпендикуляр­
ную ему хорду СВ. Известно, что расстояние от хорды СВ до центра 
основания О равно 1.

а) Докажите, что ЛМСВ — прямоугольный.
б) Найдите сумму объемов АСМ В и ВАМ В.
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44. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1CiD1AA1 =АВ = 
= 6, AD = 4. Точка К — середина АВ, точка М делит ребро DDi в от­
ношении DM : D^D = 2:3.

а) Докажите, что BD± || (МКС).
б) Найдите площадь сечения параллелепипеда плоскостью МКС.

45. Длины всех ребер правильной шестиугольной призмы 
ABCDAiBiCtDi равны V133.

а) Постройте сечение призмы плоскостью AFCi.
б) Найдите Всеч.

46. Дан куб ABCDA1B1C1D1. Точка М — середина ребра C^D^, N — 
середина ребра АВ, К — середина ребра СС^

а) Постройте сечение куба плоскостью, проходящей через точки 
M,NhK.

б) Найдите площадь полученного сечения, если ребро куба равно 6.

47. Высота правильной треугольной пирамиды МАВС равна 1. Бо­
ковая грань составляет с плоскостью основания угол 60°. Через сто­
рону основания АВ и точку D — середину бокового ребра проведена 
плоскость.

а) Докажите, что сечение — равнобедренный треугольник.
б) Найдите площадь полученного сечения.

48. В правильной четырехугольной пирамиде MABCD расстояние 
от центра основания О до боковой грани равно ОК = V2 и до бокового 
ребра МА равно ОЕ = Ѵз.

а) Докажите, что КМЕО U ДАОЕ.
б) Найдите двугранный угол при основании пирамиды.

49. Основанием пирамиды МАВС служит равнобедренный тре­
угольник, где АВ = АС = 10, ВС = 12. Грань МВС перпендикулярна 
основанию и МВ = МС.

RSа) Докажите, что V =----, где V — объем пирамиды, S — ее полная
3

поверхность, R — радиус шара, вписанного в пирамиду.
б) Найдите радиус R шара, если высота пирамиды МО = 1,4.
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50. В прямоугольном параллелепипеде АВСВАхВ^С^Вх М — точка 
пересечения диагоналей грани АА^В^В, N — точка пересечения диа­
гоналей грани ВВ^С^С, точка Е — середина ребра СВ.

а) Докажите, что сечение параллелепипеда плоскостью ММЕ — 
пятиугольник.

б) Найдите отношение длин отрезков, на которые делит плоскость 
ММЕ, если известно, что АВ = ВС = ХаАі.

51. Основанием прямой треугольной призмы АВСА^В^С^ является 
прямоугольный ^АВС, где /С = 90°, АВ = 25. Диагонали боковых 
граней ААіВ^В и ВВ^С^С равны соответственно 26 и 10.

а) Докажите, что ЛА^В^ — прямоугольный.
б) Найдите объем пирамиды АА^С^С.

52. На окружности основания конуса с вершиной М отмечены 
точки А, ВиС так, что АВ = ВС. Медиана АК ААМС пересекает вы­
соту конуса в точке N.

а) Докажите, что /.КОВ = 90°, где точка О — середина АС.
б) Найдите угол между прямыми АК и МВ, если АМ = 2, АС = Ѵб.

53. В правильной шестиугольной пирамиде с вершиной М сторо­
ны основания АВСВЕЕ равны 6, а боковые ребра равны 12. Точки Т 
и К — середины ребер МЕ и МЕ соответственно.

а) Постройте сечение пирамиды плоскостью ВТК.
б) Найдите площадь полученного сечения.

54. Диагональ прямоугольного параллелепипеда равна 4\/2 и об­
разует с боковыми гранями углы 30° и 45°.

а) Докажите, что одна из этих граней — квадрат.
б) Найдите объем параллелепипеда.

7
55. Угол при вершине осевого сечения конуса равен агссоз —.

8
а) Докажите, что площадь полной поверхности конуса в 5 раз 

больше площади его основания.
б) Найдите угол в развертке боковой поверхности.

56. В кубе АВСВА^іС^і длина диагонали равна 3. На луче А^ 
отмечена точка М так, что АгМ = 4.
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а) Докажите, что МВВСу — правильный тетраэдр.
б) Найдите длину отрезка АМ.

57. Основанием прямой треугольной призмы АВСАуВуСу является 
прямоугольный ЛАВС {/С = 90°). Диагонали боковых граней ААуВуВ 
и ВВуСуС равны 15 и 9 соответственно, АВ = 13.

а) Докажите, что ^АуВуСу — прямоугольный.
б) Найдите объем пирамиды ААуСуВ.

58. Основанием прямой четырехугольной призмы АВСВАуВуСуВу 
является ромб АВСВ, АВ = ААу.

а) Докажите, что прямые АуС и ВВ перпендикулярны.
б) Найдите объем призмы, если ВВ =АуС = 2.

59. В правильной треугольной пирамиде МАВС Е — середина АВ, 
Е — середина МС.

а) Докажите, что проекции отрезков ЕЕ и АМ на плоскость АВС 
равны.

б) Найдите объем пирамиды МАВС, если АМ = 8, ЕЕ = 5.

60. В правильной шестиугольной пирамиде МАВСВЕЕ сторона 
основания АВ = 7, а боковое ребро МА = 10. Точка К лежит на ребре 
ВС, причем ВК = 4, точка Т лежит на ребре МС, причем МТ = 7.

а) Докажите, что плоскость КТВ перпендикулярна плоскости ос­
нования пирамиды.

б) Найдите объем пирамиды СВТК.
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§3. ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА КООРДИНАТ

3.1. Угол между двумя прямыми

Углом между скрещивающимися прямыми называется угол ме­
жду пересекающимися параллельными им прямыми.

Применяя векторно-координатный способ, надо иметь в виду, что 
еслиф — угол между скрещивающимися прямыми, то совф = |cos(a,Ab)|, 

где а и b — векторы, коллинеарные заданным скрещивающимся 
прямым.

При решении задач указанным методом будем придерживаться 
следующего алгоритма.

1. Вводим прямоугольную систему координат.
2. Находим координаты направляющих векторов данных прямых.
3. Находим косинус угла между направляющими векторами по 

формуле
cosa = хЛ + У1У+г122 _

где a(Xp j/pZj, Ь(х2; Уг; z2).
Замечание. За угол между прямыми принимают меньший из двух 

углов, образованный этими прямыми, значит, косинус угла между 
прямыми должен быть больше нуля, и он равен модулю косинуса 
угла между направляющими векторами.

Рассмотрим задачи на нахождение угла между прямыми методом 
координат.

Пример 1. В единичном кубе 
А.^В^ найдите угол между прямыми 
ВР и АЕ, где точки Е и Е — сере­
дины ребер соответственно А1В1 и 
АіВр

Решение.
Введем прямоугольную систему 

координат, приняв точку В за начало.

X
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Тогда имеем D (0; 0; 0), А (1; 0; 0), 1; —

Теперь запишем координаты векторов АЕ и DF: А£|0;-;1|,

DF|-;0; 1|.
І2 I

Пусть угол между векторами АЕ и DF равен а, тогда
AEDF

COS a = I____

Но АЕ ВГ = О-Д о + 1М; ІАЕІ = 
2 2

2

I +02 + 1
2

2 ’

14Следовательно, cosa = ——^ = —,
>/5j5 5
2 2

4 Ответ: агссов—.
5

Пример 2. В прямоугольном 
параллелепипеде А...В1 АВ = 2, 
АО = 4, ААі = 3, точка К — середи­
на ребра АВ. Найдите угол между 
прямыми А^ и В^К.

Решение.
Введем пространственную систе­

му координат, тогда Аі (4; 2; 3),

4 откуда a = arccos—.
5

С\ (0; 0; 3). Следовательно, А1С1 {-4; -2; 0}.
Так как по условию задачи К — середина АВ, тоА^ = КВ = 1.
Значит, К (4; 1; 0), В (4; 0; 3).
Значит, ^{0; 1; -3}.
Пусть искомый угол между прямыми А^і и В^ равен а. Учиты­

вая, что cos a > 0, получим

cos a = I ■ г I —k
|ac,|'M
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Но аД в^К = -4 • 0 + (-2) • 1 + 0 • (-3) = -2;

аД = 7(-4)2 + (-2)2 + 02 = 720 = 275; В^К = 7о2+12+(-3)2 = 710.

„ 2 1 1 72 72Значит, сова =—,=—,= = ■,■•■ =—,= = —, откуда а = агссоз—.
275-710 75 40 572 10 10

Ответ: агссов—.
10

Замечание. Можно показать, что если соза = —, то 1§ а = 7 (дока­

зать самостоятельно).
Пример 3. В правильной треуголь­

ной призме АВСА^ВуС^, все ребра ко­
торой равны 1, найдите угол между 
прямыми АВ и ВС^ где В — середина 
ребра ^Вр

Решение.
Точку А поместим в начало прямо­

угольной системы координат так, чтобы 
ось X была параллельна стороне ВС, 
а ось У — перпендикулярна ей.

АЕ — высота и медиана ЛАВС, тогда

СЕ = ВЕ= 
2

Значит, А (0; 0; 0), А! (0; 0; 1), В 1 ^ 
ІХ 2 ;0

^ -;—;1 , --;—;1 , где АЕ = .12-^2 2 / \2 2 / V Ы
Поскольку по условию задачи В — середина Л^Вр то

г =ѴЛ=1І2 = 1. „ = Ѵ<!»,=2а=£ 
° 2 2 4’ ^ 2 2 4 ’

2 А^ 2 В^ 1 + 1 1
2п =-- 1---— =----= 1.

р 2 2
1Тогда В -; —; 1 . 
.44
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Теперь находим координаты векторов АБ и ВС^ : АВ —; —; 1 ,
I 4 4

ВС^-І; 0; 1).
Пусть а — искомый угол между прямыми АО и ВС^ тогда

А __ _ ____ 1соза = ^п^, где АОВС1=-(-1) + — 0 + 11 =
АО-ВС; 4 4

1+іЛ 
4 4

з
16

1 
16

/5е

2 ’

3
Следовательно, сова = —

2

З

2Ѵ10’
3 откуда а = агссоз^=.

п 3Ответ: агссоз—,=.
2710

Пример 4. В правильной шестиугольной призме А...Р1, все ребра 
которой равны 1, найдите угол между прямыми ВА^ и ВВ±.

Решение.
Введем систему координат.
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Длину отрезка АЕ найдем из ААОЕ по теореме косинусов, где 
ЛАОЕ = 120°, АО = ОЕ =АВ = 1, тогда

АЕ2 = ОА2 + ОЕ2 -2 ОА ОЕ cos 120°, или
АЕ2 = 2(1 - cos 120°) = 4 sin2 60°, откуда АЕ = 2 sin 60° = 4з.
Теперь найдем координаты точекАх и В.
Д(0; ѴЗ; 1), В(1; ѴЗ; 0).

Следовательно, ВА^-І; 0; 1).

Аналогично находим координаты вектора DB^, где В (1; 0; 0), 
^(1; 73; 1), тогда 5^(0; ѴЗ; 1).

Пусть а — искомый угол между прямыми ВА^ и DB^ тогда

cos а = ВА^РВ' 
ва|’|Ж

Но В^ РД =-10+0 73+11 = 1;

2 =2.

n 1 Ѵ2Следовательно, cosoc = -^-у= = ^^, откуда

72 а = агссов—.
4

72 Ответ: агссоз—.
4

Пример 5. В правильной четы­
рехугольной пирамиде МАВСР, 
все ребра которой равны 1, найди­
те угол между прямыми АЕ и ВЕ, 
где точки Е и Е — середины ребер 
ВМ и СМ соответственно.

Решение.
Поместим начало координат в 

точке О — центре основания пира­
миды, а оси X и У проведем парал­
лельно сторонам основания. Найдем координаты точек А, В и С:

1
2

, в[і;і 
I 2 2

-;-;0|.
22 ;
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Для нахождения координат вершины М пирамиды найдем ОМ из
АВ 1прямоугольного ААОМ, где АО = В = —т=- = —т=, тогда
72

МО = 4 АМ2-АО2 = ,/1-і = 4=
V 2 ^

Значит, м|О;О;Х|.

Поскольку точки ЕиР — середины соответственно отрезков МВ и 
МС, то по формулам для нахождения координат середины отрезка

г 1 1 Ѵ2 имеем Е —; —; — 
4 4 4 ’ Л 4’4’ 4

Теперь найдем координаты векторов АЕ и ВР:

АЁ-Ш*
4 4 4

Пусть а — угол между векторами АЕ и ВР, тогда сова = АЕВР 
ае\]вр

V 75 її 1 Г 3 Л З 1 Ѵ2 Ѵ2 3 3 2 1Но АЕ ВР = — +---- +-------- = — + — + — = -
4 4 4 4 4 4 16 16 16 2

і? Г3?

— + —
4 І4 J 4

1
16

9 2 =243=43^
16 +16 “ 4 “ 2 ’

I 4) 4

Следовательно, соза =

/2 
4

/3 
2

1
2

/з Уз
2 ' 2

1
2

4
3

2 2= —, откуда а = агссоз—.

Ответ: агссоз—. 
3
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3.2. Угол между прямой и плоскостью

Если прямая а пересекает плоскость а и не перпендикулярна а, то 
углом между прямой а и плоскостью а называется угол между пря­
мой а и ее проекцией на плоскость а.

Если а || а, то угол равен 0°, если а ± а, то угол равен 90°.
При решении задач с помощью метода координат нам будут необ­

ходимы следующие теоретические сведения:
1. Уравнение плоскости ax + by + cz + d = Oi где а,Ь,с — координа­

ты вектора нормали к плоскости, т. е. вектора, перпендикулярного 
плоскости.

2. Косинус угла между векторами а(х^ у с, г^ и Ь(х2; у 2', ^2) опре­
деляется по формуле

С08ф =
а-Ь

#1 где аЬ = ХіХ2 + УіУ2 + гіг2 — скалярное произведе­

ние векторов, а = ^х^ + у^+г^, Ь = ^х^+у^+г^ — длины (модули)

векторов а и Ь.
3. Ненулевой вектор М (а^ Ь^ с^, лежащий на некоторой пря­

мой р или параллельный ей, называется направляющим вектором
прямой.

4. Синус угла р между прямой, направляющий вектор которой 
имеет координаты М (а^; Ьі; с^), и плоскостью, которая задается 
уравнением ах + Ьу + С2 + сі = 0, определяется по формуле

8ІпР = СО8у =
аа1 + ЬЬХ + с^

/л2 і Ь2 , /л2 і Ь2 і л2 '\ а + о + с ’ у щ + о^ + с^

Пример 6. В кубе А..^! найдите 
угол между прямой АЕ и плоскостью 
ВЕЕЪ где Е — середина ребра А^р

Решение.
Точку Е примем за начало прямо­

угольной системы координат, а оси 
X, У и 2 направим по ребрам БА, ЕС 
и ЕЕ^.

Пусть а — искомый угол между 
прямой АЕ и плоскостью ВЕЕ^.
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\п-а\
Известно, что 8Іпа = тЦ-рт, где а — вектор, лежащий на прямой т

(или параллельный ей), п — нормаль к плоскости.
Выпишем координаты необходимых вершин куба: А (1; 0; 0), 

В (1; 1; 0), С (0; 1; 0), В (0; 0; 0), В! (1; 1; 1), в| 1; -; 11.

Найдем координаты вектора АЕ| 0;-;11.

Заметим, что плоскость ВВВ^ является диагональным сечением 
куба, значит, любой вектор, перпендикулярный ей, например, АС, 
является нормалью к плоскости ВВВЪ т. е. АС(1; -1; 0). Следова­
тельно, искомый угол между прямой АЕ и плоскостью ВВВг будет

равен зіпа =
|ас-ае|

1
2

где |аС Ае|= 10+(-1) |+01 =

ас|-|аеГ

1
о 2 1 1Значит, зіпа = —; , откуда а = агсзіп—,=

/г 75 Ло Ло
2

Ответ: агсзіп 1
716’

Пример 7. В основании прямого параллелепипеда А...В1 лежит 
параллелограмм с острым углом 60°. Известно, что АВ : АО : АА^ = 
= 1:2:3. Найдите угол между прямой Вр и плоскостью грани 
ААрр.

Решение.
Введем в пространстве прямоугольную систему координат, приняв 

за начало точку В (0; 0; 0).
Так как А...!)! — прямой параллелепипед, то ВВ! ± ВА, ВВ^ -1- ВВ. 

Прямые ВА и ВВ! примем соответственно за оси Вх и В2.
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Пусть АВ = а, тогда AD = 2а. Из AABD по теореме косинусов имеем 
BD2 =АВ2 + AD2 - 2 AB-AD- cos 60°, или BD2 = Sa2, BD = ajS.

Выходит, что AD2 = АВ2 + BD2, т. е. ZABD = 90°.
Следовательно, прямую BD можно принять за ось Ву. Так как 

BD = a^S и АВ : ААГ = 1 : 3, то получим А (1; 0; 0), Вг (0; 0; 3), 
В(0; ѴЗ; 0), В^О; ѴЗ; 3), BpD^O; ѴЗ; -З). Пусть п (п^ п2: п3) — нор­

маль к плоскости AA^D. Найдем координаты вектора п.
Так как п А (АА^^, то n 1DD^ и nl. AD.

Поскольку DDX (0; 0; 3), AD(-1; л/З; 0), то получим
Г Зи3 = 0, г

< г п3 = 0, полагая п2 =ѴЗ, имеем п^ = 3.
[-nx + >jSn2 =0,

Таким образом, в качестве нормального вектора плоскости AA^D 
можно взять вектор и(3; ѴЗ; 0).

Пусть ф — искомый угол, тогда
I <-*^1 І3І 3 3 1
I 1 I ѴзТэѴзТэ ѴІ2 ѴІ2 12 4

. 1Ф = arcsin—.
4

Ответ: arcsin—.
4
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Замечание. Решая задачу обычным классическим методом, полу-
. 1 м • 1 . 1

чим (р = агсг£-|=. Можно показать, что агсзіп—= агс!е—?=.715 4 6Л5

Пример 8. В правильной четырехугольной пирамиде МАВСВ, все 
ребра которой равны 1, найдите угол между прямой ВБ и плоско­
стью МВС.

Решение.
Введем прямоугольную систему координат так, чтобы точка В яв­

лялась ее началом, тогда В (0; 0; 0).
Известно, что уравнение плоскости имеет вид ах + Ьу + С2 + сі = 0, 

где а,Ь, с — координаты вектора нормали к плоскости (т. е. вектора, 
перпендикулярного плоскости).

Запишем теперь уравнение плоскости МВС, для чего найдем коор­
динаты точек М и С, а затем подставим в уравнение плоскости.

По условию задачи все ребра равны 1, тогда С (0; 1; 0). Остается най­
ти координаты точки М. Для этого сначала находим координаты ее 
проекции на плоскость основания АВСВ, а затем ее координаты по

1 1 Ѵ2оси 02: М -;-; — 2 2 2
. Поскольку плоскость МВС проходит через точ-

ку В (начало координат), то с? = 0. 
Имеем систему уравнений

Ь = 0,
' 1 1-а + -Ь +—с = О;
.2 2 2

Ъ = 0, 
а + 4Іс = 0;

Ь = 0, 
а = -42с.
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Следовательно, уравнение плоскости имеет вид
-уЦсх + 0 ' у + С2 = О, ИЛИ -Лх + 2 = 0.

Итак, вектор нормали к плоскости МВС имеет координаты 
п(-Л; 0; 1). Так как В (0; 0; 0), В (1; 1; 0), то ВО (1; 1; 0).

Пусть а — искомый угол между прямой BD и плоскостью MBCt

тогда sina =
-л/21 

7(-^)2+і-7ї+ї

. іa = arcsin—^.
Ѵз

Ответ: a = arcsin-J=.

3.3. Угол между двумя плоскостями

1. Угол между плоскостями равен углу между прямыми, содержа­
щими нормали к этим плоскостям.

2. В уравнении плоскости ax + by + cz + d = 0 коэффициенты
(а; b; с) являются координатами вектора нормали к плоскости.

3. Угол между плоскостями определяется по формуле cos a =
^1^2

4. Поскольку при пересечении двух плоскостей образуются 4 угла, 
то необходимо взять меньший из них. В этом случае cos (р > 0.

Пример 9. В кубе A.^Di найди­
те угол между плоскостями DEF и 
ACClt где Е и F — середины ребер 
соответственно AiDi и В^С^.

Решение.
Очевидно, что плоскости AEF и 

АССі пересекаются вне куба. При 
обычном способе решения нам 
пришлось бы строить их линию 
пересечения. Однако векторно­
координатный метод значительно
упрощает решение.

Для этого точку В примем за начало координат, а ребра куба ВА, 
ВС и ВВг примем соответственно за оси X, У, Е.
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Известно, что угол а между плоскостями равен углу между норма-

лями к этим плоскостям, т. е. cos а =

Поскольку при пересечении двух плоскостей образуются 4 угла, 
то берем меньший из них. В этом случае косинус угла будет неотри­
цателен.

Отметим координаты нужных нам точек: D (0; 0; 0), В (1; 1; 0), 
ЕІ —; 0; 11, f| 0;-;1 , тогда = РВ (1; 1; 0).

Составим уравнение плоскости DEF:
Ах + By + Cz + D = 0.

Подставим вместо х, у, z соответствующие координаты точек D, Е nF:

0A + 0B+*0C + D = 0, 
і-А + ОВ + 1 С + В = 0, • 
2

0А+-В+1-С + Р = 0;1 2

в = о,

-А + С = 0, 
2

-в+с=о.
12

Удобно взять С = -1, тогда А = В = 2. Уравнение плоскости DEF 
примет вид 2х + 2у - z = 0, тогда нормаль к плоскости DEF будет 
М2; 2; -1).

Следовательно, cosa = |1-2 + 1-2 + 0-(-1)| 4 2-J2
^•3~ 3 ’

2^2 тогда a = arccos—

Ответ: arccos 2-J2
3

Пример 10. Основанием пря­
мой четырехугольной призмы 
АВСВАІВ1С1В1 является прямо- 
угольник АВСВ, в котором АВ = 8, 
ВС = Л1.

Найдите угол между плоско­
стью основания призмы и плоско­
стью, проходящей через середину
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ребра АВ перпендикулярно прямой BDlt если расстояние между пря- 
мымиА^! и BD равно 5.

Решение.
Заметим, что прямые А^ и BD лежат в параллельных плоскостях 

ABCD hA1B1C1D1, значит, расстояние между ними равно расстоянию 
между плоскостями, т. е. высоте призмы. Значит, ААі = 5.

Введем прямоугольную систему Координат, приняв точку D за на­
чало координат. Искомый угол между плоскостями равен углу ме­
жду прямыми, содержащими нормали к этим плоскостям. Следова­
тельно, нам надо найти угол между вектором BDX и вектором DD1 
(это вектор нормали к плоскости основания).

Находим Л (0; 0; 5), В(8; V11; 0), ВЛ(8; ЛІ; -5), DD^ (0; 0; -5).

Пусть а — искомый угол между векторами BDr и DDV тогда

соя а = ^ ^ = 8-0+Л10+(-5)(-5) =
|вл|-|^Л| ^+|^4^-і/оМ?+Н)’
25 5 5 1 fino= —/—=——— = -7— = — = —, откуда а = 60°.

>/64 + 11 + 25 5 ЛОО Ю 2
Ответ: 60°.
Пример 11. Основание прямой 

четырехугольной призмы 
АВСЛА^В^С^О^ — прямоугольник 
АВСВ, где АВ = 711, ВС = 3.

Найдите угол между плоскостя­
ми грани ВВіСіС и плоскостью, 
проходящей через середину ребра 
ВС 1 АгС, если известно, что рас­
стояние между прямыми ВгВі и АС 
равно Тб.

Решение.
Точку В примем за начало прямоугольной системы координат, 

т. е. В (0; 0; 0). Стороны ПА, ИС и ВВг примем соответственно за оси 
х, у, г.

Найдем высоту призмы. По условию задачи расстояние между 
прямыми В1В1 и АС равно Тб. Заметим, что прямые В^і и АС — 
скрещивающиеся, тогда расстояние между ними равно длине их об-
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щего перпендикуляра, т. е. 00^ где О и Ох — точки пересечения со­
ответственно диагоналей нижнего и верхнего оснований призмы.

Итак, ООг = ВВ^ = Ѵб.
Заметим, что нормаль к плоскости грани ВВ^^С — это любой век­

тор, перпендикулярный к ней, например, ВА(3; 0; 0), или вектор 
7^(1; 0; 0). Если плоскость перпендикулярна прямой АіС, то АХС и
есть нормаль к этой плоскости.

Найдем координаты точек ^(^О;^), С(0;>Й;0), тогда

ДС(-3;->/И;-л/5), где Л1С = и2.

Теперь находим искомый угол: соза =
Лі л2

где к^МгНІ+О'І-^І + О.І-ТбЙ-З^З, ЬфѴѴ+ОЧО2 =1,

|п2| = 7(-3)2+(-^)2 + (-^)2 = 5.

л 3 3 3Следовательно, соза =----= —, откуда а = агссоз—
1'5 5 5

Ответ: агссоэ—.
5

3.4. Расстояние от точки до прямой

Для определения расстояния от точки до 
прямой обычно рассматривают треуголь­
ник, одной из вершин которого является 
данная точка, а две другие лежат на пря­
мой, тогда искомое расстояние находят как
высоту этого треугольника.

Пусть вершины А, В и С имеют координаты
Л (хА; уА; гА), В (хв; ув; гв), С (хс; ус; гс).
Расстояние от точки С до стороны АВ — это длина перпендикуляра 

СВ у опущенного из вершины С на прямую, содержащую сторону АВ.
Тогда АВ(хв - хА; ув - уА; гв - гА), АС (хс - хА; ус - уА; гс - хА).

Пусть а — угол между векторами, тогда сова =
(авас)

ІАВІ-ІАСІ'
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Значит, sina = 71-cos2a.
Из AADC CD = AC sin a = | AC| sin a.

Если ZCAB = a > 90°, to cos a < 0. В этом 
случае длину CD находим из ACAD, где 
ZCAD — искомый угол между АС и АВ.

Пример 12. Основанием прямоугольного параллелепипеда А...!)! 
является ромб, сторона которого равна бѴз, а острый угол — 60°.

Найдите расстояние от точки А до прямой ВД, если высота па­
раллелепипеда равна 10.

Решение.
Поместим начало системы координат в точке О пересечения диаго­

налей АС и BD ромба ABCD, а оси направим вдоль диагоналей.

В ААОВ ОВ = —АВ = &Л (по свойству катета, лежащего против 

угла 30°).

АО = АВ -cos 30°= 6л/3—= 9.
2

Найдем координаты точек A, В^ Ср
А (0; -9; 0), В^Зл/З; 0; 10), Cj (0; 9; 10).
Теперь найдем координаты векторов АВ1 и В,С,: АВ^Зл/З; 9; 10),

ВД(-ЗѴЗ; 9; 0), тогда
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ІДІ = ^(^T+^ + lF = 727 + 81 + 100 = 4713;

ІВД^^зЖ? = Ѵ27 + 81 = Ѵ108 = бѴз.

cosZAB^ = ABj • B^C^ 
ЙЙ

373 (-373) + 9-9 + 0
4713 бТз

54 9
24Т39 4Тзэ'

Значит, sinZAB^ = J1- 1 ^
4 V 13 ’

Искомое расстояние d от точки А до прямой В^С^ будет равно

d = |AR|sin ZAB.C. = 4^3--, — = 7181.
1^1 4 V 13

Ответ: 7181.

3.5. Расстояние от точки до плоскости

Для нахождения расстояния от точки до плоскости обычно опу­
скают перпендикуляр из этой точки на данную плоскость и затем 
находят длину этого перпендикуляра.

Пусть р — расстояние от точки Мо (х0; у0; г0) Д° плоскости
ах + Ьу + сг + d = 0, тогда

_\ах0 + Ьуа+с2,, + <і\
Р , г2 , „2

+Ь + с
Рассмотрим примеры на нахождение расстояния от точки до пло­

скости.
Пример 13. В единичном кубе 

А...В\ найдите расстояние от точки А 
до плоскости СВ^В^

Решение.
Введем прямоугольную систему ко­

ординат так, чтобы точка В служила 
ее началом.

Расстояние от точки Мо (х0; у& г0) 
до плоскости ах + Ьу + С2 + d опреде­
ляется по формуле
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К+Ч+ц+^І
Р=-------- г———1 1к21л2 (1)

В данном случае роль точки Мо играет точка А (0; 1; 0), т. е. х0 = 0, 
1/о=1,-го = О.

Нам надо найти значения а, Ь, с и (1 в уравнении ах + Ьу + сг + d = 0 
плоскости СВ^В^ где С (1; 0; 0), Вг (1; 1; 1), В1 (0; 0; 1). Для удобства 
возьмем (/= 1.

Имеем систему уравнений 
0а + 0& + 1с + 1 = 0, 

* І'А + І’б + І'С + ^О, 
1л + 0& + 0с + 1 = 0;

с + 1 = 0,
<А + Ь + С + 1 = 0, 
а +1 = 0;

а = -1,
^ = 1, 

с = -1.
Учитывая формулу (1), значения а, Ь, с и. координаты точки 

А (0; 1; 0), находим искомое расстояние от точки А до плоскости СВ^Ву.
_|-10 + 11 + (-1)0 + 1|_ 2 

р ^С^С^Ц^

„ 2Ответ: —
Ѵз

Пример 14. В основании прямо­
угольного параллелепипеда 
АВСВА^В^^} лежит прямоугольник 
АВСВ, где АВ = 3>/б, ВС = Ѵб. Высота 
параллелепипеда АД = 4&.

Найдите расстояние от точки В до 
плоскости АВ^.

Решение.
Точку В примем за начало прямоугольной системы координат, 

а координатные оси направим по прямым ВА, ВС и ВВЪ тогда
О (0; 0; 0), О, (0; 0; 4^3), А (Ѵб; 0; 0), С (0; зѴб; 0).

Запишем уравнение плоскости АР1С, для чего подставим коорди­
наты точек В1У А и С в уравнение плоскости ах + Ьу + сг + d = 0.

а-0 + Ь0 + с-4\ІЗ +d = 0,
Имеем < а-у/6+Ь0 + с0 + с1 = 0, 

а-О + Ь- Зл/б + с • 0 + с? = 0;

4JЗc + d = 0, 
4ба + d = 0, 
З^Ь + d = G.
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Выберем для удобства d = -^|6t тогда получим

4л/3с = л/б, 
■ = Ѵб,
З7б6 = 7б;

Искомое расстояние р от точки Мо (х0; Уоі г0) Д° плоскости ах + Ьу +

+ сг + сі находим по формуле р = \ах0+Ьу0+С20+(і\ 
у/Л + и + С

где роль точки Мо

играет точка В (0; 0; 0), тогда получим

12л/б 125/267

_ 12-7267 „ „Ответ: --------- «2,2.
89

3.6. Расстояние между двумя прямыми

Для определения расстояния между скрещивающимися прямыми 
аиЬ можно поступить так.

Через одну из прямых, например, а, и некоторую точку М про­
ведем плоскость айв плоскости а через точку М проведем прямую 
Оі II а. Теперь через прямые а^ и Ь проведем плоскость 0. Поскольку 
а II аь то а || 0. Расстояние ЛАХ равно расстоянию между скрещиваю­
щимися прямыми а и Ь.
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Следовательно, нахождение расстояния между скрещивающими­
ся прямыми сводится к задаче нахождения расстояния от точки до 
плоскости.

Пример 15. В правильной треугольной призме АВСА^В^С^ все реб­
ра которой равны 1, найдите расстояние между прямыми АВ и СВ^.

Решение.
Введем систему координат так, как показано на рисунке.

В этом случае координаты точки В и точек А^ В^ и С, задающих 
плоскость А^В^С, будут определяться наиболее простым способом, 
так как будут содержать максимум нулей, что облегчит вычисления.

По условию задачи все ребра равны 1, тогда имеем а/0; -—; 11,

0;-;1|, С
2 /

В (0; 0; 0).

Как известно, уравнение плоскости имеет вид ах + Ьу + сг + d = 0^ 
а расстояние р от точки Мо (х0; у0; г0) до плоскости вычисляется по
формуле

_\ах0+Ьу0+сг0 + сі\ 
у а + Ь + с

(1)

Примем (/ = 1 и подставим координаты точек Аь Вг и С в уравне­
ние плоскости.
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Имеем систему уравнений

0а- — & + с + 1 = 0, -—-Ь + с + 1 = 0, Г 2
2 2 я - —/= ѵз

<

1
0а + —Ь + с + 1 = О, — • b + с +1 = 0, ь = о,

2 2
/о с = -1.

---- а + 0& + 0с + 1 = 0; — а + 1 = 0;1 2 1 2
Подставляя значения а, Ь, с и координаты точки D в формулу (1),

находим

Ответ:

Р =

-До + ОО+(-1)О+1

- + 0 + 1 з

Задачи для самостоятельного решения

1. Точки М и N — середины соответственно ребер ААХ и AD куба 
A^.D^ Найдите угол между прямыми C^N и АВ!.

2. В правильной призме АВСА1В1С1 точка М — середина ребра АС, 
АВ : АА! = 1 : Ѵз. Найдите угол между прямыми В^М и ВА^

3. В основании пирамиды МАВС лежит прямоугольный ААВС. 
Ребро МС ± (АВС), МС = АС = ВС. На ребрах МС, МВ и МС взяты 
соответственно точки Е, F и К — середины этих ребер. Найдите угол 
между прямыми CF и АК.

4. В основании пирамиды MABCD лежит квадрат ABCD. Ребро 
MB А (ABCD), МВ = АВ, Р — середина ребра МС. Найдите угол ме­
жду прямыми АС и PD.

5. В правильной треугольной призме АВСА1В1С1 все ребра рав­
ны 1. На ребрах ААг и ССі взяты соответственно точки М и N — се­
редины этих ребер. Найдите расстояние между прямыми АВ! и ВС.
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6. В основании прямого параллелепипеда А...Ві лежит паралле­
лограмм с острым /А = 60°. Известно, что АВ : АВ : ААг = 1 : 2 : 3. 
Найдите угол между прямой В^В и плоскостью грани АА1ВВ1.

7. В правильной четырехугольной призме А...Ві диагональ А^С об­
разует с плоскостью основания угол 45°. Найдите угол между прямой 
АіС и плоскостью АВіВ^

8. В правильной четырехугольной пирамиде МАВСВ отношение 
высоты МО к стороне основания равно 2:3. На диагонали АС отме­
чена точка К такая, что АК : АС =1:4. Найдите угол между прямой 
МК и плоскостью МВВ.

9. Точки М и N — соответственно середины ребер СВ и АВ куба 
А...В1. Найдите угол между плоскостью диагонального сечения 
АА^С^С и прямой С^Ы.

10. В правильной четырехугольной призме А...Ві диагональ А}С 
образует с плоскостью основания угол 45°. Найдите угол между пря­
мой АіС и плоскостью В^Е, где точка Е — середина СС^

11. В правильной четырехугольной пирамиде МАВСВ боковое 
ребро образует с плоскостью основания угол 45°. На высоте МО пи­
рамиды отмечена точка К — середина МО. Найдите угол между пря­
мой ВК и плоскостью МВС.

12. Точка М — середина ребра ССі куба А...ВХ. Найдите угол ме­
жду плоскостями А^іС и ВВМ.

13. В правильной треугольной призме АВСА^В^Сх, все ребра кото­
рой равны 1, найдите угол между плоскостями ВМС^ и В^МС^, где 
М — середина ребра АС.

14. В правильной треугольной призме АВСА^В^С^, все ребра кото­
рой равны 1, найдите угол между плоскостями АіЕВ иАА^В.

15. В правильной треугольной пирамиде МАВС высота МО = АВ. 
Точки N, К иР — соответственно середины ребер МА, АС и МС. Най­
дите угол между плоскостями ВКР и BNK.

16. В основании прямой призмы АВСАуВ^С^ лежит прямоуголь­
ный /АВС, где АС = ВС = ААр Известно, что Р — середина ребра ВВ^ 
Найдите угол между плоскостями АРСі и ВСС^.



Раздел З

КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ 
СВЕДЕНИЯ ПО КУРСУ 

ПЛАНИМЕТРИИ 
7-9 КЛАССОВ

1. Углы

Углом называется геометрическая фигура (рис. 1), образованная 
двумя лучами, исходящими из одной точки.

Точка О — вершина угла, а лучи ОА и ОВ — стороны угла.
Обозначение: ЛАОВ или ЛаЬ.
Угол в 90° называется прямым (рис. 2).
Угол, меньший прямого, называется острым (рис. 3).
Угол, больший прямого, но меньший развернутого, называется 

тупым (рис. 4).

Два угла называются вертикальными, 
если стороны одного угла являются продол­
жениями сторон другого (рис. 5).

ЛАОС и ЛБОВ; ЛВОС и ЛАОВ — верти­
кальные.

Вертикальные углы равны: ЛАОС = ЛВОВ 
и ЛВОС = ЛАОВ.
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Два угла называются смежными, если у них одна сторона общая, 
а две другие составляют прямую линию (рис. 6), ХАОС и ХВОС — 
смежные.

Сумма смежных углов равна 180°.
Биссектрисой угла называется луч, проходящий между сторонами 

угла и делящий его пополам (рис. 7).

Биссектрисы вертикальных углов составляют продолжение друг 
друга (рис. 8).

Биссектрисы смежных углов взаимно перпендикулярны (рис. 9).
При пересечении двух прямых аиЬ третьей с (секущей) образуют­

ся 8 углов (рис. 10):
соответственные углы:
/1 и 25, 22 и 26, 24 и 28, 23 и 27;
внутренние накрест лежащие:
24 и 26, 23 и 25;
внешние накрест лежащие:
21 и 27, 22 и 28;
внутренние односторонние:
24 и 25, 23 и 26;
внешние односторонние:
21 и 28, 22 и 27.

Рис. 9
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2. Многоугольник

АВСВЕ — пятиугольник.
Точки А, В, С, В, Е — вершины многоугольника; ХА, ХВ, ХС, ХВ, 

ХЕ — углы; АВ, ВС, СВ и т. д. — стороны; отрезки АС, АВ, ВЕ, ВВ, 
СЕ — диагонали; Р = АВ + ВС + ... + ЕА — периметр многоугольника.

Многоугольник называется выпуклым (рис. 11), если он целиком 
расположен по одну сторону от каждой прямой, проходящей через 
две его соседние вершины. В противном случае многоугольник назы­
вается невыпуклым (рис. 12).

Рис. 11

Свойства:
1. Сумма внутренних углов произвольного п-угольника равна 

180° • (п - 2).
2. Сумма внешних углов выпуклого п-угольника, взятых по одно­

му при каждой вершине, равна 360°.
3. В выпуклом n-угольнике из каждой вершины можно провести 

(п - 3) диагоналей, которые разбивают п-угольник на (п - 2) тре­
угольников.

4. В выпуклом n-угольнике число диагоналей равно —п(п - 3).
2

3. Правильные многоугольники

Выпуклый многоугольник, у которого равны все углы и стороны, 
называется правильным.
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Свойства:
. - 180°(п-2)1. Каждый угол правильного п-угольника равен ал =-------------.

п
2. Около правильного п-угольника можно описать окружность, и 

притом только одну.
3. В правильный п-угольник можно вписать окружность, и при­

том только одну.
4. Окружность, вписанная в правильный п-угольник, касается 

всех сторон п-угольника в их серединах.
5. Центр окружности, описанной около правильного п-угольника, 

совпадает с центром окружности, вписанной в тот же п-угольник.
6. Длина стороны правильного п-угольника, вписанного в окруж-

D • 180°ность радиуса R, равна a = 2R sin----- .
n

7. Длина стороны правильного п-угольника, описанного около 
п х 180° окружности радиуса г, равна a = 2г tg----- .

п

4. Треугольник

Треугольником называется геометрическая фигура, состоящая из 
трех точек, не лежащих на одной прямой, и трех отрезков, последо­
вательно соединяющих эти точки.

Точки А, В, С — вершины \АВС.
Отрезки АВ, ВС и АС — стороны, /А, ЛВ и ЛС — углы.
Стороны треугольника часто обозначают малыми буквами 

(рис. 13):
АВ = с, ВС = а, АС = Ь.

Р = а + Ъ + с — периметр треугольника.
Треугольник, у которого все углы острые, называется остро­

угольным (рис. 13).
Треугольник, у которого угол прямой, называется прямоуголь­

ным (рис. 14).
Стороны, образующие прямой угол, называются катетами (а и &), 

а сторона, лежащая против прямого угла, — гипотенузой (с).
Треугольник с тупым углом называется тупоугольным (рис. 15).
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Рис. 14 Рис. 15

Треугольник, у которого две стороны 
равны, называется равнобедренным 
(рис. 16).

Равные стороны называются 
боковыми, а третья сторона — основа­
нием равнобедренного треугольника.

Треугольник, у которого все стороны 
равны, называется равносторонним Рис. 16 Рис. 17

(рис. 17).
Каждый угол равностороннего треугольника равен 60°.

Свойства равнобедренного треугольника:
1. Углы при основании равны.
2. Биссектриса, проведенная к основанию, является одновременно 

медианой и высотой.
3. Высота, проведенная к основанию, является одновременно ме-

дианой и биссектрисой.
4. Медиана, проведенная к основанию, яв­

ляется одновременно высотой и биссектрисой.
Внешним углом треугольника называется 

угол, смежный с каким-нибудь углом этого 
треугольника (рис. 18).

ХСВВ — внешний угол треугольника.
Внешний угол треугольника равен сумме 

двух углов треугольника, не смежных с ним 
(рис. 18).

ЛСВП = ХА + ХС.
Отрезок, соединяющий середины двух 

сторон, называется средней линией тре­
угольника (рис. 19).

С

Рис. 18
С

Рис. 19
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5. Признаки равенства треугольников

I признак (признак равенства по двум сторонам и углу между 
ними)

Если две стороны и угол между ними одного треугольника соот­
ветственно равны двум сторонам и углу между ними другого, то такие 
треугольники равны (рис. 20).

АВ = А^, АС = АД, ХА = ХАѴ

В АГ
Рис. 20

II признак (признак равенства по стороне и прилежащим к ней 
углам)

Если сторона и два прилежащих угла одного треугольника соот­
ветственно равны стороне и двум прилежащим к ней углам другого 
треугольника, то такие треугольники равны (рис. 21).

АВ = АХВЪ ХА = ХАЪ ХВ = ХВѴ

В Аі
Рис. 21

III признак (признак равенства по трем сторонам)
Если три стороны одного треугольника соответственно равны трем 

сторонам другого, то такие треугольники равны (рис. 22).
АВ — А]В\У ВС — В^С^^ АС — А^С^.

В Ах
Рис. 22

Ві
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6. Неравенства треугольника

Каждая сторона треугольника меньше суммы двух других сторон: 
а<Ъ + с,Ъ<а + с1с<а + Ь.

7. Определение вида треугольника по его сторонам

Пусть с — наибольшая сторона, тогда:
а) если с2 < а2 + Ь2, то треугольник — остроугольный;
б) если с2 > а2 + Ъ2, то треугольник — тупоугольный;
в) если с2 = а2 + Ь2, то треугольник — прямоугольный.

8. Прямоугольные треугольники 
(некоторые свойства)

1) Сумма острых углов равна 90° (рис. 23).
ЛА + АВ = 90°. Рис. 23

Рис. 24

2) Катет, лежащий против угла в 30°, равен 
половине гипотенузы (рис. 24).

1 а = —с.
2

3) Если катет равен половине гипотенузы, 
то угол, лежащий против этого катета, равен 
30° (рис. 24).

9. Признаки равенства прямоугольных 
треугольников

1. Если катеты одного прямоугольного треугольника соответствен­
но равны катетам другого, то такие треугольники равны (рис. 25).

АС = А^С-^у ВС = В^С^.
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2. Если катет и прилежащий к нему острый угол одного прямо­
угольного треугольника соответственно равны катету и прилежаще­
му к нему углу другого, то такие треугольники равны (рис. 26).

АС=А1СЪХА = ХА1.

3. Если гипотенуза и острый угол одного прямоугольного тре­
угольника соответственно равны гипотенузе и острому углу другого, 
то такие треугольники равны (рис. 27).

АВ=А1В1, ХА = ХАѴ

4. Если гипотенуза и катет одного прямоугольного треугольника 
соответственно равны гипотенузе и катету другого, то такие 
треугольники равны (рис. 28).

АВ = А^В^^ АС = А^С-^.

Рис. 28
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10. Четыре замечательные точки треугольника

С каждым треугольником связаны 4 точки:
1) точка пересечения медиан;
2) точка пересечения биссектрис;
3) точка пересечения высот (или их продолжений);
4) точка пересечения серединных перпендикуляров к сторонам.
Эти четыре точки называются замечательными точками треуголь­

ника.
Высотой треугольника называется длина перпендикуляра, опу­

щенного из любой его вершины на противолежащую сторону или ее 
продолжение.

В тупоугольном треугольнике (рис. 29) две высоты падают на про­
должение сторон и лежат вне треугольника, а третья — внутри.

В остроугольном треугольнике (рис. 30) все три высоты лежат 
внутри треугольника.

В прямоугольном треугольнике катеты одновременно служат и 
высотами (рис. 31).

Три высоты треугольника всегда пересекаются в одной точке, на­
зываемой ортоцентром. В тупоугольном треугольнике ортоцентр ле­
жит вне треугольника. В прямоугольном треугольнике он совпадает 
с вершиной прямого угла.

Медианой треугольника называется отрезок, соединяющий вер­
шину треугольника с серединой противоположной стороны.

Три медианы треугольника пересекаются в 
одной точке, которая является центром тяжести 
треугольника (рис. 32).

Эта точка делит каждую медиану в отношении
2 : 1 (считая от соответствующей вершины).

Рис. 32



Раздел 3. Краткие теоретические сведения по курсу планиметрии 7-9 классов •» 187

Биссектрисой треугольника называется отре­
зок биссектрисы угла от вершины до пересече­
ния с противолежащей стороной.

Три биссектрисы треугольника пересекаются 
в одной точке, которая является центром впи­
санного круга (рис. 33).

Три перпендикуляра к сторонам треугольника, 
проведенные через их середины (рис. 34, 35, 36), 
пересекаются в одной точке, которая является 
центром описанной окружности.

В тупоугольном треугольнике (рис. 34) эта точка лежит вне тре­
угольника, в остроугольном (рис. 35) — внутри, в прямоугольном — 
на середине гипотенузы.

Ортоцентр, центр тяжести, центр вписанной и описанной окружно­
стей совпадают друг с другом только в равностороннем треугольнике.

11. Произвольный треугольник

1) Свойство биссектрисы (рис. 37) внутрен­
него угла треугольника:

и _ о^
Ь ~ Ь/

2) Длина биссектрисы:
1С = ^аЬ - а^ ;

_ ^аЬ{а + Ъ + с)(а + Ъ-с)
— Г •а + Ь

3) Длина медианы:

2
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4) Длина высоты:

hc = -Jp(p-a)(p-b)(p-c), 
с

где a, Ь, с — стороны треугольника;

р = — (а + Ь + с) — полупериметр;
2

hc — высота, проведенная к стороне с.
5) Зависимость между сторонами и высотами:

, 1 1 1ha • hb • hc : :
abc

6) Зависимость между высотами и радиусом вписанной окружности:

hn h. гabc

12. Теорема Чевы

Для того чтобы прямые ВЕ, АВ и СЕ 
(рис. 38) пересекались в одной точке, необ­
ходимо и достаточно, чтобы выполнялось 
равенство 

ВР СЕ АЕ 
СР АЕ ВЕ

Рис. 38
13. Теорема Менелая

Если на сторонах ВС, АВ и продолжении стороны АС ААВС за точ­
ку С отмечены соответственно точки Ai, Ci и Ві, лежащие на одной
прямой, то

АСг ВА^ СВХ
СгВ А1С ВгА

= 1 (рис. 39).

Рис. 39
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14. Теорема синусов

Во всяком треугольнике стороны относятся как синусы противо­
лежащих углов:

^- = -^ = ^=2Я,
sin a sinp sin у

где R — радиус окружности, описанной около треугольника.

15. Теорема косинусов

Квадрат одной из сторон треугольника равен сумме квадратов 
двух других его сторон минус удвоенное произведение этих сторон на 
косинус угла между ними:

а2 = Ь2 + с2 - 2bc cos а;
Ь2 = с2 + а2 - 2са cos Р;
с2 = а2 + &2 - 2ab cos у.

16. Площадь треугольника

1)8= -aha;

2) S = ^ab sin y;

3) 8 = 7РІР ~ a)(P ~ b)(p - с) (формула Герона);

4) S =p rt гдеp = —(a + b + c);
2

5)S =

6)8 =

abc
~4R’
a2 sin В sin C

2 sin A

17. Равносторонний (правильный) 
треугольник

Треугольник, у которого все стороны равны, на­
зывается равносторонним (рис. 40). а

Рис. 40
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3 = ^^’О^Яу/З =2гл/3;

R = —і=', г = —; Л = —
ѴЗ 2ѴЗ 2

18. Подобные треугольники
Два треугольника называются подобными, если их углы соответ­

ственно равны и стороны одного треугольника пропорциональны сход­
ственным сторонам другого (рис. 41).

Рис. 41

АВ и А^і, ВС и ВіСі, АС и А^ — сходственные стороны. 
Из подобия треугольников следует:

ZA = ZA1, ЛВ = ЛВЪ ХС = /Ср 
АВ ВС СА п 

А^В^ В1С1 ^А^ 
где А — коэффициент подобия.
Обозначение: ^АВС ~ кА^ВіС^.
Если два треугольника подобны, то отношение их площадей 

равно /г2, т. е. В^с : 8^^ = Л2.

19. Признаки подобия треугольников
I признак: если два угла одного треугольника соответственно рав­

ны двум углам другого, то такие треугольники подобны (рис. 42).
ZA=A1, ЛВ = ВѴ

Рис. 42
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II признак: если две стороны одного треугольника пропорцио­
нальны двум сторонам другого и углы, заключенные между ними, 
равны, то такие треугольники подобны (рис. 43).

ХА = ХАЪ
АВ = АС
AG AG

Рис. 43

III признак: если три стороны одного треугольника пропорцио­
нальны трем сторонам другого, то такие треугольники подобны 
(рис. 44).

АВ = ВС = АС
AG GG AG

Рис. 44

Площади подобных фигур (в частности, многоугольников) 
пропорциональны квадратам их сходственных сторон.

В частности, площади кругов относятся как квадраты радиусов 
(или диаметров).

20. Четырехугольник

1. Произвольный выпуклый (di и d2 — диа­
гонали, ср — угол между ними) (рис. 45).

S = —did2 sin ip.
Рис. 45
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2. Вписанный.
a + y = p + S= 180°.

В любом вписанном четырехугольнике 
сумма противоположных углов равна 180° 
(рис. 46). Верно и обратное.

ас 4" bd = d\d2
(теорема Птолемея).

S = ^(p- а)(р - b)(p -c)(p-d),

где р = — (a + b + c + d).

3. Описанный.
В любом описанном четырехугольнике 

суммы противоположных сторон равны 
(рис. 47).

а + с = b + d, S = р • г.

Рис. 46

Рис. 47

21. Параллелограмм

Параллелограммом называется четырех­
угольник, у которого противоположные 
стороны попарно параллельны (рис. 48).

АВ || ВС, АВ || ВС
(а и Ь — смежные стороны; а — угол 

между ними; На — высота, проведенная к 
стороне а).

d^ + df — 2(а2 + b2) — зависимость между сторонами и диагоналями;

S = а • ha = ab sin a = — dxd2 sin ф — площадь параллелограмма. 
2

Некоторые свойства:
1. В параллелограмме противоположные стороны и углы равны

(АВ = ВС;АВ = ВС; АА = АС; АВ = АВ).
2. Диагонали параллелограмма в точке пересечения делятся попо­

лам (АО = ОС; ВО = ОВ).
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3. Сумма углов, прилежащих к одной стороне, равна 180° (ХА + ХВ =
= 180° и т. д.).

4. Диагональ параллелограмма делит его 
на два равных треугольника (ААВС = ^АВС; 
ЛАВВ = ЛВСВ).

5. Биссектриса угла параллелограмма от­
секает от него равнобедренный треугольник 
(рис. 49). Рис. 49

Признаки параллелограмма (рис. 48)
1. Если в четырехугольнике две стороны равны и параллельны 

(АВ = ВС; АВ || СВ), то такой четырехугольник — параллелограмм.
2. Если в четырехугольнике противоположные стороны попарно 

равны (АВ = ВС; АВ = ВС), то такой четырехугольник — параллело­
грамм.

3. Если в четырехугольнике противоположные углы попарно рав­
ны (ХА = ХС; ХВ = ХВ), то такой четырехугольник — параллело­
грамм.

4. Если в четырехугольнике диагонали пересекаются и в точке пе­
ресечения делятся пополам, то такой четырехугольник — параллело­
грамм.

22. Трапеция

аиЬ — основания; Л — высота; сіі и 
d2 — диагонали; ср — угол между ними 
(рис. 50).

Трапецией называется четырех­
угольник, у которого две стороны 
параллельны, а две не параллельны.

АВ || ВС, АВ и ВС — основания тра­
пеции, АВ и ВС — боковые стороны.

Отрезок I, соединяющий середины Рис. 50
боковых сторон, называется средней линией трапеции.

I = — (а + Ь) — длина средней линии трапеции;

ш\\а\\Ь, тп = 2аЬ
а + Ь ’

ХА + ХВ= 180° ; ХВ + ХС= 180°;
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S = I - h = — (a + b)'h = — dr - d2 sin (p — площадь трапеции.

Равнобедренная трапеция
Если у трапеции боковые стороны 

равны, то такая трапеция называется 
равнобедренной (рис. 51).

АЕ = ВС.
В равнобедренной трапеции углы при 

основаниях равны (ЛА = АВ; АС = АЕ) и 
диагонали равны (АС = ВЕ).

АЕ-^(а-Ъ).

Если АС 1 ВЕ, то 8 = Л2.
АВ + СЕ = 2АЕ (рис. 52).
И = 2г; г — радиус вписанной окруж-

b С

Рис. 51

R — радиус описанной окружности.
Точка О — центр окружности, опи­

санной около любого треугольника, вер­
шины которого совпадают с вершинами 
трапеции (рис. 53).

Рис. 52

Прямоугольная трапеция
Если в трапеции один из углов прямой, то 

такая трапеция называется прямоугольной 
(рис. 54).

ЛЕ = ХС = 90°.
ВЕ = СБ = И (высота трапеции).

АЕ = а - Ь.
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23. Прямоугольник

Прямоугольником называется параллело­
грамм, у которого все углы прямые (рис. 55).

Прямоугольник обладает всеми свойства­
ми параллелограмма. Кроме того, у прямо­
угольника диагонали равны.

Стороны прямоугольника одновременно 
являются и высотами.

d2 = а2 + Ь2.

S = ab = — d2 sin <р.
2

24. Ромб

Ромбом называется параллелограмм, у 
которого все стороны равны (рис. 56).

Так как ромб является параллело­
граммом, то он обладает всеми его свой­
ствами.

Кроме того, диагонали ромба взаимно 
перпендикулярны и являются биссектри­
сами его углов. Рис. 56

АС 1BD.
АС — биссектриса углов А и С; BD — биссектриса углов В nD. 

d^ + df = 4а2.

S = w ha = a2 sin a = —di’d2 — площадь ромба.

25. Квадрат

Квадратом называется прямоугольник, у кото­
рого все стороны равны (рис. 57).

Можно сказать, что квадрат — это ромб с пря­
мым углом.

Квадрат обладает всеми свойствами прямо­
угольника и ромба.
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Основные свойства:
1. У квадрата все углы прямые.
2. У квадрата диагонали равны, взаимно перпендикулярны и яв­

ляются биссектрисами его углов.

26. Окружность

Окружностью называется геометрическое 
место точек плоскости, равноудаленных от од­
ной ее точки (центра) (рис. 58).

Отрезок, соединяющий центр окружности с 
точкой на окружности, называется радиусом.

Обозначение: г или R.
На рисунке ОС = ОЕ = ОБ = R.
Часть окружности (например, СтВ) назы­

вается дугой.
Отрезок, соединяющий две точки окружности, называется хор­

дой, а хорда, проходящая через центр, — диаметром.
АВ, ВС, СВ и СЕ — хорды окружности; СЕ — наибольшая из 

хорд — диаметр.
Обозначение: сі или В.

B = 2R.
Часть плоскости, ограниченная окружностью, называется кругом.
Часть круга, ограниченная дугой (СпгВ) и стягивающей ее хордой 

(СВ), называется сегментом.
Часть круга, ограниченная двумя радиусами и дугой, называется 

сектором.
Угол, образованный двумя радиусами, называется центральным 

(ЛСОВ на рис. 58).
Угол, у которого вершина лежит на окружности, а стороны явля­

ются хордами, называется вписанным (например, /АВС).

27. Свойства касательных к окружности

Угол, образованный двумя касательными (СА и СВ), исходящими 
из одной точки, называется описанным (ЛАС В на рис. 59).
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1. Радиус, проведенный в точку каса­
ния, перпендикулярен касательной.

2. Две касательные, проведенные к 
окружности из одной точки, равны, и центр 
окружности лежит на биссектрисе угла 
между ними.

28. Окружность и треугольник

1. Около всякого треугольника можно описать 
окружность; центром окружности является точка 
пересечения перпендикуляров, проведенных к 

сторонам через их 
середины (рис. 60).

2. Во всякий тре­
угольник можно 
вписать окружность; 
центром окружности является точка 
пересечения биссектрис (рис. 61).

Рис. 61

29. Окружность и четырехугольник

1. Для того чтобы около четырехугольника 
можно было описать окружность, необходимо 
и достаточно, чтобы сумма противоположных 
углов была равна 180° (рис. 62).

а + р = 180°.
2. Для того чтобы в 

четырехугольник мож­
но было вписать окруж­
ность, необходимо и до­

статочно, чтобы суммы противоположных 
сторон были равны (рис. 63). 

a + с = b + d.
a

Рис. 63
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30. Углы и окружность

Центральный угол измеряется дугой, на которую он опирается 
(рис. 64).

ХАО В = ^АтВ.
Вписанный угол измеряется половиной дуги, на которую он опи­

рается (рис. 65).

ХАВС= -иАтС.
2

Угол между хордой и касательной измеряется половиной дуги, за­
ключенной внутри него (рис. 66).

Угол между двумя касательными измеряется полуразностью дуг 
(рис. 67).

ХАВС = ^(иАтС - ^АпС).

Угол между двумя хордами измеряется полусуммой дуг, на кото­
рые он опирается (рис. 68).

Рис. 68Рис. 67
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Угол между секущими измеряется полуразностью дуг между ними 
(рис. 69).

/АВС = ^(иАтС - иЕпВ).

Угол между касательной и секущей измеряется полуразностью 
отсекаемых ими дуг, прилежащих к касательной (рис. 70).

/АВС = ^(иАтС - иСпВ).

31. Метрические соотношения в окружности

Если хорды АВ и СВ пересекаются в точке Е, то произведение от­
резков одной хорды равно произведению отрезков другой (рис. 71).

АЕ-ЕВ = СЕ- ЕВ.
Если из точки В к окружности проведены две секущие ВВА и 

ВЕС, то
ВВ-АВ = ЕВ-СВ (рис. 72).

Если из точки В к окружности проведены секущая ВВА и каса­
тельная ВС, то произведение секущей на ее внешнюю часть равно 
квадрату касательной (рис. 73).

АВ-ВВ = ВС2.

Рис. 73Рис. 71 Рис. 72
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32. Длина окружности. Площадь круга и его частей

С = 2тіВ = кВ — длина окружности;

33. Понятие вектора

Вектором называется направленный отрезок (рис. 75).
Всякий вектор характеризуется: ^В
1) начальной точкой; ---- -
2) направлением; А ^—*
3) длиной (модулем). Рис. 75
Длиной (модулем) ненулевого вектора АВ называется длина от­

резка АВ и обозначается | АВ| или |а|.

34. Равенство векторов

Если ненулевые векторы лежат 
на одной прямой или параллель­
ных прямых, то они называются 
коллинеарными (рис. 76).

Коллинеарные векторы:
а, пі, СВ, КР, А4 = б.
Неколлинеарные векторы:
СВ и8Т, КР и8Т.
Коллинеарные векторы назы­

ваются сонаправленными, если
они имеют одинаковые направления.

Например, а^ ш, а ТТ КР, т ТТ КР.
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Коллинеарные векторы называются противоположно направлен­
ными ^ если они имеют разные направления.

Например, а и СВ , т и СБ , СВ и КР .
Векторы называются равными, если они сонаправлены и их дли­

ны равны.

35. Координаты вектора

Пусть А(х1; ух) — начало вектора а, В(х2; у2) — конец вектора а 
(рис. 75).

Координатами вектора а называют числа ах = х2 - хъ а2 = у2 - Уі 
и обозначают а(ах; а2).

Тогда абсолютная величина (модуль) вектора с координатами а^ 
а2 равна | а | = ^а^+а^.

Если векторы равны, то у них равны соответствующие координа­
ты. И обратно, если у векторов равны соответствующие координаты, 
то векторы равны.

36. Действия над векторами

1. Сумма двух векторов.
Каковы бы ни были точки А, В, С, имеет 

место векторное равенство (рис. 77):
АВ + ВС = АС (правило треугольника), 

или а + 6 = с.
2. Векторы складываются геометриче­

ски по правилу параллелограмма (рис. 78): 
сумма двух векторов а и 5, имеющих об­
щее начало, изображается диагональю 
параллелограмма, построенного на этих 
векторах.

3. Для векторов справедливы переме­
стительный и сочетательный законы 
сложения:

а + Ъ = Ѣ + а и а + (В + с) = (а + 6) + с.
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4. Разностью векторов а(а^; а2) и Иф^ Ь2) 
называется такой вектор ^с^ с2), который 
в сумме с вектором 6 дает вектор а,

т. е. S + с = а (рис. 79).
5. Умножение вектора на число.
Произведением вектора а(а1; а2) на чис­

ло k называется вектор ka^kac, ka2).
Из определения следует, что:
1) произведение любого вектора на число ноль есть нулевой вектор;
2) для любого числа k и любого вектора а векторы au ka коллине­

арны.
Основные свойства умножения вектора на число:
1) (kl)a = k(la) — сочетательный закон;
2) (k + l)a = ka + Іа — I распределительный закон;
3) k(a + 5) = ka + kfi — II распределительный закон.

37. Скалярное произведение векторов

Скалярным произведением двух векторов назы­
вается произведение их длин (модулей) на косинус 
угла между ними (рис. 80).

а • б = |а| • |б| • cos а.
1) Если а ± д, то а = 90°, cos а = 0, тогда а • ^ = 0.
Верно и обратное: если а • б = 0, то а ± 6.
2) Если а < 90°, то а • £ > 0; если а > 90°, то а • б < 0.

38. Скалярное произведение в координатах

Если а{хг; у^, 6{х2; у2}, то а • 6 = х^2 + УіУ2-
Следствие 1. а 1 б тогда и только тогда, когда хгх2 + у^у2 = 0.

Следствие 2. сов а = —[===—^===, где а — угол между ненуле-

выми векторами фх; у^}, 6{х2; у2}.

39. Свойства скалярного произведения векторов

1) а ■ а = |а|2;
2) д’ б = б • а (переместительный закон);

Рис. 79
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3) (а + 5) • с = а • с + 5' с (распределительный закон);
4) (ка) • £ = к(а • В) (сочетательный закон).

40. Уравнение окружности

Если центром окружности является начало координат (рис. 81), то 
уравнение окружности имеет вид 

х2 + у2 = R2.

Если центр окружности М(х0; Уо) (рис. 82), то уравнение окружности 
имеет вид

(х - х0)2 + (у- Уо)2 = R2.

Рис. 82
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41. Уравнение прямой

1) Любая прямая в декартовых координатах х и у задается уравне­
нием вида ах + Ьу + с = 0, где а и Ь — коэффициенты при неизвест­
ных, с — свободный член.

с2) Если а = 0, Ь ^ 0, то у = — — уравнение прямой, параллельной 
Ъ

оси Ох (рис. 83).
с3) Если Ь = 0, о / 0, то х = — — уравнение прямой, параллельной 
а

оси Оу (рис. 84).
4) Если с = 0, а ^ 0, Ь ^ 0, то ах + Ьу = 0 — уравнение прямой, про­

ходящей через начало координат (0; 0) (рис. 85).

Рис. 83 Рис. 84 Рис. 85



Раздел 4

КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ 
СВЕДЕНИЯ ПО КУРСУ 

СТЕРЕОМЕТРИИ 
10-11 КЛАССОВ

При решении задач по стереометрии возрастают требования к ка­
честву чертежа и его наглядности.

Освоение принципов и техники построения пространственного 
чертежа — необходимое условие для успешного решения задач.

Пространственные тела можно условно разделить на удобные для 
пространственного изображения и неудобные. К первой категории 
относятся многогранники: параллелепипед, треугольная призма, 
треугольная и четырехугольная пирамиды. Все остальные будем счи­
тать неудобными для изображения.

В некоторых случаях при решении задач можно вообще обойтись 
одним плоским чертежом или несколькими (в случае необходимо­
сти) и не строить пространственное изображение.

Основным средством решения задач является аналитический метод.

МНОГОГРАННИКИ

К этому разделу отнесем два основных типа задач:
1) задачи на вычисление;
2) задачи на сечения.
К задачам на вычисление относятся те, где требуется найти линей­

ные элементы правильных призм и пирамид, а именно: сторону осно­
вания, боковое ребро, апофему и т. д., затем угловые элементы: дву­
гранные углы при основании, линейные углы при вершине; площади 
боковой и полной поверхностей, основания.
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В основе второго типа задач — на построение — лежит умение 
построить сечение данного многогранника плоскостью и определить 
вид этого сечения. В задачах этого типа сечение задается точкой и 
прямой, тремя точками, двумя точками и прямой, параллельной 
плоскостью сечения и т. д.

Многогранником называется тело, граница которого состоит из 
многоугольников.

Эти многоугольники называются гранями, их стороны — ребра­
ми, а вершины — вершинами многоугольника.

Отрезки, соединяющие две вершины, не лежащие на одной грани, 
называются диагоналями многогранника.

Многогранники бывают выпуклые и невыпуклые.
Если многогранник целиком расположен по одну сторону от пло­

скости каждой его грани, то он называется выпуклым.
Например, тетраэдр, октаэдр, параллелепипед — выпуклые мно­

гогранники.
Все грани выпуклого многогранника являются выпуклыми много­

угольниками.
В выпуклом многограннике сумма всех плоских углов при каждой 

его вершине меньше 360°.

1. Призма

Призмой называется многогранник, у ко­
торого две грани АВСВЕ и АхВхСхВхЕх (осно­
вания призмы) — равные многоугольники 
с соответственно параллельными сторона­
ми, а все остальные грани (ААхВхВ; ВВхСхС 
и т. д.) — параллелограммы, плоскости ко­
торых параллельны одной прямой (ААху ВВ^ 
и т. д.) (рис. 1).

Параллелограммы ААхВ^В, ВВхСхС и т. д. 
называются боковыми гранями, а ребра ААху 
ВВх и т. д. — боковыми.

Перпендикуляр ЕЕ Ху опущенный из любой
точки одного основания на плоскость друго­
го, называется высотой призмы. Рис. 1
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Если в основании призмы лежит треугольник, четырехугольник 
ит. д., то призма называется соответственно треугольной, четырех­
угольной и т. д.

Призма называется прямой, если боковые ребра перпендикуляр­
ны основаниям, в противном случае призма называется наклонной.

Если в прямой призме основание — правильный многоугольник, 
то призма называется правильной.

У правильной призмы все боковые грани — равные прямоуголь­
ники.

Сечение, которое образовано плоскостью, перпендикулярной бо­
ковому ребру призмы, называется перпендикулярным сечением 
(см. рис. 1).

Произвольная призма

^бок = Рсеч ’^ ^=|8осн ’ ^» ^=^сеч ’^

^ПОЛН. ^бок. "^ 2S0CH

Прямая призма
^*бок = Р ‘ Н', 5ПОЛН = SgOK + 2S0CH ; V = Sqch * H.
Замечание. Для произвольного параллелепипеда справедливы те 

же формулы.

2. Параллелепипед

Параллелепипедом называется призма, осно­
вание которой — параллелограмм (рис. 2).

У параллелепипеда 6 граней, и все они парал­
лелограммы.

Противоположные грани попарно равны и па­
раллельны.

Параллелепипед имеет 4 диагонали, которые 
пересекаются в одной точке и делятся в ней по- Рис. 2
полам.

Любая грань параллелепипеда может быть принята за основание.
Параллелепипед, у которого боковые грани — прямоугольники, на­

зывается прямым.
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Прямой параллелепипед, у которого все гра­
ни — прямоугольники, называется прямоуголь­
ным (рис. 3).

Прямоугольный параллелепипед, у которого 
все грани — квадраты, называется кубом.

Прямоугольный параллелепипед (см. рис. 3):

5бок. = Р'Н = 2(а + Ь)с; V = аЬс;

5ПОЛН. = 2(а& + Ьс + ас); д2 = а2 + Ь2 + с2. Рис. 3

Куб

Если а — ребро куба, то У = а3; й = аѴз ; 8ПОЛН. = 6а2.

3. Пирамида

Пирамидой называется многогранник, у
которого одна грань — основание пирами­
ды — произвольный многоугольник АВСВЕ 
(рис. 4), а остальные боковые грани — тре­
угольники с общей вершиной М.

Перпендикуляр МО, опущенный из верши­
ны на основание, называется высотой пира­
миды.

Если в основании пирамиды треугольник, 
четырехугольник и т. д., то пирамида назы­
вается треугольной, четырехугольной и т. д.

Треугольная пирамида называется тетра­
эдром (четырехгранником).

Если в основании пирамиды лежит правиль­
ный многоугольник, а высота проецируется в 
центр основания, то пирамида называется пра­
вильной (рис. 5).

В правильной пирамиде все боковые ребра 
равны, все боковые грани — равнобедренные 
треугольники.

Высота боковой грани МВ называется апо­
Рис. 5фемой правильной пирамиды.



Раздел 4. Краткие теоретические сведения по курсу стереометрии 10-11 классов •» 209

Произвольная пирамида

Я = Ч + Q ‘-'полн. °бок. г ° осн.» ^=|«оев.-Я.

Правильная пирамида

^бОК. 2 ^ '^’ ^бок. cos<p

^ПОЛН. ^боК. + ^ОСН.» ^ о ^ОСН. ' ^ (рис. 5).

Если в пирамиде провести сечение, па­
раллельное основанию, то часть пирами­
ды, заключенная между секущей плоско­
стью и основанием, называется усеченной 
пирамидой (рис. 6).

Параллельные грани усеченной пи­
рамиды (АВС и А1В1С1) называются ее 
основаниями, расстояние между ними 
(OOJ — высотой.

Усеченная пирамида называется пра-
вильной, если пирамида, из которой она получена, была правильной.

Все боковые грани правильной усеченной пирамиды — равные
равнобедренные трапеции.

Высота боковой грани называется апофемой правильной усечен­
ной пирамиды.

Произвольная усеченная пирамида

Ѵ=—(Sl+S2+T^).

Правильная усеченная пирамида

«бок. = |(Д+Л)>

где Р^ Р2 — периметры оснований.
^полн. = ^бок. + «$! + 52, где 51, В2 — площади оснований (рис. 6).
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4. Дополнительные соотношения между элементами 
призмы и пирамиды

1. Если в пирамиде МА1А2...Ап все бо­
ковые ребра образуют с плоскостью осно­
вания равные углы (рис. 7), длины всех 
боковых ребер равны, то вершина М пира­
миды проецируется в центр окружности, 
описанной около основания пирамиды (эта 
точка О является также точкой пересече­
ния серединных перпендикуляров, прове­
денных к сторонам основания пирамиды).

2. Если в пирамиде МАіА2..Ап все боко­
вые грани образуют с основанием равные 
углы и длины всех апофем боковых граней
равны, то вершина М пирамиды проецируется в центр окружности, 
вписанной в основание пирамиды. Эта точка является также точкой 
пересечения биссектрис углов в основании пирамиды (рис. 8).

3. Если высота треугольной пирамиды МАВС проходит через точ­
ку пересечения высот ^АВС, лежащего в основании, то противопо­
ложные ребра пирамиды перпендикулярны, т. е. АМ 1 ВС, МС 1АВ 
и МВ 1 АС. Справедливо и обратное утверждение (рис. 9).

4. Если МО — высота пирамиды МАВС и МА 1 ВС, то (МАО) 1 ВС 
(рис. 9).
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5. Если в наклонной призмеА1А2..А.пВ1В2— 
Вп боковое ребро АхВх составляет равные 
углы со сторонами основания, образующими 
вершину Ах, то точка О основания высоты 
ВхО лежит на биссектрисе ХАх (рис. 10).

Рис. 10

КРУГЛЫЕ ТЕЛА

Заметим, что круглые тела по сравнению с многогранниками от­
носительно трудно поддаются изображению. Это замечание прежде 
всего относится к шару. По этой причине при решении стереометри­
ческих задач, как правило, сам шар (а тем более — шары) стараются 
не изображать, так как многие задачи на круглые тела сводятся к 
задачам планиметрии.

При решении задач, связанных с цилиндром, используются такие 
понятия, как высота, образующая, радиус основания, осевое сече­
ние, основание, поверхность (боковая и полная), и соответственно 
параметры: площадь осевого сечения, площадь боковой и полной по­
верхностей, площадь основания, объем цилиндра, радиус основания.

Что касается прямого кругового конуса (или просто конуса), то 
здесь добавляются угол при вершине осевого сечения и угол наклона 
образующей конуса к плоскости основания.

1. Цилиндр

Тело, ограниченное цилиндрической поверхностью и двумя круга­
ми с границами Ь и Ьх, называется цилиндром (рис. 11).

Цилиндрическая поверхность называется боковой поверхностью 
цилиндра, а круги — основаниями цилиндра.
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Образующие цилиндрической поверхно­
сти называются образующими цилиндра, а 
длина образующей — высотой цилиндра.

Прямая ОО^ называется осью цилиндра.
Всякое сечение цилиндра плоскостью, 

проходящей через ось цилиндра, представ­
ляет собой прямоугольник, у которого две 
стороны — образующие, а две другие — диа­
метры оснований цилиндра, а само сечение 
называется осевым.

Всякое сечение цилиндра плоскостью, 
перпендикулярной его оси, является кругом.

^бок. 2тіЛН, ^*полн. ^бок. 25ОСН ,

«полв. = 2пЛ(Л + Н); Ѵ= пЛ2Н.

2. Конус

Конусом называется тело, ограниченное ко­
нической поверхностью и кругом с границей Ь 
(рис. 12).

Коническая поверхность называется боковой 
поверхностью конуса, а круг — основанием ко­
нуса.

Точка С — вершина конуса, а образующие ко­
нической поверхности — образующие конуса.

Прямая ОС называется осью конуса, а отрезок 
ОС называется высотой конуса.

Заметим, что конус может быть получен вра­
щением прямоугольного треугольника вокруг
любого катета, при этом боковая поверхность конуса образуется вра­
щением гипотенузы, а основание — вращением катета.

Сечение конуса плоскостью, проходящей через ось конуса, назы­
вается осевым.

^бок. ТіЛІ, 5ПОЛН 8бок. + 5ОСН , 
яп„лн. = ля(я + 0; ѵ=^я2н.

Если конус пересечь плоскостью, перпендикулярной его оси, то 
та часть конуса, которая заключена между секущей плоскостью и
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основанием, называется усеченным конусом 
(рис. 13).

Отрезок, соединяющий центры оснований, на­
зывается высотой усеченного конуса.

Часть конической поверхности, ограничиваю­
щая усеченный конус, называется его боковой 
поверхностью, а отрезки образующих кониче­
ской поверхности, заключенные между основа­
ниями, называются образующими усеченного
конуса.

Усеченный конус может быть получен вращением прямоугольной 
трапеции вокруг ее боковой стороны, перпендикулярной основаниям.

вбок. = ^/(Я + г); вполн. = вбок. + в1 + Я2; 81 = лЯ2;

Я2 = яг2; V = —(Я2 + Яг + г2). 
3

3. Шар

Шаровой, или сферической, поверхно­
стью (или просто сферой) называется гео­
метрическое место точек пространства, рав­
ноудаленных от одной точки — центра шара 
(точка О, рис. 14).

Тело, ограниченное шаровой поверхно­
стью, называется шаром.

Шар можно получить вращением полу­
круга (или круга) около его диаметра.

Сечение шара плоскостью, проходящей 
через центр О, представляет собой наиболь­
ший круг.

Если плоскость имеет со сферой только одну общую точку, то она на­
зывается касательной плоскостью к сфере, а их общая точка — точкой
касания сферы.

Радиус сферы, проведенный в точку касания сферы и плоскости, 
перпендикулярен касательной плоскости. Верно и обратное.

Многогранник называется описанным около сферы (шара), если 
сфера касается всех его граней. При этом сфера называется вписанной
в многогранник.
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Многогранник называется вписанным в сферу, если все его вер­
шины лежат на сфере. При этом сфера называется описанной около 
многогранника.

5шара = 4лЯ2 = ^2Ї Ѵщара = -7ГЯ3=-ЛР3. 
3 6

1. Шаровой сегмент.
Если 5 — площадь сферической по­

верхности сегмента, Л — высота, V — 
объем, г — радиус основания, то

8 = 2лЯЛ = пБЬ = л(г2 + Л2);
5Полн. = ^(2ВЛ + г2) = я(Л2 + 2г2);

V = пЬ.2(Я--Ю (рис. 15).
3

2. Шаровой сектор.
8 = Щ2Л + г);

2 1Ѵ= —лЯ2Л = —Ы2Л (рис. 15).
3 6

3. Шаровой пояс.
Если Л — высота шарового пояса, 

Гі и г2 — радиусы оснований, то
^бок. = 2лВЛ = лПЛ;
8 = к(2М+ ^ + г2!);

V = іпЛСЗг^+3г/+Л2) (рис. 16).

ВЕКТОРЫ
Координаты вектора
1. Если а {хі; у^, гх) и Ъ {х2; у2; г2} — данные векторы, то вектор 

а + Ь имеет координаты {хх -I- х2; уг + у2; 2^ + г2}.
2. Если а {хі; у^ г^ и Ъ {х2; у2; 2^ — данные векторы, то вектор а-Ь 

имеет координаты {хі - х2; уі - у2; 2і — з2}.
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3. Если а {х; у; г} — данный вектор, а — данное число, то вектор 
аа имеет координаты {ах; ау; аг}.

Связь между координатами векторов и координатами точек
ОБ {х2; У2'* 2г} 
ОА {х^ л; г^ 
Вектор АВ имеет координаты 
{х2 - х^ у2 - Уіі г2 - г^.
Каждая координата вектора равна 

разности соответствующих координат 
его конца и начала (рис. 17).

Правило треугольника
Для любых трех точек А, В и С имеет место равенство 

АВ + ВС = АС (рис. 18).
Правило параллелограмма

ОА + ОВ = ОС (рис. 19).

Рис. 18

Правило многоугольника
•^1-^2 + -^2-^3 + • • • + А-іДі— АА»

где А^,А19 ... , Ап-!, Ап — произвольные точки.
Правило параллелепипеда

ОА + ОВ + ОС
ОВ — диагональ параллелепипеда;
ОА, ОВ, ОС — ребра (рис. 20).
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Разность векторов
ОА-ОВ = ВА, где А, В, О — произ­

вольные точки (рис. 21).
Признак коллинеарности двух нену­

левых векторов Рис. 21

Ь = ка, — = — = —, где Л * 0; а 0; Ъ 0.
^2 У2 ^2

а = (*ь Уъ 21), Ъ = (х2; у2; 22).
Признак компланарности трех векторов
Если вектор с можно разложить по векторам а и Ъ, т. е. пред­

ставитъ в виде с = ха + уЬ, где х, у — числа, то векторы а, Ь и с 
компланарны.

Середина отрезка
ОМ = |(6Д + 6в),

О — произвольная точка, 
М — середина отрезка АВ.

* = + *2), У = |(і/і + У2)> 2 = |(гі + г2) (рис. 22).

Точка пересечения медиан треугольника
ОМ = 1(04 + 03 + 66),

О — произвольная точка пространства,
М — точка пересечения медиан ЛАВС (рис. 23).

Рис. 23
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Скалярное произведение векторов
аЬ =| а | * | & | со&(аЬ);

ОЬ = ХіХ2 + У1У2 + 2-^,
где а = (х^ у^ г^ Ь = (х2; і/2; г2).

Признак перпендикулярности двух векторов
Если а ± &, то аЬ =0.
^1^2 + У1У2 + 2іг2 = 0,
где а = (Хі; ух; 2і), Ь = (х2; у2; г2).

Умножение вектора на число
ра = (рх; ру; рг), гдер — число, а = (х; у; г).

Длина вектора
|а|= ^х2 +у2 + г\ где а = (х; у; г).

Угол между ненулевыми векторами

соза=.

Расстояние между точками
Если А (хх; уг; з^, В (х2; у2; ^2)> то

Уравнение сферы
(х - а)2 + (у - Ь)2 + (г - с)2 = R2, 

где (а, &, с) — координаты центра, R — радиус.
Если а = Ь = с = 0, то х2 + у2 + г2 = R2 — уравнение сферы с цен­

тром в начале координат.
Уравнение прямой, проходящей через две точки А {х^ у^, 24) и 

В (х2; у2; г2).
Х-Хі = У~Ух = 2~2Г
Х2’Х1 У2-У1 г2~21'
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Угол между плоскостями
Если ср — угол между плоскостями, заданными уравнениями Агх + 

+ В^у 4- С^г 4- ^ = О иА2х 4- В2у + С2г + В2 = 0, то
А, + В.В2 + СіС,

СОвф = , 2 ,

у/а^ + В^ +С^ -^А^ +В2 + С2

Расстояние от точки до плоскости
Если (1 — расстояние от точки Мо (х0; р0; г^) до плоскости Ах + Ву 4- 

4- Сг 4- В = 0, то
^_\Лх1) + Ву<)+Сг<) + Р\

4а*+в*+с*



ОТВЕТЫ

4 П Л *306 _ _ 30 _ 96 541. агс81п 0,8. 2. 5753. 3. 9 или------ . 4. 773. 5. —. 6. —. 7. —.
4 13 25 13

8. 50°. 9. 2^5. 10. 60°. 11. х/35. 12. 30°. 13. 2 14. 13.
15

15. 5. 16. —. 17. 4. 18. 21. 19. 6,25. 20. 4+1. 21. ^3 + 4). 
3 3' '

22. 4 + 1. 23. 10. 24. 2(х/з+-х/2)(х/2-1). 25. 2. 26. 18(^+4

27. 256. 28. (х/з 4][4 + 1). 29. 3 : 16. 30. 14. 31.80. 32. 45°;

75°; 60°. 33. 6х/з. 34. 27(2-х/з). 35. у. 36. 156. 37. Л-.

38. 1 : 2. 39. 58,8. 40. 541. 41.2 : 3. 42. 36. 43. 7. 44. 4,5.
45. -(35 - 465). 46. 169^. 47. 49. 48. 75. 49. 8^35-

401 ’ 81

50. 32^3. 51. 2х/5. 52. —. 53. 2х/2. 54. МУ = ^, Я = х/5. 
5

55. 4х/5. 56. 24. 57. 80. 58. 41. 59. 40. 60. Д.. 61. 113. 62. 3. 
х/145

63. 56 или 26. 64. 54х/з. 65. 60°. 66. 12. 67. 25. 68. 1,5.

§2

( X 15 _ х <39 о с л х 2 _ х/зо1. агс€б—. 2. arctg----- . 3. 5. 4. ап^—. 5. ------
32 12 35

• 6 ^
73

7. агссов—. 8. —. 9. а) —; 6)0. 10. 1,5. 11. з41. 12. 36. 
49 3 2

_ зТ2 21739 с 2171113. агс1£----- . 14. --------- . 15. 399. 16. 80073. 17. -------- .
8 25 2
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18. 7Тб. 19. 20. —. 21. —(7з + 1). 22. агссоз-^. 23. 18.
Тб 6 12' ' 7з

24. 25. 20,25. 26. 27. —. 28. 17 : 127. 29. 1 : 3. 30. 16.
3 9 19

31. 28л/5І. 32. агссоа—. 33. 30°. 34. 1. 35. 36. 1 : 1.
16 4

37. 1872. 38. 90°. 39. —. 40. 32. 41. агсвіп—. 42. агсіг-. 
5 40 3

43. —. 44. З7бі. 45. 399. 46. —. 47. —. 48. агссов-. 
3 2 6 3

49. —. 50. 1 : 3. 51. 28751. 52. агссов—. 53. 54. 32.
19 16 4

55. 90°. 56. 711. 57. 20ТІ4. 58. —. 59. бТз9. 60. 63^\ 
5 40

§3

, 272 „ ЗТІ5 „ „ло „1. агссоз----- . 2. агссоб-------. 3. 90 .4. агссоэ
з 20

/42 _ 721
* 5 ■ 

21 7
1 3 Зд/2 726. агсэіп—. 7. агсзіп-і=. 8. агсіг----- . 9. агсэіп—. 10. 30°.
4 710 8 6

4 4 • Ѵ15 „ ѴЗ Ѵ285 ѴЗО11. агсвіп----- . 12. агссов—. 13. агссоз------- . 14. агссоз-----
5 6 19 10
_ 215. агссоз—. 16. агссоз—.35
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