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для учащихся можно предложить следующую схему работы: про­

читав вступление и рассмотрев примеры решения, самостоятель­

но решать тренировочные работы, затем посмотреть решения и, 

осмыслив их, попробовать решить проверочные работы, проверяя 
их решения по книге и т.д. 

Книги полностью подходят для самостоятельного овладения той 

или иной темой и рассчитаны на последовательное обучение от 
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се и для домашних заданий. 

Подбор материала позволяет существенно дифференцировать 
уровень требований к учащимся при проведении контрольных 

и зачетных работ. 

Уровень сложности и объем материала в книгах серии, безусловно, 
избыточен, и учитель должен сам выбирать сложность и объем 
материала в соответствии с возможностями учащихся и задачами, 
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Предисловие редактора 

Перед вами уникальная книга «Построение и преобразования 
графиков. Параметры (Часть 2. Нелинейные функции и уравне­
ния. Часть 3. Графическое решение уравнений и систем уравне­
ний с параметром)» серии «Математика. Элективные курсы» по 
школьному курсу для тех, кто хочет учится и научится. В действи­
тельности это удивительная энциклопедия различных методов 

решения задач, кладовая педагогического и методического опыта 

преподавания сложных тем школьного курса математики. Это на­

стоящий самоучитель, в котором с «разных позиций» рассматри­

ваются основные идеи, связанные с исследованием графических 

способов решения уравнений и систем уравнений с параметром. 

Большое количество разнообразных примеров, уравнений, графи­

ков позволит учащемуся «прочувствовать>>, графически образно 
представить и «увидеть» их естественное применение. 

Книга адресована широкому кругу читателей: 
- интересующемуся ученику обычного класса; 

- ученику профильного или специализированного класса; 

- студенту, изучающему высшую математику; 

- учителю, преподающему школьный курс математики. 

Ценность книги заключается в том, что с рассмотренными за­

даниями приходит понимание трудных для восприятия матема­

тических понятий, изучаемых в школе. Многие факты и идеи, за­

ложенные в систему примеров, тренировочных и самостоятельных 

заданий, безусловно, могут быть использованы для подготовки 
к экзаменам, творческим работам и олимпиадам. 

Желательно, чтобы подготовительная работа к изучению этой 
книги начиналась с изучения книги «Построение и преобразование 

графиков. Параметры» Часть 1. Линейные функции и уравнения, 
и знакомством с книгами «Уравнения и неравенства с параметра­
ми»; «Задачи с параметрами на экзаменах» этой серии уже в 8, 
9 классе. 
Планомерная работа с материалами книг этой серии вместе с ма­
териалами учебных методических комплектов дает наибольший 
эффект понимания и усвоения содержания школьного курса 
математики. 

А. В. Семенов 
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1-4 Квадратичная функция (стр. 7-30) 
(+3) Построение графиков квадратичной функции 
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(+2) Построение графика функции у= f(x + Ь) 

Графики основных элементарных функций 
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Построение графика функции у = f(x) + С 
Практикум 3 (частично) 
Преобразование графиков с использованием 

различных видов симметрии 

Практикум 4 (частично) 

14-21 Построение графика функции у = Af(x) (А >0) (стр. 120 - 184) 
(+3) Практикум5 

Построение графика функции у= f(kx) (k>O) 
Практикум 6 
Преобразование графиков вида у = f( 1 х + Ь 1 ), у = f( 1х1 + Ь) 
Практикум 7 
Самостоятельные работы 1-5 (частично) 
Тренировочная работа 2 (частично) 
Домашняя тренировочная работа (вариант 11) 

22-26 Графическое решение уравнений (стр. 185 - 219) 
(+2) и систем с параметром 

Практикум 9 (2, 4, 5, 8) 
Тренировочная работа 3 (2, 4, 7, 8, 9) 
Самостоятельная работа 7 (варианты: 1, 11, V, VI) 
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Построение графиков квадратичной функции 
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Тренировочная работа 1 (варианты: 1, 3, 4) 

7-12 Метод преобразований (стр. 73 -119) 
Графики основных элементарных функций 

Практикум 2 (3, 6, 7) 
Построение графика функции у= f(x) +С 
Практикум 3 (3, 4, 6, 8) 
Преобразование графиков с использованием 

различных видов симметрии 

Практикум 4 (1, 2, 3) 

13-15 Построение графика функции у= Af(x) (А>О) (стр.120-184) 
Практикум 5 (частично) 
Построение графика функции у= f(kx) (k>O) 
Практикум 6 (1, 3, 4) 

16-20 Преобразование графиков (стр.120-184) 

вида y=f(lx+bl), y=f(lxl +Ь) 
Практикум 7 ( 4, 5) 
Самостоятельные работы 1-5 (частично) 
Тренировочная работа 2 (в. 1 (1, 3, 5), в. 2 (2, 3, 4) 
Домашняя тренировочная работа (вариант 1) 

21-25 Графическое решение уравнений (стр. 185 - 219) 
и систем с параметром 

Практикум 9 (2, 4, 5,) 
Тренировочная работа 3 (2, 4, 7, 8, 12) 
Самостоятельная работа 7 (варианты: 1, 11, V, VI) 

26-31 Графическое решение уравнений (стр. 220 - 308) 
и систем с параметром 

Практикум 10 (1, 4, 5) 
Тренировочная работа 4 (вариант 1) 
Самостоятельная работа 8 (частично) 
Практикум 11 
Практикум 12 (2, 4, 5) 
Домашняя творческая работа-исследование 
Итоговая самостоятельная работа 



Квадратичная 
функция 

Построение графиков квадратичной функции 

у = аа:2 + Ьх + с (а # О} методом сечения 

Определение. Графиком функции у = f(x) называется 

множество всех точек плоскости с координатами (хо; Уо), 
для которых справедливо равенство /(хо)= Уо, 
т. е. Г(у = f(x)) ={(хо; Уо) \Уо =/(хо)}, 
где Г(у = f(x)) - обозначение графика функции 
у= f(x). 

Предполагается, что читатель уже знает, как строить график 

у= ах2 по точкам. График выглядит так: 

la > OI 
у у=ах2 

м N 

-2 -1 о к 1 2 х 

la < OI 
у 

-2 -1 о к 1 2 
х 

N 
у=ах2 
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х у 

о о 

1 а 

-1 а 

2 4а 

-2 4а 

Координаты 
точек 

К (О;О) 

В (1; а) 
A(-l;a) 
N (2; 4а) 
М(-2;4а) 

Примечание. Предполагается, что по 

прочтении каждого параграфа читатель 

будет оомосто.ятелы-tо на к.леm'Чаmой 

бумаге строить графики, повторяя 

рассуждения. Поэтому на координатной 

плоскости мы не будем показывать 

клетку, чтобы не загромождать графики. 

Отметим, что график функции у= ах2 симметричен относи­
тельно оси Оу, т. е. если перегнуть эскиз графика по оси Оу, 

то точки М и N, А и В совпадут. При этом точка К, 

принадлежащая оси симметрии, останется неподвижной. 

Рассмотрим функцию у = 2х2 - 4х - 3. 
Построим график этой функции методом сечения, т. е. исполь­

зуем пересечение графика данной функции с прямой, парал­

лельной оси Ох. В данном случае - это прямая у= -3, где 
-3 - значение свободного (от неизвестного х) члена квадра­

тичной функции. Здесь у = ах2 + Ьх + с ( а =/; О ) . 

Для этого решим систему уравнений 

получим 2х2 - 4х = О. 

Решим это уравнение: 2х(х - 2) =О, 

С графических позиций это значит, 

что при пересечении графика 

функции у = 2х2 - 4х - 3 прямой 
у= -3 получили две точки 
пересечения: А (О; -3) и В (2; -3). 

{ у= -3 
у = 2х2 - 4х - 3 ' 

[ х =О тогда х = 2 

у 

о о 2 

-3 
А В 

х 

у=-З 

Так как интуитивно понятно, что график квадратичной функ­

ции в общем виде симметричен относительно прямой, парал­

лельной оси ординат Оу (позже это будет доказано), то абс­

цисса точки, относительно которой точка А симметрична 

точке В, есть среднее арифметическое абсцисс этих точек, 
0+2 

т.е. хо= - 2- = 1. 
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Значит х = хо (точнее, х = 1 ) есть уравнение прямой, явля­
ющейся осью симметрии графика данной функции. 

Найдем значение 

Уо = 2 · х~ - 4хо - 3. 

Так как хо = 1, то 
Уо = 2 · 12 - 4 · 1 - 3 = -5, и точка 
К (1; -5) называется вершиной 
графика данной квадратичной 

функции. 

у 

о 1 2 
о 

-3 
А В 

-5 --· к 

х 

у=-3 

В принципе трех точек на графике функции достаточно, что­

бы однозначно «закрепить», определить график квадратичной 

функции. Проверим, так ли это. Для квадратичной функции 

у = ах2 + Ьх + с, зная принадлежность к ее графику точек 
А (О; -3), В (2; -3) и К (1; -5), найдем значение коэффици­
ентов а, Ь и с. Если они совпадут с исходными а = 2, Ь = -4 
и с = -3, то данное утверждение верно. 

При желании это утверждение можно доказать в общем ви­

де, полагая, что А (х1; У1), В (х2; У2) и С (хз; Уз) принадлежат 
Г(у=ах2 +Ьх+х). 

А (О; -3) Е Г(у = f(x)); а· 02 + Ь ·О+ с= -3; 

В {2; -3) Е Г(у = f(x)); 

К (1; -5) Е Г(у = f(x)); 
а · 22 + Ь · 2 + с = -3; 

а · 12 + Ь · 1 + с = -5. 

Получили систему линейных уравнений. Решим эту систему. 

{ с= -3 {с= -3 
4а + 2Ь + с = -3 ; 4а + 2Ь = О ; 
а+Ь+с= -5 а+Ь= -2 

{ с= -3 
2а = -Ь ; 
а+ (-2а) = -2 

{ с= -3 {с= -3 
Ь = -2а ; Ь = -4 , 
а=2 а=2 

т. е. у = 2х2 - 4х - 3, что и требовалось доказать. 
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Плавно соединим точки 

А, В и К. Продолжим 

кривую за пересечение 

с осью абсцисс. Получим 

график у = 2х2 - 4х - 3. 

у 

Квадратичная функция 

х 

у=-3 

Дополнение (при первом знакомстве можно пропу­

стить). Если необходимо более точное построение, можно про­

вести сечение, например, прямыми х = 3 и х = -1. Главное, 
чтобы они были симметричны прямой х = хо = 1, т. е. оси 

симметрии графика квадратичной функции у = 2х2 - 4х - 3. 
Тогда ординаты их должны быть равными. 

Действительно, f (3) = 2 · (3)2 - 4 · 3 - 3 = 3; 

f(-1) = 2. (-1)2 -4. (-1) -3 = 3; 

N(3;3) и М(-1;3), 
т. е. можно было сразу 

пересечь прямой у = 3 
Получили бы те же 2 точки 
М(-1;3) и N(3;3). 
Значит, можно было бы 

сразу для уточнения 

графика пересечь график 

еще одной прямой, 

параллельной оси абсцисс, 

но нет гарантии в общем 

случае, что полученные при 

этом координаты точек 

пересечения будут 

целочисленными. 

м 

' ' ' ' ' ' ' ' -1: 

у 

у= 2х2-4х-3 

N 
у=3 

3 
х 

у=-3 
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Примечания. 1. Рассмотрение секущих прямых, параллель­
ных оси симметрии, с целочисленными абсциссами связано 

с желанием получить уравнение прямой сечения, параллель­

ной оси Ох с целочисленными ординатами, т. е. у = 3. Тогда 
точки пересечения будут с целыми координатами, в противном 

случае, возможно, что и нет. 

2. Определение. График функции у = /(ж) называется 
симметричным относительно прямой ж = ж0 , если для 

любого ж Е D f с ществует жо, такое что выполняется 

равенство /(жо + ж) = /(жо - ж) . 

Докажем, что график у = ах2 + Ьх + с (а =/:- О) симметричен 
относительно прямой х =хо, и найдем значение хо. 

f(xo + х) = а(хо + х)2 + Ь(хо + х) +с= 
= ахб + 2ахох + ах2 + ~ + Ьх + с; 

- = = 

f(xo - х) = а(хо - х)2 + Ь(хо - х) +с= 

= ахб - 2ахох + ах2 + Ьхо - Ьх + с. 

При !(хо + х) = f(xo - х) подобные члены этого уравне­

ния взаимно уничтожаются, в результате получим уравнение 

4ах0х + 2Ьх =О; 2х(2ахо + Ь) =О. 
Тогда либо 2х = О, либо 2ахо + Ь = О. 

а) Пусть 2х =О. Так как по определению симметричности 

равенство должно выполняться для любых х, то вариант, 

при котором х = О, не подходит. 

б) Пусть 2ахо + Ь = О. 

ь 
Тогда при любых значениях х хо = - 2а. 

Итак, доказано существование оси симметрии х =хо, где 
ь 

для графика функции у = ах2 + Ьх +с ( а =/:- О ) хо = - 2а. 
Если х0 = О, то Ь = О, и функция будет иметь вид 

у = ах2 + с - ее график симметричен оси ординат. 
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Отметим, что при хо = О равенство J(xo + х) = f(xo - х) 
обращается в f(-x) = f(x), а это по сути есть определение 

четности функции, график которой всегда симметричен отно­

сительно оси Оу 1. 

Покажем на примерах, как можно строить графики квадра­

тичных функций методом сечения. 

1. Построим график функции у = 4х - х2 . 

Так как с = О, то прямая сечения у = О. Значит, ось 

абсцисс и есть прямая сечения, т. е. 

4х - х2 = О; х(4 - х) = О; [ х = О А (О; О) 
х=4 В(4;0)" 

0+4 2 2 
хо = - 2- = 2; Уо = 4хо - х0 ; т. е. Уо = 4 · 2 - 2 = 4. 

Значит, точка К {2; 4) - вершина параболы. 

По трем точкам А, В и К построим параболу. 

Для уточнения можно вычислить: 

y{l) = 4. 1 - 12 = 3, у 

т. е. М (1; 3) Е Г (у = 4х - х2 ) ; 

у(3) = 4 · 3 - 32 = 3, 

т. е. N {3; 3) Е Г (у = 4х - х2 ) • 

Отметим, что Sx=2 { М) = N, 
т. е. точки М и N симметрич­

ны относительно прямой х = 2: 

f{2 + 1) = !{2 - 1). 

2. Построим график функции у= х2 - 4х + 4. 

у= 4х-х2 

Так как с = 4, то прямая сечения у = 4, т. е. 

х2 - 4х + 4 = 4; х2 - 4х = О; [ х = О А (О; 4) 
х=4 В(4;4). 

0+4 2 хо = - 2- = 2, Уо = 2 - 4 · 2 + 4 = О, значит К {2; О) 

вершина параболы. 

х 

1 Более подробно см.: Шахмейстер А. Х. Введение в математический 
анализ. СПб.; М.: Петроглиф, 2011, 2015. С. 330-336. 
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По трем точкам А, В и К 

построим параболу. 

График у = х2 - 4х + 4 дол­

жен быть симметричен отно­

сительно прямой х = 2. 

Проверим, так ли это. 

!(2 - 1) = f(l) = 12 - 4. 1+4 = 1; 

f(2 + 1) = f(3) = 32 - 4 · 3 + 4 = 1. 

у 

у=х2-4х+4 

о 1 2 3 4 х 

Значит f(2-1) = f(2+1) - удовлетворяет определению 

симметричности графика у = х2 - 4х + 4 относительно 
прямой х = 2. В общем виде это было доказано относи-

Ь ) -4 тельно х0 = - 2а (см. с. 11 . Здесь хо= - 2.1 =2, значит 
f(2 - х) = f(2 + х) для любого х. 

3. Построим график функции у = х2 - 3х + 5. 

Так как с = 5, то прямая сечения у = 5. 

х2 - 3х + 5 = 5; У 

х2 -3х =О; 

[ х =О А (О; 5) 
х = 3 в (3;5). 

о+з з 
хо = - 2- = 2, значит 

Уо= (~) 2 -3·~+5= 
9 9 

=4-2+ 5 = 

= -2,25 + 5 = 2,75. 

Таким образом, Уо = 2, 75, 1 

и вершина параболы -

точка К (1,5; 2,75). о 1,5 2 

у=5 

3 х 
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Для уточнения графика можно вычислить: 

у(1)=12 -3·1+5=3, т.е. D(1;3) ЕГ(у=х2 -3х+5); 

у(2) = 22 -3·2+5 = 3, т. е. М (2; 3) Е Г (у= х2 - 3х + 5). 

Кроме того, точки D и М симметричны относительно 
прямой х = 1,5: Bx=I,s(D) = М. 

Итак, f (1,5 + 0,5) = f (1,5 - 0,5), 

и в общем случае f(l,5 + х) = f(l,5 - х) для любого х. 

4. Построим график функции у = х2 - 2х - 4. 

Так как с = -4, то прямая сечения у = -4, т.е. 

-4 = х2 - 2х - 4; х2 - 2х = О; [ х = О 
х=2 

хо= 0! 2 = 1; Уо = 12 - 2 · 1- 4 = -5, 

т. е. К (1; -5) - вершина 
у 

А (О; -4) 
в (2; -4). 

у=х2-2х-4 параболы. 

Построим график М ------- --------------- N 

по точкам А, В и К. 

Для уточнения графика 

вычислим: 

!(1+3) = f(4) = 
= 42 - 2 . 4 - 4 = 4, 

т. е. точка N ( 4; 4) принад­

лежит Г (у= х2 - 2х - 4); 

!(1- 3) = f(-2) = 
= (-2)2 - 2. (-2) - 4 = 4, 

4 

у=-4 

х 

т. е. точка М (-2; 4) принадлежит Г (у= х2 - 2х - 4). 

Итак, f (1 + 3) = f (1 - 3). 

Отметим, что в данном случае получаются целочислен­

ные координаты точек параболы. Если бы мы выбрали 

у = О, то получили бы корни уравнения х2 - 2х-4 = О -
иррациональные числа, что неудобно для построения. 
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Примечание. Выяснять симметрию точек параболы 

весьма полезно не только с точки зрения нахождения 

уточняющих точек, но и с точки зрения проверки пра­

вильности вычисления оси симметрии. Действительно, 

пусть в примере, рассмотренном выше, х = 2 есть 

ось симметрии, тогда должно выполняться равенство 

!(2 + 3) = f (2 - 3): 
f (2 + 3) = f (5) = 25 - 10 - 4 = 11; 

/(2-3) = f(-1) = (-1)2 -2. (-1)-4 = -1. 
Увы, равенство не выполняется, f (2 + 3) f= f (2 - 3), зна­
чит х = 2 осью симметрии не является. 

5. Построим график функции у= ~х2 - х - 4. 

с = -4; у = -4, тогда ~х2 - х = О; х2 - 2х = О; 

[ х = О А (О; -4) _ 0+2 _ . _ 1 2 _ 
х = 2 В (2; -4) . хо - 2 - 1, Уо - 2·1 -1-4 - -4,5, 

т. е. точка К (1; -4,5) - вершина параболы. 
у 

о 1 2 3 

-1 

-2 
' ------- -------+-------" ------

-3,5 : : 
-3 : 

у=-4 

к 

Для уточнения можно найти точки пересечения графика 

у= ~х2 - х -4 с осью абсцисс, т.е. у= О. 

lx2-x-4=0· х2-2х-8=0· [х=4 N(4;0) 
2 ' ' Х= -2 М(-2;0). 
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Примечание. График параболы АК В в окрестно­

сти точки К всегда должен быть мягко скругленным, 

т. е. в нем не должно быть «острия». Представьте себе 

игрушку «ванька-встанька», нижняя часть которой име­

ет форму параболоида (поверхности, полученной враще­

нием параболы вокруг оси симметрии) с прикрепленным 

внутри в точке К тяжелым грузом. Если бы там бы­

ло «острие», то игрушка бы заваливалась, тогда как если 

есть «скругление», и груз точно отцентрован, то игрушка 

стоит вертикально, не заваливаясь. 

Теперь рассмотрим построение графиков квадратичной 

функции у = ах2 + Ьх +с методом сечения в общем виде. 

1. Пусть у= с, тогда ах2 + Ьх +с= с, ах2 + Ьх =О, 

т.е. х(ах+Ь)=О,значит [х=ОЬ 0 ; [х=О ь. 
ах+ = х = --

а 

Графически это означает пересечение графика параболы 

прямой у = с, при этом получили точки пересечения 

{ А (О; с) Е Г(у = J(x)) 

В (-~;с) Е Г(у = f(x)) · 

Рассмотрим в общем виде положение точек пересечения 

графика у = ах2 + Ьх + с прямой у = с, в зависимости 
от знаков коэффициентов а, Ь и с. 

{ с>О { с>О Если ь Если ь -- >о -- <о 
а а 

у у 

у=с у=с 

А :В В: А 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 

о о ' ' о о ' ' 

ь 
х 

ь 
х 

--
а а 
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{ 
с< о 

Если ь 
-- >0 
а 

у 

ь 
О О а 

А В 

х 

у=с 

{ с<О Если ь -- <о 
а 

у 

ь --
а о о 

х 

у=с 

в А 

2. Так как график параболы симметричен относительно 
прямой х = хо (эта прямая параллельна оси ординат), 

то ()_J_( - о.'\ 

Хо= ~2 = _2Ьа' гпе Х = 0 Ь а) ,...., и х = -а; - корни 

уравнения ах2 + Ьх = О. 

б) Уо = f (хо) = ах~+ Ьхо +с, 

или Уо =а (-2ьа) 2 + ь (-:а) +с= - ь24:ас' 
где Ь2 - 4ас = D (дискриминант - с латинского 

D 
различитель), т. е. Уо = - 4а. 

Таким образом, получили еще одну точку, принад­

лежащую графику функции у = ах2 + Ьх + с. Это 
точка К (-:а;-Ь2 4:ас), или К (-:а; -,fa). 
Ее еще называют вершиной параболы. В принципе, 

трех точек вполне достаточно, чтобы однозначно по­

строить график параболы (это было показано ранее). 

3. В случае D > О ( D = Ь2 -4ас) можно получить еще пару 
точек для более точного построения графика. 

Пусть у = О, ах2 + Ьх +с = О, где х1, х2 - корни, тогда 
точки М (х1; О) и N (х2; О) также принадлежат графику 
параболы. 
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Рассмотрим вид графика параболы в зависимости от значения 

дискриминанта D (в случаях D < О, D = О и D > О) и раз­
личнъtх знаков коэффициентов а, Ь и с. 

Пусть D <О. 

D 
Так как Уо = - 4а ордината вершины параболы, то: 

а) если а> О, то Уо >О .(парабола не пересекает ось абсцисс 
и находится в верхней полуплоскости), 

тогда у ~ Уо > О при любых х (пункты 1, 2); 

б) если а< О, то Уо <О (парабола не пересекает ось абсцисс 
и находится в нижней полуплоскости), 

тогда у ::::;: Уо < О при любых х (пункты 3, 4). 

Значит при D < О возможный вид графиков будет: 

1. Если с > О 2. Если с > О { а>О {а>О 

у 

Уо 

о 

Ь<О Ь>О 

Ь 2 -4ас 
у=-

0 4а 

' ' 
: Хо 

ь ь --
2а а 

у=с у=с 

х 

Ь 2 -4ас 
у=-

0 4а 

' ' 
: Хо 

ь ь 
а 2а 

у 

Уо 

о х 
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{а<О 
3. Если с< О 

Ь<О 

ь 
у 

ь --
а 2а о 

1хо х 

' 
Уо 

у=с 
~~--~~~~-+~-

Ь2 -4ас 
у=-

0 4а 

Пусть D =О. 

4. Если с<О 
{а<О 

у 

о 

Уо 

Ь>О 

ь ь --
2а а 

:хо 
' ' 

Ь 2 -4ас 
у=-

0 4а 

х 

у=с 

о 
Так как Уо = - 4а = О, то возможный вид графиков в этом 

случае: 

5. При {: ~ g 
Ь<О 

у 

о ь 

2а 

ь --
а 

у=с 

х 

{ а>О 6. При с> О 

Ь>О 

ь 
а 

ь 

2а 

у 

у=с 

х 
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{ а<О 7. При с< О 

Ь>О 

у 

о 

ь 

2а 
ь 
а 

х 

у=с 

Квадратичная функция 

{ а<О 8. При с< О 

Ь<О 

ь -- _]L 
а 2а 

у 

о 

х 

у=с 

Отметим, что в пунктах 5, 6, 7 и 8 ось абсцисс есть касатель­
ная к параболе и существует единственная их общая точка -

к (-;а;о). 

Если D > О, то возможный вид графиков представлен в пунк­
тах 9-16. 

D 
Так как Уо = - 4а, то при D > О следует, что а · Уо < О. 

Значит: 

а) если а> О, то Уо <О, ветви параболы направлены вверх, 
а вершина параболы находится в нижней полуплоскости; 

б) если а < О, то Уо > О, то ветви параболы направле­
ны вниз, а вершина параболы находится в верхней по­

луплоскости. Значит, есть различные корни функции 

у= ах2 +Ьх+с, и можно найти еще две точки - М (х1; О) 
и N (х2; О), уточняющие график квадратичной функции. 
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{а>О {а>О 
9. При с>О 10. При с>О 

Ь<О Ь>О 

у 
у 

А у=с 
у=с 

ь 
о 

о а 
х 

х 

Уо 
Ь 2 -4ас Уо 

к 
Уо=-

4а к 
Ь 2 -4ас 

Уо=-
4а 

{а<О {а<О 
11. При с< О 12. При с<О 

Ь>О Ь<О 

у Ь 2 -4ас у 

Ь2 -4ас 
Уо=-

4а 

к 
Уо=-

4а к 
Уо Уо 

о о 

х х 

у=с у=с 
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{а>О 
14. При с<О 

Ь>О 

13. При {:; g 
Ь<О 

у у 

ь ь ь 

м N 
х х 

к 

Ь 2 -4ас Ь 2 -4ас 
Уо=-

4а 
Уо=-

4а 

{а<О {а<О 
15. При с>О 16. При с> О 

Ь>О Ь<О 

у у 

Ь 2 -4ас Ь 2-4ас 
Уо=-

4а 
Уо=-

4а 

к 

2а 
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Выводы 

1. Знак коэффициента а очень важен: 
при а > О ветви параболы направлены вверх; 
при а < О ветви параболы направлены вниз. 

2. Знак коэффициента Ь также очень существенен, так как: 
ь 

если -а;> О, то вершина параболы находится в правой полу-

плоскости относительно оси ординат (это пункты 1, 4, 5, 7, 9, 
11, 13, 15); 

ь 
если -а; < О, то вершина параболы находится в левой полу-
плоскости относительно оси ординат (это пункты 2, 3, 6, 8, 10, 
12, 14, 16). 

3. Знак коэффициента с означает следующее: 
если с > О, то точка пересечения параболы с осью ординат 

находится в верхней полуплоскости относительно оси абсцисс 

(пункты 1, 2, 5, 6, 9, 10, 15, 16); 
если с < О, то точка пересечения параболы с осью ординат 
находится в нижней полуплоскости относительно оси абсцисс 

(пункты 3, 4, 7, 8, 11, 12, 13, 14). 

4. Построение графиков у = ах2 + Ьх +с методом сечения 
позволяет сделать вывод: график у = ах2 + Ьх + с можно 
получить сдвигом графика у = ах2 : 

по горизонтали: на /-:а 1 влево при -:а < О, вправо 
ь 

при - 2а >О; 

по вертикали: вверх на IYol при Уо >О, вниз при Уо <О, где 
Ь2 -4ас D 

Уо=- 4а = 4а· 

5. Для построения графиков квадратичной функции методом 
сечения достаточно трех точек - А, В и К. Знание же об­

щих формул решения квадратного уравнения не обязательно, 

т. е. графики можно строить до изучения формулы решения 

квадратного уравнения ах2 + Ьх + с = О в общем виде. 
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Уnра[Нен.ен.ия 1 

По эскизам графиков парабол (у = ах2 + Ьх + с) определи­
те знаки коэффициентов а, Ь, с и значение дискриминанта: 

положительное, отрицательное или нулевое. 

1.~ 2.+L. з.4 4.rv 
5.~ 6.~ 7.~ 8.ry 
9.+ 10.~ 11.4 12.trx 
13.~ 14.ry 15.4 16.и 

х 
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Ответы на уnра:»сн.ен.ия 1 

г<О {а>О {">О {"<О 1. ь >о 2. ь <о з. ь >о 4. ь >о 
с>О с>О с>О с<О 

D>O D>O D<O D=O 

~ ~ ~ tv 
г>О {а>О {"<О {"<О 5. ь >о 6. ь >о 7. ь >о 8. ь <о 
с<О с>О с<О с<О 

D>O D>O D<O D=O 

~ 4 ~ тt 
г>О г<О {">О {">О 9. ь <о 10. ь >о 11. ь >о 12. ь <о 
с>О с<О с>О с<О 

D<O D>O D=O D>O 

+ ~ 4 tт 
{">О г<О {"<О {">О 

13. ь <о 14. ь <о 15. ь <о 16. ь <о 
с>О с<О с>О с>О 

D=O D>O D>O D<O 

~ ry 4 k х 
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Соотношение знаков корней функции у = ах2 + Ьх +с 
и знаков ее коэффициентов 

Для уравнения у = ах2 + Ьх + с, где х1, х2 - корни, 

{ 
Х1 +х2 - _Q 

по теореме Виета -;;- а . 
Х1Х2 =а 

а>О а<О 
ь -- >о 

lA h l { Х1 > 0 . , 
а 

f >0 . Х2 > 0' а 

D>O 
' 

Оба корня положительные 
х 

r ь -- <о 

U~ rt 2. { Х1 < 0 . < 
а 

f>O Х2 < 0' а 
х 

D>O 
Оба корня отрицательные 

{ Xj < 0 
_!!.>о 
а 

3. Х2 > 0 ; < f<O 

~~ !ft lx2I > lx1I а 

' 
D>O х 

Корни разных знаков, но по 

абсолютной величине боль-

ше положительный корень 

ь 

{ Х1<0 -- <о 
а 

4. Х2 > 0 ; f<o 

w !1t lx2I < lx1I а 

D>O 
' 

х 

Корни разных знаков, но по 

абсолютной величине боль-

ше отрицательный корень 
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Уnраж=нения 2 

Используя таблицу ответов к упражнениям 1 (с. 25) и таблицу, 
характеризующую по теореме Виета зависимость между кор­

нями функции у= ах2 + Ьх +с и ее коэффициентами (с. 26), 
постройте эскизы графиков, вычисляя только знак дискрими­

нанта D = Ь2 - 4ас. 
Укажите вид сдвигов базовой параболы у= ах2 : вверх, вниз, 
влево, вправо; укажите также направленность ветвей парабо-

лы: вверх, вниз. 

1. у = 2х2 + 5х + 5; 

2. у= -х2 - 3х -1; 

з. у = 3х2 + 5х + 1; 

4. у = -3х2 + 2х + 3; 

5. у = 4х2 - бх - 3; 

6. у= -2х2 - 5х - 4; 

7. у = 2х2 - 3х + 5; 

8. у = -2х2 + бх - 1; 

9. у = 4х2 + 3х - 2; 

10. у = -3х2 + 2х - 2; 

11. у = 4х2 - бх + 2; 

12. у = -4х2 - 5х + 1. 
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Ответы на упра:нсн.ен.ия 2 

1. у = 2х:.1 + 5х + 5 

la>O 

{ а= 2 _О.= _.О< 0 
Ь=5· а 2 

' с 5 -5 -=->0 С- а 2 
D = -15 <О 

Ветви вверх, сдвиг влево и вверх, корней 

нет. 

2. у = -х"2 - 3х - 1 

{ а= -1 1 ~~ ~ -3 <О 
Ь = -3 ; с а 
с= -1 а= 1 > 0 

D=5 >0 

Ветви вниз, сдвиг влево и вверх, оба корня 

отрицательны. 

3. у = 3х"2 + 5х + 1 

la>O 
а= 3 _О.= _.О < 0 
Ь=5 · а 3 

' с 1 {c=l ;;=3>0 
D = 13 >О 

Ветви вверх, сдвиг влево и вниз, оба корня 

отрицательны. 

4. у = -3х:.1 + 2х + 3 

{ а= -3 1 ~~ ~ _ _1_ >о 
Ь = 2 . а -3 

' с 3 
с = 3 а = -3 = -1 < о 

D=40>0 

Ветви вниз, сдвиг вправо и вверх, корни 

разных знак9в, причем положительный 

корень больше по абсолютной величине. 
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5. у = 4x:l - 6х - 3 

г>О {а= 4 _!!_ = ;! > 0 

!f Ь = -6 . а 2 
' с 3 - 3 - = -- <о С- - а 4 

D=84>0 

Ветви вверх, сдвиг вправо и вниз, корни 

разных знаков, причем положительный 

корень больше по абсолютной величине. 

6. у= -2x:l - 5х - 4 

г<О 7t: а= -2 _!!. _ _ Q < 0 
{ Ь = -5 ; с а - 2 

-=2>0 
С= -4 а 

D = -7 <О 

Ветви вниз, сдвиг влево и вниз, корней нет. 

7. у = 2x:l - 3х + 5 

г>О { а = 2 _l = !! > О 

~ Ь - -3 . а 2 
- ' с 5 

с=5 а=2>О 
D = -31 <О 

Ветви вверх, сдвиг вправо и вверх, корней 

нет. 

8. у = -2x:l + 6х - 1 

г<О ~ {а= -2 _!!_ = 3 >О 
Ь- 6 · а - ' с 1 
с= -1 а= 2 >о 

D = 28 >О 

Ветви вниз, сдвиг вправо и вверх, корни 

одного знака - положительные. 
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9. у = 4х2 + 3х - 2 

la>O 

{ а= 4 _О.= _Q < 0 
ь -3 . а 4 

- ' с 1 
С= -2 а= -2 < 0 

D = 41 >О 

Ветви вверх, сдвиг влево и вниз, корни 

разных знаков, причем отрицательный 

корень больше по абсолютной величине. 

10. у = -3х2 + 2х - 2 

la<O 
а= -3 _О. = ~ > 0 
ь -2 . а 3 

- ' с 2 
{ с=-2 а= 3 >о 

D = -20 <О 

Ветви вниз, сдвиг вправо и вниз, корней 

нет. 

11. у = 4х2 - 6х + 2 

{ а= 4 1 ~~ ~ Q > 0 
ь - -6 . а 2 

- ' с 1 
с=2 а:=2>О 

D=4>0 

Ветви вверх, сдвиг вправо и вниз, корни 

одного знака - положительные. 

12. у = -4х2 - 5х + 1 

{ а=-41~~~-о<о 41 х Ь = -5 . а 1 4 
с= 1 ' ~ = -4 <о 

D = 41 >О 

Ветви вниз, сдвиг влево и вверх, корни раз­

ных знаков, причем отрицательный корень 

больше по абсолютной величине. 
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Практикум 1 

Постройте графики методом сечения и исследуйте функцию 

по следующим параметрам: 

а) промежутки монотонности; 

б) промежутки знакопостоянства ( т. е. промежутки, на ко­
торых функция имеет значения, постоянные по знаку); 

в) наибольшее или наименьшее значение функции; 

г) множество всех значений функции на промежутке [р; k]. 

1. у= х2 -4х; ([-1; 5]). 

2. у= х2 +6х; ([-5; 1]). 

3. у =х2 -6х+9; ([2; 5]). 

4. у= х2 +4х+4; ([-3; 1]). 

5. у= х2 -3х +4; ([2; 4]). 

6. у= х2 +3х+6; ([-2,5; -2]). 

7. у= х2 -4х -5; ([1; 3]). 

8. у= х2 + 2х -3; ([О; 2]). 

9. у= 12 + 4х - х2 ; ([-1;3]). 

10. у= 8-2х- х2 ; ([1; 3]). 

Дополнительное задание. Найдя координаты точки К 

(вершины параболы) и используя выводы на с. 23 (4), укажите, 
какие сдвиги базового графика у = х2 вдоль осей координат 
и на сколько необходимо сделать, чтобы построить данный гра­

фик. Естественно, проверьте, совпадает ли уже построенный 

другим способом график с вашими результатами. 
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Решение практикума 1 

1. у= х2 - 4х; ([-1; 5]). 

Построим график. Так как 

х2 - 4х = О; х(х - 4) =О; 

с = О, то при у = О 

[ х =О А(О;О) 
х=4 В(4;0)" 

0+4 2 2 
хо= - 2- = 2; Уо = х0 - 4хо, т. е. Уо = 2 - 4 · 2 = -4, 

значит К (2;-4) - вершина параболы 

(отметим, что D = -4а · Уо - см. с. 23). 

По трем точкам А, В и К построим параболу. 

У у=х2-4х 

х 

Теперь исследуем по графику поведение функции. 

а) Найдем промежутки монотонности. 

Определение 

а) Функция на промежутке (р; k] возрастает, если 
для любых х1 и х2, где х1, х2 Е (р; k) из х2 > х1 
следует, что /(х2) > f(x1), т. е. большему значе­
нию аргумента соответствует большее значение 

функции. 

б) Функция на промежутке (р; k) убывает, если 

для любых х1 и х2, где х1, Х2 Е (р; k] из Х2 > Х1 
следует, что /(х2) < f(x1), т. е. большему значе­
нию аргумента соответствует меньшее значение 

функции. 

в) Если функция возрастает или убывает, то она 
называется монотонной. 
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На [2;00) у=х2 -4х j (монотонно возрастает); 

на (-оо; 2] у= х2 -4х ! (монотонно убывает). 

б) Исследуем по графику промежутки знакопосто-

янства. 

+ %_ k:; у > О при х Е (-оо· О) U (4· оо)· 
о~х ' ' ' 

V ~ у<ОnрихЕ(0;4). 
в) Найдем по графику наибольшее или наименьшее зна­

чение функции. 

Определение. а) Если для любого значения z 
из области определения функции /( z 0 ) ;;:::: /( z ), 
то значение J ( zo) = J наиб называется наиболь­
шим значением функции. 

б) Если для любого значения z из области опре­
деления функции /(zo) ~ /(z), то значение 
/( zo) = /наим называется наименьшим значени­
ем функции. 

Из графика у = х2 - 4х следует, что Унаим = -4, 
причем -4 = у(2). 

г) По графику функции у= х2 -4х найдите множество 
всех значений функции, которые она может прини­

мать на [-1; 5]. 

Найдем сначала из графика 

/(-1) = 5, !(5) = 5. 

Естественно, потом для контроля вычислим значе-

ния f(-1) = (-1)2 -4(-1) = 5, /(5) = 52 -4·5 = 5. 

Значит, на промежутке [-1; 5] множество всех зна­
чений функции, которые она может принять, [-4; 5], 
т. е. на [-1; 5] f(x) Е [-4; 5] - область изменения. 
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д) (Дополнительное задание) 

Базовый график у = х2 необходимо сдвинуть вправо 
на 2 единицы и вниз на 4 единицы чтобы пост оить 
график у = х2 - 4х, так как у= (х - 2)2 - 4 (по­
пробуйте доказать это сами). 

2. у= х2 + 6х; ([-5; 1]). 

Построим график. 

с= О; х2 + 6х =О; х(х + 6) =О; 

хо = о+~ -б) = -3; 

[ х =О 
Х=-6 

А (О;О) 
В (-6; О). 

Уо = (-3)2 + 6(-3) = 9 - 18 = -9, тогда К (-3; -9). 

По трем точкам А, В и К построим параболу. 

у 

у= х2+бх 

х 

к 
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Исследование по графику. 

а) Промежутки монотонности. 

На [-3; оо) у = х2 + 6х j (монотонно возрастает), 

на (-оо; -3] у= х2 + 6х ! (монотонно убывает). 

б) Промежутки знакопостоянства. 

+~ ~; у> О при х Е (-оо· -6) U (О·оо)· 
~Ох ' ' ' 

\.в о/ Jit у< О при х Е (-6;0). 
~х 

в) Наибольшее или наименьшее значение функции. 

Унаим = -9, причем f (-3) = -9. 

г) Множество всех значений функции на промежутке. 

Рассмотрим график функции у= х2 +6х на [-5; 1]. 

Найдем f(l) = 7; f(-5) = -5. 

Затем для контроля вычислим значения 

f(l) = (+1)2 + 6(+1) = 7; 

f (-5) = (-5)2 + 6(-5) = -5. 

Учтем, что -9 есть наименьшее значение функции. 
Причем J(-3) = -9 и -3 Е [-5; 1]. 

Это соображение необходимо всегда иметь в виду. 

Значит на промежутке [-5; 1] функция у= х2 + 6х 
принимает все значения [-9; 7]. 
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у 

7 

1 
х 

к 

д) (Дополнительное задание) 

Базовый график у = х2 необходимо сдвинуть влево 
на 3 единицы и вниз на 9 единиц чтобы пост оить 
график у= х2 + 6х, так как у= (х + 3)2 - 9 (до­
кажите). 

3. у = х2 - 6х + 9; ([2; 5]) . 

Построим график. 

с= 9; х2 - 6х =О; х(х - 6) =О; [ х =О А(О;9) 
х = 6 в (6;9). 

0+6 2 
хо = - 2- = 3; Уо = 3 - 6 · 3 + 9 = 9 - 18 + 9 = О, 

тогда К (3; О). 

По трем точкам А, В и К построим параболу. 

у 

у= х2 -6х+9 

у=9 

о к 6 х 
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Отметим, что у= х2 -6х+9 = (х-3)2 , причем у0 = -,fa, 
т.е. D =О. 

Значит, график можно было построить сдвигом графи­

ка у = х2 вправо на три единицы вдоль оси абсцисс. 
См. с. 23 (4). 

Исследование по графику. 

а) Промежутки монотонности. 

На [3; оо) у= х2-6х+9 j (монотонно возрастает); 

на (-оо;3] у= х2 -6х+9 l (монотонно убывает). 
б) Промежутки знакопостоянства. 

+~ • д: у> О при х Е (-оо;3) U (3;оо); 
3 х 

~ у< О 0 (нет решения). 
~: 

в) Наибольшее или наименьшее значение функции. 

Унаим =О, причем О= J(3). 

г) Множество всех значений функции на промежутке. 

Из графика функции у= х2 -6х+9 на [2; 5] найдем, 
что f (2) = 1, f (5) = 4. 

Для контроля вычислим значения: 

!(2) = 22 - 6. 2 + 9 = 1; f (5) = 52 - 6. 5 + 9 = 4. 

Учтем также, что f (3) = О - наименьшее значение 

функции, и 3 Е [2; 5]. 

Значит на [2; 5] функция у = х2 - 6х + 9 принимает 
все значения [О; 4]. 

Иногда записывается так: E[2;s] (!) = [О; 4], где 
f(x) = х2 - 6х + 9. Такую запись, по усмотрению 
преподавателя, возможно использовать в школе, кол­

ледже, лицее. 
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у 

4 

1 --- ' 
о 2 3 5 6 х 

д) (Дополнительное задание) 

Базовый график у = х2 необходимо сдвинуть 
вправо на 3 единицы, чтобы пост оить график 

у = х2 - бх + 9, так как у = (х - 3)2 . 

4. у= х2 + 4х + 4; ([-3; 1]) . 

Построим график. 

с= 4; х2 +4х =О; [ х =О 
х=-4 

А (0;4) 
в (-4;4). 

0+{-4) 
XQ = 2 = -2; 

Уо = (-2)2 + 4(-2) + 4 =О, тогда К (-2; О). 
Ь2-4ас 42-4·4 

(Можно иначе: Уо = - 4а ; D = -4Г = О, тогда 
Уо =О.) 

По трем точкам А, В и К построим параболу. 

у 

у=х2+4х+4 

у=4 
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Исследование по графику. 

а) Промежутки монотонности. 

На [-2; оо) у= J(x) i (монотонно возрастает); 

на (-оо;-2] у= J(x) l (монотонно убывает). 

б) Промежутки знакопостоянства. 

+~ • .А: ~; ~ Е (-оо;-2) U (-2;оо); 
=: х 0 ( ) у < О нет решения . 

~~ 
в) Наибольшее или наименьшее значение функции. 

Из графика у = х2 + 4х + 4 Унаим = О, 
причем О = у(-2). 

39 

г) Множество всех значений функции на промежутке. 

По графику у = х2 + 4х + 4 найдем на [-3; 1] 
f(-3) = 1, f (1) = 9. 

Для контроля вычислим 

f(-3) = (-3 + 2) 2 = 1, /(1) = (1 + 2)2 = 9. 
Значит на [-3; 1] функция у = х2 + 4х + 4 при­
нимает все значения [О; 9] или Е[-з;1J(!) = [О; 9] 
(-2Е[-3;1]). 

у 

-4 -3 -2 -1 о 1 х 
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д) (Дополнительное задание) 

Базовый график у = х2 необходимо сдвинуть 
влево на 2 единицы, чтобы пост оить график 

у= х2 + 4х + 4, так как у= (х + 2)2 . 

5. у= х2 - 3х + 4; {[2; 4]). 

Построим график: 

с=4; х2 -3х =О; [ х-0 А(О;4) 
х: 3 в (3;4). 

о+з 
Хо = -2- = 1,5; 

у0 = {1,5)2 -3·1,5 +4 = 2,25-4,5+4=1,75=1~, 
тогда К (1,5; 1,75). 

По трем точкам А, В и К построим параболу. 

у 

у=х2 -Зх+4 

у=4 

о 1,5 з х 

Исследование по графику. 

а) Промежутки монотонности. 

На [1,5; оо) у= f(x) j (монотонно возрастает); 

на (-оо; 1,5] у= f(x) l (монотонно убывает). 
б) Промежутки знакопостоянства функции. 

у> О при х Е (-оо;оо). 

Обратите внимание: D = 32 - 4 · 4 = -7 < О. 
у< О 0 {нет решения). 

в) Наибольшее или наименьшее значение функции. 

Из графика у= х2 - 3х + 4 Уна.им = 1,75, причем 
1,75 = y{l,5). 
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г) Множество всех значений функции на промежутке. 

Из графика у = х2 - 3х + 4 найдем на [2; 4] 
!(2) = 2, !(4) = 8. 
Для контроля проверим: 

!(2) = 22 - 3. 2 + 4 = 2; f(4) = 42 - 3. 4 + 4 = 8. 
Значит на промежутке [2; 4] функция у = х2 - 3х + 4 
принимает все свои значения [2; 8], или 

E(2;4J (!) = [2; 8]. 
Отметим, что f(l,5) ~ [2;8], так как 1,5 ~ [2;4]. 

у=4 

1,75 ' 
к~ ' ' ' ' ' ' ' ' 

о 1,5 2 3 4 х 

д) (Дополнительное задание) 

Базовый график у = х2 необходимо сдвинуть впра­
во на 1,5 единицы и вверх на 1,75 единицы, что­
бы пост оить г ик у = х2 - 3х + 4, так как 
у= (х - 1,5)2 + 1,75 (докажите). 

6. у = х2 + 3х + 6; ([-2,5; -2]). 

Построим график: 

с= 6; х2 + 3х =О; [ х =О 
х= -3 

А (О; 6) 
в (-3;6). 

0+(-3) 
Хо= 2 = -1,5; 

у0 = (-1,5)2 + 3(-1,5) + 6 = 2,25 - 4,5 + 6 = 3,75, 

тогда К(-1,5;3,75). 
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По трем точкам А, В и К построим параболу. 
у 

: 'К 3 75 : : ' 
: : 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' : : 

/-2-1,5 о х 
-2,5 

Исследование по графику. 

а) Промежутки монотонности. 

На [-1,5; оо) у= f(x) j (монотонно возрастает); 

на (-оо; -1,5] у= f(x) l (монотонно убывает). 
б) Промежутки знакопостоянства функции. 

у> О при х Е (-оо;оо); 

D = ( -3)2 - 4 · 6 = -15 < О; 
у< О 0 (нет решения). 

в) Наибольшее или наименьшее значение функции. 

Из графика следует, что Унаим = 3, 75, 
причем 3,75 = /(-1,5). 

г) Из графика у = х2 + 3х + 6 найдем на [-2,5; -2] 
множество значений функции: /(-2) = 4; /(-2,5) 
по графику определить сложно. 

Здесь, конечно, разумнее сразу вычислить 

/(-2,5) = (-2,5)2 +3{-2,5)+6 = 6,25-7,5+6 = 4,75, 
! (-2) = (-2)2 + 3. (-2) + 6 = 4 - 6 + 6 = 4. 
Значит на [-2,5; -2] множество всех значений функ­
ции [4; 4, 75]' или 
Е[-2,5;-2] (у= х2 + 3х + 6) = [4;4,75] 
(-1,5 rj [-2,5;-2]). 
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д) (Дополнительное задание) 

Базовый график у = х2 необходимо сдвинуть вле­
во на 1,5 единицы и вверх на 3,75 единицы, что­
бы пост оить г ик у = х2 + 3х + 6, так как 
у= (х + 1,5)2 + 3,75 (докажите). 

7. у= х2 - 4х - 5; ([1; 3]). 

Построим график: 

с = -5; х2 - 4х = О; 
0+4 

Хо= -2- = 2; 

Уо = 22 - 2 · 4 - 5 = -9, 

тогда К (2; -9). 

[ х =О 
х=4 

А (О; -5) 
В(4;-5). 

у = О; х2 - 4х - 5 = О; х1,2 = 2 ± v14 + 5 = 2 ± 3; 

Х1 = -1; Х2 = 5 

(формула для приведенного квадратного уравнения 

x2 +px+q =О; х1 ,2 = -~±Jr:- -q), но можно решать 
сразу по теореме Виета: М (-1; О), N (5; О). 

Построили график по пяти точкам А, В, К, М и N. 
у 

х 

к 



44 Квадратичная функция 

Исследование по графику. 

а) Промежутки монотонности. 

На [2; оо) у= f(x) i (монотонно возрастает); 

на (-оо; 2] у= f(x) l (монотонно убывает). 

б) Промежутки знакопостоянства. 

+~ ~; у> О при х Е (-оо· -1) U (5· оо)· 
-1"'-../"5 х ' ' ' 

У ~ у<ОприхЕ(-1;5). 
в) Наибольшее или наименьшее значение. 

Из графика у = х2 - 4х - 5 следует, что Унаим = -9, 
причем -9 = f (2). 

г) Множество всех значений функции на промежутке. 

Из графика у= х2 -4х-5 найдем на [1;3] значения 
функции J(l) = -8; J(3) = 8. 
Вычисления подтверждают, что 

f(l) = 12 -4· 1-5 = -8; f(3) = 32 -4·3-5 = -8, 
значит на промежутке [1; 3] множество всех значе­

ний [-9; -8], т. е. E[i;зJ(f) = [-9; -8] ( 2 Е [1; 3] ). 

д) (Дополнительное задание) 

Базовый график у = х2 необходимо сдвинуть вправо 
на 2 единицы и вниз на 9 единиц, чтобы пост оить 
график у = х2 - 4х - 5, так как у = (х - 2)2 - 9 
(докажите). 

8. у= х2 + 2х - 3; ([О; 2]). 

Построим график: 

с= -3; х2 + 2х =О; [ х =О 
х= -2 

А (О;-3) 
в (-2;-3). 

хо= о+~-2) = -1; 

Уо=(-1)2 +2·(-1)-3=-4, тогда К(-1;-4). 
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у = О; х2 + 2х - 3 = О; 

по теореме Виета [ ~ : ~3 , у= х2 +2х-3 У 
т. е. М (-3; О), N (1; О). -3 -1 о 

х 

Построили график по пяти 

точкам А, В, К, М и N. 

Исследование по графику. 

а) Промежутки монотонности. 

у=-3 

к 
-4 

На [-1; оо) у= f(x) j (монотонно возрастает); 

на (-оо;-1] у= J(x) l (монотонно убывает). 

б) Промежутки знакопостоянства. 

+~ /i;+ 
~l ~ У> О при х Е (-оо;-3) U (l;oo); 

\-3 1/ ~ ~ у< О при х Е (-3; 1). 

в) Наибольшее или наименьшее значение функции. 

Унаим = -4, причем -4 = J(-1). 

г) Множество всех значений на промежутке. 

Из графика у = х2 + 2х - 3 найдем на [О; 2] 

!(О) = -3, f (2) = 5. 

Непосредственное вычисление значений функции 

f (О) = -3; !(2) = 22 + 2 · 2 - 3 = 5 

подтверждают, что множество всех значений на [О; 2] 
есть [-3;5], т.е. E[o;2j(J) = [-3;5] (-1 ~ [0;2]). 
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у 

д) (Дополнительное задание) 

Базовый график у = х2 необходимо сдвинуть влево 
на единицу и вниз на 4 единицы, чтобы пост оить 
график у= х2 + 2х - 3, так как у= (х + 1)2 - 4 
(докажите). 

9. у=12+4х-х2 ; ([-1;3]). 

Построим график. 

С= 12; 4х-х2 =О; 

0+4 
Хо= -2- = 2; 

х(4-х) =О; [ х =О 
х=4 

Уо = 12 + 4 · 2 - 22 = 16, тогда К (2; 16). 

А (О; 12) 
в (4; 12). 

у = О; -х2 + 4х + 12 = О, т. е. х2 - 4х - 12 = О. 

[ х=6 N(6;0) 
По теореме Виета х = _ 2 , т.е. М(-2;О)" 

Построили график по пяти точкам А, В, К, М и N. 
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к 

у=12 

М N 
-2 о 2 4 6 х 

Исследование по графику. 

а) Промежутки монотонности. 

На (-оо; 2] у= f(x) j (монотонно возрастает); 

на [2; оо) у= f(x) l (монотонно убывает). 

6) Промежутки знакопостоянства. 

~ -i----~2~~6-\---~ у> О при х Е (-2;6); 
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-2~6 . . 
~~ у<ОприхЕ(-оо,-2)U(6,оо). 

в) Наибольшее или наименьшее значение функции. 

Из графика следует, что Унаиб = 16, 

причем 16 = f (2). 

г) Множество всех значений функции на промежутке. 

Из графика у = 12 + 4х - х2 найдем на [-1;3] 
!(-1) = 7; /(3) = 15. 
Для контроля вычислим значения функции: 

!(-1) = 12 + 4(-1) - (-1)2 = 7; 

! (3) = 12 + 4. 3 - 33 = 15. 

Учтем, что 16 = Унаиб' где /(2) = 16, и 2 Е [-1; 3]. 
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Значит множество всех значений на [-1; 3] есть про­
межуток [7; 16], 

или E[-I;зj(Y= 12+х-х2 ) = [7;16] - область изме­
нения функции (2 Е [-1;3]). 

-2 о 

-1 2 3 6 х 

д) (Дополнительное задание) 

Базовый график у = х2 необходимо сначала сим­
метрично отразить относительно оси абсцисс, затем 

получившийся график у = -х2 необходимо сдви­
нуть вправо на 2 единицы и вверх на 16 единиц, что­
бы пост оить г а ик у = -х2 + 4х + 12, так как 
у= -(х - 2)2 + 16 (докажите). 

10. у= 8- 2х - х2 ; ([1;3]). 

Построим график. 

с=8; -2х-х2 =0; -х(2+х)=О; 

[ х =О А(О;8) 
х = -2 В(-2;8). 

хо= о+~-2) = -1; 
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у = О; 8 - 2х - х2 = О, т. е. х2 + 2х - 8 = О. 

[ х = -4 М (-4·0) 
По теореме Виета х = 2 , т. е. N (2; о) . 
Построили график по пяти точкам А, В, К, М и N. 

У. 

у=8 

х 

-7 
у=8-2х-х2 

Исследование по графику. 

а) Промежутки монотонности. 

На [-1; оо) у= f(x) l (монотонно убывает); 
на (-оо; -1] у= f(x) i (монотонно возрастает). 

б) Промежутки знакопостоянства. 

~ /-42\ ~ у> О при х Е (-4;2); 

~~ у< О при х Е (-oo;-4)U(2;oo). 

в) Наибольшее или наименьшее значение функции. 

Унаиб = 9, причем 9 = f(-1). 

г) Множество всех значений функции на промежутке. 

Из графика у = 8 - 2х - х2 на промежутке [1; 3] 

!(1) = 5; /(3) = -7. 



50 

Вычислим значение функции: 

/(1) = 8 - 2. 1 - 12 = 5; 

/(3) = 8 - 2. 3 - 32 = -7. 

Квадратичная функция 

Убедимся, что множество всех значений функции 

на [1; 3] есть промежуток [-7; 5], 

или E[i;зj(Y = 8-2х - х2 ) = [-7;5] (-1 ~ [1;3]). 

д) (Дополнительное задание) 

Базовый график у = х2 необходимо сначала сим­
метрично отразить относительно оси абсцисс, затем 

получившийся график у = -х2 необходимо сдви­
нуть влево на единицу и вверх на 9 единиц, что­
бы пост оить г ~ик у = -8 - 2х - х2 , так как 
у= -(х + 1)2 + 9 (докажите). 
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Тренировочная работа 1 

Постройте эскиз графика функций и по графику исследуйте 

функцию по следующим характеристикам: 

а) промежутки монотонности; 

6) промежутки знакопостоянства; 

в) наибольшее или наименьшее значение; 

г) область изменения на промежутке [р; k]. 

д) При каких значениях х L ~ у < Т, т. е. у Е [L; Т)? 

Вариант 1 

1. у= 3х-х2 • 

г) D(f) = [-1;2); Е(!) =? (р = -1; k = 2) 

д) -4 ~ у < 2: для каких х это верно? 

(L = -4; Т = 2) 

2. у = 2х2 - 3х - 9. 

г) D(f) = [1;-2]; Е(!) =? (р = 1; k = -2) 

д) - 7 ~ у < -4: для каких х это верно? 

(L = -7; Т = -4) 

Вариант 2 

1. у = х2 - 4х + 6. 

г) D(f)=[3;5); Е(!)=? (р=3; k=5) 

д) 6 ~ у < 11: для каких х это верно? 

(L = 6; Т = 11) 

2. у = -х2 - 6х - 8. 

г) D(f) = [-5; -1,5); E(f) =? (р = -5; k = -1,5) 

д) -8 ~у< -3: для каких х это верно? 

( L = -8; Т = -3) 
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Вариант 3 

1. у = -х2 - 2х - 6. 

г) D(f) = [-0,5; 1]; E(f) =? (р = -0,5; k = 1) 

д) -9 ~ у < -6: для каких х это верно? 
( L = -9; Т = -6) 

2. у = ~х2 - Зх + 2,5. 

г) D(f) = [2;7]; E(f) =? (р = 2; k = 7) 

д) -1,5 ~у< 6: для каких х это верно? 

(L=-1,5; Т=6) 

Вариант 4 

1. у = х2 - 10х + 9. 

г) D(f)=[3;6]; E(f)=? (р=З; k=6) 

д) E(f) = [-12;-7); D(f) =? (L = -12; Т = -7) 

2. у= -2х2 - 5х - 3. 

г) D(f) = [-2;-0,25]; E(f) =? (р = -2; k = -0,25) 

д) E(f) = [-1,875; -1); D(f) =? 
(L = -1,875; Т = -1) 
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Решение тренировочной работы 1 

Вариант 1 

1. у= 3х-х2 . 

Построим график. 

с= О, тогда 

. [х =О А(О;О) 
Зх - х2 =О; х(З - х) =О, х = 3 В (З; О) . 

о+з 2 хо = - 2- = 1,5; Уо = 3 · 1,5 - 1,5 = 4,5 - 2,25 = 2,25; 

к (1,5; 2,25). 

По точкам А, В и К построим график. 

у 

к 
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По графику функции определим следующие ее характе­

ристики. 

а) Промежутки монотонности. 

На (-оо; 1,5] у= f(x) i; 
на [1,5; оо) у= !(х) l. 

6) Промежутки знакопостоянства. 

~ 
~: 
у > О при х Е (О; 3); 

у< О при х Е (-оо;О) U (З;оо). 
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в) Наибольшее или наименьшее значение. 

y{l,5) = 2,25 = Унаиб• 

г) D(J) = [-1; 2] E(f) =? 

f(-1) = 3(-1)- (-1)2 = -4; /(2) = 3. 2- 22 = 2. 

E(f) = [-4; 2,25] 

(Е[-1;2] = (-4; 2,25], 1,5 Е (-1; 2]). 
у 

д) -4::::;; у< 2: для каких х это верно? 

(См. чертеж на с. 55.) 

Для этого пересечем график у = 3х - х2 прямыми 
у= 2 и у= -4. 

Из графика сле,цует, что если у= 2, то х = 1 или 
х = 2, если у = -4, то х = -1 или х = 4. 

Но это можно выяснить и аналитически: 

у = 2, т. е. 2 = 3х - х2 ; 

[ х = 1. х2 -3х +2 =О; 
х=2' 

у = -4, т. е. -4 = 3х - х2 ; 

х2 - 3х - 4 = О; [ х = 4 
х= -1 · 
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Значит для функции у= 3х-х2 , если E(f) = [-4; 2), 
то это верно только для х Е [-1; 1) U (2; 4], что и тре­
бовалось найти. 

у 

у=2 

х 

у=3х-х2 

у=-4 

2. у = 2х2 - 3х - 9. 

Построим график. 

с= -9, тогда 

2х2 - 3х =О; х(2х - 3) =О; [ х =О 
х = 1,5 

А (О; -9) 
в (1,5; -9). 

0+1,5 3 
Хо = 2 = 4 = 0, 75; 

( 3) 2 3 2·9 9 9 у0 = 2 · 4 -3 · 4 -9 = 16 - 4 - 9 = -8 -9 = 

1 = -108 = -10,125. 

у = О; 2х2 - 3х - 9 = О; 

з±у'9±72 з±9 
Х1,2 = 4 = 4; [ х = 3 

х = -1,5 
N (3;0) 
М(-1,5;0)' 
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По точкам А, В, К, М и N построим график. 

у 

-1,5 075 3 
м О 1,5 N х 

По графику функции определим следующие ее характе­

ристики. 

а) Промежутки монотонности. 

На (-оо;О,75] у= f(x) L; 

на [О,75; оо) у= f(x) i. 

6) Промежутки знакопостоянства. 

~1,5 зй~ 
~х 

у> О при х Е (-оо; -1,5) U (3; оо); 

у< О при х Е (-1,5;3). 

в) Наибольшее или наименьшее значение. 

Очевидно, что здесь есть только 

у{О,75) = -10,125 = Унаим• 
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г) D(f) = [-2; 1]; Е(!) =? 

f(-2) = 2(-2)2 -3(-2) - 9 = 5; 

/(1) = 2 · 12 - 3 · 1 - 9 = -10. 

Значит E(f) = [-10,125; 5] (0,75 Е [-2; 1]). 

у 

5 у= 2х2-3х-9 

-1,5 0,75 3 
-2 о 1 х 

д) -7 ~у< -4: для каких х это верно? 

(См. чертеж на с. 58.) 
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Пересечем график у = 2х2 - Зх - 9 прямой у = - 7, 
1 

тогда х = 2 их= -2· 
5 

При у= -4 х = 2 и х = -1. 

Очевидно, что лучше найти их точно аналитически, 

а не графически приближенно. Тогда если у= -7, 
то 2х2 -Зх-9=-7; 2х2 -Зх-2=0; 

х12 _ З±уg+Iб _ 3±5. [х = 2 
' - 4 - 4' 1· 

х=-2 
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При у = -4 2х2 - 3х - 9 = -4; 2х2 - 3х - 5 = О; 

Х1,2 = 3±~ = 377 j [ Х = ~ . 
х= -1 

Значит для функции у = 2х2 - 3х - 9, если 
Е(!) = [-7; -4), то это верно только для всех 

х Е (-1; -0,5] U [2; 2,5). 
у 

-о,5 0,75 2 5 
-1,5 41: о: 2: з х 

' ' ' : 
' : у=-4 

у=-7 

Примечание. Отметим, что проверка возможна и более 

простым способом, т. е. непосредственным вычислением 

при подстановке. 

/(2) = 2. 22 - 3. 2- 9 = -7; 

1(-~) =2· (-~) 2 -3· (-~)-9=-7; 
f(-1) = 2. (-1)2 -3. (-1) - 9 = -4; 

! ( ~) = 2 . ( ~) 2 
- 3 . ( ~) - 9 = -4. 
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Вариант 2 

1. у= х2 - 4х + 6. 

Построим график. 

с= 6, тогда 

х2 -4х =О; 

0+4 
хо=-2- =2; 

х(х.,... 4) =О; [ х =О 
х=4 

Уо = 22 - 4 · 2 + 6 = 2, т. е. К (2; 2). 

А (О; 6) 
В(4;6). 
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D = 22 - 6 = -2 < О, корней нет, т. е. пересечения пара­
болы у = х2 - 4х + 6 = О с осью абсцисс нет. 

По точкам А, ·в и К построим график. 

У у=х2-4х+6 

6 ~----~ 

о 2 4 х 

По графику функции определим следующие ее :характе­

ристики. 

а) Промежутки монотонности. 

На (-оо;2] у= f(x) l; 
на [2;00) у= f(x) i. 

6) Промежутки знакопостоянства. 

у > О при х Е ( -оо; оо), так как график параболы 

целиком находится в верхней полуплоскости. 

в) Наибольшее или наименьшее значение. 

Очевидно, что здесь есть только Унаим = у(2) = 2. 

г) D(f) = [3; 5]; Е(!) =? 
у(3) = 32 - 4 · 3 + 6 = 3; у(5) = 52 - 4 · 5 + 6 = 11. 
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у 

Значит Е(!) = [3; 11] 

(2 f/. [3; 5]) ' 
у= х2-4х+6 

или Е[з;s] (!) = [3; 11]. ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 
iб 
' ' ' ' ' : 3 - ---- 1 

: 2 --- 1 
1 1 : 

' ' ' ' ' ' : 1 1 

-1 о 2 3 4 х 

д) 6 ~ у < 11: для каких х это верно? 

Из графика параболы следует, что если у = 6, то 

х =О и х = 4, а если у= 11, то х = -1 и х = 5. 

Но это можно выяснить и аналитически: 

у = 6, т. е. х2 - 4х + 6 = 6; х2 - 4х = О; 

у = 11, т. е. х2 - 4х + 6 = 11; 

х2 - 4х - 5 = О; [ х = 5 
х = -1 

[ х =О 
х=6 

Следовательно, для функции у = х2 - 4х + 6, если 
E(f) = [6; 11), х Е (-1; О] U [4; 5). 

' ' ' : 
' ' ' ' ' 

у 

j6 
' : 
' ' 
:з - ---- J 

: 2 --- : : 
: : : : 
: : : : 

-1 о 2 3 4 5 х 
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2. у = -х2 - 6х - 8. 

Построим график. 

с= -8, тогда 

-х2 - 6х =О; х2 + 6х =О; [ х = О А (О; -8) 
х = -6 в (-6; -8) . 

хо= о+~-6) = -3; 

Уо = -(-3)2 - 6 · (-3) - 8 = 1; К(-3;1). 

у = О; -х2 - 6х - 8 = О; х2 + 6х + 8 = О; 

[ х=-2 N(-2;0) 
х = -4 М(-4;0). 

По точкам А, В, К, 

М и N построим график 

параболы. 

По графику функции определим 

следующие ее характеристики. 

а) Промежутки монотонности. 

На (-оо;-3] у= f(x) i; 
на [-3; оо) у= f(x) l. 

6) Промежутки знакопостоянства. 

~. 
~\*х 
у > О при х Е (-4; -2); 

у=-х2-6х-8 

у<О при хЕ (-oo;-4)U(-2;oo). 

в) Наибольшее или наименьшее значение. 

у 
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Очевидно, что здесь есть только у(-3) = 1 = Унаиб· 
г) D(f) = [-5; -1,5]; Е(!) =? 

!(-5) = -(-5)2 - 6(-5) -8 = -3; 

f(-1,5) = -(-1,5)2 -6(-1,5) -8 = -1,25. 
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Значит Е(!) = [-3; 1], 

или Е[-5;-1,5] = [-3; 1] 

(-2 Е [-5;-1,5]). 

д) -8 ~ у < -3: для каких х это верно? 

у 

Пересечем график у = -х2 - 6х - 8 прямыми: 

х 

у= -3, тогда х = -5 и х = -1, или решим уравне­
ние: -х2 - 6х - 8 = -3; х2 + 6х + 5 = О; 

х = -5 их= -1. 

у = -8, тогда х = -6 и х = О (но эти точки нам 
уже известны), значит для функции у= -х2 -6х-8, 
если у Е [-8; -3), то это верно только для 

х Е [-6;-5) U (-1;0]. 

у 

--------------- -8 
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Вариант 3 

1. у = -х2 - 2х - 6. 

Построим график. 

с= -6, тогда 

-х2 -2х =О; х(х + 2) =О; 

хо= о+~-2) = -1; 

[ х =О 
х= -2 

А(О;-6) 
В(-2;-6). 

Уо = -(-1)2 - 2(-1) - 6 = -5, значит К (-1; -5). 

у 

-2 -1 о 

х 

63 

у = О, х2 + 2х + 6 = О, 
D = 12 - 5 = -5 < О, 
корней нет. 

По точкам А, В и К 

построим график. 

у =-х2-2х-б 

По графику функции 

определим следующие 

ее характеристики. 

а) Промежутки монотонности. 

На (-оо;-1] у= f(x) i; 
на [-1; оо) у= f(x) L. 

6) Промежутки знакопостоянства. 

у> О при х Е 0; 
у< О при х Е (-оо;оо). 

в) Наибольшее или наименьшее значение. 

Очевидно, что здесь есть только Унаиб = у(-1) = -5. 

г) D(f) = [-0,5; 1] E(f) =? 

f (-0,5) = -(-0,5)2 - 2(-0,5) - 6 = -5i = -5,25. 

f(l) = -12 - 2. 1 - 6 = -9. 
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Значит Е(!) = [-9; -5,25], 

Е[-о,5;1) = [-9; -5,25] 

(-1 ,,_ [-0,5; 1]). 

д) -9 ~ у < -6: для каких х это верно? 

у 

-0,5 
-1:: 

'' '' '' '' '' '' '' : : 
': 

1 
о: х 

' ' ' ' ' ' ' ' 

Пересечем график у = -х2 - 2х - 6 прямыми: 

у = -9, тогда х = 1 и х = -3, или решим уравнение 

2 2 [х = -3 -х -2х-6 = -9, т. е. х +2х-3 =О, где х = 1 , 

и прямой у= -6, тогда х =О и х = -2. 

Значит для функции у = -х2 - 2х - 6, если 
у Е [-9; -6), то это верно только 

для х Е [-3; -2) U (О; 1]. 
у 

-3-2-1 1 
о: 

' ' ' ' ' ' : 
' 

у=-6 

у=-9 

у= -х2-2х-6 

х 



Решение тренировочной работы 1 

2. у = ~х2 - 3х + 2,5. 

Построим график. 

с = 2,5, тогда 

~х2 -3х =О; 
0+6 

Хо= -2- =3; 

1 
2х(х -6) =О; [ х =О А(О;2,5) 

х = 6 в (6; 2,5) . 

Уо = ~ · 32 - 3 · 3 + 2,5 = -2, т. е. К (3; -2). 

у = О; ~х2 - 3х + 2,5 = О; х2 - 6х + 5 = О; 

[ х = 5 N(5;0) 
х = 1 м (1;0). 

По точкам А, В, К, М и N построим график. 
у 

y=tx2 -3x+2,5 

х 
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По графику функции определим следующие ее :характе­

ристики. 

а) Промежутки монотонности. 

На (-оо;3] у= f(x) ! ; 
на [3;00) у= f(x) j. 

6) Промежутки знакопостоянства. 

~1 sд. 
~х 

у> О при х Е (-оо; 1) U (5;оо); 

у < О при х Е (1; 5). 
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в) Наибольшее или наименьшее значение. 

Очевидно, что здесь есть только Унаим = у(З) = -2. 

г) D(!) = [2; 7]; E(f) =? 

/(2) = ~. 22 - 3. 2 + 2,5 = -1,5; 

! (7) = ~ . 72 - 3 . 7 + 2,5 = 6. 
Значит E(f) = [-2; 6], 
или Е[2;1] = [-2; 6] (3 Е [2; 7]). 

у 

y=tr-зx+2,5 

х 

д) -1,5 ~у< 6: для каких х это верно? 

Е(!) = [-1,5; 6), необходимо определить D(!). 

Пересечем график у= ~х2 - Зх + 2,5 прямыми: 

у = -1,5, тогда х = 2 и х = 4, или решим уравнение 

l 2 _ . 2 [х = 2. 
2 х -Зх+2,5--1,5, х -6х+8=0; х= 4 , 

у = 6, тогда х = 7 и х = -1, или решим уравнение 

l 2 _ . 2 [х = 7 
2 х -Зх+2,5-6, х -6х-7=0; x=-l' 

у=6 

Значит 

D(!) = (-1; 2] U [4; 7). 

х 

-1,5 у=-1,5 
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Вариант 4 

1. у = х2 - 10х + 9. 

Построим график. 

с= 9, тогда 

х2 -10х =О·, х(х-10) =О·, [х =О А(О;9) 
х = 10 в (10; 9) . 

0+10 
хо= -2- =5; 

Уо=52 -10·5+9=-16, т.е. К(5;-16). 

у = О; х2 - 10х + 9 = О; [ х = 1 M(l;O) 
х = 9 N (9;0) . 

По точкам А, В, К, М и N построим график. 

у у=х2 -10х+9 

А ~----------- В 
' ' ' ' ' 

м нi 
о 5: 9 10 х 

-16 -----
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По графику функции определим следующие ее характе­

ристики. 

а) Промежутки монотонности. 

На (-оо;5] у= f(x) l; 
на [5;00) у= f(x) j. 
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6) Промежутки знакопостоянства. 

~1 9}?:;~ 
~ х 

у>О при хЕ (-oo;l)U(9;oo); 

у < О при х Е (1; 9). 

в) Наибольшее или наименьшее значение. 

Очевидно, что здесь есть только Унаим = у(5) = -16. 

г) D(f) = [3; 6]; E(f) =? 
! (3) = 32 - 10 . 3 + 9 = -12; 

/(6) = 62 - 10. 6 + 9 = -24 + 9 = -15. 

Из графика следует, 

что E(f) = [-16; -12], 

или Е[з;бJ = [-16; -12] 
(5 Е [3;6]). 

у 

9 у=9 

13 56 9 
о 10 х 

-12 
-15 
-16 

у=х2 -10х+9 

д) E(f) = [-12; -7); D(f) =? 
Пересечем график у = х2 - 10х + 9 прямыми: 

у = -12, получим х = 7 и х = 3, 

или решим уравнение 

х2 - 10х + 9 = -12; х2 - 10х + 21 = О; 
у = -7, получим х = 2 и х = 8, 

или решим уравнение 

х2 -10х + 9 = -7; х2 - 10х + 16 =О; 

[ х = 3. 
х= 7' 

[ х = 8 
х=2 · 



Решение тренировочной работы 1 

Следовательно, D(f) = (2; 3] U [7; 8). 

у 

9 

' ' ' ' ' ' 23 78 : 
о ' ' ' : 10 х : ' ' ' ' ' ' ' ' ' 

-7 ' ' ' ' 
' ' ' ' 

у=-7 

-12 
у=-12 

2. у = -2х2 - 5х - 3. 

Построим график. 

с= -3, тогда 

-2х2 - 5х = О; -х(2х + 5) = О; 

[ х = О А (О; -3) 
х = -2,5 в (-2,5; -3) . 

- 0+{-2,5) - - 1. Хо - 2 - -1,25 - -1 4 , 

Уо = -2 · (-~) 2 
- 5 · (-~) - 3 = - 2i~5 + 2l - 3 = 

25 1 
= 8 - 3 = 8 = 0,125; 

к (-1,25; 0,125). 

у = О; -2х2 - 5х - 3 = О; 2х2 + 5х + 3 = О; 

-5±у'25=24 -5±1 
Xl,2 = 4 = -4-; [ х=-1 N(-1;0) 

х = -1,5 М(-1,5;0). 
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По точкам А, В, К, М и N построим график. 
у 

у =-2х2-5х-З 

По графику функции определим следующие ее характе­

ристики. 

а) Промежутки монотонности. 

На (-оо;-1,25] y=f(x)j; 

на [-1,25; оо) у= /(х) l. 

б) Промежутки знакопостоянства. 

у> О при х Е (-1,5;-1); 

у< О при х Е (-оо; -1,5) U (-1; оо). 

в) Наибольшее или наименьшее значение. 

Очевидно, что здесь есть только 

Унаиб = у(-1,25) = 0,125. 
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г) D(J) = [-2; -0,25]; Е(!) =? 

/(-2) = -2(-2)2 - 5(-2) - 3 = -1; 

/(-0,25) = -2. (~~) 2 
- 5. (-~) - 3 = 

1 5 7 
=-в+ 4 -3 = -18 = -1,875. 

Значит, Е(!) = [-1,875; 0,125], 

или Е[-2;-О,25] = [-1,875;0,125] 

(-1,25 Е [-2; -0,25]). 

-2,5: х 

-1 

-1,875 

-------------------- -3 

у =-2х2-5х-3 

д) E(f) = [-1,875; -1) D(f) =? 

Графически точно решить этот вопрос очень трудно. 

Рассмотрим этот вопрос аналитически, для этого ре­

шим уравнение у= -1,875 и у= -1. 



72 Квадратичная функция 

-2х2 - 5х - 3 = -1,875; -2х2 - 5х - 3 = - ~5 ; 
-16х2 -40х - 9 =О, т.е. 16х2 + 40х + 9 =О; 

-20±у400-144 -20±16 [х = -* 
XI,2 = 16 = 16 ; 9 . 

х=-4 

-2х2 - 5х - 3 = -1; 2х2 + 5х + 2 =О; 

-5±J2Fl6 -5±3 [х = -2 
Х1,2 = -4 = -4-; 1 · 

х=-2 

Следовательно, D(f) = [-2,25; -2) U (-0,5; -0,25]. 

у 

о х 

у=-1 

у= -1,875 

-3 



Метод 
преобразований 

Первоначальные соображения, связанные с опытом построения 

графиков квадратичной функции у = ах2 + Ьх +с (а -=f. О) ме­
тодом сечения, привели к возможности построения таких гра­

фиков сдвигом вдоль осей координат. 

Рассмотрим такой способ более подробно и для более широкого 

класса элементарных функций. 

Вопрос в общем виде звучит так: как построить график функ­

ции у = Af ( kx + Ь) + С, если известен график функции 

У= f(x)? 

Построение графика функции у= f(ж + Ь) 

Для графика функции, заданной в общем виде уравнением 

у= Af(kx + Ь) +С, рассмотрим случай А = 1, k = 1, 
С=О. 

Ясно, что в этом случае необходимо построить график функ­

ции у= f(x + Ь), зная график функции у= f(x). 

Рассмотрим базовый график кусочно-линейной функции, за­

данной точками N, В, F, D и М. 
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Отметим точки Р, К и Т на оси абсцисс ( Т - и на оси 

ординат). 
у м 
4 -----------

2 -------------------

т 
------ -1 

F -------------- -2 

Пусть Ь = -2. 

Тогда для у = f(x - 2) точки N, В, F, D и М перей.цут 
в точки Ni, В1, F1, D1 и М1. 

На примере точки N получаем: 

х-2 = -8, т.е. х = -6; у= -1 (так как /(-8) = -1). 

N(-8;-1) --t Ni (-6;-1), т.е. х-2 = -8, х = -6 и у= -1; 
В ( -5; 2) --t В1 (-3; 2), т. е. х - 2 = -5, х = -3 и у = 2; 
F (-4; -2) --t F1 (-2; -2) (далее аналогично); 

D (2; 1) --t D1(4;1); 
М (3; 4) --t М1 (5; 4); 
Р (-7; О) --t Р1 (-5; О); 
К (-4,5; О) --t К1 (-2,5; О); 
Т (О; О) --t Т1 (2; О). 
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Пусть Ь = 1. 

Тогда для у= f (х + 1): 

N (-8;-1) - N2 (-9;-1), т.е. х + 1 = -8, х = -9 и у= -1; 
В(-5;2) -в2(-6;2), т.е.х+l=-5, х=-биу=-1; 
F (-4; -2) - F2 (-5; -2) (далее аналогично); 

D (2; 1) - D2(1;1). 

Аналогично для точек Р, К, Т и М. 

у м 
4 -----------

-----------------~ 

х 

х 

Так как N (хо; Уо) Е Г(у = f(x)), то если х1 = хо + Ь, 
то N1 (хо+ Ь; Уо) Е Г(у = f(x + Ь)). 
Значит, точка N1 (х1; Уо) получена сдвигом точки N (хо; Уо) 
вдоль оси абсцисс на величину IЬI: вправо, если Ь <О, и влево, 

если Ь >О. 
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Очевидно, что при преобразовании вида у= f(x + Ь) 
графика функции у = f ( х) область изменения остается 
прежней, а конечная область определения сдвигается на IЬI 

вправо при Ь <О и влево при Ь >О. Если область 

определения - (-оо; оо ), то изменений нет. 
1. у = f ( х + Ь) График получается параллельным 

(Ь >О) переносом графика функции у= f(x) 
вдоль оси Ох на IЬI единиц влево. 

2. у= J(x + Ь) 
(Ь <О) 

у 

ь -
' ' х 

"" +-:\,' 
"""" ___ ,, 

у= f(x) 

График получается параллельным 

переносом графика функции у = f (х) 
вдоль оси Ох на IЬI единиц вправо. 

у 

IЬI 
""'--'-+ 

/"·.. ' 
у= f(x) •• •••••.• / 

х 
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Графики основн:ых элементарных функций 

Напомним графики основных элементарных функций, чтобы 

в дальнейшем использовать их для иллюстрации методов пре­

образований. 

1. у 
2. 

у 

у=Гх 
2 __ в __________ . с 
1 --- : 
А : : 

-2-10 1 2 х о 1 4 х 

3. 4. 

х 

-1 о 1 х 

5. 

-1 о 1 х 
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6. у у 

у=2" у= (t)" 

8. у 

1 y=cosx 

-1t 1t 

х 

-1 

9. у 

y=sinx 

х 



Графики основных элементарных функций 

10. 

11. 

12. 

1t 
-2: 

: 

-а 

' ' ' ' ' ' ' ' 

-8 

у 

у 

а 

о а х 

у 

х 

' ' ' ' 
:в 

79 

х 
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Практикум 2 

Постройте графики функций, используя преобразования вида 

у= J(x + Ь). 
1. у = f ( х) = х2 , 

где а) Ь = -2; 6) Ь = 1. 

1 
2. у= f(x) = х' 

где а) Ь = 1; 6) Ь = -2. 

3. у= f(x) = ../Х, 
где а) Ь = -3; 6) Ь = 2. 

4. у= f(x) = lxl, 
где а) Ь = 3; 6) Ь = -2. 

5. у= f(x) = 2х, 

где а) Ь = -2; 6) Ь = 1. 

6. у= f(x) = log2 х, 

где а) Ь = 2; 6) Ь = -1. 

7. а) у= !(х) = sinx при Ь = -~; 

6) у = f ( х) = tg х при Ь = ~. 

1 
8. у= f(x) = х2' 

где а) Ь = -1; 6) Ь = 2. 



Решение практикума 2 

Решение щ:ю:ктикума 2 

1. Пусть f ( х) = х2 . Рассмотрим график у = х2 . 
Очевидно, что ось ординат 

есть ось симметрии графика 

функции у = х2 . 

у 
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у=х2 

-2 -1OD1 2 х 

а) Пусть Ь = -2, т.е. f(x-2) = (х- 2)2 . 

Тогда имеем сдвиг графика функции у = f ( х) вn'{Х1во 
на 2 относительно оси симметрии параболы у = х2 . 
Построим график функции у = f (х - 2), 
т.е. у= (х - 2)2 : 

К (-2; 4) -+ К1 (О; 4); 
А(-1;1) -+А1(1;1); 
D (О; О) -+ D1 (2; О); 
В (1; 1) -+ В1(3;1); 
М(2;4) -+М1(4;4). 

у 

4 

о 

6) Пусть Ь = 1, т.е. f(x + 1) = (х + 1)2. 

у= (х-2)2 

4 х 

Тогда имеем сдвиг графика функции у= f(x) влево 
на 1 относительно оси симметрии параболы у = х2 . 
Построим график у= f(x + 1), 
т.е. у= (х+1)2 : у=(х+1)2 

A(-l;l)-+A2(-2;1); 
D (О; О) -+ D2 (-1; О); 
В (1; 1) -+ В2 (О; 1). 

-3 -2 -:i о 1 х 
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Так как парабола определяется тремя точками, 

то рассматривать изменение координат точек К 

и М не обязательно. 

1 1 
2. Пусть f(x) = х· Рассмотрим график у= х· 

Для этого графика ось абсцисс у = О - горизонтальная 

асимптота, а ось ординат х = О - вертикальная асимп­

тота. 

х 

1 
а) Пусть Ь = 1, т. е. f(x + 1) = x+i · 

Построим график функции у = f ( х + 1), 
1 

т.е. у= х+1 · 
1 

Имеем сдвиг графика функции у = х влево на 1. 

Горизонтальная асимптота у = О сохраняется, вер­
тикальная асимптота х = О переходит к х = -1. 

А (1; 1)--+ А1(О;1); В (-1; -1)--+ В1 (-2; -1). 

х 



Решение практикума 2 

1 6) Пусть Ь= -2, т.е. f(x-2) = х-2 · 

Построим график функции у = f (х - 2), 
1 

т.е. у= х-2· 

1 
Имеем сдвиг графика функции у = - вправо на 2. 

х 
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Горизонтальная асимптота у = О сохраняется, вер-
тикальная асимптота х =О переходит к х = 2. 

А (1; 1) - А2(3;1); В (-1; -1) - В2 (1; -1). 

у 

х 

3. Пусть f(x) = ..jX. Рассмотрим график у= ..jX. 
у 

у=Гх 

2 --.в---------- .с 
1 --- : 
А : : 
о 1 4 х 

а) Пусть Ь = -3, т.е. J(x-3) = Jx-3. 
Построим график функции у = f (х - 3), 
т. е. у = .JХ=З. 
Имеем сдвиг графика 

функции у = ...;х у 
у =-lx-3 

вправо на 3. 
А (О; О) - Ai (3; О); 
В (1; 1) - В1(4;1); 
С (4; 2) - С1(7;2). о 3 4 7 х 
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6) Пусть Ь = 2, т.е. f(x + 2) = Jx + 2. 
Построим график функции у = f (х + 2), 

т. е. у = J х + 2: У 
Имеем сдвиг графика 

функции у= ../Х влево на 2. 
А (О; О) ---+ А2 (-2; О); 
B(l;l)-+ B2(-l;l); 
С (4; 2) ---+ С2 (2; 2). 

4. Пусть f(x) = lxl. 
Рассмотрим график 

у= lxl. 

а) Пусть Ь = 3, 

т.е. /(х+3)=1х+31. 

Построим график функции 

у= J(x + 3), т. е. у= lx + 31. 
Имеет сдвиг графика 

функции у = lxl 
влево на 3. 
А(-1;1)-+А1(-4;1); 
D(O;O) ---+ D1 (-3;0); 
В(1;1) -+В1(-2;1). 

-2-1 о 

у 

-1 о 1 

2 х 

х 

у 

-4 -3-2 о х 

6) Пусть Ь = -2, т. е. f(x - 2) = lx - 21. 
Построим график функции 

у= f(x - 2), т. е. у= lx - 21. 
Имеем сдвиг графика 

функции у = lxl 
вправо на 2. 

А (-1; 1) ---+ А2(1;1); 
D (О; О) ---+ D2 (2; О); 

у 

В(1; 1) -+ B2 (3;1).---4--'-1-.v.2 - 3.___ __ ~x 
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у 

5. Пусть f(x) = 2х. у=2"" 
Рассмотрим график у = 2х. 

о 1 2 х 

а) Пусть Ь = -2, т. е. f(x - 2) = 2х-2. 

Построим график у 

функции у= f(x - 2), 
У= 2х-2 

т. е. у= 2х-2 . 

Имеем сдвиг графика 

функции у = 2х 
вправо на 2. 
А (О; 1) -+ А1(2;1); 
В (1; 2) -+ В1 (3; 2); 
С(2;4)-+ С1 (4;4). о 2 3 4 х 

Горизонтальная асимп-

тата у =0 сохраняется. 

6) Пусть Ь = 1, т.е. f(x + 1) = 2x+I. у 

Построим график функции у= 2""+1 

у = f ( х + 1), т. е. у = 2x+I. 
Имеем сдвиг графика 

функции у = 2х 
влево на 1. 
А (О; 1) -+ А2 (-1; 1); 
В (1; 2) -+ В2 (О; 2); 
С (2; 4) -+ С2 (1; 4). -1 о 1 х 

Горизонтальная асимп-

тата у = О сохраняется. 
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6. Пусть J(x) = log2 х. 

Рассмотрим график 

у= log2 x. 

у 

с 
2 ------в------- : 
1 ------- : 
А i i 

у= log2 x 

а) Пусть Ь = 2, т. е. f (х + 2) = log2 (x + 2). 

Построим график функ-

ции у= f (х + 2), 

т. е. у = log2 (x + 2). 

Имеем сдвиг графика 

функции у = log2 х 

влево на 2. 

А (1; О) ---+ Ai (-1; О); 
В (2; 1) ---+ В1(О;1); 

С (4; 2) ---+ С1(2;2). 

-2: 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 

у 

2 

х 

х 

Вертикальная асимптота х =О переходит в х = -2. 

6) Пусть Ь = -1, т.е. f(x-1) = log2(x- l). 

Построим график функ-

ции у= f(x - 1), 

т. е. у= log2 (x - 1). 

Имеем сдвиг графика 

функции у = log2 х 

вправо на 1. 

А (1; О) ---+ А2 (2; О); 
В (2; 1) ---+ В2(3;1); 
С (4; 2) ---+ С2 (5; 2). 

у 

Вертикальная асимптота х = О переходит в х = 1. 

х 



Решение практикума 2 

7. а) Пусть f(x) = sinx. 

Рассмотрим график у = sin х. 

y=sinx 

-0,бп 1,51t 

-1 

Построим график функции у = f ( х - ~) , 

т. е. у = sin ( х - ~) . 

87 

х 

Имеем сдвиг графика функции у = sin х вправо 
7Г 

на 2· 

у 

y=sin(x-~) 

2п 

-1t х 

-1 

Для целых k: 

А (21Гk; О) -+ А1 (~ + 21rk; О); 

В(~+ 21rk; 1) -+ В1 (7r + 27rk; 1); 

С (7r + 21rk; О) -+ С1 (3; + 21rk; О); 
D (3; + 21rk; -1)-+ D1 (27r + 27rk; -1). 
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' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 

б) Пусть f(x) = tgx. 

Рассмотрим график у = tg х. 

' ' ' ' ' ' ' ' ' 

у 

: 1 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 

Метод преобразований 

. -t- -- -- -- -- -------- ----_._ _ ---------
' ' ' 

-- ---t-- -- ------- -- --- -
' ' 

' ' ' ' ' ' : 
' ' ' ' 

' ' 
1t' 2: 31t: х 

2: 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ! 

Пусть Ь = :;f, т. е. f ( х + :;f) = tg ( х + :;f) . 

Построим график функции у = f ( х + :;f) , 

т. е. у = tg ( х + :;f) . 

' ' ' ' ' ' ' ' ' 

у 

: 1 

' ' ' ' ' : 
' ' ' ' ' 

' ' ' ' ' : 
' ' ' 

. -t-- -- ------ --- -- -- -----:------ ----- -- -- -- --- ... -t- ... " -"" --" ... --- ----
' ' ' ' : 

51to Х 

т: 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 

Для целых k вертикальная асимптота х = ~ + 1Гk 
переходит в х = :;f + 1Гk, а вертикальная асимптота 

7Г 37Г 
х = -2+1Гk переходит в х = -4+1Гk. 



Решение практикума 2 

1 8. Пусть J(x) = х2 • 

1 
Рассмотрим график у = 2. 

х 

у 

1 
у=жа 

-1 о 1 

1 
а) Пусть Ь = -1, т. е. f(x -1) = (x-l)2 · 

х 

Построим график функции у = f ( х - 1), 

1 
т. е. у= (х-1)2. 

89 

1 
Имеем сдвиг графика функции у = х2 вправо на 1. 

Горизонтальная асимптота у= О сохраняется. 

Вертикальная асимптота х = О переходит в х = 1. 

А (-1; 1) ___,. А1(О;1); 
В (1; 1) ___,. В1(2;1). 

у 

1 
У= (х-1)2 

х 
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1 
6) Пусть Ь = 2, т. е. f (х + 2) = (х+2)2 · 

Построим график функции у= f(x + 2), 
1 

т. е. у = (х+2)2. 

1 
Имеем сдвиг графика функции у= х2 влево на 2. 

Горизонтальная асимптота у= О сохраняется. 

Вертикальная асимптота х =О переходит в х = -2. 
А(-1; 1)-+ А2(-3;1); 
В (1; 1) --+ В2(-1;1). 

1 
у= (:r+2)2 

у 

~ , в2 
-------~------- ------- 1 

' ' ' ' ' 
-3 -2! -1 х 
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Построение графика функции у= /(ж) +С 

Для графика функции, заданной в общем виде уравнением 

у= Af(kx + Ь) +С, рассмотрим случай А = 1, k = 1, 
Ь = О: в этом случае необходимо построить график функции 

у= f(x) +С, зная график функции у= f(x). 

Рассмотрим график кусочно-линейной функции у= f(x). 

~ ----------- м 

х 

Очевидно, что для Уо = f (хо) У1 = Уо +С. 

Пусть С= 1. 

Тогда для у= f(x) + 1 У1=Уо+1, и для данных точек: 

N (-8; -1) _... N1 (-8; О), т. е. у= -1+1, у= О их= -8; 

В (-5; 2) _... В1 (-5; 3), т. е. у = 2 + 1, у= 3 и х = -5; 

D (2; 1) _... D1 (2;2) (далее аналогично); 

М (3; 4) _... М1 (3; 5). 

Пусть С= -2. 

Тогда для у= f(x) - 2: 

N ( -8; -1) _... N2 ( -8; -3), т. е. у = -1 - 2, у = -3 и х = -8; 

В (-5; 2) _... В2 (-5; О), т. е. у = 2 - 2, у = О и х = -5; 

D (2; 1) _... D2 (2; -1) (далее аналогично); 

М (3; 4) _... М2 (3; 2). 
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y=f(x)+1 

х 

y=f(x)-2 

Так как N (хо; Уо) Е Г(у = f(x)), то если У1 = Уо +С, 
то Ni (хо; Уо +С) Е Г(у = f(x) +С). 
Значит, точка Ni (хо; У1) получена сдвигом точки N (хо; Уо) 
вдоль оси ординат на величину /С/: вверх, если С> О, и вниз, 
если С < О ( N2 ) . 

Из данных примеров следует, что при преобразовании вида 

у = f ( х) + С область определения преобразованной функции 
не изменяется по сравнению с функцией у = f ( х). Разумеет­
ся, это можно доказать в общем виде. 



Построение графика функции у = f ( х) + С 

Очевидно, что при преобразовании вида у = f ( х) + С 
графика функции у = f ( х) область определения остается 
прежней, а конечная область изменений сдвигается 

по сравнению с у= f(x) на ICI, согласно знаку. Если 
область изменений - (-оо; оо), то она сохраняется. 
3. у= !(х) +С График получается параллельным 

(С> О) переносом графика функции у= f(x) 
вдоль оси Оу на ICI единиц вверх. 

4. у= f(x) +с 
(С< О) 

у 

ic . 
........ i о 
/.. i / . ' . ' 

у= f(x) ••• ••••..•• .: 

х 

График получается параллельным 

переносом графика функции у = f { х) 
вдоль оси Оу на ICI единиц вниз. 

. . . . . 
у 

\\ о 

у= f(x) 

';." ," .... 

' ' ' ' ' 

. . . . 
' --" ,' "". ___ , 

х 
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Практикум З 

Постройте графики функций, используя преобразования вида 

у= f(x) +С. 

1. у= f(x) = х2 , где а) С= 2; 6) С= -1. 

1 2. у= f(x) = х' где а) с= -2; 6) с= 1. 

3. у= f(x) = JX, где а) С= 3; 6) С= -2. 

4. у= f(x) = lxl, где а) С= 1; 6) С= -2. 

5. у= J(x) = 2х, где а) С= 1; 6) С= -2. 

6. у= f(x) = log2 x, где а) С= 1; 6) С= -1. 

7. у= f(x) = cosx, где С= 0,5. 

1 8. у= f(x) = х2 , где а) С= 2; 6) С= -1. 



Решение практикума 3 

Решение практикума 3 

1. Пусть f(x) = х2 • 

Рассмотрим график у = х2 • 

а) Пусть С= 2. 

Требуется построить график 

у 

-2 -1OD1 2 

функции у= f(x) + 2, т. е. у= х2 + 2. 

Имеем сдвиг графика функции f(x) вверх на 2. 

D (О; О) --+ D1 (О; 2); У 

А(-1;1) -+А1(-1;3); 

В (1; 1) --+ В1(1;3); 
М(-2;4)--+ М1 (-2;6); 
N (2; 4) --+ Ni (2; 6). 

95 

х 

-2 -1 о 1 2 х 

б) Пусть С= -1. 

Требуется построить график 

функции у= f(x)-1, т.е. у= х2 -1. 

Имеем сдвиг графика функции f ( х) вниз на 1. 

D (О; О) --+ D2 (О; -1); 
А(-1;1) -+A2(-l;O); 
В (1; 1) --+ В2 (1; О); 
М(-2;4)--+ М2 (-2;3); 
N (2; 4) --+ N2 (2; 3). 

х 
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1 
2. Пусть f(x) = х· 

1 
Рассмотрим график у = х. 

а) Пусть С= -2. 

Требуется построить график 

1 
функции у= J(x)- 2, т.е. у= х -2. 

Имеем сдвиг графика функции f(x) вниз на 2. 

Горизонтальная асимптота 

у= О переходит в у= -2. 

А(-1;-1)-+ А1 (-1;-3); 
В (1; 1) -+ В1 (1; -1). 

б) Пусть С= 1. 

Требуется построить график 

функции у= f(x) + 1, т.е. у=~+ 1. 

Имеем сдвиг графика функции f ( х) вверх на 1. 

Горизонтальная асимптота 

у = О переходит в у = 1. 

А (-1; -1)-+ А2 (-1; О); 
В (1; 1) -+ В2 (1; 2). 

х 

х 



Решение практикума 3 

3. Пусть J(x) = .fi. 
Рассмотрим график у = .fi. у 

у=Гх 

о 1 4 

а) Пусть С= 3. 

Требуется построить график 

функции у= f(x) + 3, т. е. у= .fi + 3. 

Имеем сдвиг графика функции f(x) вверх на 3. 

А (О; О) --+ А1 (О; 3); 
В (1; 1) --+ В1(1;4); 

К (4; 2) --+ К1(4;5). 

б) Пусть С= -2. 

Требуется построить график 

у 

о 1 

функции у= f(x) - 2, т. е. у= .fi - 2. 

у=Гх +з 

4 

Имеем сдвиг графика функции f(x) вниз на 2. 

А (О; О) --+ А2 (О; -2); 
В (1; 1) --+ В2 (1; -1); 
К (4; 2) --+ К2 (4; О). 

97 

х 

х 
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4. Пусть J(x) = lxl. 
Рассмотрим график у= lxl. у 

-1 о 1 х 
а) Пусть С = 1. 

Требуется построить график 

функции у= f(x) + 1, т. е. у= lxl + 1. 

D (О; О) -t D1(О;1); 
A(-1;1)-Ai(-1;2); 
В (1; 1) -t В1(1;2). 

у 

-1 о 1 х 

6) Пусть С= -2. 

Требуется построить график 

функции у= f(x) - 2, т. е. у= lxl - 2. 

D (О; О) -t D2 (О; -2); 
A(-l;l)-tA2(-l;-l); У 

В (1; 1) -t В2 (1; -1). 

х 

-2 



Решение практикума З 99 

5. Пусть f(x) = 2х. 

Рассмотрим график у = 2х. у 

у=2"' 

о 1 2 х 

а) Пусть С= 1. 

Требуется построить график 

функции у= J(x) + 1, т. е. у= 2х + 1. 

Горизонтальная асимптота 

у = О переходит в у = 1. 
А (О; 1) -+ А1(О;2); 

В (1; 2) -+ В1 (1; 3); 
К (2; 4) -+ К1 (2; 5). 

б) Пусть С= -2. 

Требуется построить график 

у 

у= 2"'+ 1 

1 2 х 

функции у= f(x)-2, т.е. у= 2х -2. 

Горизонтальная асимптота 

у= О переходит в у = -2. 
А (О; 1) -+ А2 (О; -1); 
В (1; 2) -+ В2 (1; О); 
К (2; 4) -+ К2 (2; 2). 

у 

у= 2"'-2 

х 

-2 
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б. Пусть f(x) = log2 х. 

Рассмотрим график у = log2 х. 

у 

у= log2 x 
к 

2 --------------
в 

1 -------
А J 

4 х 

а) Пусть С = 1. 

Требуется построить график 

функции у= f(x) + 1, т. е. у= log2 х + 1. 

Вертикальная асимп­

тота х = О сохраняется. 

А (1; О) -+ А1 (1; 1); 
В (2; 1) -+ В1(2;2); 
К(4;2)-+ К1 (4;3). 

б) Пусть С= -1. 

Требуется построить график 

функции у= f(x) - 1, т. е. у= log2 х - 1. 

Вертикальная асимп­

тота х =О сохраняется. 

А (1; О) -+ А2 (1; -1); 
В (2; 1) -+ В2 (2; О); 
К (4; 2) -+ К2(4;1). 

у 

у= log2 x-1 

~ ---i-в;------ : к2 
4 

х 

х 



Решение практикума 3 

7. Пусть f(x) = cosx. 

Рассмотрим график у = cos х. 

у 

у= cosx 

Пусть С = 0,5. 

Построим график функции у= f(x) + 0,5, 

т. е. у= cosx + 0,5. 

у 

у= cosx+0,5 

Для целых k: 

А (27rk; 1) ---t А1 (27rk;1,5); 

В(~+ 27rk; О) ---t В1 (~ + 27rk; 0,5); 

К (11' + 27rk; -1) ---t К1 (7r + 27rk; -0,5); 

D (3; + 271'k; О) ---t Di (3; + 271'k; 0,5). 

101 

х 

х 
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1 8. Пусть f(x) = х2. 

1 
Рассмотрим график у = х2 . 

у 

-1 о 

а) Пусть С = 2. 

1 
y=Zi 

1 х 

Построим график функции у= f(x) + 2, 
1 

т. е. у = х2 + 2. 

Горизонтальная асимптота у= О переходит в у= 2. 
Вертикальная асимптота х =О сохраняется. 

А(-1;1)-А1(-1;3); 

В (1; 1) - В1 (1; 3). 

у 

' ' ' 
1 2 : 

. ---------------- --. ------- -------"" ------------------
' ' ' : 
' i 1 
: 
' ' ' ' 

-1 о х 
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б) Пусть С= -1. 

Построим график функции у = f (х) - 1, 
1 

т. е. у = х2 - 1. 

Горизонтальная асимптота у = О переходит в у = -1. 
Вертикальная асимптота х = О сохраняется. 

А (-1; 1)--+ А2 (-1; О); 
В (1; 1) --+ В2 (1; О). 

у 

х 
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Преобразования графиков с использованием 
различных видов симметрии 

Вновь рассмотрим график кусочно-линейной функции f(x). 

~ ----------- м 

х 

Напомним определение симметрии относительно прямой. 

Определение. Точка А называется 

симметричной точке В относительно 

оси l, если: 
а) прямая (АВ) .L l; 
б) АВ n l = О и АО = ОВ. 

Обозначается Si (А)= В 
или Si (В)= А. 

а) Построим график функции у = f ( -х). 
N(-8;-l)-+N1(8;-l); у 

В (-5; 2) --+ В1(5;2); Ai(~~o}_~o~---- --------~~хо;Уо> 
F (-4; -2) --+ F1 (4; -2); i Уо i 
D(2;1) -+Di(-2;1); ! ! 
М(3;4) --+ М1 (-3;4). 1 1 

Таким образом, 

А(х;у)--+ А1 (-х;у). 
о х 

Очевидно, что точки графика у = f(-x) симметричны 
точкам графика у= f(x) относительно оси ординат. 
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М1 ---------~ 4 
' : 
' ' ' ' 

! D ------ 1 
: 1J т1 

х 

Примечание. Напомним, что: 

D (! ( х)) - область определения функции f ( х); 
Е (! ( х)) - область изменения функции f ( х). 
В данном случае: 

D (f(x)) = [-8; 3]; 

Е (f(x)) = [-2; 4]; 

D (f(-x)) = [-3; 8]; 

E(f(-x)) = [-2;4]. 

График у = /(-:i:) симметричен относительно 

оси Оу графику у= /(ж). 

5. у= f(-x) График получается симметричным 

отражением относительно оси Оу. 

у 

' / 
' 

у=/(-х) 

... •'\ "" .. """ 
у= f(x) 

Точка пересечения графика у = f (х) 
с осью Оу остается неизменной. 

х 
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6) Построим график 

функции у= -f(x). 

у 

А(х0;у0) 
Уо ---------------е 

N (-8; -1) -t N2(-8;1); 
В (-5; 2) -t В2 (-5; -2); 
F (-4; -2) -t F2 (-4; 2); 
D (2; 1) -t D2 (2; -1); 
М (3; 4) -t М2 (3; -4). 

Таким образом, 

А (х; у) -t Ai (х; -у). 

о х 

Очевидно, что точки графика у = - f ( х) симметричны 
точкам графика у= f(x) относительно оси абсцисс. 

х 

-4 ----------- м 
2 

Примечание. В данном случае: 

D (f(x)) = [-8; 3]; 

Е (f(x)) = [-2; 4]; 

D (- f(x)) = [-8; 3]; 

Е (-f(x)) = [-4; 2]. 

График у = - f ( х) симметричен относительно 
оси Ох графику у= f(x). 



Преобразования графиков с использованием симметрии. . . 107 

6. у= -f(x) График получается симметричным 

отражением относительно оси Ох. 

у 

х 

у= -f(x) 

Точки пересечения графика f ( х) с осью 
Ох остаются неизменными. 

в) Построим график функции у = - f ( -х). 

Напомним определение симметрии относительно точки. 

Определение. Точка А называется центрально-сим­
метричной точке В относительно точки О, если: 

а) точки А,В,О одно­
временно принадле­

жат прямой l; 
б) расстояние АО = ОВ. 

Обозначается Z0 (А)= В или Zo (В)= А. 

Таким образом, 

А (х; у) ~ А1 (-х; -у). 

Очевидно, что точки 

графика у= -f(-x) 
центрально-симметричны 

точкам графика у = f (х) 
относительно начала 

координат О (О; О), 

т. е. Zo(A) = А1. 

у 

х 
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N (-8; -1) ---+ Nз (8; 1); 
В (-5; 2) ---+ Вз (5; -2); 
F (-4; -2) ---+ Fз (4; 2); 
D(2;1) ---+Dз(-2;-1); 

М (3; 4) ---+ Мз (-3; -4); 
Т (О; О) - неподвижная точка; 

К (-4,5; О) ---+ Кз (4,5; О); 
Р (-7; О) ---+ Рз (7; О). 

Метод преобразований 

Ясно также, что D (-J(-x)) симметрична D (f(x)), 
а Е ( - f ( -х)) симметрична Е (! ( х)) относительно нача­
ла координат: 

D (f(x)) = [-8; 3]; 

Е (f(x)) = [-2; 4]; 

D(f(-x)) = [-3;8]; 

Е (f(-x)) = [-4; 2]. 
у 

О Е NN3 ; NO = ОNз; 
О Е ВВз; ВО= ОВз; 

Отметим, что при этом: О Е FFз; FO = ОFз; 
О Е DDз; DO = ОDз; 
О Е ММз; МО = ОМз. 

Zo (N) = Nз 
Zo (В)= Вз 

Значит, Zo (F) = Fз , и Zo (NBFDM) = NзВзFзDзМз. 
Zo(D) = Dз 
Zo(M) = Мз 
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г) Построим график функции у= J(lxl). 
Учтем, что по определению модуля числа 

= f(lxl) = { J(x), при х ~О . 
у f(-x), при х <О 
Рассмотрим и построим только ту часть графика у= f (х), 
которая находится в правой полуплоскости, а затем -
часть графика у= f(-x), находящуюся только в левой 
полуплоскости: 

у 

4 

у= f (lxl) 
у~О 

м 

: •'-7 -5 . : ... ·· т 2 3 х 
f,!'_ - - - - -- - - -- - -\ :- - - - -- " ... е~: ___ -

\: ,.·· -1 ... 
ее ___ -----------

-2 

Затем склеим 

эти части графика: 

-3-2 

у 

у= f(lxl) 
у<О 

М1 _________ 1 
' ' ' ' ' ' ' 
: 1 
:п 1 ------

: 1: 
-3-2 от х 

у 

4 
у= f(lxl) 

м 

2 3 х 

Для того чтобы построить график функции у = f ( lжl), 
зная график функции у = f ( ж ), необходимо: 
1. Всю часть графика функции, находящуюся в правой 
полуплоскости, сохранить. 

2. Всю часть графика функции в левой полуплоскости 
убрать и на его место разместить график, полученный от­

ражением графика у = f ( ж) из правой полуплоскости в 
левую полуплоскость симметрично относительно оси Оу. 

3. Точка, принадлежащая графику у= f(ж), находящаяся 
на оси ординат, сохраняется. 
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7. У= f (lxl) Вся часть графика функции у = f (х), 
лежащая левее оси Оу, удаляется, а вся 

часть, лежащая правее оси Оу и на ней, 

остается без изменений, а кроме того, 

симметрично отражается относительно 

оси Оу в левую полуплоскость. 

у 

у= f(x)~" 

" о 

у= f(lxl) 

д) Построим график функции 1/ (х) 1 . 

{ f(x), f(x) ~О 
Учтем, что у= l/(x)I = _ f(x), f(x) < 0 . 

х 

Рассмотрим и построим график у = f ( х ), находящийся 
только в верхней полуплоскости: 

у= f(x) (f(x)~ о) ~ ----------- м 

-s: ,/'-7 -5 \ :-4 ___ """ т 2 3 х 
.... - - - - - --- - - - - - ". -- - - - - ""!:- -- -- -

~ ____ ,,," -1 
et:------------ ... -

-2 

Затем график у = f(x), находящийся только в ниж­

ней полуплоскости, отражается симметрично относитель­

но оси абсцисс в верхнюю полуплоскость. 
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у 

y=-f(x) {f(x)<O) 4 

2 3 х 

Далее склеим получившиеся графики в одной системе ко­

ординат. 

N (-8; -1) ---t N4(-8;1); 
Р(-7;0) ---t Р(-7;0); 

в ( -5; 2) ---t в (-5; 2); 
К (-4,5; О) ---t К (-4,5; О); 
F (-4; -2) ---t F4 (-4; 2); 
Т (О; О) ---t Т (О; О). 

у 

4 ----------- м 

х 

Для того чтобы построить график у = 1 f (:с) 1 , необходимо: 
1. Всю часть графика функции, находящуюся в верхней 
полуплоскости, сохранить. 

2. Всю часть графика функции, находящуюся в нижней 
полуплоскости, отразить симметрично относительно оси 

абсцисс в верхнюю полуплоскость. 

3. Все точки графика у= /(:с), принадлежащие оси абс­
цисс, сохраняются. 



112 

s. у= l/(x)I 

Метод преобразований 

Вся часть графика функции у = f ( х), 
лежащая выше оси Ох и на оси, остается 

без изменения, а лежащая ниже оси 

Ох - симметрично отражается 

относительно этой оси вверх. 

у 

. 
: х 

: ··... ··\ " ...... ' 
у= f(x) 

Итоговый график располагается 

в верхней полуплоскости. 
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Про:ктикум 4 

Постройте графики функций, используя известные преобразо­

вания графика функции у = f (х). 

1. у= f(x) = у'х: 

а) y=f(-x); 

6) у= -f(x); 

в) y=-f(-x); 

г) У= f (lxl). 

2. У= f(x) = 2ж: 

а) у= f(-x); 

6) у= -f(x); 

в) у= -f(-x); 

г) У= f (lxl); 

д) У = f (-lxl) · 

з. у= f(x) = log3 х: 

а) y=f(-x); 

6) y=-f(x); 

в) у= f (lxl); 

г) У= lf (lxl)I. 
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Решение практикума 4 
1. Пусть f(x) = ..fi. у 

Построим графики: 

а) у= f(-x); 

у=Гх 

2 --------------
в :С 

1 --- : : 
' ' 

6) у= -f(x); 
в)у=-f(-х); А О 1 4 
г) У = f (lxl) · 

а) Построим график у= Fx. 
Так как график у = Fx 
симметричен графику у = ..fi 
относительно оси Оу, то 

у 

y=Fi 

х 

А (О; О) __.. А1 (О; О) 
(неподвижная точка); 

В (1; 1) __.. В1(-1;1); 
С(4;2) __.. С1 (-4;2). 

-4 -10А1 х 

6) Построим график у = -..fi. 
Так как график у = -..fi 
симметричен графику у = ..fi 
относительно оси Ох, то 

у 

А (О; О) __.. А2 (О; О) 
(неподвижная точка); 

В (1; 1)-+ В2 (1; -1); 
С (4; 2) __.. С2 (4; -2). 

~о 1 4 
·в , 

-1 --- : 2 : 
:с 

-~ -------------- ' 2 

у=-Гх 

в) Построим график у = -Fx. 
Так как график у = -Fx 

х 

симметричен графику у = ..fi 
относительно осей Оу и Ох, то _4 
А (О; О) -+ Аз (О; О) ----в ..... :--+-=--•х 
(неподвижная точка); С 3 '--- -1 
В (1; 1) -+ Вз (-1; -1 ); 3 -------------- -2 
С (4; 2) -+ Сз (-4; -2). у= -Fx 
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г) Аналогично по правилу построения графика функ­

ции от модуля аргумента, строится график функции 

у= JГxf. 
у 

у =JiXf 

х 

Примечание. Графики у= у'Х и у= -Fx симмет­
ричны относительно начала координат, 

то есть Р (хо; Уо) Е Г(у = f(x)) переходит 

в Р1 (-хо; -уо) Е Г(у = -/(-х)) и наоборот. 

у 

-4 -х 
' ' ' ' ' ' ' -- _:::::::::: -уо 

-2 
у=-Г-Х 

Р1 (-хо;-уо) 

2. Пусть /(х) = 2х. 

Построим графики: 

а) у= /(-х}; 

6) y=-f(x}; 

в) y=-f(-x}; 

г) у= f (lxl); 

д) У=! (-lxl). 

х 

у 

о 1 2 х 
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а) у= J(-x). 
Построим график у = 2-х. у 

Так как график 2-х 

симметричен гра­

фику у = 2ж относитель-

но оси ординат, то 

А (О; 1) --+ А1(О;1) 
(неподвижная точка); 

В(1;2)--+ В1 (-1;2); 
С (2; 4) --+ С1(-2;4). 

Отметим, что 2-х = ( ~) х . 
б)у=-f(х). 

Построим график у = -2х. 

Так как график -2х 

симметричен гра-

фику у = 2ж относитель­

но оси абсцисс, то 

А (О; 1) --+ А2 (О; -1); 
В (1; 2) --+ В2 (1; -2); 
С (2; 4) --+ С2 (2; -4). 

в)у=-f(-х). 

Построим график у = -2.;..х. 

Так как график -2-х 

симметричен гра-

фику у = 2ж относитель­

но оси ординат и оси абс­

цисс, то 

А (О; 1) --+Аз (О; -1); 
В (1; 2) --+ Вз (-1; -2); 

-2-1 о 

у 

1 2 

-4 ------

у 

iAa 
:в: -1 
! а: --- -2 
' ' ' ' ' -4 

С (2; 4) --+ Сз (-2; -4). у= -2-ж 

х 

х 

(График у = -2-х центрально-симметричен графи­
ку у= 2ж относительно начала координат.) 
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г) у = J(lxl). 
Построим график функции у = 2lжl. 

Точки графика у = 2ж из правой полуплоскости со­
храняем и отражаем в левую полуплоскость относи­

тельно оси Оу: 

у 

-2-1 о 1 2 х 

д) У= /(-lxl). 
Построим график функции у= 2-lxl. 

Так как у= 2-ж = (!)ж, то и у= 2-lжl = (!)'жl. 
Точки графика у = 2-ж из правой полуплоскости 

сохраняем и отражаем в левую полуплоскость отно­

сительно оси Оу: 

у 

о х 

Можно строить график и другим способом. 

1 1 { 2-ж, Х ~О Так как у = 2- ж = 
2ж, х<О' 

то достаточно взять правую часть графика у = 2-ж 
и левую часть графика у = 2ж. 
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3. Пусть f(x) = log3 x. Построим графики: 

а) у= f(-x); 
6) у= -f(x); 

в) У= f (lxl); 
г) У= 1/ (lxl)I. 

у 

у= log3 x 
2 ------------------------------- : с 
1 ----------в ' 
А : : 

а) у= !(-х). 

Построим график у= log3(-x). 

Так как график у = log3 ( -х) симметричен графику 

у = log3 х относительно оси ординат, то 

A(l;O)--+ А1 (-1;0); 
В (3; 1) --+ В1 (-3; 1); 
С (9; 2) --+ С1 (-9; 2). 

у= log3 (-x) 
у 

--;;-,-......--;.;,,;;--_;.:;---=------------------------- 2 
С1! В1 : : ------х- 1 

' ' 1 

6) у= -f(x). 
Построим график у = - log3 х. 

Так как график у = - log3 х симметричен графику 

у = log3 х относительно оси абсцисс, то 

А (1; О) --+ А2 (1; О) (неподвижная точка); 
В (3; 1)--+ В2 (З; -1); 
С (9; 2) --+ С2 (9; -2). 
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у 

3 9 
О А2 : х 

-1 ---------- ' 
2 в2 . - -----------------------=---:':':--~---~-....__ 

в) у = J(JxJ). 
Построим график у= log3 JxJ. 
График у = log3 х в правой полуплоскости сохра­
няется и отражается симметрично оси Оу в левую 

полуплоскость: 

у 
у= log3 Jxl 

с са 2 
--..,.::..--=--~--:.:.:---:..::------------------------- -------------------------~-:;;---;:;--,;;,;;.--_,..--

-9 9 

г) У= IJ(lxl)I. 
Построим график у = Jlog3 Jxl 1 . 
График у = log3 Jxl в верхней полуплоскости со­
храняется, а график, находящийся в нижней по­

луплоскости, отражается симметрично относительно 

оси абсцисс в верхнюю полуплоскость: 

у 

у= llog3 Jxll 

2 с 

х 

-9 -3 -1 о 1 3 9 х 
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Построение графика функции у= АJ(ж) (А> О} 

Для графика функции, заданного в общем виде уравнением 

у= Af(kx + Ь) +С, рассмотрим случай k = 1, Ь =О, С= О, 
т. е. необходимо построить график функции у = А!(х), зная 
график функции у = f (х). 

Так как N (хо; Уо) Е Г(у = f(x)), где N - произвольная точ­

ка, то Ni (хо; Ауо) Е Г(у = Af(x)). 

При А> 1 график у= Af(x) получается растяжением гра­
фика у= f(x) вдоль оси Оу в А раз. 

При О < А< 1 график у= Af(x) получается сжатием гра-
1 

фика у= f(x) вдоль оси Оу в А раз. 

Очевидно, что точки пересечения графика функции с осью абс­

цисс - неподвижные. 

Рассмотрим график кусочно-линейной функции. 

у 

F 4 м 

-6i -2 о 2 6 х 
' ' ' '----------------------- -2 

N 

а) Построим график у= 2/(х). 

N (-6; -2) - Ni (-6; -4); 
В(-4;0) - В1 (-4;0); 
F(-2;4) - F1 (-2;8); 
D (2; 2) - Di (2; 4); 
Е (4; О) - Е1 (4; О); 
М (6; 4) - М1(6;8). 



Построение графика функции у = Af ( х) (А > О) 

у 

8 м 
------- ----------------------- 1 

' ' 
""... : .. ' 

2 ____ :~~--
'. ' . 

-2 о 

-2 

-4 

' ·. 
: ·-" ' . ' . 
2 

1 6) Построим график у= 2f(x). 

N (-6; -2)--+ N2 (-6; -1); 
В (-4; О) --+ В2 (-4; О); 
F (-2; 4) --+ F2 (-2; 2); 
D (2; 2) --+ D2(2;1); 
Е (4; О) --+ Е2 (4; О); 
М (6; 4) --+ М2 (6; 2). 

у 

4 
lf•;:----

y =tf(x) /i ·· ... 
: ' 
' ' 

:' 1 

: 

' ' : 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ___ , 

,, 
'' '' ' ' : ' 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 
6 х 

6 х 

121 
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Практикум 5 (Примеры преобразований 
графиков вида у = А/(ж)) 

1. Пусть J(x) = .Ji. 
Построим график функции у= 2f(x): у= 2.Ji. 

у 

у=2Гх 

о 1 4 х 

2. Пусть f(x) = х2 . 

4 -------------- . 

о 1 

. . . . . . . . . . . . . . 
4 

Построим график функции у = ~ f (х): у = ~х2 . 

у 

у=х2 
у 

х 

y=fx2 

-2 -1 о 1 2 х -2 -1 о 1 2 х 
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3. Пусть f(x) = cosx. 
Построим график функции у= 2/(х): у= 2cosx. 

у 

1 

у 

2 

123 

х 

Отметим, что точки исходного графика, находящиеся на 

оси абсцисс, при этом преобразовании остаются неизмен­

ными. 
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9. у= Af(x) 
(А> 1) 

10. у= AJ(x) 
(О< А< 1) 

Метод преобразований 

График получается растяжением 

графика функции у = f ( х) вдоль оси Оу 
в А раз. 

у 

! 

х 

D (f(x)) = D (Af(x)). Точки пересечения 
графика с осью Ох остаются 

неизменными. 

График получается сжатием графика 
1 

функции у = f ( х) вдоль оси Оу в А раз. 
у 

х 

D (f(x)) = D (Af(x)). Точки пересечения 
графика с осью Ох остаются 

неизменными. 
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Построение графика функции у= f(kж) {k >О} 

Для графика функции, заданной в общем виде уравнением 

у= Af(kx + Ь) +С рассмотрим случай А= 1, Ь =О, С= О, 
т. е. необходимо построить график функции у = f ( kx), зная 
график функции у = f ( х). 
Так как N (хо; Уо) Е Г(у = f(x)), 
то N (kxo; Уо) Е Г(у = f(kx)). 
При k > 1 график у = f ( kx) получается из графика у = f ( х) 
сжатием вдоль оси абсцисс в k раз. 
При О < k < 1 график у = f(kx) получается из графика 

1 
у= f(x) растяжением вдоль оси абсцисс в k раз. 

Рассмотрим график кусочно-линейной функции. 

у 

у= f(x) 
F 4 

а) Построим график у= J(2x). 

N (-6; -2) --+ N1 (-3; -2); 
В (-4; О) --+ В1 (-2; О); 
F(-2;4) --+ F1 (-1;4); 
D (2; 2) --+ D1 (1; 2); 
Е(4;0) --+ Е1 (2;0); 
М (6; 4) --+ М1 (3; 4). 

м 

х 

у 

х 

Значит, для того чтобы построить график функции 

у= J(2x), зная график функции у= f(x), необходимо 
сжать его в два раза вдоль оси абсцисс. 
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б) Построим график у = f ( ~х) . 
N (-6; -2)--+ N2 (-12; -2); 
В (-4; О) --+ В2 (-8; О); 
F (-2; 4) --+ F2 (-4; 4); 
D {2; 2) --+ D2 (4; 2); 
Е (4; О) --+ Е2 (8; О); 
М (6; 4) --+ М2 (12; 4). 

у 

y=f(tx) 

-12: i /-4 -2 о 
' ' , ' ' , 

N2: ----------------~( ____ --------_:2 
2 4 

Метод преобразований 

12 х 

Значит, для того чтобы построить график функции у= f ( ~ х), 
зная график функции у = f (х ), необходимо растянуть его 

в два раза вдоль оси абсцисс. 

Отметим, что точка на оси ординат всегда неподвижна, 

т. е. остается на том же месте. 



Практикум 6 

Практикум 6 (Примеры преобразований 
графиков вида у = f ( kж) ) 

1. Пусть f(x) = х2 • 

Построим график функции у = ( ~х) 2 
• 

у 

у 

-2 -1 о 1 2 х -2 -1 о 1 2 
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х 

Для того чтобы построить график функции у = ( ~х) 2 
, 

необходимо растянуть график функции у = х2 в два раза 
вдоль оси абсцисс. 

2. Пусть f(x) = ..JX. 
Построим график функции у= JЗх. 

у 

о 1 2 3 4 х 

Для того чтобы построить график функции у = JЗх, 
необходимо сжать график функции у = ./Х в три раза 
вдоль оси абсцисс. 
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у 

y=JЗi 

у=Гх 

2 -----------------~~~~:::::::;•·.--········ 
... 

1 •••••••••••••• ... 
1 --- -------···: 

"•-т 1 

о 

1 " ... 1 1 
1 "... 1 1 ; ... • : : 

"'• 1 1 
" ... 1 1 1 

• 1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 

1 
3 

1 4 
3 

2 з 4 х 

3. Пусть f(x) = sinx. 

Построим график функции у = sin 2х. 

у 

y=sinx 

х 

Для построения графика функции у = sin 2х необходимо 
график функции у = sin х сжать вдоль оси абсцисс в два 
раза. 

у 

y=sin2x 

х 



Практикум 6 

4. Пусть f(x) = tgx. 

Построим график функции у = tg ( ix) . 
у 

7t 
-2: 

' ' : 
: 
' ' ' ! 

7t 
2: 

' ' ' : 
' ' ' ' ' 
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37t, х 
2: 

: 
' ' ' ' ' ' ' ' 

Для того чтобы построить график функции у = tg ( ix), 
необходимо график функции у = tg х растянуть вдоль 
оси абсцисс в три раза. 

5. Пусть f(x) = cosx. 

Построим график 

1 
функции у = 3 cos 2 х 

методом комбинации 

преобразований. 

у 

у 

1 y=cosx 

х 

х 
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Вначале построим график функции у= 3cosx. Для это­
го надо растянуть график функции у = cos х в три раза 
вдоль оси ординат. 

у 

3 
у= Зсоsх 

х 

1 
Затем построим график функции у= Зсоs 2х. Для это-

го график у = 3 cos х необходимо растянуть вдоль оси 
абсцисс в два раза. 

у 

3 
•• ····., у = Зсоs х 

_. \( y=cosx 

"".",, . ' . ' . ' 

..... )( 
. " "'"",_ ', 31t 

-27t •,:.-2 
•'• 

""": .. ' 
""."."" ,:' 

:' 
::' 

' . 
- - -- - - - - - - -- --~"-L~ - - - - -- - - -- - - -- --

-3 

." . •, . . . .. \ "".""" 

....... 

. . ' . 
.. / 
' """." ' """ ... " . 

31t / """" 
2 ••• 21t 

' . 
-------------- _ :~ ........ ,~ --------------

х 

Примечание. Для построения графиков вида у = Af ( kx), 
естественно, возможны различные последовательности преоб­

разований исходного графика функции у= f(x). В предыду-
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щем примере вначале был построен график у = 3 cos х, а за­
тем - график у = 3 cos ~. Но возможно было действовать 
в другом порядке, вначале растянув график функции у = cos х 
в два раза вдоль оси абсцисс и построив график функции 

х 
у = cos 2, после чего растянуть полученный график в три раза 
вдоль оси ординат. 

11. у= f(kx) 
(k > 1) 

12. у= f(kx) 
(О< k < 1) 

График получается сжатием графика 

функции у = f ( х) вдоль оси Ох в k раз. 
у 

у= f(kx) 

х 

Е (! ( х)) = Е (! ( kx)) . Точки пересечения 
графика с осью Оу остаются 

неизменными. 

График получается растяжением 

графика функции у = f ( х) вдоль оси Ох 
1 

в k раз. 
у --

у= f(x) 

~--··· .. -. . ' . 

Е (! ( х)) = Е (! ( kx)) . Точки пересечения 
графика с осью Оу остаются 

неизменными. 

х 
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Преобразование графиков 

вида у= f (lж + ЬI), у= f (lжl + Ь) 
Эти преобразования несколько сложны, поэтому при первом 

прочтении данный параграф можно опустить. 

1. Пусть f(x) - кусочно-линейная функция, заданная гра­

фиком. 

~ ----------- м 
2 

-------------------

х 

N 

Построим график функции у = f (lx - 51) . 

а) Вначале построим график функции у = f ( х - 5), 
получаемый сдвигом исходного графика на 5 вправо: 

у 

у= f (х-5) 4 ------------------------------- М1 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ------------------------- D : 

К1 5 : iJ 

N(-8;-1)--+ Ni (-3;-1); 
В(-5;2) --+ В1 (0;2); 
F (-4; -2) --+ F1 (1; -2); 
D (2; 1) --+ D1(7;1); 
М (3; 4) --+ М1 (8; 4); 
Р(-7;0) --+ Р1 (-2;0); 
К (-4,5; О) --+ К1 (0,5; О); 
Т (О; О) --+ Т1 (5; О). 

х 
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{ f(x - 5), х ~ 5 
6) Так как у= f(lx - 51) = /(5 _ х), х < 5 , то вна-

чале построим f ( -х): 

у 

м2 -----------
: 4 
' i 2 в 
1 ------------------- 2 

: 1 
!D2: ------ Т 
' 1 2 

N (-8; -1) .--. N2 (8; -1); 

В (-5; 2) .--. В2 (5; 2); 

F (-4; -2) .--. F2 (4; -2); 

D(2;1) --.D2(-2;1); 

М(3;4) .--. М2 (-3;4); 

Р(-7;0) .--. Р2 (7;0); 

К (-4,5; О) .--. К2 (0,5; О); 

Т (О; О) - неподвижная точка, Т = Т2. 

в) Затем сдвигом графика у = f(-x) на 5 вправо по­
строим график функции у= /(5 - х) = f(-(x - 5)): 

у ------- мз 
4 : 

' 
2 i в ..................... " ...... --------------- ... ------------- а 
1 i D -------r---, 3 

: : тз 
о 2 3 5 х 

-1 ---------------------------
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N2(-8;1) - Nз (13; -1); 

В2 (5; 2) - Вз (10; 2); 

F2 (4; -2) - Fз (9; -2); 

D2(-2;1) - Dз (3; 1); 

М2 (-3; 4) - Мз (2; 4); 
Р2 (7; О) - Рз (12; О); 

К2 (4,5; О) - Кз (9,5; О); 

Т2 (О; О) - Тз (5; О). 

Метод преобразований 

г) Потом склеим график функции у = !(х - 5) при 

х ~ 5 и график функции у= /(5 - х) при х < 5: 

у 

у= f(lx-50 

4 

1 

о 

Примечание. Можно выстроить и другую после­

довательность: сначала построить график функции 

у= /(lxl), а затем сдвинуть его на 5 вправо, получим 
у = f (lx - 51). 

у у 

у= fOxl) 

1 

-3-2 2 3 х 2 3 5 7 8 х 
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М (3; 4) --t М4 (8; 4); 
D (2; 1) --t D4(7;1); 
Т (О; О) --t Т4 (5; О); 
D2 (-2; 1) --t D5 (3; 1); 
М2 (-3; 4) --t М5 (2; 4). 

Результаты построения данного графика можно обобщить. 

у= f (lx + ЬI) Для построения данного графика 

сначала построим график у= f (lxl): 
у 

\~ = f(x) 

\, о 

х 

13. y=J(lx+ЬI) График у= f(lxl) сдвинем вправо на IЬI, 
(Ь < О) если Ь < О 

у 

;' 
" . ' . ' 

,,' 1 

Ь<О 

х 

14. у= J(lx+ьl) График у= /(lxl) сдвинем влево на IЬI, 
(Ь > О) если Ь > О 

IЬI 
+-'--'-

у 

. 
Ь>О 

,, .. "" . . . · . 
/:' х 

.__-._,, • .... /у= f(x) 
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2. Построим график функции у= /(lxl + Ь). 

~ ----------- м 

х 

N 

Пусть для примера Ь = -5. 

Так как f(lxl +Ь) = { 1(~:::~:: ~ ~, 
то рассмотрим следующие промежутки. 

а) Пусть х ~О. 

у 

у= f\(x-5) : ::---------------------------{' 
. ' 
~ ' 

,,' 1 ------------------------- D : 
-3 р1/ О К1 5 ! i! 

Имеет место сдвиг вправо на 5. 

(Рассматривается график только в правой полуплос­

кости.) 



Преобразование графиков вида у= f (lx + ЬI), у= f (lxl + Ь) 137 

б) Пусть х < О. 
Сначала построим график функции у= f(-x). 

м2 ---------~ 
: 4 
: 
' : 
: 1 , D ------: 2: т2 

х 

Теперь сдвинем его влево на 5 (у = f (-(х + 5)) ). 
(Рассматривается график только в левой полуплос­

кости.) 
у 

у= /(-х-5) 

ма ------------------------------- 4 
' ' ' ' ' ' ' ' ' : D -------------------------: а: Т 1(.3 
' ' 3 

в) Склеим обе части. 
у 

у= /(lxl-5) 

7 •• ' -1 •,: -------------
Nз 

х 

Мг -- ----------------------------- ---------------- ---------- ----- М1 
: 4 

i Ва 2 
' ' : D -------------------------: а: Т 1(.3 
' ' 3 
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Результаты построения данного графика можно обобщить. 

15. y=J(lxl+Ь) 
(Ь <О) 

16. у= J(lxl+ь) 
(Ь >О) 

Сдвиг графика у= f(x) вправо на IЬI 
и отражение полученного графика, 

находящегося в правой полуплоскости 

(х ~ О), в левую полуплоскость. Затем 

склейка обеих частей графика. 
у 

у= f(x) 

IЫ \ •• -· - .· 

Сдвиг графика у= f(x) влево на IЬI 
и отражение полученного графика, 

находящегося в левой полуплоскости 

(х <О), в правую полуплоскость. Затем 

склейка обеих частей графика. 

у 

у= f(x) 

х 

Примечание. Заметим, что график функции у= f (lxl + Ь) 
построить проще, если воспользоваться тем, что эта функ­

ция четная, а значит, ее график симметричен относительно 

оси ординат. Таким образом, достаточно построить график 

у = f ( х + Ь) в правой полуплоскости и симметрично относи­

тельно оси ординат отразить его в левую полуплоскость. 
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Практикум 7 (Испо.л:ьэование комбинированных 
преобразований при построении графиков 
функций) 

Постройте графики функций: 

1. у= J2x+6; 

2. у= J~x-1; 

3. у= J-2- ~х; 

4. у= Jз- ~lxl; 

5. у= 2Jl~x + зl. 
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Решение практикума 7 

1. у= J2x + 6. 

Для построения графика 

у = J2x + 6 используем 

последовательность пре­

образований. о 1 2 4 х 

а) Построим график у= ../2Х, сжав исходный график 
вдоль оси абсцисс в 2 раза. 

у 

y=J2x с 
y=-vx 

2 -------------- -------------"····· 
: """"""" : 

л ------ _______ .......... i 
"" 1 1 

1 --- 1 -:._,"""" : : 

J• ... 1 1 1 
", 1 1 1 

"" 1 1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 

о i 1 2 3 4 х 

Примечание. Можно построить этот график и ина­

че. Так как у = ../2Х = v'2 · ух, то, растянув исход­
ный график у = ух вдоль оси ординат в v'2 раз, 
получим тот же график у = ../2Х. 

6) Затем построим график у= J2(x + 3) сдвигом гра­
фика у= ../2Х влево на 3. 

у 

i 2 
' ' ' ' -----------. -------

: : 1 
: : 
' ' ' ' ' ' 

-3 -°.-2 -1 
2 

о х 
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2. у= J~x-1. 

у 

о 1 4 х 

Для построения графика функции у = J ~ х - 1: 

а) Построим график у= /fx, растянув исходный гра­
фик в два раза вдоль оси абсцисс. 

у 

у=д; 
2 -----------------------::.:--:;;;--.---...-

о 2 8 х 

6) Построим график у= J~(x -2) сдвигом графика 
у = /Гх вправо на 2. 

у 

y=~j(x-2) 
2 -------------------------------------------

о 2 4 10 х 
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3. у = J-2 - ~х. 

Для построения графика функции у= J-2- ~х: 

а) Построим график у= J"f!:, растянув график функ­
ции у= JX в два раза относительно оси абсцисс. 
у 

у=д; 
2 ------------------------..::-;,;;--.;;,;.--~.--

о 2 8 х 

6) Построим график функции у = Ff; симметрией 
относительно оси ординат. 

у 

y=~-ix 2 

-8 -2 о х 

в) Построим график функции 

у= J-2 -~х = J-~(x + 4) 
сдвигом графика у = Ff; влево на 4. 

y=~-i(x+4) 
у 

2 - ..... --"--;.:.-=-----------------------------------------
1 

-12 -6 -4 о х 
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Для построения графика функции у= Jз- ~lxl: 

а) Построим график функции у= Fx, симметрично 
отразив базовый график у = JX относительно оси 
ординат. 

у 

y=Fx 

-4 -2 -1 о х 

6) Построим график функции у= J6- х = J-(x - 6) 
сдвигом графика у= Fx вправо на 6. 

у 

..f6 у =-1-(х-6) 

2 -----
J2 -------t------ ' 

1 -------t-------I--
: : 

о 2 4 5 6 х 

в) Построим график функции у= J6 - lxl, используя 
правило построения графика у= f(lxl), т. е. симмет­

рию относительно оси ординат. 

у =-16-lxl 

--~-=:::::t::::~ :::::::!::::::_ ~--
: : 1 : : 
1 1 1 1 

-6-5-4 -2 о 2 4 5 6 х 
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г) Построим график у= J~(6 - lxl) сжатием в J2 раз 
вдоль оси ординат графика у = y'6- lxl, так как 

J~ (6- lxl) = ~y'6- lxl. 

у 

-6 -4 -2 о 2 4 6 х 

Для построения графика функции у = 2J1 l х + з j ис­
пользуем последовательность преобразований. 

а) Построим график у= jF: растяжением графика 
у = ../Х в три раза вдоль оси абсцисс. 

у 

2 --------------------------------
у=д; 

о з 12 х 

6) Построим у = Jlx + 3 = Jl(x + 9) сдвигом гра-
1 

фика у= 3х влево на 9. 

у 

2-~-~д;+з 

-9 -6 о з х 
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в) Построим у= Jl!x + зl, используя для ЭТОГО пре­
образование вида у= f (lx + ЬI) (см. с. 135). 

-21 

-21 

у 

-12 -9 -6 о 3 х 

г) Построим график у = 2JI lx + зl растяжением гра­

фика у= JI lx + зl в два раза вдоль оси ординат. 
у 

-12 -9 -6 3 х 

Примечание. Обратите внимание на то, что для построения 

итоговых графиков могут быть использованы раз.л.ичн:ые после­

довательности элементарных преобразований исходных графи­

ков. Важно, чтобы при этом они были возможны и корректны, 

т. е. чтобы мы точно представляли, благодаря какому извест­

ному нам преобразованию можно перейти от графика одного 

вида к графику другого вида. Не помешает и вычислительно 

проверить по точкам итоговый график. 
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Самосmояmелъная работа 1 

1 
Зная график у= J(x) = х' постройте графики: 

1 
l.y=x-1; 

1 
2. у= -х; 

1 
з. у= 1- -; 

х 

1 
4. у= х+2 -1; 

5. у= 1~-21; 
1 

б. у= lx+ЗI; 

1 
7· У= lxl-2; 

8. у= 1-1 -31· 1-х ' 

9• у= l1x~11-зl; 
lO. у = l 1xJ~З - 1 I · 
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Самостоятельная работа 2 

Зная график у= f(x), постройте графики: 

1. у = f (х - 3); 

2. у = f (lx - ЗI); 

3. у = 1 - f (lx - ЗI) , 

где 

1 
а) у= f(x) = "Xi 

6) у= f(x) = .,fi; 

в) у= f(x) = х3 . 

Самостоятельная работа 3 

Постройте графики: 

1 
l. у= {3-lxl)2 ; 

2. у= (2 - х)3 ; 

3. у= 1 (4-txl)2 - 11; 
4. У= 11(2 - х)зj -11; 
5. у = (lxl - 2)2 ; 

6. у= j1-(lxl-2)2 j. 

147 
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Самостоятельная работа 4 

Постройте графики функций: 

1. у = VХ::-Т; 

2. у= JХ+З; 

з. у= Jx+2-1; 

4. y=Fx; 

5. у = 1 - VХ::-Т; 

6. у= IJX-21; 
7. у= IVГ::X-зl; 

8. у= Jlxl-2; 
9. у= Jlx+ЗI; 

10. У= jJlxl - 1- 2j. 

Метод преобразований 
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Самостоятельная работа 5 

Дан график функции f (х): 
у 

х 

А -------.=_-2 С 

у= f(x) 

Постройте на одном чертеже (или в одной системе координат) 

графики функций: 

Вариант 1 Вариант 11 

1. у= f(x) и у= f(x)+1; 1. у= f(x) и у= f(x + 1); 

2. у= f(x) и у= f(x-1); 2. у= J(x) и у= f(x)-1; 

3. у= J(x) и у= 2/(х); 3. 1 
у= f(x) и У= 2f(x); 

4. у= f(x) и у= f (~х); 4. у= f(x) и у= f(2x); 

5. у= f(x) и У= f(lxl). 5. у= f(x) и У= lf(x)I. 
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Практикум 8 

1. По данному графику функции исследуйте ее и опишите 
ее свойства: 

а) D(J); 

6) E(J); 

в) корни (нули) 

функции; 

г) промежутки 

у 

А ---------- 5 

3 ----------
2 

с 

знакопостоянства; -3-2 о 

д) вид функции 

Е 

5 

в смысле четности; -3 ------------------- F 
е) периодичность; 

ж) промежутки монотонности; 

з) Ymax, Ymin; 

и) Унаиб' Унаиы• 

2. Постройте графики. 

а) у = f (х - 3); 

6) у= f(x) +2; 

в) у= f (х + 2); 

г) у= f(x) - 3. 

х 

Исследуйте и опишите свойства графика после преобра­

зования. 

д) y=f(x-1)-4. 
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Решение практикума 8 

1. По данному графику функции исследуем ее и опишем ее 
свойства: 

а) D(f) = [-3;5]. 

б) E(f) = [-3; 5]. 

у 

А ---------- 5 
' ' ' 

в) х = 2, х = 4 - корни.! 
' 

г) /(х) ~О на [-3;4]; !в-. - .... 
/(х) <О на (4;5). ! ! С 

д) Общего вида 

в смысле четности. 

' ' ' ' 
-3-2 о 

5 

е) Непериодическая. 

ж) у(х) j на [2; 3]; 
-3 ------------------- F 

у(х) l на [-3; -2] U [О; 2] U [3; 5]; 

у(х) = const на [-2;0]. 

з) Ушах= у(3) = 3; Ymin = у(2) =О. 

и) Унаиб = у(-3) = 5; Унаим = у(5) = -3. 

2. Построим графики. 

а) у= f (х - 3). 
у 

А 5 
1 

2 ---
в: с1~ 1: 

' ' ' ' ' ' 
о 1 3 

у= f(x-3) 

8 

-3 ------------------------------- F 1 

х 

х 
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6) у= f(x) + 2. 
у 

А2 ----------- 7 у= f(x)+2 

5 ----------- Ez 
4 
с 

о 

Метод преобразований 

-3-2 2 3 х 
-1 ------------------- F2 

в) у= f(x + 2). 
у 

А8 ' ------------------~ у= f(x+ 2) 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 
'В' : а: 
' ' ' ' ' ' 

-5 -4 -2 
3 

-3 ----------- F 
а 

х 
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г) y=f(x)-3. 
у 

А" ---------~ 
1 
1 
1 

: 2 

в" 

у= f(x)-3 

-6 ------------------- F 
4 

д) y=f(x-1)-4. 

у= f(x-1)-4 
1 3 4 6 

х 

-2 ! ! ! :Е х 
:-1 ---~-------~-- 5 
1 ' ' 

--· i В6-2 С6 i 
' ' 

-7 ----------------------- F 

1. D(!) = [-2; 6]. 
2. Е(!) = J-7; 1]. 

5 
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3. х = -13. 
4. /(х)~Она [-2;-11]; /(х)~Она [-11;6]. 
5. Общего вида в смысле четности. 
6. Непериодическая. 
7. у= f(x) j на [3; 4]; 
у= f(x) l на [-2; -1] U [1; 3] U [4; 6]. 

8. Ymax = у(4) = -1; Ymin = у(3) = -4. 
9. Уиаиб = у{-2) = 1; Уиаим = у(6) = -7. 
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Самостоятельная работа 6 

Вариант 1 
Дан график функции у= f(x): 

' ' ' 

у 

3 ---------------
2 __ ... "."" ... "" 

! -1 с 
А -------------------

Е 

-2 
у= f(x) 

Постройте графики: 

1. у= f (х - 2) + 3; 

2. y=f(x+l)-2; 

з. У= -f(x); 

4. y=f(-x); 

5. У=! (lxl); 

6. У= l/(x)I; 

7. y=l/(x+2)-ll; 

8*. У = 1/ (lxl - 2) - 21. 

х 

Метод преобразований 



Самостоятельная работа 6 

Вариант 11 
Дан график функции у= /(х): 

у= f(x) 

-8 -6 

в с 

Постройте графики: 

1. у= f(-x); 

2. у= l/(x)I; 
3. у= f (lxl); 
4. у= 2/(х); 

5. у= ~!(х); 
6. у= /(2х); 

7. у= f (~х); 

s. у= 1/ (lxl)I. 

155 

Е 
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Домашняя тренировочная работа 

Вариант 1 

1. Постройте график функции у= lv'x + 3- 21. 
2 2. Постройте график функции у = jXf + 1. 

у 

у= f(x) 

З. Дана функция 

о 1 2 х 

а) Постройте график у= f (~ + 1). 
6) Постройте график у= 12/ (lxl - 1) - 11 и исслед,уйте 

после преобразований получившийся график. 

в) Постройте график у= 12/ (lx - 11) - 11 и выясните, 
сколько корней имеет уравнение 12/ (lx -11) - 11 =а 
в зависимости от значения параметра а. 

Вариант 11 

1. Постройте график функции у= 1х~З+2,. 
2. Постройте график функции у = 2JiXТ - 1. 

у 

у= f(x) 

З. Дана функция 

о 1 2 х 

а) Постройте график у= /(2х - 2). 
6) Постройте график у= 12/ (lxl - 1) - 11 и выясните, 

сколько корней имеет уравнение 12/ (lxl - 1) - 11 =а 
в зависимости от значения параметра а. 

в) Постройте график у= 12/ (lx - 11) - 11 и исслед,уйте 
получившийся после преобразований график. 
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Решение домашней тренировочной работы 

Вариант 1 

1. Построим график функции у = 1 у' х + 3 - 21. 

у 

у =.Jx+3 

-3 -2 о 1 

у 

у= l.Jx+3-2I 
2 -----------
1 

х 

у 

у =.Jx+3-2 

-3-2 о 

-2 

2 2. Построим график функции у= jXj + 1. 

у 

' 1 ---~--
-2 -1 li 2: 

: : о 
1 --~--- -1 

' --- -2 

157 
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2 
у= j%j 

' ' ' ·-- ----- -- ------- -""1-- - ... __ _ 

: : о 
-2-1 

Метод преобразований 

х 

1 2 х 

3. а) Построим график у= f (~ + 1). 
Вначале построим график у = f ( х + 1) сдвигом ис­
ходного графика влево на 1: 

у у 

у= f(x) у= f(x+1) 

2 

о 1 2 х -1 о 1 х 

Затем построим график у = f ( ~ + 1) , растянув 
график у= f(x + 1) в два раза вдоль оси абсцисс. 

у 

y=f(ix+1) 

х 
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Можно использовать другую последовательность по­

строения графика у = f ( ~ + 1) . 

Если ера.зу построить график у = f ( ~) , растянув 
в два раза исходный график у = f (х), то можно 
воспользоваться -преобразованием сдвига влево на 2, 

чтобы получить из графика у = f ( ~) график 

у = f ( х~2 ), а это и есть график у = f ( ~ + 1) . 

у 

у= t(f) 
у 

у=' е:;2) 

о 2 4 х о х 

6) Построим график у= 12/ (lxl - 1) - 11. 

Составим последовательный план преобразований: 

1. у= J(x-1); 

2. у= f (lxl - 1); 
у 

у= f(x) 

3. у= 2/ (lxl - 1); 

4. у= 2/ (lxl - 1) - 1; 

5. У= 12/ (lxl - 1) - 11. о 1 2 х 

1. у= J(x-1). 

у 

у= f(x-1) 

о 1 2 3 х 
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2. у= f (lxl - 1). 

у 

у= /(lxl-1) 
2 

-3-2-10 1 2 3 х 

3. у= 2/ (lxl - 1). 
у 

у= 2/(lxl-1) 
4 ------- "" ... " ... "" 

-3-2-10 1 2 3 х 

4. у= 2/ (lxl - 1) - 1. 

у 

5. у= 12/ (lxl - 1) - 11. 

Метод преобразований 

х 
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Теперь исследуем получившуюся функцию 

по графику. 

1. D(!) = [-3;-1] U [1;3]. 

2. Е(!) = [О; 3]. 

3. П ро}'!ежутки монотонности: 

на [-3;-2~] - убывает; 

на [-2~;-2] - возрастает; 

на [-2; -1~] - убывает; 

на [-1~;-1] - возрастает; 

на [ 1; 1 ~] - убывает; 

на [1~;2] - возрастает; 

на [2; 2~] - убывает; 

на [2~; 3] - возрастает. 

4. Ymin =У (-2~) =О; 

Ymin =У (-1~) =О; 

Ymin = У ( 1 ~) = О; 

Yшin =У (2~) =О; 
Ушах= У (-2) = 3; 

Ушах = У (2) = 3. 

5. Унаиб = 3; Унаим = Q, 

6. Четная. 

7. Непериодическая. 

161 
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2. у= f (lxl - 1). 

у 

-з -2 -1 о 1 2 з х 

3. у= 2/ (lxl - 1). 
у 

у= 2f(lxl- l) 
4 ------- ...... """"" 

-з -2 -1 о 1 2 з х 

4. у= 2/ (lxl - 1) - 1. 
у 

5. у= 12/ (lxl - 1) - 11. 
у 

Метод преобразований 

х 
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Теперь исследуем получившуюся функцию 

по графику. 

1. D(f) = [-3; -1] U [1; 3]. 

2. E(f) = [О; 3]. 

3. Про}fежутки· монотонности: 

на [-3; -2~] - убывает; 

на [-2~;-2] - возрастает; 

на [-2;-1~] - убывает; 

на [-1~;-1] - возрастает; 

на [ 1; 1 ~] - убывает; 

на [1~;2] - возрастает; 

на [2;2~] - убывает; 

на [2~;3] - возрастает. 

4. Ymin =У (-2~) =О; 

Ymin = У ( -1 ~) = О; 

Ymin = У ( 1 ~) = О; 

Ymin =У ( 2~) =О; 
Утах = У (-2) = 3; 

Утах = у(2) = 3. 

5. Укаиб = 3; Укаим =О. 

6. Четная. 

7. Непериодическая. 
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в) Построим график у= 12/ (lx -11) - 11. 

Составим последовательный план преобразований: 
у 

1. У= f (lxl); 
2. у= f (lx - 11); 

у= /(х) 

3. у= 2/ (lx - 11); 
4. у= 2/ (lx -11) - 1; 
5. у= 12/ (lx - 11) - 11. о 1 2 х 

1. У = f (lxl) · 2. У= f (lx - 11). 

у у 

у= /(lxl) у= /(lx-11) 
2 2 

-2 -1 о 1 2 х -1 о 1 2 3 х 

3. у= 2/ (lx -11). 4. у= 2/ (lx - 11) - 1. 
у у 

у= 2/ (lx-11) у= 2/ (lx-11)-1 
3 

х 

-1 о 1 2 3 х -1 

5. у= 12/ (lx - 11) - 11. 

у 

У= 12/(lx-11)-11 

х 
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6. Теперь выясним по графику, сколько корней имеет 
уравнение 12/ (lx -11) - 11 =а в зависимости от зна­
чения параметра а: 

у=а: 

а=З 

а=1 

у 

У= 12/(lx-11)-11 а>З 

------ l<а<З 

о 2 

При а < О - корней нет. 

При а = О - четыре корня. 

2~ 3 
4 

При О< а< 1 - восемь корней. 

При а = 1 . - семь корней. 

При 1 < а < 3 - четыре корня. 

При а = 3 два корня. 

При а > 3 - корней нет. 

О<а<1 

а<О 

х 

Примечания. 1. В данной домашней тренировочной рабо­
те речь идет о том, сколько точек пересечения будет иметь 

прямая, параллельная оси абсцисс (вида у = а) с графиком 
кусочно-монотонной функции в зависимости от значения па­

раметра а. 

2. Более подробно вопрос о количестве корней в уравнении 
с параметром в зависимости от значения этого параметра см.: 

Шахмейстер А. Х. Построение и преобразования графиков. 

Параметры. Часть 1. СПб.; М., 2014. С. 128-171. 
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Вариант 11 

1. Построим график функции у = 1 х~З + 2j . 

у 

1 i\ у~~ 
о -------2---t-\___ 

4 х 

у 

1~ ~ :::::::::: 1:~21 
' ' ' ' 

1 ------ 1 ! : 
: :з : 

у 

i у= ж-з+2 

·с ~ ---------i---, 
• - - - - -- - - - -· - - - J .. - - '4- - -- - -- - -- - • 

' ' ' ' 
1 ------ 1 : : 

: :з : 
о 4 

2. Построим график функции у= 2JjXI -1. 

у 

у =vlxf 

-4 -1 о 1 4 х 

х 
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-4 -1 о 1 4 х 

-4 -1 1 
-1 

4 х 

З. а) Построим график у= f (2х - 2). 
у у 

у= /(х) у= /(2х) 

о 1 2 х х 

0,5 

у 

у= /(2(х-1)) 

о 1 2 
1,5 

165 

х 

Примечание. Если сначала построить график функ­

ции у= f(x - 2), то чтобы из него получить график 
у = f (2х- 2), необходимо уменьшить абсциссы точек 
в два раза ( т. е. сжать в два раза к оси Оу ) . 

А (2; 2) __. А1(1;2); у у= /(х- 2) 
В (3; О) __. В1 (1,5; О); 
С (4; 2) __. С1 (2;2). 

о 

в 

у 

у= /(2х-2) 

о 1 2 
1,5 

х 
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Но можно предложить и иную последовательность 

nреобразований: например, построить у= f(x - 1), 
азатем у=/(2(х-1)): 

у 

у= f(x-1) 

о 1 2 з х 

у 

у= f(2(x-1)) 

о 1 2 
1,5 

х 

При переходе от графика у = f(x - 1) к графику 
у= f (2(х -1)) происходит сжатие к оси х = 1 в два 
раза. 

Точка (2; О) переходит в точку (1,5; О), т. е. расстоя­

ние между точками (1; О) и (2; О) изначально равно 1 
и сокращается в два раза. 

Аналогично точка (3; 2) переходит в точку (2; 2), 
т. е. расстояние между точками (3; 2) и (1; 2) изна­
чально равно 2 и также сокращается в два раза. 

В данном случае оказалось возможным постро­

ить график необходимой функции тремя способами. 

В других случаях это может быть невозможно. 

б) Построим график у= 12/ (lxl -1) -11. 

Составим последовательный план преобразований: 

1. у= f(x-1); 

2. у= f (lxl - 1); 
у 

у= f(x) 

3. у= 2/ (lxl - 1); 

4. У= 2/ (lxl - 1) - 1; 

5. У= 12/ (lxl - 1) - 11. о 1 2 х 
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1. у = f (х - 1). 

у 

у= f(x-1) 

о 1 2 3 х 

2. у= f (lxl - 1). 

у 

у= f(lxl-1) 

-3-2 -1 1 2 х 

3. у= 2/ (lxl - 1). 
у 

у= 2f(lxl-1) 

-3 -2 -1 2 3 х 

4. у= 2/ (lxl - 1) - 1. 

у 

у= 2f(lxl-1)- l 

х 
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5. у= 12/ (lxl - 1) - 11. 
у 

У= l2f(lxl-1)- ll 

х 

6. Теперь выясним по графику, сколько корней име­
ет уравнение 12/ (lx/ - 1) - 1/ =а в зависимости 
от значения параметра а. 

При а < О - корней нет. 

При а= О - четыре корня. 

При О< а< 1 - восемь корней. 

При а = 1 - шесть корней. 

При 1<а~3 - четыре корня. 

При а> 3 - корней нет. 

в) Построим график 
у 

у = 12/ (/х - 1/) - 1/. 2 

у= f(x) 

о 1 2 х 

1. у= f (/х/). 2. у= f (/х - 1/). 

у у 

у= f(lxl) у= f(lx-11) 

1 2 х -1 о 1 2 3 х 
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3. у= 2/ (lx -11). 4. у= 2/ (lx - 11) - 1. 
у у 

у = 2f (lx-11) у = 2f (lx-11)-1 
4 

-1 о 1 2 з х 

у 

5. у= 12/ (lx - 11) - 11. у= l2f(lx-11)- ll 

Исследуем по графику. 

1. D(f) = [-1;3]. 

2. E(f) =[О; 3]. 
_! ! 1~ 2! 

4 4 4 4 

3. Промежутки монотонности: 

на [-1;-i] - убывает; 
на [-i; О] - возрастает; 
на [О; i] - убывает; 
на [ i; 1] - возрастает; 
на [ 1; 1 ~] - убывает; 
на [ 1 ~; 2] - возрастает; 
на [2;2i] - убывает; 
на [ 2i; 3] - возрастает. 

4. Ymin = У ( -i) = О; 
Ymin = У ( i) = О; 
Ymin = У ( 1 ~) = О; 

х 

х 
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Ymin =У (2~) =О; 
Ymax = У (О) = 1; 
Ymax = y(l) = 3; 
Ymax = у(2) = 1. 

5. Унаиб = 3; Унаим = О. 

Метод преобразований 

6. Общего вида в смысле четности. 

7. Непериодическая. 



Тренировочная работа 2 171 

Тренировочная работа 2 

Постройте графики функций и выясните, сколько корней име­

ет уравнение f(x) = а в зависимости от значения парамет­

ра а. 

Вариант 1 

1. у = log1 (2 - lxl); 
2 

2. у= 1з1х-2 1 - з1 ; 

3· y=l1x1~2-ll; 
4. y=llx-41-21; 
5. у = lx2 - 2lxl - 81. 

Вариант 11 

1. (~)-2-lxl j 

2. у = llogi lx + 21 - зl ; 

з. у= l 1xl~l + 11; 
4. У= llx + 41-11; 
5. у = lx2 - Зlxl - 41. 

Примечание. Ответ на вопрос о количестве корней попро­

буйте получить самостоятельно, сверившись затем с ответами 

на странице 182 (вариант I) и 184 (вариант П). 
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Решение тренировочной работы 2. Графики 

Вариант 1 

1. Построим график функции у= log1 (2 - lxl). 
2 

у 

Составим последовательность преобразований исходного 

базового графика у = log1 х: 
2 

у= log1(x + 2); у= log1(-x + 2); у= log1(2- Jxl) 
2 2 2 

или 

у= log1(-x) у= log1(-(x-2)) (у= log1(-x+2)); 
2 2 2 

у = log1 (2 - lxl). 
2 

y=log.!.x 

-2: 
' ' ' 

• 

у 

:2 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 

х 

х 

у 

у=а: 

у= log,(x+2) 

" 

х 

у= log.!.(2-lxl) 

' ' ' ' 

• 

:---а>-1 
' ' ' ' ' ' :2 х 

~~~-i-~~'--~.,__~ 

-1 
а<-1 

Самостоятельно используйте для построения вторую по­

следовательность преобразований исходного графика. 
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у 

2. Построим график функции у= l3lx-2I - 31. 
у=Зж 

Составим последовательность 

преобразований исходного 

графика у = 3х: 
у= 3lxl; у= 31х-21; 
у = 31х-21 _ 3; 
у= 131х-21 - 31. о 1 х 

у у 
у= 31ж-21 

-----~ ------- у = 3lжl 9 ---------------

-2-1 о 1 2 х о 1 2 з 4 х 

у 
у= 31ж-21_3 у 

6 --------------- У = 1з~ж-21_ з1 

6 ---------------

' ' 
у=а: ' ' ' а>2 :-

' ' ' ' 
' ' 

о х -i-O<a<2 
а=О ' ' 

о 1 2 з 4 а<ОХ 

Примечание. Для построения графика у = 3lx-21 мож­
но воспользоваться преобразованием вида у= f (lx - 21) 
(см. с. 135). 
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З. Построим график функции У = l lxl~2 - 11. 
Составим последовательность преобразований исходного 

1 
графика у = х: 

у 

1 ~-. у-~ 
-1 -~ 

,~ 1 ,-1 

у 

0,5 

о 

у=а: 

а=О,5 

у 

1 

0,5 

о 

у 

х 
х 

у 

о 
х х 

-1 
-0,5 

х 
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4. Построим график функции у= llx -41- 21. 
Исходный график у= lxl. 

у 

-1 о 1 

у 

y=lx-41 

1 

о 3 4 5 

у 

х 

y=lx-41-2 

х 

х 

у 

У= llx-41-21 
у=а 

а=2 

а>2 

----0<а<2 

а=О о 2 4 6 
а<О 

175 

х 
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5. Построим график функции у= /х2 - 2lxl - 8/ . 

Базовый график у= х2 - 2х - 8 = (х -1)2 - 9. 

у 

у=х2-2х-8 
у 

-4 -3-2-1 о 1 2 3 

у=а 

а=9 

а=8 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' -----·-' ' ' ' ' ' ' ' 
а=О ! 

х 

у 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' : : 
: : 
' ' 1 1 1 1 ---:---:--- -5--:---:---

1 1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 
1 1 1 1 

1 1 1 1 1 
-+- ..... -1----...&-~-

1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 
1 1 1 1 1 

' ' ' ' ' ' ' ' ' : 

-9 

а>9 

-- 8<а<9 

~--- О<а<8 
' ' ' ' ' ' : 
' ' 

-5-4 -3-2-1 о 1 2 3 4 5 
а<О 

Примечание. Заметим, что так как х2 = lxl2 , 

то !(х) = х2 - 2lxl - 8 = f (lxl). 

х 

х 
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Вариант 11 

( 1)-2-lxl 
1. Построим график функции у= 2 . 

Функцию можно представить в виде у = 21х1+2 . 

Базовый график - у = 2х. 

у=а 

а=4 4 

о 

у 

у=2% 

о 1 2 

-2-1 о 

у= 21zl+2 

------ а>4 

а<4 

х 

х 

х 

177 
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2. Построим график функции у= /log~ lx + 21 - з/ 
Базовый график у= log1 х. 

з 

у у 

у= log.!.lxl 
• 

х х 

у 

у у= log.!.lx+2l-3 
1 

-5 -3 -1 о 1 
х 

х 

у= llog.!.lx+2/-3I 
у 

• . 
' ' . 

у=а . . . . _____ 1,. ___ : 
а>О . ' . . . ' 

а=О . ' . . 
-5 -3 -1 о 1 х 

а<О 
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3. Построим график функции у = l ixl~ 1 + 11. 
Базовый график - у = ! . 

х 

у 

il:=x~l 
1 : 
о ---1---: 

179 

\·1 х 1 2 х 

,-1 
'у ' 

__Ji il:1 j __ ~ __ J__ У - lxl-1 

' ' ' 1 1 1 1 

-2-11 о -1!1 2 х 

' ' ' ' ' ' : : 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 

у у 

1 i ; 

у:;-,х,-1+1 i :L 
__ J_~ __ J __ 

: : 1 : : 

у'Э=l,х,~1 +11 !l_: 
у : _ : __ а>1 

f- 21_ -- ~--- ' 
' ' ' 1 1 1 1 

. ----------- ... " --... " --- -- ... " ......... " ...... ----... ----. • • , а== 1 : : ____ : _:_о"*'-....... __..: -----i• - - - - - ..... - "Т" -i_J_ О<а< 1 
-2-li 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 

1 2 х а = О -2-li О i 1 2 
' ' : : а<О 
' ' 

х 
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Ответы на тренировочную работу 2. 
Параметры 

Вариант 1 

Сколько корней имеет уравнение f ( х) = а в зависимости 

от значения параметра а? 

1. У уравнения log1 (2 - lxl) =а (см. график на с. 172): 
2 

при а Е (-оо;-1) - корней нет; 

при а = -1 - один корень; 

при а Е (-l;oo) - два корня. 

2. у уравнения 1з1х-2 1 - з1 =а (см. график на с. 173): 

при а Е (-оо; О) - корней нет; 

при а = О - два корня; 

при а Е (О; 2) - четыре корня; 

при а= 2 - три корня; 

при а Е {2; оо) - два корня. 

3. У уравнения l lxl~2 - 1j =а (см. график на с. 174): 

при а Е ( -оо; 0,5) - корней нет; 

при а = 0,5 - один корень; 

при а Е (0,5; 1) - два корня; 

при а Е [1; оо) - корней нет. 

4. У уравнения llx - 41- 21 =а (см. график на с. 175): 

при а Е (-оо; О) - корней нет; 

при а = О - два корня; 

при а Е (О; 2) - четыре корня; 

при а = 2 - три корня; 

при а Е {2; оо) - два корня. 
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5. У уравнения lx2 - 2/х/ - 81 =а (см. график на с. 176): 
при а Е (-оо; О) - корней нет; 

при а= О - два корня; 

при а Е (О; 8) - четыре корня; 

при а= 8 - пять корней; 

при а Е (8; 9) - шесть корней; 

при а= 9 - четыре корня; 

при а Е {9; оо) - два корня. 
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Вариант 11 

Сколько корней имеет уравнение f ( х) = а в зависимости 

от значения параметра а? 

( 1)-2-lxl 
1. У уравнения 2 =а (см. график на с. 177): 

при а Е (-оо; 4) - корней нет; 

при а = 4 - один корень; 

при а Е ( 4; оо) - два корня. 

2. у уравнения llogl lx + 21- зl =а (см. график на с. 178): 

при а Е (-оо; О) - корней нет; 

при а= О - два корня; 

при а Е (О; оо) - четыре корня. 

3. У уравнения l ixl~l + 11 =а (см. график на с. 179): 

при а Е (-оо; О) - корней нет; 

при а = О - один корень; 

при а Е (О; 1] - два корня; 

при а Е (1; оо) - четыре корня. 

4. У уравнения llx + 41-11 =а (см. график на с. 180): 
при а Е (-оо; О) - корней нет; 

при а = О - два корня; 

при а Е (О; 1) - четыре корня; 

при а= 1 - три корня; 

при а Е (1; оо) - два корня. 

5. У уравнения jx2 - Зlxl - 4j =а (см. график на с. 181): 
при а Е (-оо; О) - корней нет; 

при а = О - два корня; 

при а Е (О; 4) - четыре корня; 

при а = 4 - пять корней; 

при а Е ( 4; 6,25) - шесть корней; 

при а = 6,25 - четыре корня; 

при а Е (6,25;оо) - два корня. 



Графическое решение 
уравнений и систем 

Практикум 9 

Решите графически систему уравнений. 

1 {х+у=5. 
. ху = 4 ' 

{ у= х2 -3 
3. ylxl = 2 ; 

5 { lxl + IYI = 4 . 
· lxyl =3 ' 

{ у= 1- lxl 
7· (lxl-1)2+(y+1)2 = 1; 

2 { lx +yl = 2. 
· у= х2 -4' 

{ lx+y-11=2 
4. (х+1)2+(у-2)2 = 22; 

{ 
- З(х-1)2 l l 

6. у - 2lx-ll - 2Х + 2 ; 

у= х2 - ~ -2 
х 

8 { х2 + (IYI - 1)2 = 1 . 
• IYI = 2-х2 ' 

Определите графически количество корней уравнения: 

9. 2х = х2 . 
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Решение практикума 9 2 

Решим графически систему уравнений. 

1. { х +у= 5. 
ху=4 

Прежде всего, обратим внимание на то, что данная систе­

ма - система симметричных уравнений, т. е. уравнений, 

для которых замена х на у (и у на х) не меняет их 

вида3 . 

Как известно, графики таких уравнений симметричны 

относительно биссектрисы 1 и 111 координатных углов, 
т. е. графика у = х. Соответственно, и решения такой 

системы также симметричны, т. е. если (хо; Уо) - реше­
ние системы, то и (уо; хо) - решение. 

4 
ху = 4. График этого уравнения - гипербола у = х. 

х 
Координаты 

У точек 
1 4 А (1; 4) 

-4 -1 в ( -4; -1) 

-4 -1 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '' 1 ___ :,-: _________ ""~_,"--
,',': 1 

: ,О 
----------~~-- -1 ,,': 

4 

,' : 
' : 
' ' 

х+у=5 

х 

2 Здесь мы не будем обсуждать построение и преобразования графиков 
функции и уравнений, которые мы изучали ранее - в предыдущей главе. 

3 Более подробно см.: Шахмейстер А. Х. Решение систем уравнений. 
СПб.; М., 2014. С. 65-67 и Шахмейстер А. Х. Построение и преобразование 
графиков. Параметры. Часть 1. СПб.; М., 2014. С. 47-53. 
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Очевидно, что координаты точек А1 и В1, симметрич­

ных относительно прямой у = х данным точкам А 

и В,- А1(4;1) и Bi(-1;-4). 
Отметим, что это точки, координаты которых обращают 

уравнение ху = 4 в верное числовое равенство. 

Кроме того, для данного уравнения ху = 4, если 

(хо; Уо) Е Г(ху = 4), то и (-хо; -уо) Е Г(ху = 4). 
Из графиков уравнений наглядно следует, что только 

(1; 4) и ( 4; 1) принадлежат обоим графикам. Проверка 

подтверждает это, что важно, так как графическое реше­

ние систем уравнений может быть и приближенным. 

Ответ: {(1;4);(4;1)}. 

2 { lx + YI = 2 
· у= х2 -4 · 

Так как lx + YI = 2 означает, что 

[ х+у=2 [у=-х+2 
2 , т. е. 2 , то график этого урав-х +у= - у= -х-

нения есть пара параллельных прямых. 

Построим графики уравнений lx + YI = 2 и у = х2 - 4 на 
одном чертеже: 

у 

х 

у=-х-2 
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Из графических соображений похоже, что только точки 

А, В, С и D являются общими для графиков данных 
уравнений. Для проверки подставим координаты этих то­

чек в систему уравнений и убедимся в том, что они об­

ращают систему уравнений в систему верных числовых 

равенств. 

Ответ: {(-3; 5); (2; О); (1; -3); (-2; О)}. 

{ у= х2 -3 
З. ylxl = 2 · 

Из уравнения ylxl = 2 следует, что х f:. О, тогда исходное 
2 

уравнение можно привести к виду у = 1ХТ - уравнение, 

график которого симметричен относительно оси ординат. 

Построим графики уравнений у= х2 - 3 и ylxl = 2 на 
одном чертеже: 

у 

-3 

2 
y=jЖj 

х 

Из чертежа очевидно, что только точки А и В - общие 

точки графиков уравнений. При проверке убеждаемся, 

что координаты точек А (-2; 1) и В (2; 1) обращают си­
стему уравнений в систему верных числовых равенств. 

Ответ: {(; 2 - 1); (2; 1)}. 
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4 {lx+y-11=2 
· (х + 1)2 +(у - 2)2 = 22 · 

Так как уравнение lx +у - 11 
уравнения -

2 распадается на два 

[ х+у-1=2 
х + у-1 = -2' 

[ у=-х+з _ 
у= -х-1' 

то здесь мы имеем дело с парой уравнений параллельных 

прямых. 

(х+1)2 +(у-2)2 = 22 - уравнение окружности с центром 
в точке (-1; 2) и радиусом R = 2. 

у 

х 

у=-х-1 

Графически только точки А, В, С и D - общие для 

графиков двух уравнений. Проверка подстановкой под­

тверждает, что координаты этих точек удовлетворяют си­

стеме уравнений. 

Ответ: {(-1; 4); (1; 2); (-1; О); (-3; 2)}. 
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{ lxl + IYI = 4 
S. lxyl = 3 · 

а) Из первого уравнения сле.цует, что IYI = 4- lxl. Из­
вестно, что график у= 4- lxl есть график у= lxl, 
отраженный симметрично относительно оси абсцисс 

и поднятый на 4 единицы вверх. 

у 

4 

х 

б) 'Т" I I - { у, у~ О I I - { 4- lxl, у~ О 
.~ак как у - О ' то у - 1 1 4 О . 

-у, у< х - 'у< 

-4 

у 

4 

-4 

х 

в) Очевидно, что график уравнения lxyl = 3 симмет­
ричен относительно оси абсцисс и оси ординат. 

Так как график уравнения ху = 3 это гипербола, 
то общий график уравнения lxyl = 3 состоит из че­
тырех ветвей гиперболы. 
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г) Построим графики уравнений на одном чертеже. 

х 

Только точки Ai, А2, Аз, А4, As, А5, А1, Ав -
общие точки графиков уравнений системы. 

Проверка подтверждает, что координаты этих точек 

есть решения системы. 

Ответ: {(-1; 3); (1; 3); (3; 1); (3; -1); (1; -3); (-1; -3); 

(-3;-1); (-3; 1)}. 

{ 
З(х-1)2 1 1 

6. У= 2jx-ll - 2х + 2 . 
у=х2_ Ш _2 

х 

З (х-1)2 1 1 
а) У= 2 · lx-11 - 2х + 2 = 

{ 
з 1 1 

_ 2(х - 1) - 2х + 2• х > 1 
- з 1 1 ' 

-2(х - 1) - 2х + °2' х < 1 

{ х -1, х > 1 
т.е. . 

-2х + 2, х < 1 
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у 

у=-2х+2 

6) = х2 - Et - 2 = { х2 - 3, х > О . 
У х х2 -1, х <О 

-2 

у 

о 1 
' ' ' ' ' ' ' ' 

-1 i 
-2 -------

' ' 

х 
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в) Построим на одном чертеже графики обоих урав­

нений: 

у 

8 
А -----------------------

-3 -2 х 

Общие точки графиков уравнений системы - только 

А и В. 

При проверке убеждаемся в том, что координаты 

этих точек и есть решение системы уравнений. 

Ответ: { ( -3; 8); (2; 1)} . 
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{ у= 1- lxl 
7· (lxl - 1)2 +(у+ 1)2 = 1 · 

а) Второе уравнение похоже на уравнение окружно­

сти. Разница в том, что наличие мо.цуля х отразит 

окружность симметрично относительно оси ординат, 

и получится две окружности - с центрами в точках 

(1; -1) и (-1; -1) и радиусом R = 1. 

6) Построим графики уравнений на одном чертеже: 

у 

1 

х 

-2 
(lxl-1)2+(y+ 1)2 = 1 

в) Только точки А, В, С и D - общие для графиков 
двух уравнений. 

г) Координаты этих точек обращают данную систему 

уравнений в систему верных числовых равенств. 

Ответ: {(-1;0);(1;0);(2;-1);(-2;-1)}. 

8 { х2 + (IYI - 1)2 = 1 
· IYI = 2-х2 · 

а) Первое уравнение есть уравнение двух окружностей, 

симметричных относительно оси абсцисс с центрами 

в точках (О; 1) и (О; -1) и радиусом R = 1. 

6) 1 1 = { 2- х2, У~ О. 
у х2 - 2, у< О 
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в) Построим оба графика на одном чертеже: 

у 

2В 

у= 2-х2 

х 

-2 Е x2+(lyl- l)2 = 1 

195 

г) Только точки А, В, С, D, Е и F - общие точки 

графиков уравнений системы. 

При проверке убеждаемся в том, что только коорди­

наты этих точек есть решения данной системы урав­

нений. 

Ответ: {(-1; 1); (О; 2); (1; 1); (1; -1); (О; -2); (-1; -1)}. 

9. Оценим графически 

количество корней 

уравнения 2х = х2 • 

Построим графики 

функций у = 2х и у = х2 

на одном чертеже. 

На первый взгляд, 

уравнение имеет два корня. 

у 

4 ---------------

о 1 2 х 
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Однако более тщательный анализ скорости возрастания 

функций у = х2 и у = 2х на (2; оо) указывает на то, что 
на этом промежутке функция у = 2х растет быстрее, чем 
функция у= х2 , а значит, существует еще один корень. 

Действительно, 24 = 42: у 
ДЛЯ у = 2х 24 = 16; 

у =х2 
для у = х2 42 = 16, 

а значит, х = 4 - также 

решение уравнения. 

Следовательно, урав­

нение 2ж = х2 имеет три 

корня. 

у=2"' 

16 ---------------

2 4 х 

Примечание 1. Обратите внимание: в данном примере мы 

свели решение уравнения f(x) = g(x) к решению системы 

уравнений {у= f(x). 
У =g(x) 

Примечание 2. При графическом решении уравнений и си­
стем наиболее сложен вопрос о полноте решения: все ли корни 

уравнения или системы найдены? 

В дальнейшем при графическом решении уравнений и систем 

уравнений эти соображения необходимо иметь в виду. 
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Естественно, применение методов математического анализа 

делает процесс решения более точным и надежным. Но это 

не означает, что предложенные в данных тренировочных и са­

мостоятельных работах решения содержат ошибки. 

Чаще всего корни уравнений или систем очевидны, если на кон­

кретном промежутке ~рафики данных уравнений имеют раз­

ные виды монотонности, т. е. график одного уравнения воз­

растает, а график другого - убывает. Упрощают нахожде­

ние корней сравнение видов выпуклости, сравнение наиболь­

ших и наименьших значений функций, находящихся в обеих 

частях уравнения и т. д. 
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Тренировочная работа 9 

Решите графически уравнения и системы уравнений. 

1. (х - 1)2 = -lx - 11; 

2. у'Х = lx - 21; 

3 3-х2 - _о_. 
· - 2-х' 

4. Jg - х2 = х2 + 3; 

1 
5*. Х2+Т = lxl + 1; 

6*. vx2 +3x+6+Jx+1=2; 

7. Зх3 + 2х = 4 + (2 - х)2 ; 

{ У =х2 
В. у = Зlxl - 2 ; 

{ 
х2 + у2 = 5 

9. lxl . у= -2 ; 

{ х
2 + у2 = 17 

10. 1 1 4 ; Х· у= 

11 { IYI = -х2 + 2х + 3 . 
· х2 + у2 = 9 + 2х ' 

{ у· lxl = 4 
12" IYI = 5 - lxl · 
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Решение тренировочной работы 3 

Решите графически уравнения и системы уравнений. 

1. (х - 1)2 = -lx - 11. 

Положим f(x) = (х - 1)2 ; g(x) = -lx - 11. 
График функции У.= f(x) - У 

парабола, полученная сдвигом 

у= х2 вправо на 1. 

-1 

у= (х-1)2 

о 1 2 3 х 

График функции у= g(x) 
получается из графика 

у= lxl сдвигом вправо на 1 
и отражением симметрично 

относительно оси Ох. 

Построим оба графика 

в одной системе координат, 

т. е. на одном чертеже. 

Подстановка х = 1 в ис­
ходное уравнение 

обращает его в верное 

числовое равенство: 

(1 - 1)2 = -11 -11; о= о. 
Значит х = 1 - корень 

уравнения (х - 1)2 = -lx - 11. 
Ответ: х = 1. 

у 

х 

у 

у= (х-1)2 

х 

Примечание. Обратите внимание, что в примерах 1-7 
решение уравнений вида f ( х) = g( х) сводится к решению 

{ y-f(x) 
систем уравнений ( ) . y=gx 
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2 . ./Х = lx - 21. 
Положим f(x) = ./Х; g(x) = lx - 21. 
Построим графики функций у= f(x) и у= g(x). 

у 

2 -------------- ' 
' 

1 -- : 

о 1 

у 

' ' 
4 

о 1 2 3 4 

у=Гх 

х 

х 

Теперь построим оба графика в одной системе координат, 

т. е. на одном чертеже. 

у 

о 1 2 3 4 х 

Графики имеют только две общие точки с абсциссами 

х = 1 и х = 4, что подтверждается проверкой. 

Значит х = 1 и х = 4 - корни уравнения ./Х = lx - 21. 
Ответ: х = 1, х = 4. 
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3. 3 - х2 = 2~х. 

Положим f(x) = 3- х2 ; 
6 

g(x) = 2-х· 

Построим график 

функции f(x). 

у=3-х2 

Построим график функции g(x). 

у 

3 

Это гипербола, полученная сдвигом гиперболы у = 
на 2 вправо. 

у 

8 

201 

х 

.о 
х 

-4 2. J : х 
-1 -------t--- --- ---~------- -------

' ' -2 -------t--- --- --- 1 

' 
-3 -------f ··- " ...... 

' ' ' ' ' ' ' ' ' 
-6 ------+--

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 
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Теперь построим оба графика в одной системе координат, 

т. е. на одном чертеже. 

х 

Графики имеют только три общие точки с абсциссами 

х = -1, х = О и х = 3. Найденные значения х при 

подстановке в исходное уравнение обращают его в верное 

равенство. Таким образом, х = -1, х = О и х = 3 -
корни уравнения 3 - х2 = -2 6 . 

-х 

Ответ: х = -1, х =О, х = 3. 

4. y'g - х2 = х2 + 3. 

Положим f(x) = у'9 - х2; g(x) = х2 + 3. 

Очевидно, что из у = y'g - х2 следует, что при у ~ О 

2 - 2 { х2 + у2 = 32 
9 - х - у , т. е. у ~ 0 

При у< О решений нет (см. выше). 
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Следовательно, график 

функции f ( Х) - ЭТО 
полуокружность радиуса 3 
с центром в начале 

координат, расположенная 

в верхней полуплоскости. _3 

Теперь построим график 

функции у= g(x). 

у 

3 

о 

3 

о 

-2-1 

203 

3 х 

2 х 

Наконец, построим оба графика в одной системе коорди­

нат, т. е. на одном чертеже. 

-3-2-1 2 3 х 

Очевидно, что общая точка двух графиков имеет абсцис­
су х = О, следовательно, х = О - корень уравнения 

Jg - х2 = х2 + 3. Проверка это подтверждает. 

Ответ: х =О. 
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1 
5*. х2+1 = lxl + 1. 

1 
Положим !(х) = х2+ 1 ; g(x) = lxl + 1. 

Построим график функции у = f ( х). 
Для корректного построения графика у = х2~1 требу­
ется исследование функции у= f(x) с помощью произ­

водной или инверсии. Но мы используем для построения 

асимптоты: У 

(х - оо) =>(у - О); 
(х - -оо) =>(у - О); 
х =о=> у= 1. 

о х 

Подробнее см.: Шахмейстер А. Х. Построение графиков 

функции элементарными методами. СПб.; М., 2011. 

Построим график 

функции у= g(x). 

Построим оба графика 

в одной системе координат, 

т. е. на одном чертеже. 

у 

-1 о 1 

у 

-1 о 1 

y=lxl+l 

х 

y=lxl+l 

х 

Графики имеют только одну общую точку. Ее абсцисса 

х =О. Найденное значение подставим для проверки вис­

ходное уравнение, получим верное числовое равенство. 

Таким образом, х =О является корнем уравнения 
1 

х2+1 = lxl + 1. 

Ответ: х =О. 
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6* . ../х2 + 3х + 6 + ../X+I = 2. 

Положим f(x) = ../х2 + 3х + 6; 9(х) = 2 - ...;х+т. 
Построим график функции у= f(x). 

205 

Очевидно, что для такого построения можно использо­

вать производную, но мы используем иные соображения. 

Так как ../х2 + 3х + 6=J(x+1,5)2 + 3,75, 
то х = -1,5 - ось симметрии графика у= f(x). 
Здесь для построения графика у = f ( х) используется тот 
факт, что t(x) = х2 + 3х + 6 - квадратичная функция, 

а извлечение квадратного корня (f(x) = .Jt('X}) не из­
меняет характер монотонности графика, лишь сжимая 

его, т. е. (-1,5; 3, 75) ~ (-1,5; ../3,75) и т. п. 

При х = -3 у = ../6; 
х = -2 у= 2; 
х = -1,5 у = ../3,75 = 0,5../15; 
х = -1 у= 2; 
х =о у= ../6. 

у 

-5 -3-2 -1 о 2 х 

Теперь построим график функции у= 9(х). 

Очевидно, что для этого необходимо выполнить ряд гра­

фических преобразований: 

91(х) = ../Х - базовый график; 

92 ( х) = -../Х - получен из графика у = 91 ( х) симмет­
рией относительно оси Ох; 
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gз(х) = -Jx + 1 - получен из графика у= g2(x) сдви­
гом на единицу влево; 

g(x) = 2- Jx + 1 - получен из графика у= gз(х) сдви­
гом вверх на 2 относительно оси Ох. 

Получаем: у 

х 

y=2-..Jx+l 

Построим оба графика на одном чертеже, т. е. в одной 

системе координат. 

у 

х 

y=2-..Jx+l 

Графики имеют только одну общую точку, ее абсцисса 

х = -1. Подставим найденное значение х = -1 в исход­
ное уравнение, получим верное числовое равенство. 

Значит, х = -1 - корень уравнения 

Jx2 + Зх + 6 + v'X+1=2. 

Ответ: х = -1. 

Напоминание. При решении уравнений графическим 

способом всегда необходимо проверять их корни непо­

средственной подстановкой в уравнение. 
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7. Зх3 +2х=4+(2-х)2 • 

Положим !(х) = Зх3 ; 

g(x) = 4 + (2 - х)2 - 2х. 

После преобразований получим: g(x) = х2 - бх + 8. 

Построим графики функций у= f(x) и у= g(x). 

у 

у=Зх3 
у 

207 

у= х2-6х+В 

3 ---

х х 



208 Графическое решение уравнений и систем 

Построим оба графика в одной системе координат, 

т. е. на одном чертеже. 

у 

у=; Зх3 

у= х2-бх+8 

х 

--- -3 

Графики имеют только одну общую точку, ее абсцисса 

х = 1. Подставим найденное значение х = 1 в исходное 
уравнение, получим верное числовое равенство. 

Значит, х = 1 - корень уравнения Зх3+2х = 4+(2-х)2 • 

Ответ: х = 1. 

Примечание. Так как при х > 1 f(x) = Зх3 растет 
быстрее, чем g(x) = х2 - 6х + 8, то новых точек пересе­
чения графиков данных функций не будет. 
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{ у=х2 
S. у = Зlxl - 2 . 

у 

-------------~ 

-2 2 х 

-2 

Построив графики уравнений у = х2 и у = Зlxl - 2, 
графически найдем координаты всех общих точек: 

А (-2; 4); В (2; 4); С (-1; 1); D (1; 1). 

При подстановке координат всех найденных точек пересе­

чения графиков функций у = х2 и у = Зlxl - 2 получаем 
системы верных числовых равенств. 

Ответ: {(-2; 4); (-1; 1); (1; 1); (2; 4)}. 
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{ 
х2 +у2 = 5 

9 · lxl ·у= -2 · 

а) Очевидно, что х2 + у2 = 5 - уравнение окружно­
сти с центром в точке (О; О) и радиусом R = J5. 
Построим график этого уравнения: 

-../5 

у 

../5 
2 ' ' ' ' ' ' ' ' -------:------i -------:-------

' 1 
' 1 
1 1 

' ' ' ' :-2 :-1 о 1: 2: х 
1 1 1 1 
1 1 1 1 

1 : -1 : 1 

-------·------- -------·-------
' 1 
1 1 

' ' 
' 1 

: -2 : 

-../5 

6) Так как при х = О О · у = -2 - ложное равенство, 
то уравнение lxl ·у = -2 можно привести к виду 

2 
у= -jXf· 

_-1.. - {-~, х >о 
lxl - ~ х <О. 

х' 
2 

Построим график уравнения у = -jXf: 
у 

-2 -1 о 1 2 
: х 
' 1 
1 

: -1 1 1 

------·------- -------·-------: : 
: : 
1 1 

' -2 : 
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в) Построим графики уравнений системы в одной систе­

ме координат, т. е. на одном чертеже. Найдем графи­

чески координаты всех общих точек. 

у 

../5 
, х2+у2= 5 

2 : 
: 
' ' ' -------r-----·i ------·r-------

. ' : : '5 
' ' "" 

х 

Получили графически все общие точки двух уравне­

ний, координаты которых 

А(-2;-1); В(2;-1); C(l;-2); D(-1;-2). 
При подстановке координат всех общих точек в си­

стему уравнений получим систему верных числовых 

равенств. 

Ответ: {(-2; -1); (2; -1); (1; -2); (-1; -2)}. 
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10. 

Графическое решение уравнений и систем 

{ 
х2 + у2 = 17 
x· IYI =4 . 

а) Очевидно, что 

х2 +у2 =17 -
уравнение 

окружности 

с центром 

в точке {О; О) 
и радиусом R = JI7. 
Построим график 

этого уравнения: 

6) Построим график 
уравнения xlyl = 4. 

у 

:о 
1 1 

-----------·--- ---·-----------!-1 : 
1 1 

: : 
1 1 

~4 : 
1 1 

4 
Очевидно, что х =/. О и IYI = х (см. с. 188). 

х 

Так как IYI = { у, у ~ 00 , то х > О. Значит, это 
-у, у< 

4 
график правой ветви гиперболы у = х ( х > О). 

4 
Но IYI = х - график, симметричный относитель-
но оси абсцисс (правая полуплоскость), он имеет две 

ветви и фун'К'Ционал:ьн:ым, конечно, не является4 . 
у 

1 

о 
-1 

х 

4 Более подробно см.: Шахмейстер А. Х. Множества. Функции. После­
довательности. СПб.; М., 2014. С. 55-88. 
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в) Построим графики уравнений х2 +у2 = 17 и xlyl = 4 
на одном чертеже, т. е. в одной системе координат. 

Найдем графически общие точки графиков данных 

уравнений. 

у 

х 

Получили графически все общие точки графиков 

данных уравнений, координаты которых 

А (1; 4); В (4; 1); С (4; -1); D (1; -4). 

При проверке убедимся в том, что координаты этих 

точек при подстановке в систему данных уравнений 

обращают их в системы верных числовых равенств. 

Ответ: {(1; 4); (4; 1); (4; -1); (1; -4)}. 
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{ IYI = -х2 + 2х + 3 
11. х2 + у2 = 9 + 2х . 

а) Построим график уравнения IYI = -х2 + 2х + 3. 

/yl ~О, значит, -х2 +2х+3 ~О (у= -(х-1)2 +4). 
у 

-2 4 
1 2 з~ х . . ' . ' . ' . ' . ' . ' 

~ : . ' ,, 
" " " " • : 

6) IYI = -х2 + 2х + 3 ( -1 ~ х ~ 3 ). 

Так как 1 1 = { у, у ~ О 
у -у, у< о' 

то I I = {-х2 + 2х + 3, у ~ О . 
У х2 - 2х - 3, у < О 

у 

3 х 
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в) х2 + у2 = 9 + 2х можно представить в виде 
х2 - 2х + 1 + у2 = 9 + 1, т. е. (х - 1)2 + у2 = 10 
это уравнение окружности с центром в точке ( 1; О) 
и радиусом R = VIO. 

у 

г) Построим графики уравнений IYI = -х2 + 2х + 3 
и (х - 1)2 + у2 = 10 на одном чертеже, т. е. в одной 
системе координат, и графически найдем все общие 

точки. 

х 

А (О; 3); В (2; 3); С (2; -3); D (О; -3). 
При подстановке координат всех общих точек в си­

стему уравнений получаем системы верных числовых 

равенств. 

Ответ: {(О; 3); (2; 3); (2; -3); (О; -3)} . 
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{ У· lxl = 4 
12' IYI = 5 - lxl · 

а) Построим график у· lxl = 4. 

Так как при х = О у· О = 4 - ложное равенство, то 
4 

уравнение у · lxl = 4 можно привести к ВИдУ у = jXj. 

В силу симметричности относительно оси ординат 

получим: 

-4 -1 о 1 4 х 

6) IYI = { у, у ~ о . 
-у, у< о 

Построим график функции у= 5 - lxl. (Отметим, 
что здесь также имеет место симметрия относитель­

но оси ординат.) 

у 

5 
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в) 1 1 = { 5 - Jxl' у ~ О 
у lxl - 5, у < О ' 
т. е. -5 ~ х ~ 5. 

-5 

г) Построим графики 

уравнений у · lxl = 4 

и IYI = 5- lxl 
на одном чертеже. 

у 

5 

-1 о 1 

-5 
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5 
х 

5 х 

Получим графически все общие точки графиков двух 

уравнений: А(-1;4); В(1;4); С(4;1); D(-4;1). 
При подстановке координат всех общих точек в си­

стему уравнений получаем системы верных числовых 

равенств. 

Ответ: {(-1;4); (1;4); (4; 1); (-4; 1)}. 
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Самостоятельная работа 7 

Решите графически систему уравнений. 

Вариант 1 

{ у-х
2 = 3. 

1. ' х+у=5 

{ ху = -12. 
2. ' х-у=8 

{ х
2 + (у - 1 )2 = 25 

З. х2 +у=14 · 

Вариант 11 

{ х2 -у=5 
l. х2у = 36 ; 

{ х2 +у2 = 5. 
2. ' ху=-2 

{ (х + 1)у + 8 =О 
з. 1 + х + у2 = о . 

Вариант 111 

{ (х + 1)2 + у2 = 25. 
1. у2 - х = 6 ' 

{ ху=2 2 ' 2х2 + 7х - 2у = 5 ; 

{ х2-у2=0 З. (у - x2)(1xl ·у+ 1) =О· 
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Вариант IV 

{ у= 7-х2 

1. lxyl = 6 ' 

{ Y=llxl-21 
2· (lxl - 2)2 +(у - 2)2 = 4 ; 

{ (IYI + х - 2) (IYI + х) =о 
з. у2 + х = 2 . 

Вариант V 

{ lxyl = 3 . 
l. Зу2 - lOlxyl + Зх2 = О ' 

{ (lxl - 3)2 + у2 = 1 . 
2. у2 = 4 - lxl ' 

{ IYI = lx + 21 + 2 
З. IYI = 1х2 + 4xl . 

Вариант VI 

{ х
2 + у2 = 10 

l. lxl + IYI = 4 ' 

{ (у + lxl - 2) · (у+ lxl) = О • 
2. у+ х2 = 2 ' 

{ lxyl = 2 
з. (1 - lxl)2 + (IYI - 1)2 = 1 . 
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Графическое решение 
уравнений и систем 
с параметром 

В этой главе мы рассмотрим решение более сложных уравне­

ний и систем с параметрами. Для этого будем использовать 

весь набор методов построения и преобразования графиков, 

изученных ранее5 . 

Пра:кmикум 1 О 

Сколько решений имеет уравнение в зависимости от значения 

параметра а? 

lx+ЗI 
1. х2+Зх =а; 

х2+2х 
2. lx2+x-21 = а; 

х 

3. 1-lxl =а; 

2 lx2 -Зxl 
4. х +а= х-З ; 

5. 2l21xl-a2 l=x-a. 

5 За,цания, связанные с графиками линейных функций и их комбина­
циями, см.: Шахмейстер А. Х. Построение и преобразование графиков. 

Параметры. Часть 1. Линейные функции и уравнения. СПб.; М., 2014. 
Там же рассмотрены методы, связанные с различными видами симметрии. 
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Решение практикума 1 О 

Сколько решений имеет уравнение в зависимости от значения 

параметра а? 

lx+ЗI lx+ЗI { х # О 
1. х2+зх =а. Пусть у= х2+Зх' D(y) = х # _3 · 

{ х + 3, х + 3 ~о { ~' х > -3 
lx+31 = -(х + 3), х + 3 < О . Тогда у = _l х < -3 . 

х' 

Решение данного уравнения равносильно решению систе-

{ 
lx+ЗI 

мы уравнений У = х2+3х . 
у=а 

у 

у=а 

1х+з1 
У= .r'+Зх 

a=j i 
::=:~;:;::i~-~::-:-=--=-:-::_::-:_::-=_-::_:-::_::-:_=-=1Г--:-:-=-=--=-:-::-::-:_::-=_-::_:-:_::"_~-~-=:;;:::;:-;:=- О < а < j 

' о 
а=О -3: 

: 



222 Графическое решение уравнений и систем с параметром 

lx+ЗI 
Ответ: уравнение х2+зх =а в зависимости от значения 
параметра а имеет: 

1. При а Е (-оо; -l) - один корень. 

2. При а Е [-l; о] - корней нет. 

3. При а Е (О; l) - два корня. 

4. При а Е (l; оо) - один корень. 

х2+2х 
2. 1х2+х-21 = а. 

х2+2х 
Пусть у = 1х2+х-21 · 

D(y):x2 +x-2;f0; { x;f-2 
х # 1 . 

lx2 + х _ 21 = { х2 + х - 2, х2 + х - 2 ~ О . 
-(х2 + х - 2), х2 + х - 2 <О 

t(x) = (х + 2)(х - 1) 

~2 v+ 
~~ 

x-l' х < -2, х > 1 х(х+2) { 
х 

У= _2- -2 < х < 1 ' где У= l(x+2)(x-l)I" 
х-1' 

После преобразования получим: 

_ 2- _ х-1+1 _ 1 + _1_ 
У - х-1 - х-1 - х-1 

-х 1 
и У= х-1 = -l - х-1 · 

1 1 
Построим графики у = 1 + x- l и у = -1- x- l на своих 
промежутках. 
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у 

у=а: 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' -·---- -
' ' ' ' ' ' : 

а>1 

' ' _a_=_l _________ l...__....___,_: _________________ _ 

2 
а=3 

-2: 
' ' ----------+---- -
' ' ' 

: 
-:------ ~<a<l 

1: 
: 2 2 

- - - : - - - - - --3 < а < 3 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' : 

223 

х 

х2+2х 
Ответ: уравнение lx2+x-2I = а в зависимости от значения 
параметра а имеет: 

1. При а Е (-оо; -~] - корней нет. 

2. При а Е ( -~; ~] - один корень. 

3. При а Е (~; 1) - два корня. 

4. При а = 1 - один корень. 

5. При а Е (1; оо) - два корня. 
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х 

3. 1-lxl =а. 
х 

Пусть у= 1-lxl. { x:f 1 
D(y): х 1-1. 

у= хх ; { 1.: ' х;;;:: о 
х+1' х <О 

{
-1- ~1' х;;;:: о 

у= х1 
1- x+l' х <О 

Построим график, состоящий из двух частей, на одном 

чертеже. 

у 

: : , , 
! : ,',' 
: : ,' 

1 1 /,/ 
1 1 , 

-~--- ~----~L---
! 2 : ,,' 

у=а 

a>l 
------r------- : ,,' 

1 1 , 

: : ,,' 
! 1 ! ,',' _______________ ._ _ __.. _____________________ _ 

" 1 ,' 1 

,~-:--------- -1<а<1 
, : !1 2 

a=l : : 
----------~--~~~-

: : 2 

-2 х 

·-------------------1-.....------...----
а = -1 ",: -1 :, 

,' 1 
, 1 1 ," : : 

, 1 1 ,'' : _______ .., ______ _ 
,/ : -2 ! 

-------~~----1 --1-- а<-1 
,', : : 

, 1 1 
,' 1 1 

у== х ,',' ! ! 
,' 1 1 

, 1 1 
, : 1 

Ответ: уравнение 1 ~xl = а в зависимости от значения 
параметра а имеет: 

1. При а Е (-оо;-1) - два корня. 

2. При а Е [-1; 1] - один корень. 

3. При а Е (1; оо) - два корня. 
х 

Примечание. Можно доказать, что у = l-lxl 
нечетная функция, а значит, ее график центрально­

симметричен относительно начала координат, и это мож-
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но использовать, построив график только при х ~ О, а за­

тем отразить его относительно точки О (О; О) в левую по­

луплоскость. 

4 2 lx2-3xl 
. х +а= х-3 

\х2 -3х\ 
Пусть у= х-3 D(y): х =J 3. 

Решение исходного уравнения равносильно решению си-

стемы уравнений У - х-3 { 
_ lx2-3xl 

у=х2 +а 

Обозначим t(x) = х2 -3х. ~ У+ 
~~ 

'I1 \x2-3xl _ { х, х > 3, х ~О 
огда х-3 - -х, О < х < 3 · 

На одном чертеже построим график, состоящий из не­

скольких частей, на своих промежутках. 

у 

а) 

х 
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6) Положим g(x) = х2 +а. Построим графики у= g(x) 
lx2 -Зxl 

и у = 3 на одном чертеже, т. е. в одной системе 
х-

координат. 

у 

х 

-б<а<О 

-12<а<-6 
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lx2 Зхl Ответ: уравнение х2 + а = - 3 в зависимости от зна-
х-

чения параметра а имеет: 

1. При а Е (-оо; -12] - два корня. 

2. При а Е ( -12; -6) - три корня. 

3. При а Е [-6; О) - два корня. 

4. При а = О - один корень. 

5. При а Е (О; оо) - корней нет. 

5. 2l21xl-a2l=x-a. 

Построим график у= 2 l21xl - а2 1. 

а) у= 2lxl. 
у 

y=2lxl 

6) у= 2lxl - а2 . 
у 

у= 2lxl-a2 

-а2 

х 

х 
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в) у= j2lxl - a2 j. 
у 

у 

-а,-' 

::.:.:.:.~-~/ 
' 

' 

а> -2а2 

а• 
а=2 

а• 
а<-2 
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Отметим, что прямая l: у = х - а пересекает ось ор­

динат в точке с координатами (О; -а), а ось абсцисс 

в точке с координатами (а; О). 

Исследование по графику. 

1. Если а = О, то исходное уравнение принимает 

вид 4lxl = х, и х = О - единственный корень. 

а2 
2. Если -а< -2, то 2а - а2 >О, и это 

случай, при котором прямая l: у= х - а ниже 

прямой lз, 

т. е. а(2 - а)> О 

Значит, при а Е (О; 2) корней нет. 

а2 
3. Если -а = -2, то 2а - а2 = О. 

Случай, когда прямая l = l2 (прямые совпада­
ют) а = О, мы уже исследовали, значит, при 

а = 2 есть только один корень. 

а2 а2 { а(а + 2) >О 
4. Если 2 > -а> -2, то а(а _ 2) > 0 . 

{~2 ~~~ 
~~ ~" 

а 

а 

Это случай, при котором прямая у = х - а на­

ходится между прямыми l2 и lз. 

Значит, при а Е ( -оо; -2) U (2; оо) есть два 

корня. 
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а2 
5. Если -а= °'2' 

это случай, при котором прямые l2 = l, т. е. сов-

падают. 

Тогда а(а + 2) =О; [ а = о - не ПОДХОДИТ 
а= -2 ' 

т. е. при а = -2 есть три корня. 

2 а2 { а(2а + 1) > О 
6. Если 2а >-а> °'2' то а(а+ 2) < 0 . 

{~i ~-:. 
~2 ~ 
~-:. 

1 -2 -2 
~~-~~~~~~~·а 

Это случай, при котором прямая l: у = х - а 

находится между прямыми li и l2. 

Значит, при (-2; -~) есть четыре корня. 

7. Если -а= 2а2 , то а(2а + 1) =О. 

Это случай, при котором прямые l = li ( совпа­
дают). 

1 
Значит, при а= -2 есть три корня. 

8. Если -а > 2а2 , 

то а(2а + 1) < О. 

Это случай, при котором прямая l: у = х - а 

находится выше прямой lз. 

Значит, при а Е (-~;О) есть два корня. 
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Ответ: уравнение 2 l21xl - а2 1 = х - а в зависимости 
от значения параметра а имеет: 

1. При а Е (-оо; -2) - два корня. 

2. При а= -2 - три корня. 

3. При а Е (-2;-~} - четыре корня. 
1 4. При а= -2 - три корня. 

5. При а Е (-~;О) - два корня. 

6. При а = О - один корень. 

7. При а Е (О; 2) - корней нет. 

8. При а = 2 - один корень. 

9. При а Е (2; оо) - два корня. 

1 1 
Примечание. 1. При а= -2 l1: у= х + 2· 

График у= 212lxl - ~1 будет выглядеть так: 
у 

х 
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2. При а= -2 l2: у = х + 2. 

График у = 2 j2jxj - 41 будет выглядеть так: 
у 

х 

Очевидно, что при различных значениях а график по форме 

не изменяется, так как 6.АВС (с. 228) равнобедренный с осно­
ванием АС= а2 и высотой ОВ = 2а2 . Поэтому прямая l1 все­
гда выше прямой l2, которая выше прямой l3. Но при разн'ЫХ 

1 
зна-чениях а возможно l1: у= х + 2 ниже l2: у= х + 2. 
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Тренировочная работа 4 

Вариант 1 

1. Дан график функции 

у 

9 

-4 -3 -2-1 х 

С помощью графика определите: 

а) значения у, при которых х =О; 

6) значения х, при которых у= 5; 

в) значения х, при которых у~ О; 

г) значения х, при которых 5 <у~ 8; 
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д) аналитическую формулу и найдите значения а, 

ь и с. 

2. а) Постройте график уравнения у+ Зх = 2. 

6) Постройте график уравнения у= -х2 + 2х + 8. 

в) Решите графически систему уравнений 

{ у+3х=2 
у = -х2 + 2х + 8 · 
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3. Дана функция f(x) = -х2 + бх + 7. 

а) Постройте ее график. 

6) ИсследУйте график. 

1. у= f(x) i. 
2. у= f(x) l. 
3. Ymax =? при х =? 
4. у> о. 
5. у~ о. 
6. у= 12. 
7. 7 <у~ 12. 
8. Найдите абсциссы точек пересечения данной па­

раболы с прямой у= 2х - 5. 
1 1 

в) Вычислите !(2+J5) + !(2-JS). 

г) Сколько решений имеет уравнение а= -х2 + бlxl + 7 
в зависимости от значения параметра а? 

4. Определите, при каких значениях k уравнение 

kx2 - бх + k2 = О имеет два решения. 

Примечание. Примеры исследования графика функции см.: 

Шахмейстер А. Х. Построение и преобразование графиков. Па­

раметры. Часть 1. Линейные функции и уравнения. СПб.; М., 
2014. С. 94-99, а также практикум 1 данной книги (с. 31-50). 
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Вариант 11 

1. Дан график функции. 

у 

-4-3-2-1 
о х 

С помощью графика определите: 

а) значения у, при которых х = О; 

6) значения х, при которых у = -5; 

в) значения х, при которых у > О; 

г) значения х, при которых -8 <у~ -5; 

д) аналитическую формулу и найдите 

ь и с. 

значения 

2. а) Постройте график уравнения у - Зх = 2. 

6) Постройте график уравнения у = -х2 - 2х + 8. 

в) Решите графически систему уравнений 

{ у=3х+2 
у = -х2 - 2х + 8 · 
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а, 
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3. Дана функция f(x) = -х2 + 6х - 8. 

а) Постройте ее график. 

6) ИсследУйте график. 

1. у= f(x) i. 
2. у= f(x) l. 
3. Уmв:х =? при х =? 
4. у> о. 
5. у~ о. 
6. у= -3. 
7. -3 >у~ -8. 
8. Найдите абсциссы точек пересечения данной па­

раболы с прямой у = -х - 2. 
1 1 

в) Вычислите ! ( 4-v'З) + ! ( 4+v'З). 

г) Сколько решений имеет уравнение а = -х2 + 6lxl - 8 
в зависимости от значения параметра а? 

4. Определите, при каких значениях k уравнение 

kx2 - 5х + ~k =О имеет два решения. 
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Решение тренировочной работы 4 
Вариант 1 

1. Дан график функции: 
у 

9 

-4 -3 -2-1 х 

С помощью графика определим: 

а) Если х = О, то у = 5. 

6) Если у = 5, то [: : ~4 . 
в) Если у~ О, то х Е (-оо;-5] U [l;oo). 

г) Если 5 <у~ 8, то х Е (-4;-3] U [-1;0). 

д) Так как у = ах2 + Ьх + с, найдем а, Ь и с. 

/(О) = 5; f (-4) = 5; f (1) =О. Значит 

{ а·О+Ь·О+с=5 {с=5 
а · 16 - 4 · Ь + с = 5 ; 16а - 4Ь = О ; 
а + Ь + с = О а + Ь = -5 
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{ ~: ~ Ь П + III { ~: ~ 1 ; 
а+Ь=-5 Ь=4·(-1) 

{ с=5 а= -1, 
Ь= -4 

т. е. у = -х2 - 4х + 5. 
Разумеется, возможны и другие способы. 
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2. а) Постройте график 

уравнения у + Зх = 2. 

6) 

у+Зх=2 

х у 

о 2 
2 -4 

у=-х2+2х+8 

Координаты 
точек 

С (О; 2) 
С1 (2; -4) 

х 
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1. у= 8; -х2 + 2х =О; -х(х - 2) = О; 
Х1 =о, Х2 = 2; А(О;8); В(2;8). 

х1+х2 0+2 2. х0 = 2 ; хо = - 2- = 1; 
Уо = /(1) = -12 + 2 · 1+8 = 9; D (1; 9). 

3. у = О; -х2 + 2х + 8 = О; 

[ х = 4 . х2 - 2х - 8 = О·, 
Х=-2' 

К(4;0); М(-2;0). 

в) Решим графически систему уравнений: 

{ у+Зх=2 
у = -х2 + 2х + 8 · 
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Из графиков следует, что абсциссы точек пересечения 

графиков находятся или на промежутке (-2; О) или на 
промежутке ( 4; оо). Можно расширить координатное по­
ле, а можно перебирать значения двух данных функций 

до их совпадения. 

Контрольные точки 

для у = -х2 + 2х + 8: 

/(4) = -42 + 2 · 4 + 8 =О; 
/(5) = -52 + 2. 5 + 8 = -7; 
/(6) = -62 + 2. 6 + 8 = -16; 
/(-1) = -12 - 2·1+8 = 5. 

Контрольные точки 

для у= 2-Зх: 

Из сравнения табличных значений следует, что есть 

общие точки, т. е. точки пересечения двух графиков 

функций. 

Г (у= -х2 + 2х + 8) n Г (у= 2 - Зх) = {Р; Т}, 
Тогда Т(6;-16); Р(-1;5). 

Ответ: {(6;-16),(-1;5)} или 
[{ 

х = -1 
у=5 

х-6 {у =-16 
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3. Дана функция у = -х2 + 6х + 7. 

а) Построим ее график. 

1. Пусть у = 7, тогда -х2+6х = О; -х(х-6) = О; 

[~~=~; А(О;7), В(6;7). 
у 

у=2х-5 

у= 12 

к 

4 5 6 7 х 

-9 
у= -х2+бх+7 
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2 хо _ х1 +х2 _ 0+6 _ 3 . . - 2 -2-· 
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Уо = !{3) = -32 + 6 · 3 + 7 = 16, т. е. D (3; 16). 

3. Пусть у = О, тогда 

-х2 + 6х + 7 = О; х2 - 6х - 7 = О; 
хз,4 = 3 ± v'9 + 7 = 3 ± 4; 

[ хз = 7, К(7;0) 
Х4 = -1, М(-1;0). 

6) Исследуем график. 

1. у= f(x) j на (-оо; 3]. 

2. у= f(x) l на [3; оо). 

3. Ymax = 16 при х = 3. 

4. у> О на (-1;7). 

5. у~ О на (-оо;-1] U [7;оо). 

6. у = 12 при х = 1 и х = 5. 

7. 7 <у~ 12 на (О; 1] U [5; 6). 

8. Найдем абсциссы точек пересечения данной па­
раболы с прямой у = 2х - 5. 
Вначале построим график у = 2х - 5. 

х у 
Координаты 
точек 

о -5 Т(О;-5) 
3 1 Р(3; 1) 

Из графиков следует, что абсциссы точек пере­

сечения - х = -2 и х = 6. Проверка убеждает 
в этом. Следовательно, х = -2 или х = 6. 

1 1 
в) Вычислим !(2+v'5) + !(2-v'б). 

f (2 + v'5) = - (2 + \1'5) 2 + 6 (2 + v'5) + 7 = 

= -4 - 4\1'5 - 5 + 12 + 6\1'5 + 7 = 2\1'5 + 10; 

f (2 -v'5) = - (2 - v'5) 2 + 6 (2 - v'5) + 7 = 

= -4 + 4\1'5- 5 + 12 - 6\1'5+7=-2\1'5+10. 
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1 1 
Следовательно, !(2+v'5) + !(2-v'S) = 

1 1 -2v'5+10+2 5+10 
= 2v'5+10 + -2v'5+10 = 10+2v'5 10-2v'5 -

20 20 1 
= 100-20 = 80 = 4• 

г) Определим, сколько решений имеет уравнение 

у=а 

а=16 

а=7 

а = -х2 + бlxl + 7 в зависимости от значе­
ния параметра а, т. е. необходимо решить систему 

{ у = -х2 + бlxl + 7 . 
у=а 

Пусть rp(x) = -х2 + бlxl + 7, f(x) =а. 

D(rp) = (-оо;оо); 

rp(-x) = -(-х)2 + 61-xl + 7 = -х2 + бlxl + 7 = rp(x), 

значит rp(x) - четная, и ее график симметричен от­

носительно оси Оу. 

у 

7 

-----~----
' ' ' ' ' ' 

а> 16 

-- 7<а< 16 

----------- -- а<7 

i 
' -7 о 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 7 
-3 3 х 



Решение тренировочной работы 4 243 

В данном случае наиболее удобным является графи­

ческое решение. 

Очевидно, что количество точек пересечения графи­

ка уравнения у = <р(х) и прямой у = а и есть 
ответ на вопрос: сколько решений имеет уравнение 

-х2 + 6lxl + 7 =а в зависимости от значения пара­
метра а. 

Ответ: уравнение -x2 +6lxl+7 =а в зависимости от зна­
чения параметра а имеет: 

1. При а Е (16; оо) - корней нет. 

2. При а = 16 - два корня. 

3. При а Е (7; 16) - четыре корня. 

4. При а = 7 - три корня. 

5. При а Е ( -оо; 7) - два корня. 

4. Определите, при каких значениях k уравнение 
kx2 - 6х + k2 = О имеет два решения. 

Чтобы данное уравнение было квадратным, 

условие k f. О, а чтобы было два корня, 

необходимо 

необходимо 

D>O. 

{ k f. о 
Значит 32 _ k2 > 0 ; 

~ 
~ 

{ k f. о 
(3-k)(3+k)>O" 

Ответ: уравнение kx2 - 6х + k = О имеет два корня при 
k Е (-3; О) U (О; 3). 

Примечание. В данном случае исследовать и определить, при 

каких значениях k уравнение имеет два корня, проще было 
ана.л.ити-ч.ески. 
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Вариант 11 

1. Дан график функции. 
у 

-4-3-2-1 
о 

С помощью графика определим: 

а) если х = О, то у = -5; 

6) если у = -5, то [: : ~4 ; 
в) если у> О, то х Е (-оо;-5) U (1; оо); 

г) если -8 <у:::; -5, то х Е [-4; -3) U (-1; О]; 

д) так как у = ах2 + Ьх + с, найдем а, Ь и с. 
f (О) = -5; f (-4) = -5; f (1) =О, значит 

{ 
а · О + Ь • О + с = -5 
а · 16 + Ь · (-4) +с = -5 ; 
а+Ь+с=О 

{ ~6: =~ь = о ; { ~а==-: п + III 
а+Ь=5 а+Ь=5 

{ ~: ~5 
; { ~: ~5 

; у = х2 + 4х - 5. 
Ь=4·1 Ь=4 
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2. а) Построим график 

уравнения у - Зх = 2. 
х 

Координаты 
У точек 

о 2 С (О; 2) 
2 8 С1(2;8) 

6) Построим график уравнения у= -х2 - 2х + 8. 
у 

у= -х2-2х+8 

у=8 

х 

-7 

т ----------------------- ---------------
-16 
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1. Пусть у= 8, тогда -х2 - 2х =О; [х =О 
х=-2 · 

Получаем точки А (О; 8) и В (-2; 8). 

- 0+{-2) - . 2. Хо - 2 - -1, 

Уо = f(-1) = -(-1)2 - 2 · (-1) + 8 = 9, 

получаем точку D ( -1; 9). 

3. Пусть у= О, тогда -х2 -2х+8 =О; 

Получаем точки К(-4;0) и М(2;0). 

в) Решим графически систему уравнений: 

{ у=Зх+2 
у = -х2 - 2х + 8 · 

Контрольные точки для у = -х2 - 2х + 8: 

х -6 -3 о 1 2 
у -16 5 8 5 о 

Контрольные точки для у = Зх + 2: 

[ х = -4 
х=2 · 

Абсциссы контрольных точек выбираем так, чтобы, 

по возможности, значения двух данных функций совпа­

дали. Естественно, при этом ориентируемся на графики 

этих функций. 

Значит Г (у= -х2 - 2х + 8) n Г (у= Зх + 2) = {Р; Т}, 

где Р (1; 5), Т (-6; -16). 

Ответ: {(1;5),(-6;-16)} или 
[{ 

х = 1 
у=5 

Х=-6 {у= -16 
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З. Дана функция у = -х2 + 6х - 8. 

а) Построим ее график. 

1. Пусть у = -8, тогда -х2 + 6х = О; 

[ х =О. х = 6 , А (О; -8) и В (6; -8). 

0+6 . 
2. хо=т=З; 

Уо = -32 + 6 · 3- 8 = 1, 

т.е. получили точку D (3; 1). 

3. Пусть у = О, тогда -х2 + 6х - 8 = О; 

[ х =4. 
х = 2 , К(4;0) и М(2;0). 

у 

6 
' : 
' ' ' ' ' ' ' ' __ _.., --------------- ...... 
j у=-3 
' ' ' ' : 
' ' ' : 
' ' 

у=-8 

х 

у= -х2+6х-8 у= -х-2 

6) Исследуем график: 
1. у= f(x) j на (-оо;3]. 
2. у= f(x) ! на [3;оо). 
3. Yma:x = 1 при х = 3. 
4. у> О на (2;4). 
5. у~ О на (-оо;2) U (4;оо). 
6. у = -3 при х = 1 и х = 5. 

247 
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7. -3 >у~ -8 на [О; 1) U (5;6]. 
8. Найдем абсциссы точек пересечения данной па­

раболы с прямой у = -х - 2. 

Вначале построим 

график у = -х - 2. 
х у 

Координаты 
точек 

о -2 С1 (О;-2) 
4 -6 С2 (4; -6) 

Очевидно, что точки Р (1; -3) и В (6; -8) -
точки пересечения прямой и параболы. Провер­

ка это подтверждает. 

Значит, искомые абсциссы - х = 1 и х = 6. 
1 1 

в) Вычислим !( 4-vГз) + !( 4+vГз), 
где f(x) = -х2 + 6х - 8. 

f (4- vГз) = - (4- v'3) 2 + 6 (4 - v'з) - 8 = 
= -16 + 8v'з - 3 + 24 - 6v'з - 8 = 2v'з - 3. 

f (4 + vГз) = - (4 + vГз) 2 + 6 (4 + vГз) - 8 = 
= -16-8v'з-3+24+6v'з-8= -2v'з-3. 

1 1 
Тогда !( 4-vГз) + !( 4+vГз) = 

1 1 2vГз+з- 2vГз-з 
= 2vГз-з + -2vГз-з = 2vГз-з 2vГз+з -

6 6 
= 4·3-9 = 3 = 2· 

1 1 
Итак, !( 4-vГз) + !( 4+vГз) = 2. 

г) Сколько решений имеет уравнение а = -х2 + 6lxl - 8 
в зависимости от значения параметра а? 

Пусть <р(х) = -х2 + 6lxl - 8. 
Так как 

<р(-х) = -(-x)2 +61-xl-8 = -x2 +6lxl-8 = <р(х), 
то <р(х) - четная функция, график которой симмет­

ричен относительно оси Оу. 
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у=а 
у 

-8 

а>1 

5 6 

--:- -8<а<1 
' ' ' ' ' ' ' ' 

--а <-8 
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х 

Ответ: уравнение а= -х2 + бlxl - 8 в зависимости 
от значения параметра а имеет: 

1. При а Е (-оо; -8) - два корня. 

2. При а = -8 - три корня. 

3. При а Е ( -8; 1) - четыре корня. 

4. При а = 1 - два корня. 

5. При а Е (1; оо) - корней нет. 

4. Определите, при каких значениях k уравнение 

kx2 - 5х + ~k =О имеет два решения. 
1. При k i= О уравнение является квадратным. 
2. При D >О существуют два корня, 

т.е. {;~052_k2>0 ~ 

Ответ: при k Е (-5;0)U(0;5) уравнение kx2 -5x+~k =О 
имеет два корня. 
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Самостоятельная работа 8 

Сколько решений имеет уравнение в зависимости от значения 

параметра а? 

1 ~-а· · х2-2х - ' 
1 

2. lxl-1 =а; 

З. ,х1~~~21 =а; 
x2+2lxl 

4. 4-х2 =а; 

5 2 _ lx2-2xl . 
• а-х - х-2 ' 

lxl х+2 
6• х +а= lx2+2xl; 

7 а _ _ 1 __ lx-2l·lxl. 
• х-2 - х2-2х ' 

8 а - L - 1х2-41 
· lxl - х2-х-2 · 
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Практикум 11 

1. Сколько корней имеет уравнение \х3 - 1\ + 12 - х3 1 =а 
в зависимости от значения параметра а? 

2. Найдите все значения а, при каждом из которых урав­

нение х2 - а = lx2 + .2х - ЗI имеет более двух корней. 

3. Напишите уравнение графика, которого касаются любые 
окружности вида (х-а)2 +(у-2а)2 = 22 , где а - любое. 

4. Найдите все значения а, при каждом из которых множе­
ством решений неравенства J5 - х + lx + al ::::;; 3 является 
отрезок. 

5. Сколько корней имеет уравнение 

\2х2 - Зх - 21 =а - 2х2 - 8х в зависимости от значения 
параметра а? 

б. Сколько корней имеет уравнение 1~ - зl =ах - 2 в за­
висимости от значения параметра а? 

7. Выясните, сколько корней имеет уравнение 
lx2 + х + al + lxl = 10 в зависимости от параметра а. 
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Решение практикума 11 

1. Сколько корней имеет уравнение lx3 - 11+12 - х3 1 =а 
в зависимости от значения параметра а? 

lx3 -11 + l2-x31 =а равносильно lx3 -11 + lx3 - 21 =а. 

Положим z = х3 - 1, тогда уравнение принимает вид 
lzl + lz - 11 = а. 

Построим график у = lzl + lz -11-

а) z <О, тогда у= -z + 1- z = 1- 2z; у= 1- 2z; 

б) О ~ z < 1, тогда у = z + 1 - z = 1; у = 1; 

в) z ~ 1, тогда у= z + z -1=2z -1; у= 2z -1. 

. . 

у 

. . . . . . . 
у= 2z-1 

У= lzl+lz-11 

z 

a<l 

у= 1-2z 

{ У= lzl + lz + 11 Графически решая систему уравнений , 
у=а 

получим все виды возможных решений. 



Решение практикума 11 

1. При а = 1 О ~ z ~ 1; 

так как z = х3 - 1, то 

о ~ х3 - 1 ~ 1 или 1 ~ х3 ~ 2. 

253 

Значит при а = 1 х Е [ 1; ?12] - бесконечное мно­
жество решений. 

2. При а> 1 существует два корня: 

2z-1 =а; 2(х3 -1)-1 =а; х3 = 3!а; х = ~· 

1-2z =а; 1-2(х3 -1) =а; х3 = З2а; х = ~· 
Значит, при а > 1 действительно существуют два 

корня: х= ~их=~· 

3. При а < 1 решения нет. 

Ответ: 

1. При а= 1 существует бесконечное множество 

корней: х Е [ 1; ?12] . 

2. При а> 1 существуют два корня 

3. При а < 1 корней нет. 

[х=~ зrз::::а. 
х=vт 

2. Найдите все значения а, при каждом из которых урав­

нение х2 - а = lx2 + 2х - 3/ имеет более двух корней. 

Введем вспомогательную функцию 

g(x) = х2 - /х2 + 2х - з1. 

Построим ее график. 
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а) Пусть х2 + 2х - 3 ~О. 

~3 У+ 
~~ 

Тогда при х Е (-оо; -3] U [1; оо) 

g(x) = х2 - х2 - 2х + 3 = 3- 2х; 

g(l) = 1; g(-3) = 9. 

-3 

3\\ 

1 ---

о 

6) Пусть х2 + 2х - 3 < О. 

Тогда при х Е (-3; 1) 

х 

g(x) = х2 + х2 + 2х - 3 = 2х2 + 2х - 3. 

При g(x) = -3 х2 + 2х =О; [ х =О 
х= -1 · 
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0-1 1 ( ) Ха = - 2- = -2 Ха - абсцисса вершины ; 

g ( - ~) = 2 . ( - ~) 2 + 2 . ( - ~) - 3 = -3,5, 

т. е. Уа= -3,5 (Уа - ордината. вершины). 

Значит, ( -0,5; -3,5) - координаты вершины пара­

болы у = 2х2 + 2х - 3. 

g( -3) = 2 . ( -3)2 + 2 . ( -3) - 3 = 9; 

g(l) = 2. 12 + 2. 1- 3 = 1. 

у 

у= 2х2;+2х-3 . . 

-3 

у=-3 

---------- 9 
. 
: . • : . . . . . 

: . . 
: . . . . . . 

: . 
: . 
: . 
: 

х 

Очевидно, что исходное уравнение можно преобразо­

вать к виду х2 - lx2 + 2х - 31 = а, т. е. условие можно 
переформулировать та.к: при каких значениях а гра­

фик функции g(x) = х2 - lx2 + 2х - 31 пересекается 
прямой у = а более чем в двух точках? 
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у 

9 

а>1 

3 

а=1 

-3 х 

--3,5<a<l 

а=-3,5 
а <-3,5 

Из графика g(x) = х2 - Jx2 + 2x-3J сле,цует, что это 
возможно при -3,5 <а< 1. 

Ответ: при а Е {-3,5; 1) уравнение х2 - а= Jx2 + 2х - 3/ 
имеет более двух корней. 

3. Напишите уравнение графика, которого касаются любые 
окружности вида (х-а)2 +(у-2а)2 = 22, где а - любое. 

а) Вначале построим график х2 + у2 = 22 (а= О). 

б) Затем построим график 

(х - 2)2 +(у - 4)2 = 22 (а= 2 ). 

в) Так как О (а; 2а) - центр окружностей - пере­

мещается по прямой у = 2х, то график урав­

нения, которого касаются любые окружности вида 

(х - а) 2 +(у - 2а)2 = 22 , есть график прямой, па­
раллельной у = 2х, а значит, имеющей уравнение 

вида у = 2х + Ь. 
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у 

(х-2)2 + (у-4)2 = 22 

' ' ' / , . ... . " . 
' ' ' 

" 

."",. 
".,...,,,""" ' . ' . ' . ' . ' . ' . ' . ' . ' . '• /: 2 

/ . 
,/ . . ' . ' . ' 

1 ." 
-./5/ -2 -1 

." ··,/ ... -
,/ •. -·· ... ", 1 2 ,/'JS 

/~:··· . 
~ / 
'• ' /1 , 

,' : Jl"--... : ,' 
' 1 ' 2 • ' 

,'/ \, ,.···'// - _i/ ,/ ", ,1 
~ ' •' у= 2x+2v5 "· .·:· "" , . / ·-":.. . .. ··,,/ 

/ ···-·=;1" 
у= 2х-2./5 

' ' ' ' 
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х 

г) Следовательно, окружность х2 + у2 = 22 касается 
прямой у = 2х + Ь. Получаем систему: 

{ 
х2 + у2 = 22. 

х2 + (2х + Ь )2 = 4. 
у=2х+Ь' 

Найдем, при каких Ь D =О (корень единственный). 

х2 + 4х2 + 4Ьх + Ь2 - 4 = О; 

5х2 + 4Ьх + Ь2 - 4 = О; 
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D = 4Ь2 - 5(Ь2 - 4) = -Ь2 + 20 = О; [ ь = 2J5 
Ь= -2J5' 

т.е. l1: y=2x+2J5 и l2: y=2x-2J5. 

Ответ: окружности вида (х-а)2 +(у-2а)2 = 22 касаются 
прямых у= 2x+2J5 и у= 2x-2J5, т. е. все окружности 
вида (х - а)2 +(у - 2а)2 = 22 находятся внутри полосы, 
заданной прямыми 2х - 2J5 ~ у ~ 2х + 2J5. 

Примечание. Вопрос может быть задан по-другому: 

укажите все прямые, которые не имеют с окружностями 

вида (х - а)2 +(у - 2а)2 = 22 ни одной общей точки. 

4. Найдите все значения а, при каждом из которых множе­
ством решений неравенства J5 - х + /х +а/ ~ 3 является 
отрезок. 

Преобразуем исходное неравенство в равносильное: 

J5=X ~ 3- /x+al. 
Так как D (у= J5- х) = (-оо;5], то рассмотрим гра­
фик правой части (у = 3- /х + al ) , учитывая что при воз­
растании значения а данный график «скользит~ вдоль 

оси абсцисс влево. 

При х = 5 а = -8 или а = -2 ( /5 +а/ = 3 ). Сравним 
с графиком у = J5 - х. 

у 
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Отметим, что график у= 3 - lx + al это график у = lxl, 
отраженный симметрично относительно оси Ох в ниж­

нюю полуплоскость и поднятый на 3 единицы вверх. 
Он «скользит» вдоль оси абсцисс противоположно на­

правлению изменения а: вправо при уменьшении значе­

ния а и влево при его возрастании. 

При а = -2 решением является отрезок и точка (5; О), 
при а= -8 решением неравенства является только одна 
точка (5; О) (а точка не есть отрезок). Следовательно, 

значения а= -2 и а= -8 в ответ не включаются. 

Найдем такие а, при которых у = 3 - lx + al касается 
у= J5- х. 

Пусть у = -х+Ь - уравнение касательной к у = J5 - х. 
В этом случае уравнение -х + Ь = J5 - х имеет един­
ственное решение. 

(Ь-х)2 =5-х (х~Ь); х2 -2Ьх+Ь2 -5+х=О; 

х2 - (2Ь - 1 )х + Ь2 - 5 = О. 

Это уравнение при D = О имеет единственное решение. 

2 2 21 1 
D = (2Ь-1) -4Ь + 20 =О; Ь = 4 = 54. 

1 1 
Значит, 54 - х = 3- lx + al; lx + al = х- 24, 

1 
следовательно, а= -24. 

у 
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Чтобы окончательно разобраться с решением, построим 

графики у= 3- lx + al при а= -7 и а= -3, принад-

лежащих промежутку ( -8; -2~] . 
у 

у =-15-х 
3 у= 3-lx-71 (а=-7) 

-1 
о 2 х 

у 

у= 3-lx-31 (а= -3) 

х 

1 
Вывод: при -8 < а ~ -24 решением неравенства 

v'5 - х ~ 3 - lx + al является отрезок. 

Чертежи лишь иллюстрируют верность вывода. 

Теперь рассмотрим случаи, при которых графики 

у = 3 - lx + al располагаются левее точки (5; О). 

Вершина пика у= 3-lx+al - это точка с координатами 
вида (х; 3). Это возможно, только если 3 = 3 - lx + al, 
т. е. при х = а. 

Если при этом график у = v'5 - х проходит через вер­
шину пика, то 3 = J5 - х, т. е. х = -4, тогда -4 = -а, 
la=41. 
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у 

у= 3-lx-21 (а= -2) 

х 

Отметим, что при а = 4 решением является точка 

(-4; 3), что не подходит по условию, так же, как (5; О) 
при а= -2. 
Рассмотрим чертежи при а = -1 и а = 2, чтобы лучше 
иллюстрировать решение. 

у 

у =.J5-x у= 3-lx-ll (а= -1) 

1 2 х 

у 

y=.J5-x 3 У= 3-lx+21 (а= 2) 

5 х 

Вывод: неравенство v'5 - х ~ 3 - lx + al при -2 < а < 4 
имеет решение в виде отрезка. 

Ответ: при а Е ( -8; -2~] U(-2; 4) решением неравенства 
v'5 - х ~ 3 - lx + al является отрезок. 

1 
Примечание. При -24 <а~ -2 решение состоит из 
объединения отрезков или объединения отрезка с точкой. 
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5. Сколько корней имеет уравнение 

l2x2 - 3х - 21 =а - 2х2 - 8х в зависимости от значения 
параметра а? 

Положим f(x) = l2x2 - 3х - 21; <р(х) = -2х2 - 8х +а. 

Построим график у = f ( х). 

f(x) =О; [х = 2 1 . 
х=-2 

у 

у= l2x2-3x-21 

2 х 

3 
Отметим, что х = 4 - ось симметрии для графика 

у= l2x2 - 3х - 21, а х = -2 - ось симметрии графика 
у = а - 2х2 - 8х. 

(а - 2х2 - 8х = -2 ( х2 + 4х + 4) + 8 + а = 

Найдем точку касания 
= -2(х + 2)2 + 8 +а.) 

у = -2х2 - 8х + а и у = 2х2 - 3х - 2, 

т. е. условие единственного решения. 

2х2 - 3х - 2 = -2х2 - 8х + а; 4х2 + 5х - 2 - а = О; 
-5±у'57+16а 

Х1,2 = 8 
57 9 D = 25 + 32 + 16а = О; а = - 16 = -3 16 , 

значит, решение единственное при а = -3 196. 

Следовательно, у = -2х2 - 8х - 3196. 
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Найдем корни -2х2 - Вх - з 196 = О; [ 
-16+Ji42 

х= 8 
16+Ji42. 

х= - 8 
у 

3.! 
8 

; -2: 
• 4'"" ; :'' '\\ 

~о 

' ; ,' .... 
1 ,• ', . ' . . ' . . ' . 
; ! \ 
: : \ 
: : \ 
: : \ . ' . 

. 
: . . . . 

\ у~ -2ж'-8х+а\ 
а>-3..0.. а<-3..0.. 

16 16 

: . . . 
! 

у= l2x2-3x-21 

2 

Возможно и другое, более простое решение. 

Пусть f(x) = l2x2 - Зх - 21+2х2 + Вх. 

rr> f ( ) _ { 4х2 + 5х - 2, 2х2 - Зх - 2 ~ О 
.~огда х - 11х + 2, 2х2 - Зх - 2 < О · 

2х2 -Зх-2 =О; [ х = 2 
1 . 

х=-2 

1 

~2 

х 

х 
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а) 2х2 - 3х - 2 ~ О. f(x) = 4х2 + 5х - 2. Построим 
график у= f(x). 

у 

у=а: 

• -- ... "" - - - -- " - - -- "" - - - - - - - - - - - - - - - -- - - - - -- - " - - - - ...... - - " - - -- - - .J" - -- - • 
9 : 

а >-Зi'ii i 

а= -з..!!. 16 

-з.! 
2 

у=-2; 4х2 +5х=О; [х=О 5 ; 
х=-4 

1 

' ' ' ' ' : 
' ' ' 
2 

о-о 
хо -~­- 2 -

х 

Q. 
8' 

Уо = 4 · ( - ~) 2 
- 5 · ( - ~) - 2 = ~~ - 2: - 2 = -3 196. 

Получили точку D (-~; -3 196). 
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f (-~) = 4. (-~) 2 +5· (-~)-2 = 1-2,5-2 = -3,5. 

/(2) = 4. 22 + 5. 2 - 2 = 24; 

Получили точки А ( -~; -3,5) и В (2; 24). 

6) 2х2 - 3х - 2 <О; f(x) = llx + 2. 

При х =О получим точку С (О; 2); 

при х = 2 получим точку В (2; 24). 

Тогда очевидно, что из графических соображений 

следует ответ. 

Ответ: уравнение l2x2 - 3х - 21 =а - 2х2 - 8х в зависи­
мости от значения параметра а имеет: 

1. При а = -3 {6 - один корень. 

9 2. При а > -3 16 - два корня. 

3. При а < -3196 - корней нет. 

6. Сколько корней имеет уравнение 1~ - 31 =ах - 2 в за­
висимости от значения параметра а? 

Положим J(x) = 1~ - 31; 'Р(х) =ах - 2. Тогда данное 
уравнение равносильно уравнению J(x) = 'Р(х). 

а) Сначала построим график у= J(x) = 1~ - 31. 

5 
Для этого последовательно построим графики у = х, 

у=~ -3, у= 1~ - 31, где у= 3 - горизонтальная 
асимптота. 
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В результате получится такой график: 

у 

3 

о 

y=j~-зl 

5 
3 

х 

Учтем, что уравнение у= ах-2 при каждом значе­

нии параметра а есть уравнение прямой. 

Отметим, что все эти прямые образуют пучок пря­

мых, проходящих через точку (О;-2). 

6) Теперь построим в одной системе координат график 
у= f(x) и графики у = <р(х) в случае касания 

и в случае прохождения через точку (~;О) . 
у 

х 
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Пусть t(x) = Q. - 3, 
х :=/~~ 

1~ -31=3- ~· т. е. на [~; оо) 

1. Случай прохождения через точку (~;О) . 
-2 6 6 

l1: tga = т = 5, т. е. l1: у= 5х - 2. 
3 

2. Случай касания у = ах - 2 и кривой у = 3 - Q.. 
5 х 

ах - 2 = 3 - -; ах2 - 5х + 5 = О; 
х 5 

D = 25 - 20а = О; а = 4. 
5 

Значит, l2: у= 4х - 2. 

Теперь очевидно, что из графических соображений 

следует ответ. 

Ответ: уравнение 1~ -зj =ах - 2 в зависимости от зна­
чения параметра а имеет: 

5 6 1. При а > 4 или О < а < 5 - один корень; 

5 6 2. При а = 4 или а = 5 - два корня; 

3. При ~ < а < ~ - три корня; 
4. При а < О - корней нет. 

7. Выясните, сколько корней имеет уравнение 

lx2 + х + al + lxl = 10 в зависимости от параметра а. 
Положим f(x) = lx2+x+al и ip(x) = 10-lxl и попробуем 
графически решить уравнение f(x) = ip(x). 

у=х2 +х+а= (х+~) 2 +а-~, 
значит, х = - ~ - ось симметрии графиков у = х2 + х +а 
и у = lx2 + х + al. 

1 1 
Хв = -2 j Ув = а - 4' 

т. е. D (-~;а - ~) - вершина параболы. 
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а) Пусть а ~ О. 

1. Пусть а= 10. 

у=х2+х+10 
(а= 10) 

/{О)= 102 +О+ al = lal; <р{О) = 10 - IOI = 10, 

т.е. lal = 10; а= 10. 

f(x) = х2 + х + 10 = (х + 0,5)2 + 9,75. 

/{-0,5) = 9,75, <р{-0,5) = 9,5, 

т. е. <р{-0,5) < f (-0,5). 

Итак, при а= 10 существует единственный ко­
рень уравнения lx2 + х + al + lxl = 10. 

Можно в этом убедиться, и непосредственно ре­

шая уравнение х2 +х+10 = 10- lxl (х ~О). 

2. Пусть а > 10. Тогда корней нет. 

3. Пусть О ~ а < 10. 

Выясним, при каких значениях а график пара­

болы у = х2 + х + а касается оси абсцисс. 
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Так как х2 + х + а = ( х + ~) 2 + а - *, 
то если f (-~) =О, 

тогда f ( - ~) = * -~ + а = О; а = *. 
y=x2+x+t 

(a=t) 

х 

1 
Очевидно, что при а = 4 график параболы 
у = х2 + х + а касается оси абсцисс. 

1 
Значит, при 4 ~ а < 10 существуют два корня. 

При О ~ а < * также имеются только два корня: 
у 

y=lx2+xl 
(а= О) 

х 

Вывод: при О~ а< 10 существуют только два 
корня. 
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б) Пусть а< О. Рассмотрим случаи касания графиков. 

1. Рассмотрим график параболы у= -х2 - х - а 
и график прямой у = х + 10 ( lxl = -х при 
х <О). 

-х2 - х - а = х + 10; х2 + 2х +а+ 10 = О; 

D = 1 - а - 10 = О; а = -9. 

Это случай касания графика у = lx2 + х - 91 
левой ветвью графика у= 10- lxl. 

у 

10 
х 

у= -х2-х-а 

у 

y=lx2+x-91 
(а= -9) 

у= 10-lxl 

х 

Значит, при а = -9 существуют три корня, 
а при -9 <а< О - только два корня. 
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2. Рассмотрим случай касания графика параболы 
у = -х2 - х - а прямой у = 10 - х. 

-х2 - х - а = 10 - х; х2 = -а - 10. 

При а = -10 существует единственная точка ка­
сания (О; 10), т. е. х =О - корень уравнения. 

[ 
V4I-1 

х: _Ju+1 - абс-
х - 2 

у = -х2 - х + 10 = О; 

циссы точек перегиба графика у= jx2 + x- lOj. 

-10 

у 

у= -х2-х-а 

у = lx2+ х-101 
(а= -10) 

у= 10-lxl 

х 

х 

Значит, при а = -10 существуют четыре корня 
(см. график выше). 

Вывод: при -10 ~а< -9 уравнение 

lx2 + х + al + lxl = 10 имеет только четыре корня. 
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в) Рассмотрим случай, при котором точка перегиба гра­

фика у = lx2 + х + al совпадает с точкой пересечения 
графиком у= 10 - lxl оси абсцисс - А (-10; О). 

у 

у= lx2+x-90I 
(а= -90) 

Л-10) = lx2 +х +al =О, 

т. е. l 100 - 10 + al = О; 

а= -90. 

х 

Тогда при lx2 + х - 901 = О [ х = 9 
х = -10. 

Значит, при а= -90 существуют три корня. 

Таким образом, при -90 <а< -9 существуют че­
тыре корня. 
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г) Рассмотрим случай, при котором точка перегиба гра­

фика у = jx2 + х + al совпадает с точкой пересечения 
графиком у = 10 - lxl 
оси абсцисс - В (10; О). 

/(10) = j102 +10 + aj =О; 

у 

110 

_.! о 
2 

у= lx2+x-110I 
(а= -110) 

х 

а = -110 - существует один корень, так как если 

2 [х=-11 lx + х - 1101 = О, то х = 10 . 

у 

Значит, при -110 < а < -90 110 
существуют только 

два корня. 

х 
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е) Рассмотрим случай, при котором абсциссы точек пе­

региба у = lx2 + х + al находятся вне отрезка 
[-10; 10]. Очевидно, при таком условии точек пере­

сечения графиков у = lx2 + х + al и у = 10 - /х/ 
нет. 

Значит, при а < -110 корней нет. 

Ответ: уравнение lx2 + х +а/+ /х/ = 10 в зависимости 
от значения параметра а имеет: 

1. При а> 10 - корней нет. 

2. При а = 10 - один корень. 

3. При -9 < а < 10 - два корня. 

4. При а = -9 - три корня. 

5. При -90 < а < -9 - четыре корня. 

6. При а = -90 - три корня. 

7. При -110 < а < -90 - два корня. 

8. При а= -110 - один корень. 

9. При а< -110 - корней нет. 

Примечание. Разумеется, в чистом виде такие задачи 

на экзаменах не предлагаются. Но отдельные вопросы 

по данному уравнению вполне возможны. Например: 

1. При каких значениях параметра а уравнение 

/х2 + х +а/+ lx/ = 10 имеет единственный корень? 

2. При каких значениях параметра а уравнение 

/х2 + х + al + /х/ = 10 имеет два корня? 

3. При каких значениях параметра а уравнение 

/х2 + х +а/ + /xl = 10 имеет три корня? 

4. При каких значениях параметра а уравнение 

/х2 + х +а/ + /х/ = 10 имеет четыре корня? 
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Домашняя творческая работа-исследование 

Сколько корней имеет уравнение lx + а2 1 = la + х2 1 в зависи­
мости от значения параметра а? 

Самостояте.лън.ая работа 9 

1. Найдите все значения а, при каждом из которых график 
функции f(x) = х2 - 3х + 2- lx2 - 5х + 41- а пересекает 
ось абсцисс менее чем в трех различных точках. 

2. Определите графически, сколько корней имеет уравнение 
в зависимости от значения параметра а: 

(5 - lxl)(x + 1) =а. 

3. При каких значениях параметра а уравнение 

lx2 - х + al + lxl = 9 имеет: 
а) нечетное число корней; 

6) четное число корней? 

4. Сколько корней имеет уравнение alx-Зl(x + 2) = 5 в за­
висимости от неотрицательного значения параметра а? 

5. Сколько корней имеет уравнение в зависимости от значе­

ния параметра а: 1 x~l - зl =ах - (а+ 2)? 

6. При каких значениях параметра а уравнение 

lx + а2 1 = lx2 - al имеет ровно три корня? 
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Практикум 12 

1. Сколько решений имеет система уравнений 

{ у = -х2 + 2х + а 
(х - 1)2 +(у+ 3)2 = 22 

в зависимости от параметра а? 

2. Сколько решений существует у системы уравнений 

{ х2 + у2 = а2 
2lxl + IYI = 4 в зависимости от положительного значе-

ния параметра а? 

3. При каких значениях параметра а система уравнений 

{ х
2 - 6х + у2 - 6у + 17 = О 

х2 - 2а(х +у)+ у2 + а2 =О 
имеет единственное решение? 

4. При каких значениях параметра а система уравнений 

{ 1- lx -11=5jyj ? 
25 2 4 2 2 1 имеет четыре решения. у+ а= х-х -

Примечание. Отметим, что большое количество примеров 

на графическое решение уравнений с параметром есть в кни­

ге Шахмейстер А. Х. Задачи с параметрами на экзаменах. 

СПб.; М., 2011, 2015. С. 19, 20, 116, 135, 165, 168, 189, 191, 
192, 193, 194, 196, 197,201, 202, 213, 215, 216, 223, 224, 228, 229, 
231, 232, 233, 235, 238, 245. 
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Решение практикума 12 

1. Сколько решений имеет система уравнений 

{ у = -х2 + 2х + а У 
(х - 1)2 +(у+ 3)2 = 22 (х-1)2+(у+3)2 = 22 

в зависимости от параметра а? 

Построим график уравнения 

(х - 1)2 +(у+ 3)2 = 22 -

это окружность с центром 

в точке (1; -3) и радиусом 2. 

х 

а) Так как у = -х2 + 2х +а - парабола, ветви которой 
направлены вниз, и ее уравнение представимо в виде 

у= -(х-1)2+а+1, то при a+l = -5 (а= -6) суще­
ствует единственная точка пересечения окружности 

и параболы. Эта точка имеет координаты (1; -5), 
и это единственное решение. 

у 

(х-1)2+(у+3)2 = 22 

х 

у= -х 2+2х-6 

(у= -х 2+2х+а при а= -6) 
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6) При а+ 1 = -1 
(а = -2 ) существуют 
3 корня, т. е. есть 
три решения. 

в) При -6 < а < -2 
существуют 2 корня 
(парабола показана 

пунктиром), 

т. е. есть два 

решения. 

у 

(х-1)2+ (у+3)2 = 22 

о 1 

\ .у= -х2+ 2х+а 
\ (а= -2) 
' ' ' ' ' 
у=-х2+2х+а 

(-6 <а <-2) 

х 

г) Найдем случай касания параболы окружности в двух 
точках. 

{ у= -(х - 1)2 +а+ 1 
(х - 1)2 + (у+ 3)2 = 4 ; 

а+ 1 - у+ (у + 3)2 = 4; 

у2 + 5у + а + 6 = О; 

D = 25 - 4а - 24 = О; 
1 

а= 4· 

1 
Значит, при а = 4 
существуют 2 точки 
касания, т. е. два решения. 

У ,.--., у= -х 2+2х+а 

; \\ (a>i) 

' ' ' ' 

' ' ' ' 
\у= -х 2+2х+а 
. 1 

(-2 <а <-4) 

(х-1)2+(у+3)2 = 22 

1 
При а > 4, очевидно, точек пересечения параболы 
с окружностью нет (этот случай обозначен верхним 

пунктиром). 
1 

д) При -2 < а < 4 существуют 4 точки пересечения 
(нижняя пунктирная парабола), т. е. есть четыре ре­

шения. 
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{ у = -х2 + 2х +а 
Ответ: система уравнений (х _ l)2 +(у+ 3)2 = 22 

в зависимости от параметра а имеет: 

1 
1. При а> 4 - решений нет. 

1 
2. При а = 4 - три решения. 

1 3. При -2 <а< 4 - четыре решения. 

4. При а= -2 - три решения. 

5. При -6 <а< -2 - два решения. 

6. При а = -6 - одно решение. 

7. При а< -6 - решений нет. 

279 

Примечание. Очевидно, что не любой график уравне­

ния является графиком функции (например, уравнение 

окружности, уравнение параболы у2 = х и т.д.). Более 
подробно см.: Шахмейстер А. Х. Множества. Функции. 

Последовательности. СПб.; М., 2014. С. 85-92. 

2. Сколько решений существует у системы уравнений 

{ 
х2 + у2 = а2 
2lxl + IYI = 4 в зависимости от положительного значе-

ния параметра а? 

Построим график уравнения 

2lxl + IYI = 4. 

{ х~О I случай у~ О 

2х+у=4 1 А (0;4); 
в (2;0) 

{ 
х ~о [!ffiy 

П случай у~ О О -4 С (О; -4) . 
-2х-у=4 -2 О D(-2;0) 
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III случай у~ О О -4 С (О; -4); { х~О ~у 
2х - у = 4 2 О В (2; О) 

{ х~О IV случай у ~ О 

-2х+у = 4 
А (0;4) . 
D(-2;0) 
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Собирая, получим график 

уравнения 2lxl + IYI = 4: 

Рассмотрим график 

уравнения х2 + у2 = а2 • 
Так как по условию а> О, 

то это окружность 

с центром в начале 

координат и радиусом а. 

а) При а= 4 существуют 

2 решения, так как 
имеются две общие 

точки: 

D 
-2 

-а 

-4 

Значит при а > 4 решений нет, 
так как нет общих точек. 

у 

4А 

-4 с 

у 

281 

х 

~а_.._ х2+ у2 = а2 

о а 

х 

-а 

х 

-4 
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б) При 2 <а< 4 существуют 
4 решения, так как 

имеются четыре общие 

точки. 

в) При а= 2 существуют 
6 решений, так как 

имеются шесть общих 

точек. 

у 

4 

-4 

у 

4 

-4 

г) Рассмотрим случай касания окружностью 

сторон ромба. 

1 А 
SлвсD = 2 ·АС· BD; 

1 
SлвсD = 2 · 8 · 4 = 16. 

2rв = DK, но Sлвсv = DK · АВ. 

2 - SлвсD. - __!О_ - i п-----,,--"в 
r в - АВ ' r в - 2АВ - АВ · 

АВ = JOA2 + ОВ2; 
АВ = J42 + 22 = 2у'5. 

8 4 4 ~ 
Значит rв = 2у15 = J5 = 5v5. с 

х 
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Таким образом, при 

а= rв = ~Jб" 
существуют 4 решения, 

так как имеются четыре 

общие точки. 

д) При ~ J5" < а < 2 
существуют 8 решений, так как 

имеются восемь общих точек. 

Например, пусть а = 1,9, тогда 
156 < 1,92 < 22, и система 
{ х2 + у2 = 1,92 

2lxl + IYI = 4 
имеет восемь решений. 

-2 

Убедитесь в этом, самостоятельно 

аналитически решив систему 

уравнений. 

е) При а < ~ J5" решений нет, 
так как общих точек нет. 

Ответ: система уравнений 

{ х2 + у2 = а2 
2lxl + IYI = 4 в зависимости 

от положительного значения 

параметра а имеет: 

1. При а> 4 решений нет. 

2. При а= 4 два решения. 

у 

4 

-4 

у 

4 

-4 

у 

4 

-4 
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х 

2 
х 

х 
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3. При 2 < а < 4 - четыре решения. 

4. При а= 2 - шесть решений. 

5. При tv'5 <а< 2 - восемь решений. 
6. При а= gv'5 - четыре решения. 

7. При а< tv'5 - решений нет. 
Примечание. График уравнения 2lxl + IYI = 4 можно 
построить проще, используя преобразование графиков. 

а) Сначала построим 

график у= 4- 2lxl. 
у 

4 

х 

б) Так как IYI сохраняет график в верхней полуплос­
кости и симметрично относительно оси абсцисс от­

ражает его в нижнюю полуплоскость, то график 

IYI = 4 - 2lxl будет выглядеть так: 

Очевидно, что график 

уравнения IYI = 4 - 2lxl 
не может быть функ­

циональным. 

-2 

у 

4 

х 

-4 
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3. При каких положительных значениях параметра а систе-

{ х
2 - бх + у2 - 6у + 17 = О 

ма уравнений 2 2 ( ) 2 2 0 имеет един-х - а х+у +у +а = 
ственное решение? 

а) Так как известно, что графиком уравнения вто­

рой степени с двумя переменными в содержатель­

ном (не вырожденном) смысле является либо пара­

бола, либо гипербола, либо эллипс (в частном случае, 

окружность), то попытаемся алгебраически преобра­

зовать уравнения системы, чтобы понять, с какими 

кривыми мы имеем дело. (В вырожденном случае 
это пучок прямых, например, х2 = у2 • ) 

1. х2 - бх + у2 - бу + 17 можно представить в виде 

х2 - бх + 9 - 9 + у2 - бу + 9 - 9 + 17 = О, 

т. е. (х - 3)2 + (у - 3)2 = 1. 

Очевидно, в этом случае мы имеем дело с окруж­

ностью с центром в точке О (3; 3) радиуса 1. 

2. х2 - 2а(х +у)+ у2 + а2 =О; 
х2 - 2ах - 2ау + у2 + а2 = О; 

х2 - 2ах + а2 + у2 - 2ау + а2 = а2 ; 
(х - а)2 +(у - а)2 = а2. 

Очевидно, что это тоже окружность - с центром 

в точке 0 1 (а; а) и радиуса а. 

3. Таким образом, исходная система приняла вид: 

{ (х - 3)2 + (у - 3)2 = 1 
(х - а)2 + (у - а)2 = а2 · 

Значит, мы имеем дело с двумя окружностями. 

Тогда единственное решение возможно только 

в случае касания этих окружностей. 
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б) Построим графики уравнений (х - 3)2 + (у - 3)2 = 1 
и (х-а)2 +(у-а)2 =а2 • 

Отметим, что окружность (х-а)2 +(у-а)2 = а2 при 
всех а касается оси ординат и оси абсцисс, т. е. центр 

принадлежит прямой у = х. 

Для (х - 3)2 + (у - 3)2 = 1 О (3; 3) также принад­
лежит прямой у = х. 

1. у 

1 а 2 3 4 х 

Из 6010N 01N2 + ON2 = 0 10 2 , 

где 01N = 3 - а; ON = 3 - а. 

Здесь неявно задано условие а < 3. 

01 О = О1М + МО = а+ 1. 

Тогда 

2(3 - а) 2 = (а+ 1)2; 

18-12а + 2а2 = а2 +2а+1; 

а2 - 14а + 17 = О; 

al,2 = 7 ± v 49 - 17 = 7 ± 4v'2. 

Очевидно, что а = 7 - 4v'2 - иллюстрация слу­
чая внешнего касания, который изображен на РИ"' 

сунке выше. 
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2. Рассмотрим случай а > 3. При а = 7 + 4J2 
также существует внешнее касание: 

у 

4 

у 

3 

о 3 

------------------------~ N 
' ' ' ' ' ' ' 
а х 

3. Возможны случаи внутреннего касания. 

' ' ' ' ' 3 -------~---- -----------------------------•N 
' ' ' ' ' 2 -------f------;{~--
' , ' : ", : 
1 ,' 1 

', ' 
1 ------~~,: ___ ---t-------1------

,' 1 1 1 
, 1 1 1 

,' 1 1 1 
, 1 1 1 

,/ : : : 
о 1 2 3 4 а 

287 

х 
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Из ЛОО1N (здесь неявно задано условие а > 3 ): 

ON = а - 3; 01N = а - 3; 001 = а - 1; 

ON2 + 01N2 = 00~; 2(а - 3)2 =(а -1)2; 

а2 - 10а + 17 = О; ai,2 = 5 ± 2v'2. 

При а= 5 + 2v'2 см. рис. на с. 287, п. 3. 

4. Рассмотрим случай а < 3. При а = 5 - 2v'2 
см. данный рисунок: 

у 

2а -----------:;--..... ---~ 

3 

о 1 2 а 3 4 2а х 

{ х
2 - 6х + у2 - 6у + 17 =О 

Ответ: система уравнений х2 _ 2а(х +у)+ у2 + а2 =О 
в зависимости от значения параметра а: 

при а = 7 ± 4v'2 имеет единственное решение, связанное 
с внешним касанием данных окружностей; 

при а = 5 ± 2v'2 имеет единственное решение, связанное 
с внутренним касанием данных окружностей. 

Примечание 1. 

При а Е (7-4v'2; 5-2v'2) U (5+2v'2; 7+4v'2) существует 
больше одного решения. 

При а Е (-oo;7-4v'2) U (5-2v'2;5+2v'2) U (7+4v'2;oo) 
решений нет (проверьте это сами). 
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Примечание 2. Возможно и иное решение. 
Пусть 01 (х1; У1) - центр окружности радиуса R1; 
02 (х2; У2) - центр окружности радиуса R2. 
Так как единственное решение возможно только если рас­

стояние между центрами окружностей равно либо сумме 

их радиусов, либо их разности, то в общем виде 

[ (х1 - х2)2 + (У1 - У2) 2 = (R1 + R2)2 

(х1 - х2 ) 2 + (у1 - У2) 2 = (R1 - R2)2 · 

Следовательно, 

[ (х - 3 - х + 1)2 +(у - 3 - х + а)2 =(а+ 1)2 . 

(х - 3 - х + 1)2 +(у - 3 - х + а)2 =(а - 1)2 ' 

[ 2(а-3)2 =(а+1)2 . 
2(а - 3)2 = (а - 1)2 ' 

[ а
2 - 14а + 17 = О . 

а2 - 10а + 17 = О ' 

[ а= 7 + 4v'2 
а= 7-4v'2 
а= 5 + 2v'2; 
а= 5-2v'2 

{7 ± 4v'2; 5 ± 2v'2}. 
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Решение домашней творческой 
работы-исследования 

Рассмотрим графоаналитический способ решения. 

Положим f(x) = lx + а2 1; g(x) = lx2 + al. 
Тогда необходимо графически решить систему уравнений 

{ у=\х+а2 \ 
у= \х2 +а\· 

1. При а > О lx2 + al = х2 + а > О (парабола находится 
в верхней полуплоскости), а график у= lx+a21 касается 
только левой части оси абсцисс. 

у у 

а 

о х о х 

1. Пусть точка пересечения графика у= lx+a21 с осью 
ординат више соответствующей точки пересечения 

графика у = х2 + а с осью ординат. 

Значит, О< а< а2 ; { а(1- а)< О 
а>О . 

{~~ 
--~~ 

а> 1. 
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у 

-2-1 о х 

Очевидно, что при этих значениях а существуют два 

корня, так как имеются две общие точки. 

Эту гипотезу можно иллюстрировать. Рассмотрим 

удобное значение а = 2 (а > 1 ). Тогда получается 

уравнение: 

[ х2 + 2 = х +4 . 
х2 + 2 = -х-4' 

[ х
2 - х - 2 = О х = 2; х = -1 

х2 +х+6=0 D<O 

Гипотеза подтвердилась. Попробуйте сами доказать 

эту гипотезу в общем виде 

2. Пусть точка пересечения графика у= lx+a21 с осью 
ординат совпадает с точкой пересечения оси ординат 

графиком параболы у = х2 + а. 

{ а
2 =а 

Тогда а> 0 ; а= 1. 

Рассмотрим наличие и количество корней при а= 1. 

{ у= х2 +1. 
х2 +1=х+1; 

y=x+l ' 
х2 = х; [ х = 1 

х=О' 

значит и при а = 1 существуют два корня ( х = О 
и х = 1 ). 
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у 

3. Рассмотрим случай касания правой ветвью графика 
у= lx + а2 1 параболы у= lx2 +al - в данном случае 
у = х2 + а (а > О). 

Тогда точка пересечения графика у= lx+a21 с осью 
ординат ниже точки пересечения графика у= х2 +а 
с осью ординат. Более подробно остальные случаи 

рассмотрим в следующем пункте. 

у 

По сути, нам нужно найти точку касания пря­

мой у = х + а2 с графиком уравнения параболы 
у= х2 +а. 

В данном случае прямая у= х+а2 имеет ровно одну 
общую точку с графиком параболы у = х2 +а, тогда 
х + а2 = х2 + а; х2 - х + а - а2 = О; 
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D = 1 - 4а + 4а2 . D = О при а = ~ ( х1 = х2 ), 
1 

т. е. при а = 2 существует один корень. 

Это возможно только для графиков уравнений 

2 1 1 
у= х + 2 и у= х + 4· 

4. Теперь рассмотрим остальные случаи, при которых 
точка пересечения графика у= lx + а2 1 с осью ор­
динат ниже точки пересечения графика у= lx2 + ai 
с осью ординат, 

{ О< а2 <а т.е. # 1 
а -2 

{ 
а(а-1) <О 
а>О 

1 
а#2 

1 1 
О< а< 2 или 2 <а< 1. 

С другой стороны, рассмотрим случаи, при которых 

х2+а < х+а2 , т. е. необходимо выяснить, при каких а 
существуют точки графика у= х2+а (параболы) ни­
же соответствующих точек графика у= х+а2 (пря­
мой) (т. е. имеющие одну и ту же абсциссу). См. чер­
теж на с. 295, 296, 297. 

х2 - х + а - а2 < О; 

_ 1±у1-4а+4а2 _ 1±(2а-1). 
Xl,2 - 2 - 2 ' [ х =а 

х=1-а" 

При х1 # х2, следовательно, 

[ если 1 - а > а, то а < х < 1 - а, при ~ < а < ~; 
если 1 - а< а, то 1 - а< х <а, при 2 <а< 1. 
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5. Выясним, при каких значениях 

а Е (О;~) U (~; 1) существуют три корня. 

Это возможно только если х2 +а = lx + а2 1 имеет 
три корня, что выполняется, если график у = х2 +а 
касается левой ветви графика у= lx + а2 1 и пересе­
кается с его правой ветвью (см. график на с. 295). 

[ х2 +а= х + а2 
Следовательно, 2 ( 2) ; 

х +а=-х+а 

[ х
2 - х + а - а2 = О 

х2 + х + а + а2 = О ; 

4а2 + 4а - 1 = О; 

[ х=а ( 1) 
х=1-а a:f:2 ; 
D = 1 - 4а - 4а2 = О 

[ 
_ -2+2/2 _ /2-1 >О /2-1 Е (o· l). 

а- 4 - 2 ,и 2 '2' 

а= - 24212 = -1+l < О - не подходит (а > О). 

- у'2-1 - - -1±0 - l Значит при а - 2 х1 - х2 - 2 - - 2 · 

1 
Таким образом, при D = О х = -2, 

/2-1 
и при а = - 2- существуют три корня: 

[ х =а= 1-1 
х = 1 ~ а = 1 - ~-l = 3- 2J2 · 
х=-2 

у'2-1 
Так как а= 2 , то получается, что графики урав-

2 у'2-1 3-2/2 
нений у = х + 2 и у = х + 4 

2-1 3-2 2 ~ = 4 У2 имеют три общих точки. (( ) 2 ) 
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у 

_3-2../Z о 
4 

у=х2+~ 

(а=~) 

х 

295 

/2-1 6. При О< а< 2 , похоже, существуют четыре кор-
ня, так как, возможно, график у = х2 опускается 
вниз на а быстрее, чем график у= lxl сдвигается 

влево на а2 (так как а2 <а на (О; 1-l) ). 
Можно привести и другие обоснования. 

/2-1 2 
При О < а < 2 график у = х +а пересекает 
левую ветвь графика у= lx+a21 в двух точках. Да-
лее при О< а< 12;1 <~правая ветвь у= lx + а2 1 
пересекает график у = х2 + а также в двух точках. 

Проверим эту гипотезу. 
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12-1 о 4 
2 ~ Т = 0,2 (с недостатком), тогда 

lx + 0,041 = х2 + 0,2; 

[ х2 -х+016=0 х2 + х + 0:24 = О ; 

[ х
2 + 0,2 = х + 0,04 . 

х2 + 0,2 = -х - 0,04 ' 

[ D = 1 - 0,64 = 0,36 > О 
D = 1 - 0,96 = 0,04 > О . 

Итак, действительно в этом случае существуют че­

тыре корня - { -0,6; -0,4; 0,3; 0,8} . 

12-1 1 7. При 2 <а< °2' похоже, существуют два корня. 

Проверим эту гипотезу. 

У у=х2+а 
(а= 0,3) 

-1 -а2 0,3 0,7 х 

1-l < 0,3 < ~' т.е. lx + 0,091=х2 +0,3; 

[ х
2 + 0,3 = х + 0,09 . 

х2 + 0,3 = -х - 0,09 ' 
[ х

2 - х + 0,21 = О 
х2 + х + 0,39 = О · 

[ D = 1-0,84 >О - 2 корня (х = 0,3, х = 0,7) 
D = 1-1,56 <О 0 (корней нет) · 

Действительно, существуют только два корня (см. ил­

люстрацию на чертеже выше при а= 0,3 ). 
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1 
8. Рассмотрим случай 2 < а < 1. 

Так как, похоже, график параболы у = х2 сдвигает­
ся вверх на а ( а > О ) быстрее, чем график прямой 
у= lxl сдвигается влево на а2 , а при а= ~ график 

2 1 1 
у = х + 2 касается прямой у = х + 4, то общих точек 
графиков в этом случае нет, а значит, и корней нет. 

Проверим эту гипотезу. 

-1 -а2 О 1 х 

3 1 3 1 91 2 3 Пусть а= 4, где 2<4<1, тогда х+ 16 =х + 4; 

[ 
х2 + ~ = х + 196 . 

3 9 ' х2 + 4 = -х- 16 
[ 16х

2 - 16х + 3 = О 
16х2 + 16х + 21 = О ; 

[
D = 82-3·16 >О - два корня: (х = ~' х = ~). 
D = 82-21 · 16 < О - 0 (корней нет) 

Таким образом, гипотеза и картинка ложны, и суще­

ствуют два корня. 

Построим график у = lx + 196 I и у = х2 + ~ в одной 
системе координат. 
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-1 

у 

25 

7 
i 

16 3--------------------------- --
21 2 

--- ---- -- -- ---- --- __ JJI_ -- -- ---- --- ------ -- ----

1 
i 

о 

5 
i 

1 
х 

Примечание. Соображение о том, что график 

у= х2 сдвигается вверх на а быстрее, чем график 
у = х влево на а2 , оказалось в данном случае не­
верным. 

{ у =х2 
11. Пусть а = О. Тогда у = lxl . 

-1 о 1 х 

Значит, существуют три корня, так как имеются три об­

щие точки. 
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III. Пусть а < О. Тогда lal = -а. 

В этом случае графики функций имеют следующий вид: 

у 

у 

-Fa о Fa х -а2 х 

1. Прежде всего, рассмотрим случай, при котором абс­
цисса точки пересечения графиков у = lx2 + al 
и у = lx + а2 1 с осью абсцисс совпадают. 

-a2=-Fa; 
а(а3 +1) =О; 

а2 = Fa; а4 = -а; 

а(а + l)(a2 - а+ 1) =О. 

а Е (-оо; О), т. е. а =f. О, 
а2 - а + 1 =f. О, так как D < О. 

Остается лишь а = -1, и функции имеют вид 

у = lx2 - 11 и у = lx + 11-
у 

3 -----------------------

y = lx+ 11 

-1 о 1 2 

{у= lx+a2I 
y=lx2+al 
(а= -1) 

х 
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Отметим, что точки пересечения графиков 

у= lx + а2 1 и у= lx2 +al с осью ординат совпадают. 

Очевидно, что в этом случае уравнение имеет три 

корня: х = -1, х =О и х = 2. 

2. Рассмотрим случаи, когда ордината точки пересече­
ния графика у= lx + а2 1 с осью ординат в'Ыше ор­
динаты точки пересения графика у = lx2 + al с осью 
ординат. Это связано с тем, что только правая ветвь 

графика у = lx + а2 1 пересекает ось ординат. Зна­
чит, в этом случае возможно рассматривать только 

график прямой у = х + а2 • 

2 { а(а + 1) >О 
Тогда а > -а, т. е. а < 0 ; 

-~ 
-~...,.........,. ~'<ZZ:~ 

~~ 
а< -1. 

а 

Для того чтобы найти другие возможные случаи су­

ществования трех решений, определим точку каса­

ния графиков у = х + а2 и у = -х2 - а (-а > О). 
у 

{у=х+а2 

у=-х2-а 

х 
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1 2 I { х2 +а, х2 > -а (любой х при а > О) 
х +а= 

-х2 - а, х2 < -а (возможно при а < о)" 

Итак, х + а2 = -х2 - а; х2 + х + а2 + а = О; 

D = 1 - 4а2 - 4а; D = О, тогда 

[ а= -l;J2 < -1 <О 
а= -l~J2 >О (не подходит, так как а< О) 

Значит для графиков у = lx + а2 1 и у = lx2 + ai 

при а = - 1 +2J2 существуют три точки пересечения, 
а для уравнения lx + а2 1 = lx2 + ai - три корня. 

у 

{y=/xz-~j 
у= lx+З+~fil 

х 
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3. При а<_ I+2v'2 похоже, что будут только две точки 
пересечения графиков у= lx + а2 1 и у= lx2 + al. 

у 

х 

Соответственно, у уравнения lx + а2 1 = lx2 + al бу­
дет два корня. 

В этом случае -а2 < -Fa (см. чертеж), т. е. точки 
касания графиком у = lx + а2 1 оси абсцисс левее 
точки касания графиком у = lx2 + al оси абсцисс. 
Одновременно с этим точки пересечения графиком 

у = lx + а2 1 оси ординат выше точки пересечения 
графиком у = lx2 + al оси ординат. 
'Т' { а2 > -а { а(а + 1) > О 
.~огда · 

а2 > Fa' а(а + 1) (а2 - а+ 1) >О' 
т.е. а(а+ 1) >О, значит а< -1 (а< О). 

Проверим гипотезу существования двух корней. 

Выберем а= -2 < _ l+2v'2. Тогда 

lx2-2l=l· 
х+4 ' 

[ х
2 - х - 6 =О, х = 3, х = -2 

х2 + х + 2 = О, D < О . 

Гипотеза подтвердилась. 

[ 
х2-2 
х+4 = 1 . 
х2 -2 ' --=-1 
х+4 
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4. Рассмотрим случай - 1 +2./2 < а < -1 (случаи 
а=-~ и а= -1 мы уже рассматривали). 

, , , 
, 

, 

х 

Возможно, что в этом случае существуют четы­

ре точки пересечения графиков у = lx + а2 1 
и у= lx2 +al. 

Для проверки этой гипотезы достаточно рассмот­

реть, а = -1,2 (- 1+2./2 < -1,2 < -1) и, решив 
уравнение lx+l,441 = lx2 -1,2I, убедиться в наличии 
четырех корней (х = -1,2, х = -0,51, х = -0,49, 
х=2,2). 

Отметим, что при этом точки касания графиком 

у = lx + а2 1 оси абсцисс левее точки касания гра­
фиком у= lx2 + al оси абсцисс, а точка пересечения 
оси ординат графиком у= lx + а2 1 выше точки пе­
ресечения оси ординат графиком у= lx2 + al. 
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5. Рассмотрим случаи, когда точка пересечения оси 

ординат графиком у = lx + а2 1 ниже соответству­
ющей точки пересечения оси ординат графиком 

у = lx2 + al, при этом точка пересечения графика 
у = lx + а2 1 с осью абсцисс находится правее точ­
ки пересечения графика у= jx2 + al с осью абсцисс: 

у 

-а2 > -..,/а; а2 < Fa; а4 < -а; 

а( а3 + 1) < О; а( а + 1) ( а2 - а + 1) < О. 

Так как а2 - а+ 1 > О для всех а, то а(а + 1) < О. 

~ 
~~----" 

-1 <а< О. 

а 

Значит, и в этом случае, возможно, графики 

у = lx + а2 1 и у = lx2 + al пересекаются в четырех: 
точках. 
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Для проверки гипотезы рассмотрите а = -0,5 
( -1 < -0,5 < О) и убедитесь в наличии четырех кор-
ней в уравнении lx + 0,251 = lx2 - 0,51: х = -1+1 , 

v'2-1 1 3 
х= -2-, -2 и 2· 

Теперь обобщим все случаи и запишем ответ. Чтобы не пропу­

стить какие-нибудь случаи, изобразим количество ответов на 

параметрической прямой: 

2 4 4 4 2 2 

~~ 
3 3 3 3 1 

Ответ: у уравнения lx2+al = lx+a21 в зависимости от значения 
параметра а: 

l+v'2 1. При а < - 2 существуют два корня. 

2. При а=_ l+2v'2 существуют три корня. 
3. При - 1 +2v'2 < а < -1 существуют четыре корня. 
4. При а = -1 существуют три корня. 

5. При -1 <а< О существуют четыре корня. 

6. При а = О существуют три корня. 
v'2-1 7. При О< а< 2 существуют четыре корня. 

v'2-1 8. При а = - 2- существуют три корня. 

v'2-1 1 9. При 2 <а< 2 существуют два корня. 

10. При а=~ существует один корень. 
1 11. При а> 2 существуют два корня. 
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Самостоятельная работа 10 

Сколько решений имеет система уравнений в зависимости 

от значения параметра? 

{ х2 +у2 = 4. 
1. у= х2 +ь ' 

{ (х - 2)2 + у2 = 4 . 
2 ' у2 = 2х+т ' 

{ х+у=а З. (у2 - х - 2) (у - х2 + 2) =О ; 

{ (lxl + IYI - 10) {9 - lxyl) =О . 
4. х2 + у2 = а2 (а > О) ' 

·{ (х - а)2 + (у+ а)2 = 4 
5' / lxl - 2/ =У · 



Итоговая самостоятельная работа 

Итоговая самостоятелъная работа 

1. 1. Графически решите уравнение с параметрами: 

(х2 + у2 - 5) · (ху + 2) =а. 

2. Графически решИ:те уравнение с параметрами: 

(х2 + у2 -10) · (lxyl - 3) =а. 

307 

11. 1. При каких значениях параметра а существует не 
единственное решение системы 

{ х
2 - бх + у2 - бу + 14 = О ? 

х2 - 2а(х +у)+ у2 + а2 =О· 

2. Сколько решений имеет система уравнений в зависи-

{ х2+у2=4 мости от значения параметра а: 2lxl + IYI = а ? 

3. Сколько решений имеет система уравнений в зависи­
мости от значения параметра а: 

{ х+у=а-1? 
ху=За-8 · 

4. Сколько решений имеет система уравнений в зависи­
мости от значения параметра а: 

{ х
2 + у2 = 2(1 +а) ? 

ху=7-а · 

5. При каких значениях параметра а 

{ ах
2 + у + 2а = О 

система 2 + + 2 0 : ау х а= 

а) имеет единственное решение; 

6) имеет два решения; 

в) не имеет решений. 
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llI. 1. Сколько корней имеет уравнение в зависимости 
lx2_4I 

от значения параметра а: а - -1х 1 = 2 2? 
х х -х-

2. Сколько корней имеет уравнение alx - 21 = х~З в за­
висимости от положительного значения параметра а: 

а) на (-оо;оо); 6) на [-l;oo)? 

З. При каких значениях параметра Ь уравнение 

lx - Ь2 + 4Ь - 2/ + lx - Ь2 + 2Ь + 3/ = 2Ь - 5 имеет хотя 
бы один корень на отрезке [5; 23]? 

4. При каких значениях параметра а наименьшее зна­
чение функции f(x) = 2ах + /х2 - Вх + 7/ больше 1? 

5*. При каких значениях х неравенство 

(а+2)х3 -(1+2а)х2 -6х+а2 +4а-5 >О справедливо 
для а Е [-2; 1]? 

6*. Решите уравнение ( х - 1) log3 х = х~ 1 . 



Ответы 

Ответы на самостояте.л:ьную работу 1 

1 
1. у= -1· 

х-

Вид преобразования: 

у= f(x -1), 
1 

где у= f(x) = х· 

1 2. у=-. 
-х 

Вид преобразования: 

у= f(-x), 
1 

где у= f(x) = х' 

или, в данном случае, 

y=-f(x). 

у 

1 

1 IL~· ~ f(ж-1) 

о : : 
2 х 

у 

_) 

1 
у= ::z= f(-x) 

~ 
' о 1 
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1 
з. У= 1- -х· 

Вид преобразования: 

у= f(-x) + 1, 
1 

гдеу=f(х)=;;, 

или у= 1- f(x). 

1 
4. у= х+2 -1. 

Вид преобразования: 

у= f (х + 2) - 1, 
1 

где у= f(x) = х· 

Вид преобразования: 

У= lf(x) - 21, 
1 

где у= f(x) = х· 

1 
б. У= lх+з1· 

Вид преобразования: 

у= /lx+ЗI, 
1 

где у= J(x) = х' 
или, в данном случае, 

У= 1/ (х + 3)/. 

Ответы 

у 

-~ -~-~-~~~~-'::~ 1 
' ' ' 

1 у 
у= z+2 -1= f(x+2)-1 

х 

у= -1 -з:-2:-1 х 

·------,-----------1~----г-~~~ -------

у 

-~ 
! 1 
' ' ' 

: 
' 

у= 1~-21 = lf(x)-21 

у=2 

-1 о ! 1 
2 

1 у 

_J_y = 1z+з1 = f~lx+ЗI) 
' ' ' ' : 
' ' 1 -t-- 1 -------

• 1 : 

-4-3: -2 о 
' 

х 

х 



Ответы на самостоятельную работу 1 

1 
7· у= lxl-2' 

Вид преобразования: 

1 
у=! (lxl - 2)' где у= f(x) = х' 

у 

у ... lzl:2 = f(lxj-2) 

_j:_=i-~ ---i-JL 
-3 3 

8· у= l1~x -зl. 

х 

Вид преобразования: у= 1/(1- х) - ЗI, 

или так как можно преобразовать 

у= 1-x~l -зl = lx~l +зl, 
1 

то у= lf(x -1) + з1, причем у= f(x) = х' 

у 

у= li~ж-31= lf(l-x)-31 

. . . -- ... " ... " ......... -- ... ----- ............ --- ... -- ... "" ... -- . 
: . . 
' . . . . . . 

о 1 2 х 

311 
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9 · У= l 1x~ll - 31 · 

Вид преобразования: 
1 

у= 1/ (lx - 11) - з1, где у= f(x) = х' 

у 

. У= lix~11 -ЗI = lt<lx-11>-ЗI 

~-~-~---------~ -- -- ---" ... ----------------"--· 

х 

lO. У = l 1х11-з - 1 I · 
Вид преобразования: 

У= lf (lxl - 3) -11, где У= f(x) = ~· 
у 

У= l1x1~a- ll = lf(lxl-3)-11 

1! 
_____ ? --~--

! ! у== 1 .... " ...... """" ... " ......... , " ... " ... " ... " ...... " """ ...... " ... "" ... -. ---------------· 
: : 1 : : 

' ' 
-4-Зi -2 О 2 :з 4 

' ' 
х 

Ответы 



Ответы на самостоятельную работу 2 

Ответы на самостояте.л:ьн.ую работу 2 

Зная график у= f(x), постройте графики: 

1. у = f (х - 3). 

1 
а) у= f(x) = х' 

1 
тогда у= f(x - 3) = х-3 . 

х 

6) у= f(x) =ух, 
тогда у= f (х - 3) = .,/х - 3. 

у 

у='1х-З 

2 --------------------------

о 3 4 7 х 

313 
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в) у= J(x) = х3 , 
тогда у= f(x - 3) = (х - 3)3 . 

у 

8 ------

------- -8 
у=ха 

2. у= f (lx - ЗI). 

1 
а) у= f(x) = IXf' 

х 

1 
тогда у= f (lx - ЗI) = lx-31. 
у 

. 1 

!c=1x-3j : 
! : 
-~--- ---t---. . . 

: 1 : 

2 3: 4 х . 

у 

8 -------------------

х 

-:-8 ---
у=(х-3)8 



Ответы на самостоятельную работу 2 

б) у= f(x) = ./Х, 

тогда у = f (lx - ЗI) = Jlx - ЗI. 
у 

у= l./x-3 I 

-1 о 2 3 4 7 

в) у = ! ( х) = х3 ' 
тогда у = f (lx - ЗI) = (lx - 31)3 . 

у 

у= lx-318 

8 --- --------------

о 12345 х 

3. у = 1 - f (lx - ЗI) . 

1 
а) у= f(x) = х' 

х 

1 
тогда у = 1 - f (lx - ЗI) = 1 - lx-31' 
у 

х 

315 
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б) у= f(x) = у'х, 

тогда у= 1- f (lx - 31) = 1- Jlx - з1. 
у 

х 

у= 1-1.Jx-3 I 

в) у= !(х) = х3 , 

тогда у= 1- f (lx - ЗI) = 1- lx - 313. 

у 

5 
х 

-7 --- --------------

у= 1-lx-318 

Ответы 



Ответы на самостоятельную работу 3 

Ответы на самостоятельную работу 3 

1 
l. у = (З-lх1)2 • 

у 

-4-3! -2 о 

2. у= (2-х)3 . 

1 
у= (3-lжt)' 

у 

8 

х 

у=(2-.х)8 

4 

-8 ---------------

х 

317 
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у 

7 --------------

у 

15 
16 

о 

о 1 2 3 4 х 

Ответы 

У= 1(4-~жl)1 -ll 

х 
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5. у= (lxl - 2)2 . 

У у =(lxl-2)2 

-4 -3-2 -1 о 1 2 3 4 х 

у 

у= ll-(lxl-2)21 

-4 -3 -2 -1 о 1 2 3 4 х 
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Ответы на самостояте.л:ьную работу 4 

1. у= vх=т. 

у 

у=../х-1 

2 ------------------

о 1 2 

3. у= Jx + 2 - 1. 
у 

5 

у=../х+2-1 

1 ------
-2-1 : 

о 2 х 

-1 

5. у = 1 - vх=т. 
у 

1 ---
0 

х 

1 2 х 
-1 -----------------

у= 1-../х-1 

2. у= JХ+З. 
у 

у=Гх+з 

5 --------------

3 

1 

о 

4. у= уСХ. 

-4 

4 

-1 о 

в. у= IJX - 21. 
у 

2 

х 

х 

у= IГx-2 I 

о 1 4 х 



Ответы на самостоятельную работу 4 

7. y=lv'Г=X-зl. 

У= l.Jl-x-31 

-8 

8. у = Jlxl - 2. 

у =.J1x1-2 
у 

-6 -3-2 о 

9. у = Jlx + з1. 

у =.Jix+31 
у 

у 

о 1 х 

2 3 6 

-7 -4-3-2 о 1 х 

10. У= IJ1x1-1-21. 

у 

2 

-5 -2 -1 о 1 2 

у= l.J1x1-1-21 

5 

321 

х 

х 
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Ответы на оомостояте.л:ьную работу 5 

Вариант 1 

Дан график функции f (х ). 

Построим на одном чертеже 

(или в одной системе 

координат) графики 

функций. 

у 

А ----------
-2 с 

у= f(x) 

1. у= f(x) и у= f(x) + 1. 2. у= J(x) и у= J(x - 1). 
у у 

х 

х-----.=.-~ с с1 

у= f(x)+l 

3. у= f(x) и у= 2f(x). 
у 

Ва 4 Ка ------ ------

х 

у= 2f(x) 

х 



Ответы на самостоятельную работу 5 

4. y=f(x) и y=f(~x) 
у 

5. у= J(x) и у= f(lxl). 
у . 

в 2 к! ,,..,--- ---.'. . ' . . ' . . ' . 
-3/ : '.-1 

-------r ., •, : . . ' . ' 
::-2D'.0 / 2 .. . , 
~ ', / 

·---------~· _,, Af С-2 

х 

323 

х 

у 

х 
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Вариант 11 

Дан график функции f ( х ). 

Построим на одном чертеже 

(или в одной системе 

координат) графики 

функций. 

1. у= f(x) и у= f(x + 1). 

у 

/ х 
/ 

А ---f------ -' ,,' 
1 ;А С1 С 

f у= f(x+l) 

1 
З. у= f(x) и у= 2f(x). 

у 

х 

Ответы 

у 

х 

А --------.=_-2 С 

у= f(x) 

2. у= f(x) и у= f(x) -1. 

х 

у= /(х)-1 

4. у= f(x) и у= /(2х). 

у 

".... х f----- ____ " ,• 
fA А4 С 

! у= /(2х) 



Ответы на самостоятельную работу 5 

5. у= f(x) и у= l/(x)j. 
у . 

в кi 
,.,.,------ -------f 
' 1 • .~ '1 • ,. 

' 1 • • • 
• 1 • '1 

: : \ : : 

1! D\0 "/ . ' ' ,""""""""-". ,• :А С 
1 . 
1 y=f(x) 

х 

325 

у 

А 

D О х 

у= lt<x>I 

Примечание. На всех графиках пунктиром обозначен гра­

фик исходной функции f(x). Координаты его точек указаны 
на исходном графике и для лучшей читаемости на остальных 

графиках не указываются. 
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Ответы на самостоятельную работу 6 

Вариант 1 
Дан график функции у = f ( х ): 

у 

3 ---------------
Е 

2 ·-"·--·---

х 

у= f(x) 

Построим графики: 
у 

Ei 
6 -----------------------

Bl 
--- 5 

1. у = f (х - 2) + 3. 

-3 -1 о 

2. y=f(x+l)-2. 

у= f(x+l)-2 

2 4 6 х 

у= f(x-2)+3 

у 

1 -----------Е2 
-1 о 1 

' ' ' ' ' ' ' ' 
i-з 

х 
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у 

у= -f(x) 

3. у= -f(x). 
4 

х 

-2 

-3 ---------------
Еа 

4. у= f(-x). 
х 

у= f{-x) 

у 

Е 

3 

5. у = f (lxl) · о 

-1 4 х 

D5 с D 
у= f(lxl) 

у= lt<x>I 
6. у= lf(x)I. 

х 
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7. у= lf(x + 2) - 11. 

8. 

х 

у 

Ат -------------------------~ 

У = 1/ (lxl - 2) - 2j . 
А" 

-7 _5!-5 -4 
2 

У= lf(x+2)-ll 

В" 

' ' ' ' ' ' ' ' 

у 

у 

3 

-2 1 2 

Е" 

D' D" 
у= f(lxl-2) 

DI D 
8 8 

' ' ' ' ' ' ' ' 

х 

х 

--- ---:-------:------i -------г-------r--- --
, ' 

' ' ' ' 
-6 -4 -2 о 2 4 6 х 

У= lf(lxl-2)-21 
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Вариант 11 
Дан график функции у= f(x): 

у= f(x) 

-8 -6 

в с Е 

Построим графики: 

1. у= f(-x); 

у= f(-x) 

Е1 с1 В1 

2. у= lf(x)I; 

У= lt<x>I 

с2 

Ai 
-8 -6 х 
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3. у = f (lxl); 

4. у= 2f(x); 

у= 2f(x) 

-8 -6 

в. 

1 
5. у= 2f(x); 

у 

с. 

D 

Е 
У= f(lxl) 

у =ff(x) 

А11 

В5 

х 

с5 

Ответы 

х 

Е• 

х 

-1 Е5 



Ответы на самостоятельную работу 6 

6. у= /(2х); 

7. у=/ (~х); 

у= f (fx) 

-16 -12 

в. у= 1/ (lxl)I. 

у= lt<lxl>I 

-8 

у 

-4 -2 о 

D 

2 

у= f(2x) 

4 х 

у 

Dт 4 ----------- ' 
' ' . 
' . . . 
' . . . 

о 4! 

331 

х 

8 
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Решение самосmояmелъной работы 7 

Построим графики систем уравнений и приведем ответы. 

Вариант 1 

{ у-х
2 = 3 

1. 5 
х+у= 

Ответ: {(-2; 7); (1; 4)}. 

2. { ху = -12. 
х-у=8 

у 

о 1 2 3 4 6 
1 1 1 1 1 
1 1 1 1 t 

у 

-1 ---t---~---1---1---"---~---
I 1 1 1 1 

-2 ---f---f---f--·f------ 1 

1 1 1 1 

-3 ---t---f---f--- 1 

1 1 1 

-4 --·+---t--- 1 

1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 

-6 ---+---

-12 ---

Ответ: {(2; -6); (6; -2)}. 

х 

х-у=8 

12 
х 



Решение самостоятельной работы 7 

{ х
2 +(у - 1)2 = 25 

З. х2 +у=14 · 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 

у 

14 

: 1 -·----------'"' 
' ' ' 

-4 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' -----" ... -"--r" " ---
: 4 

5 

х2+у= 14 

Ответ: {(3; 5); (-3; 5); (4; -2); (-4; -2)}. 

333 

х 
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Вариант 11 

{ х
2 -у= 5 

l. х2у = 36 · 

-6 

у 

-5 

Ответ: { (3; 4); (-3; 4)} . 

{ х2 +у2 = 5 
2. 2 . 

ху=-

-../5 

у 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 1 ---·--:------i -------:-------
' 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 

:-2 :-1 о 1: 
1 1 

1 
1 
1 

1 1 

: -1 : 
"""""""." ... "" ... "" -------·------: : 

1 1 
1 1 
1 1 

: -2 : 

-../5 

Ответ: {{-1; 2); (-2; 1); (1; -2); (2; -1)}. 

Ответы 

6 

х2+у2 = 5 

х 



Решение самостоятельной работы 7 

3 {(x+l)y+8=0 
· 1+х+у2 =0 · 

Ответ: {(-5; 2)} . 

у 

2 

:-1 
' ' : 

-------------~.:.-2 

:-8 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ! 

335 

о 
х 

Примечание. Второе уравнение системы 1 + х + у2 = О 
равносильно уравнению у2 = -х - 1, порождающему 

[ 
{ у = ../-х - 1 (-х - 1 ~ О) 
у~О 

{ ~ ~ ~../-х - 1 (-х - 1 ~ О) · 

Первое уравнение системы (х + 1)у + 8 = О есть урав­

нение вида у = - х~ 1 . Графиком его является гипербола 
1 

у = х, сдвинутая влево на 1, симметрично отраженная 
относительно оси абсцисс и растянутая в 8 раз вдоль оси 
ординат. 
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Вариант 111 

{ (х + 1)2 + у2 = 25 
1. у2 - х = 6 

у 

Ответ: {(-6; О); (3; 3); (3; -3)}. 

х 

Примечание. Первое уравнение системы - окружность 

с центром в точке (-1; О) и радиусом 5. 

Второе уравнение системы у2 - х = 6 равносильно урав­
нению у2 = х + 6, порождающему: 

[ 
{ у= Jx + 6 (х + 6 ~ О) 
у~О 

{ у= -Jx + 6 (х + 6 ~ О) · 
у<О 
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{ ху = 2 
2' 2х2 + 7х - 2у = 5 · 

у 

х 

Ответ: { (-4; -~); (-~; -4); (1; 2)}. 
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{ 
х2 -у2 =О 

З. (у - x2)(1xl ·у+ 1) =О · 
у 

у-х2 =О 

х 

lxly+l =О 

Ответ: {(1; 1); (1; -1); (-1; 1); (-1; -1); (О; О)}. 

Примечание. Первое уравнение системы х2 - у2 = О 
равносильно уравнению lxl = IYI, график которого есть 
пара пересекающихся прямых. 

Второе уравнение системы (у- x2)(1xl ·у+ 1) = О порож­
дает совокупность уравнений: 

[ у= х2 lxl . у+ 1 = О ' где 

у = х2 - парабола; 
1 

у = -IXf - две ветви гиперболы в нижней полуплоскости. 



Решение самостоятельной работы 7 

Вариант IV 

{ у= 7-х2 

l. lxyl = 6 

у 

Ответ: { (-3; -2); (-2; 3); (-1; 6); (1; 6); (2; 3); (3; -2)} . 

339 

х 
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{ у= llxl-21 
2" (lxl - 2)2 + (у - 2)2 = 4 · 

у 

4 

(lxl-2)2+ (у-2)2 = 4 

Ответ: {(-4; 2); (-2; О); (О; 2); (2; О); (4; 2)}. 

з. { (IYI + х - 2)(lyl + х) =о. 
у2 +х = 2 у 

у2 = 2-х 

2 х 

Ответ: {(-2; 2); (1; 1); (2; О); (1; -1); (-2; -2)}. 

Ответы 

х 



Решение самостоятельной работы 7 

Вариант V 

1 { lxyl = 3 
. 3у2 - lOlxyl + 3х2 = О . 

у 

' 
' 

' 
' ' 

' 
у=-х 

х 

Ответ: {(1; 3); (3; 1); (3; -1); (1; -3); (-1; -3); (-3; -1); 

(-3; 1); (-1; 3)}. 

Примечание. 

3у2 - 10jxyl + 3х2 = (3lxl - IYI) · (3jyj - lxl) , 

341 

где 3lxl = IYI и 3IYI = lxl - две пары пересекающихся 
прямых. 
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2 { (lxl - 3)2 + у2 = 1 
• у2 = 4- lxl . 

у 

у2 = 4-lxl 

-4 4 х 

-2 (lxl-З)2+y2 = 1 

Ответ: {(-4;0); (-3; 1); (3; 1); (4;0); (3;-1); (-3;-1)}. 

Примечание. 

Уравнение у2 = 4- lxl порождает IYI = J4- lxl, 

[{
y=J4-lxl (4-lxl~O) 
у~О 

т.е. {y=-J4-lxl (4-lxl ~О)· 
у<О 

Уравнение (lxl - 3)2 + у2 = 1 порождает 

[ 
{ (х - 3)2 + у2 = 1 
х~О 

{ 
(х + 3)2 + у2 = 1 , т. е. две окружности радиуса 1. 

х<О 



Решение самостоятельной работы 7 

3 { IYI = lx + 21 + 2 
· IYI = lx2 +4xl · 

у 

Ответ: {(-5; 5); (-3; 3); (-1; 3); (1; 5); (1; -5); 
(-1; -3); (-3; -3); (-5; -5)}. 

343 
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Вариант VI 

{ х
2 + у2 = 10 

l. lxl + IYI = 4 · 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

' ' ' ' 

у 

4 

: 1 --------------~-------

-4 

' ' ' ' : о 

:-1 
' ' ' ' ' --------------,-------
: -1 
: 
' ' ' ' ' ' ' : 
' 

-4 

1 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' : ------ -r--------------
' ' ' ' ' ' 

1: 
' ' ' ' -------r--------------
' ' ' : 
' ' ' ' ' ' : 
' 

Ответ: {(1; 3); (3; 1); (3; -1); (-1; -3); (1; -3); 

(-3; -1); (-3; 1); (-1; 3)}. 

Ответы 

4 х 



Решение самостоятельной работы 7 

2 { (у+ lxl - 2) · (у+ lxl) = О 
· у+х2 = 2 · 

у 

у= 2-х2 2 

х 

Ответ: {(О; 2); {1; 1); (2; -2); (-1; 1); (-2; -2)}. 

{ lxyl = 2 
з. (1 - lxl)2 + (IYI - 1)2 = 1 . 

у 

Ответ: {(1; 2); (2; 1); (2; -1); (1; -2); (-1; -2); (-2; -1); 

(-2; 1); (-1; 2)}. 

345 
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Ответы на самостоятельную работу 8 

Сколько решений имеет уравнение в зависимости от значения 

параметра а? 

lx-21 
1. 2 2 =а. 

х - х 

у=а 

а=О 

у 

1 

1 
2 

-1 

о 1 
1 • 

: : 1 ---i---:-------- -3<а<О . . 
х 

. 

Ответ: уравнение 1;-2
21 =а в зависимости от значения 

х - х 

параметра а имеет: 

1. При а Е (-оо; -0,5) - один корень. 

2. При а Е [-0,5; О] - корней нет. 

3. При а Е (О; 0,5) - два корня. 

4. При а Е [0,5; оо) - один корень. 



Ответы на самостоятельную работу 8 

1 
2. lxl-1 =а. 

у 

' ' 1 : : 
у=1ж1-1 i i 

' ' : : 
' ' 

у=а ' ' ' ' : : 
' ' ' ' --:--- ---r-
: 1 : 

а>О 

"""""""""" ... "" ... " ... """"""."" ... """" 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 

а =О -2 -1 i О : 1 2 х 
----------~--- ---~------1<а<О 

' -1 ' 
а=-1 ' ' ' : 

' ' - - - - - - -- - - -·-' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 

' : 
' ' ' ' -·------' ' : 
' ' ' ' ' : 

а<-1 
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1 
Ответ: уравнение lx/-l = а в зависимости от значения 
параметра а имеет: 

1. При аЕ (-оо;-1) - два корня. 

2. При а = -1 - один корень. 

3. При а Е (-1; О] - корней нет. 

4. При а Е (О; оо) - два корня. 
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у=а 

' : 
1r-2z1 : 

у= r-z-2 : 
' ' ' ' ' ------------ ~ 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' "".""" ... "" 
' ' ' : 
' ' 

у 

2 

а= О -2 -li О 2 
: 

-------------~--- -------------' ' 

Ответы 

а>1 

х 

а<О 

Ответ: уравнение 1 ~2-2х2 1 =а в зависимости от значе-
х -х-

ния параметра а имеет: 

1. При а Е (-оо; О) - корней нет. 

2. При а = О - один корень. 

3. При а Е (О;~) - два корня. 
2 4. При а = 3 - один корень. 

5. При а Е (~; 1) - два корня. 
6. При а = 1 - один корень. 

7. При а Е (1; оо) - два корня. 
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x2+2lxl 
4. 4-х2 =а. 

у 

у=а 

-4 -3 
а=О : -2, 

1 1 
1 1 
1 1 

-1 о 

: 1 

а.:-=11 1----
1 1 1 

=1 
: : : 
----· --~" ------·-· -- -- ---------! : -2 

1 1 
1 1 
1 : 

-- ---- -~ -- " ... ----- """"" -
: -3 
1 
1 

: 
1 --------- --------

z1+21xl 
у= 4-zl 

-------- а>О 

3 4 
1 .2 : : 

: i-l<k.i<O 
: 1 1 

~-~~· -·-~-: 
1 

1 1 
1 1 

1 ' 

- --- ----- -- --- --1- ----- - ~-- - -- --
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 ----""" --- "" " ... " ~ ... " -----
1 
1 
1 
1 
1 
1 

- - - - - - -:- - - - - а < -1 
1 

' : 
1 
1 

' 1 

: 
1 
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х 

x2+2lxl 
Ответ: уравнение 4 2 = а в зависимости от значения 

-х 

параметра а имеет: 

1. При а Е (-оо; 1) - два корня. 

2. При а Е [-1;0) - корней нет. 

3. При а = О - один корень. 

4. При а Е (О; оо) - два корня. 
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5 2 _ lx2-2xl 
. а-х - х-2 

lx2 2xl Пусть у = х2 + - 2 . 
х-

у=а 

а=6 

а=2 

l..,1-9..I 2 
Y=i::......:::i+x 

х-2 

1 

: ___ __. ___ ~ 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 

а=О !-З-2! 

у 

6 

2 

1 

: 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

: 
1 
1 

а>6 

------l-2<a<6 

Ответы 

х 

lx2 2xl Ответ: уравнение а - х2 = - 2 в зависимости от зна-
х-

чения параметра а имеет: 

1. При а Е (-оо; -0,5) - корней нет. 

2. При а = -0,5 - два корня. 

3. При а Е (-0,5; О) - четыре корня. 

4. При а= О - три корня. 

5. При а Е (О; 2) - два корня. 

6. При а Е [2; 6] - один корень. 

7. При а Е (6; оо) - два корня. 
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lxl х+2 
6 · х +а= lx2+2xl' 

х+2 lxl 
Пусть у = lx2+2xl - х. 

у 

у=а 

а=-

-2 -1 о 

а=-1_ 

------------------~1 
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l<a<l 
l<a<l 

1 х 
---- -l<a<2 

а<-1 

lxl х+2 
Ответ: уравнение х +а= lx2+2xl в зависимости от зна-
чения параметра а имеет: 

1. При а Е (-оо;-1] - корней нет. 

2. При а Е (-1; ~] - один корень. 

3. При а Е (~; 1) - два корня. 

4. При а Е [ 1; ~] - один корень. 

5. При а Е (~; оо) - два корня. 
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7 _1 __ lx-2l·lxl 
• а - lx-21 - х2-2х 

lx-2l·lxl 1 
Пусть у= х2-2х + lx-21 · 

у 

у=а 

2 ------------
a=l,5 1,5 

а=1 1 

Ответы 

а> 1,5 

-1<а<1,5 ' ' 
1 --~---
' ' ' ' 

-------------0 --~--J------0 5<a<l 5 
1 1 t ' 

' 
а=-0 5 -о 5 3 х 

а<-1,5 

Ответ: уравнение а - 1- - lx-2l·lxl 
- lx-21 - х2-2х в зависимости 

от значения параметра а имеет: 

1. При а Е (-оо; -0,5] - корней нет. 

2. При а Е (-0,5; 1] - один корень. 

3. При а Е (1; 1,5) - три корня. 

4. При а Е [1,5; оо) - два корня. 
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х lx2-41 
8. а - -1 1 = 2 2. х х -х-

у=а 

- lr'-41 +" 
у- r-z-2 i%i 

1 
а=2з----------
а=2--

а=О 

а=-3 -----

а=-1 

lx2-41 х 
Пусть у= х2-х_2 +1Xf · 

у 

i ::.~~ - - - - ~-=--=-~ 
: 2 : 
' ' ' ' ~--- -------r----
' ' ' ' : : 
' : 
i-1 о :2 

i -1 
' ' 
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1 
а>23 

2 <а<2} 
О<а<2 

------------i--- - - - - - - - - - - -3 < а < -1 

а=-3 

' ' ' ' : ' -3 
' ' ' ' : 
' -- - - - - - - - - - ~-' : 
' ' ' ' ' ' 

а<-3 

х lx2-4I 
Ответ: уравнение а - -1 I = 2 2 в зависимости от зна-х х -х-

чения параметра а имеет: 

1. При а Е (-оо; -3) - один корень. 

2. При а Е [-3; -1) - корней нет. 

3. При а = -1 - один корень. 

4. При а Е (-1; -~) - три корня. 

5. При а Е [-~;О) - два корня. 
6. При а Е [О; 2] - один корень. 

7. При а Е ( 2; 2~) - два корня. 

8. При а Е [2~; оо) - один корень. 
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Ответы на са.м.остояте.п:ьную работу 9 

1. а ~ О; а ~ -2. 

2. График функции у = (5 - lxl) (х + 1): 

у 

х 

1. При а> 9 существует единственный корень. 

2. При а= 9 существуют два корня. 

3. При а Е (-4; 9) существуют три корня. 

4. При а = -4 существуют два корня. 

5. При а< -4 существует единственный корень. 

3. 1. При а> 9 корней нет. 

2. При а= 9 существует единственный корень. 

3. При -8 < а < 9 существуют два корня. 

4. При а = -8 существуют три корня. 

5. При - 72 < а < -8 существуют четыре корня. 

6. При а = - 72 существуют три корня. 

Ответы 
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7. При -90 < а < -72 существуют два корня. 
8. При а= -90 существует единственный корень. 

9. При а< -90 корней нет. 
Значит 

а) нечетное число корней при а Е {-90; -72; -56; 9}; 

6) четное число корней 
при а Е (-90; -72) U (-72; -56) U (-56; 9). 

20 4. 1. При а> 21 существует единственный корень. 
20 2. При а= 21 существуют два корня. 

20 3. При О< а< 21 существуют три корня. 

4. При а= О существуют два корня. 

5. 1. При а< -2 существует единственный корень. 

2. При -2 ~ а < О существуют два корня. 
3. При а = О корней нет. 

4. При О< а< 1,2 существует единственный корень. 

5. При а = 1,2 существуют два корня. 

6. При 1,2 < а < 1,25 существуют три корня. 

7. При а= 1,25 существуют два корня. 

8. При а> 1,25 существует единственный корень. 

{1-12 1+{2} 6. При а Е 2 ; О; 1; 2 . 
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Ответы на самостояте.л:ьн.ую работу 1 О 

1. Сколько решений имеет система уравнений в зависимости 

{ х2+у2=4? от значения параметра Ь: 
у= х2 +ь . 

у 

-4,25 

.. .. 

. . . 
/ : : 

.......... 

х 
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{ 
х2 +у2 -4 

Ответ: система уравнений 2 -Ь 
у=х + в зависимости 

от значения параметра Ь имеет: 

1. При Ь Е (-оо; -4,25) - решений нет. 

2. При Ь = -4,25 - два решения. 

3. При Ь Е (-4,25; -2) - четыре решения. 

4. При Ь = -2 - три решения. 

5. При Ь Е (-2; 2) - два решения. 

6. При Ь = 2 - одно решение. 

7. При Ь Е (2; оо) - решений нет. 

2. Сколько решений имеет система уравнений в зависимости 

{ (х - 2)2 + у2 = 4 
от значения параметра m: у2 = 2х + т ? 

у 

2 .... ·· 
.. .. .. 

.. .. .. .. .. 
,,•'' 

.. 
,' , 

: 
-2\ -0,5 

\ 
"""." 

'• '• .. .. ... 
-2 .. .. .. .. 

"""" 

у2 = 2х+1 

···················· 

···················· 

/,' , 
,' , . 

,,,,'' 
. . . . 

.. .. . . .. .. .. . . . . 

~ х . · .... , 
'• ··. .. .. . . . . . . .. .. . . . . 

""" . 
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{ (х - 2)2 + у2 - 4 
Ответ: система уравнений 2 2 -

у= х+т 
в зависи-

мости от значения параметра т имеет: 

1. При т Е (-оо; -8) - решений нет. 

2. При т = -8 - одно решение. 

3. При т Е ( -8; О) - два решения. 

4. При т = О - три решения. 

5. При т Е {О; 1) - четыре решения. 

6. При т = 1 - два решения. 

7. При т Е {1; оо) - решений нет. 
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' ,-' 

3. Сколько решений имеет система уравнений в зависимости 

{ х+у=а ? 
от значения параметра а: (у2-х- 2) (у-х2+2) = 0 · 

, 

, 

у 

•••••••••• 7 ! 
"" : 
"··· .. " .... ! 

·-~ •• ' . 
1 """ 

х 
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Ответ: система уравнений { х+у=а 
(у2 -х-2) (у-х2 +2) =О 

в зависимости от значения параметра а имеет: 

1. При а Е (-оо; -2,25) - решений нет. 

2. При а= -2,25 - два решения. 

3. При а Е (-2,25; -2) - четыре решения. 

4. При а= -2 - три решения. 

5. При а Е (-2;-1) - четыре решения. 

6. При а = -1 - два решения. 

7. При а Е (-1; 4) - четыре решения. 

8. При а = 4 - три решения. 

9. При а Е (4; оо) - четыре решения. 
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4. Сколько решений имеет система уравнений в зави­

симости от положительного значения параметра а: 

{ (lxl + IYI - 10) (9 - lxyl) = О? 
х2 + у2 = а2 (а> О) · 

у 

3../2 

' 
' ' 

' 
""" ,'' 

/./· 

/" .... 
1 

' ' ' 

lxyl=9 

___ " ______ _ 

: ' ' ' ' . 
: . 

-10 

' ' ' ' ' 
•,' 1 ---~ -------,----

,/: : 
' ' ' 
""",:1 :з 
---~'°", ------1- -- -

'' ' 1 ', 1 

' ' ' ' ' ' 1 '\, 1 

' '' ---t------
' ' ' 

х2 +у2 = 50 
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Ответ: система уравнений { (lxl + IYI - 10) (9 - lxl) = О 
х2 + у2 = а2 (а> О} 

в зависимости от положительного значения параметра а 

имеет: 

1. При а Е (О; ЗJ2) - решений нет. 

2. При а = зJ2 - четыре решения. 

3. При а Е (ЗJ2; 5\1'2) - восемь решений. 

4. При а = 5J2 - двенадцать решений. 

5. При а Е (5J2; J82) - шестнадцать решений. 

6. При а = J82 - восемь решений. 

7. При а Е ( J82; 10) - шестнадцать решений. 

8. При а = 10 - двенадцать решений. 

9. При а Е (10; оо) - восемь решений. 
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5. Сколько решений имеет система уравнений в зависимости 

{ 
(х - а)2 + (у+ а)2 = 4 ? 

от значения параметра а: llxl _ 21 =у . 

у 

у=-х+2'12 

Ответ: система уравнений { 
(х - а)2 +(у+ а)2 = 4 

llxl-21 =У в за-

висимости от значения параметра а имеет: 

1. При а Е (-оо;-1- J2) - два решения. 

2. При а= -1 - J2 - три решения. 
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3. При а Е (-1- /2;-2) - четыре решения. 
4. При а= -2 - три решения. 

5. При а Е (-2; О) - два решения. 

6. При а = О - три решения. 

7. При а Е {О; /2-1) - четыре решения. 

8. При а = v'2 - 1 - три решения. 

9. При а Е ( v'2 - 1; 2) - два решения. 
10. При а = 2 - одно решение. 

11. При а Е (2; оо) - решений нет. 



Решение итоговой самостоятельной работы 

Решение итоговой самостоятельной работы 

1. 1. Графически решите уравнение с параметрами: 

(х2 + у2 - 5) · (ху + 2) =а. 

' ' : 
' ' 

у 

1 -------~------- 1 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 

-../5 -2 -1 о 

1 
' ' : 
' ' -1 -------~------

-2 ------

-../5 

: 
' ' ' 

2 ../5 
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х 

Ответ: уравнение (х2 + у2 - 5) · (ху + 2) =а в зави­
симости от значения параметра а имеет: 

1. При а Е (-оо; -J5) - один корень. 

2. При а = -J5 - два корня. 

3. При а Е (-J5; -2) - три корня. 
4. При а= -2 - два корня. 

5. При а Е (-2;-1) - три корня. 

6. При а = -1 - два корня. 

7. При а Е (-1; О) - три корня. 

8. При а Е (О; 1) - три корня. 

9. При а = 1 - два корня. 

10. При а Е (1; 2) - три корня. 

11. При а = 2 - два корня. 
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12. При а Е (2; J5) - три корня. 

13. При а = J5 - два корня. 

14. При а Е ( J5; оо) - один корень. 

2. Графически решите уравнение с параметрами: 

(х2 + у2 - 10) · (lxyl - 3) =а. 
у 

: 
' ' ' ' ' ' ' ' : 

1 1 : --" --------- " ... " ------- ------"" --- "" -- ... -- " ... --
' ' ' ' ' ' 
: :1 : : 

-li о 
' ' ' ' ' ----- """ ... "" -... "" ... " --- " - ------- "" -- -- ---------
! -1 i 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 

х 

Ответ: уравнение (х2 + у2 - 10) · (lxyl - 3) =а в за­
висимости от значения параметра а имеет: 

1. При а Е (-оо; -v'W) - два корня. 

2. При а = -v'W - три корня. 
3. При а Е (-v'W; -3) - четыре корня. 

4. При а = -3 - два корня. 

5. При а Е (-3;-1) - четыре корня. 

6. При а = -1 - два корня. 

7. При а Е (-1;0) - четыре корня. 
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8. При а Е (О; 1) - четыре корня. 

9. При а = 1 - два корня. 

10. При а Е (1; 3) - четыре корня. 

11. При а = 3 - два корня. 

12. При а Е (3; v'W) - четыре корня. 

13. При а = v'W - три корня. 

14. При а Е ( VW; оо) - два корня. 

11. 1. При а Е ( 8 - 5J2; 4 - J2) U ( 4 + J2; 8 + 5v'2) . 

2. 1. При а> 2 корней нет. 

2. При а= 2 существуют два корня. 

3. При 1 < а < 2 существуют четыре корня. 

4. При а = 1 существуют шесть корней. 

5. При ~J5 <а< 1 существуют восемь корней. 

6. При а= ~J5 существуют четыре корня. 

7. При а < ~ J5 корней нет. 

3. 1. При а Е (3; 11) решений нет. 

2. При [:: ~l существует единственное решение. 

3. При [а < 3 существуют два решения. 
а> 11 

4. 1. При а Е (-оо; 3) решений нет. 

2. При а= 3 существуют два решения. 

3. При а> 3 существуют четыре решения. 

5. 1. При а Е {О; ±4} существует единственное ре­
шение. 

2. При а Е (-1;о) U (о; 1) существуют два 
решения. 

3. При а Е (-оо; -~) U ( 4; оо) решений нет. 
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III. 1. Сколько корней имеет уравнение в зависимости 

у=а 

lx2_4I 
от значения параметра а: а - _lxl = 2 2? 

х х -x-

lx2-41 х 
Пусть у = 2 2 + -

1 1
. 

х -х- х 

1.r2-41 .r 
У= .r2-.r-2+jXj 

у 

а> 2.! 3 1 а=23 _________ _ 
i~~~----~~~:-~ 1 

а=2-- : 2 : 2 <а< 23 
~--- ------f--- О<а<2 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 
а=О :-1 о :2 

а=-3 -----

а=-1 

а=-3 

' -1 
' ' ' - - - - - - - - - - - -j - - - - - - - - - - - - - -3 < а < -1 
' 

' ' ' ' ' ' ' 
~------------:-

' ' ' ' ' ' ' ' 

-3 

а<-3 

х 
Ответ: уравнение а - lXf 

lx2_4I 
х2 -х_2 в зависимости 

от значения параметра а имеет: 

1. При а Е ( -оо; -3) - один корень. 

2. При а Е [-3; -1) - корней нет. 

3. При а= -1 - один корень. 

4. При а Е (-1; -~) - три корня. 
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5. При а Е [-!;о) - два корня. 
6. При а Е [О; 2] - один корень. 

7. При а Е ( 2; 2!) - два корня. 

8. При а Е [2!; оо) - один корень. 

2. Сколько корней имеет уравнение alx - 21 5 
= 

х+з 
в зависимости от положителъного значения пара­

метра а: а) на (-оо; оо); 6) на [-1; оо)? 

Первый способ 

а) Так как х + 3 =/= О, то уравнение равносильно 

alx - 2l(x + 3) = 5. 

Пусть f(x) = alx - 2l(x + 3). 

1 1 { 
х-2, х ~ 2 

Так как х-2 = 2 2 , то 
-х, х < 

f(x) = { а(х2 + х - 6), х ~ 2. 
-а(х2 + х - 6), х < 2 

Отметим, что !(х) =-а( (х + 0,5)2 - 6,25) 

на (-оо; 2). 
у 

---"--
' ' ' ' ' ' ' ' - - -- - - -r - - - r- - -

' ' : : 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 

-2 -1-0,5 о 2 х 
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При пересечении графика уравнения у - f(x) 
и прямой у = 5 п<mучим: 

1. Если 6,25а < 5, т. е. О < а < 0,8 - один 

корень. 

2. Если а = 0,8 - два корня. 

3. Если а > 0,8 - три корня. 

6) Возможна и иная, б<mее сложная постанов­
ка вопроса: сколько корней имеет уравнение 

5 
а/х - 2/ = х+З в зависимости от п<mожительно-
го значения параметра а на [-1; оо)? 

Тогда ответ будет таким: 

1. При а Е (О;~) - один корень. 
4 2. При а = 5 - два корня. 

3. При а Е (~; ~] - три корня. 

4. При а Е (~;оо) - два корня. 
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Второй способ 

5 
Пусть f(x) = aJx - 21, g(x) = х+з· 

-3, 

у 

1 

о 

' ' ' ' ' ' ' ' ' 

1 

у 

---с----·------ 5 

-2 -1 о 

у= f(x) 

2 
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у =g(x) 

2 х 

х 
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Прежде чем мы рассмотрим оба графика на одном 

чертеже, напишем уравнение прямой, проходящей 

через точки (-1; 2~) и (О; 1~). 

{ 
2~ = -k + ь { k = -~ 

2 ' 2 ' 13=k·O+b Ь=13 

5 5 5 
значит у= -вх + 3• или у= -в(х - 2). 

Таким образом, у= -~(х-2) - левая ветвь графика 
5 

у=вlх-21. 

Рассмотрим на одном чертеже графики у 

5 
и у= вlх-21. 

-з, 
' ' 

у 

--------------- 5 

о 
-2 -1-0,5 2 

5 
= х+з 

х 

Так как х < 2, то выясним, при каком значении па­
раметра а прямая у = а(2 - х) касается гиперболы 

5 5 
у = х+З, т. е. решим уравнение х+З = а(2 - х) и вы-

ясним, при каком а имеется только одно решение. 
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у = а(-х2 - х + 6); ах2 +ах - ба+ 5 = О; 

D = а2 + 24а2 - 20а = О; 

[ а=О(а>О) 4 . 
а_= 5 

25а2 - 20а = О; 

о Ь -а 1 
чевидно, что хо= - 2а' т. е. х = 2а = -2, 

-3, 
' ' 

у 

--------------- 5 

-2 -1-0,5 2 
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В первичной постановке задачи ответ исходя из гра­

фиков будет таким: 

1. При а Е (О; ~) - один корень. 

4 2. При а = g - два корня. 

3. При а Е (~;оо) - три корня. 
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Учитывая более сложную постановку задачи и исхо­

дя из чертежей, можно записать ответ следующим 

образом. 

5 
Ответ: уравнение alx-21 = х+З в зависимости от зна-
чения параметра а имеет: 

1. При а Е (о;~) - один корень. 
4 2. При а = 5 - два корня. 

3. При а Е (~; ~] - три корня. 

4. При а Е (~; оо) - два корня. 

3. При каких значениях параметра Ь уравнение 

lx - Ь2 + 4Ь - 21 + lx - Ь2 + 2Ь + 31 = 2Ь - 5 имеет хотя 
бы один корень на отрезке [5; 23]? 

Обратим внимание на тот факт, что разность подмо­

дульных значений равна правой части, 

т. е. (х - Ь2 + 4Ь - 2) - (х - Ь2 + 2Ь + 3) = 2Ь - 5. 

Тогда, полагая, что 

х - Ь2 + 4Ь - 2 = m, а х - Ь2 + 2Ь + 3 = n, 

получим другую запись исходного уравнения: 

lml + lnl = m - n. 

{ 
m + n, m ~ О, n ~ О 

т 1 1 1 1 _ -m + n, m ::::;; О, n ~ О 
аккак m + n - ....... 0 _,,. 0 , 

m-n, m~ , n::::: 
-m - n, m ::::;; О, n ::::;; О 

то lml + lnl = m - n только при 

{ х~Ь2 -4Ь+2 
Значит, х ::::;; ь2 - 2Ь - 3 ' 

т. е. Ь2 - 4Ь + 2 ::::;; х ::::;; Ь2 - 2Ь - 3. 

{ m~O n::::;; О· 
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Тогда получаем: 

{ 
ь2 - 4Ь + 2 ~ ь2 - 2ь - 3 
Ь2 - 2Ь-3 ~ 5 ; 
Ь2 -4Ь+2~23 

{ 
ь~ 2,5 
Ь2 - 2Ь-8 ~О ; 
Ь2 -4Ь- 21 ~О 

ь 
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Примечание. Если было бы требование о том, 

чтобы все корни уравнения принадле:жали отрезку 

[5; 23], то должно было бы выпооняться условие 

5 ~ Ь2 - 4Ь + 2 ~ х ~ Ь2 - 2Ь - 3 ~ 23, 

{ 
Ь2 - 4Ь + 2 ~ Ь2 - 2Ь - 3 

т. е. Ь2 - 2Ь - 3 ~ 23 
Ь2 -4Ь+2~5 

Но требование иное: необходимо найти значение па­

раметра, при котором имеется хотя бы один корень, 

принадлежащий отрезку [5; 23]. 

В этом случае проще вначале выяснить вопрос, при 

каких Ь корень уравнения не принадлежит отрез­

ку [5; 23]: 

[ Ь2 - 2Ь - 3 < 5 [ (Ь - 4)(Ь + 2) <О. 
Ь2 - 4Ь + 2 > 23 ; (Ь - 7)(Ь + 3) > О ' 

[ ~.,___з _ _____.~ i;, 

-~>-----+~ 
ь 

ь 



376 Ответы 

Значит, при Ь Е [-3;-2] U [4; 7] возможный корень 
есть. 

Учитывая, что Ь2 - 4Ь + 2 ~ Ь2 - 2Ь - 3, получим, 
что при Ь Е [4; 7] существует хотя бы один корень 

на [5; 23]. 

4. При каких значениях параметра а наименьшее зна­
чение функции f(x) = 2ах + lx2 - 8х + 71 больше 1? 

t(x) = 1х2 -8х + 71 = { х2 - 8х + 7, х ~ 1, х ~ 7. 
-( х2 - 8х + 7), 1 ~ х ~ 7 

а) Если х2 - 8х + 7 ~ О, т. е. х ~ 1 или х ~ 7, 

то f(x) = 2ах + х2 - 8х + 7; 

•' •' •' ·: 
' ' 

4-а 1 

f(x) = х2 + 2х(а - 4) + 7, 

где хо = 4 - а - абсцисса вершины параболы. 

Возможный вид графика: 

····." ... 
\ 

·. . 
' \ 

7 

' . . 
~ 
~ 
' ~ 
~ 
~ 

х 

:'' 
: . 

' : . 
' ! 

: . 
: 
' : 
: 
: 
: 

#.", 

7 4-а х 

б) Если х2 -8х+7 ~О, т.е. 1~х~7, 

то f(x) = -х2 + 2(а + 4)х - 7, 

где хо = -4 - а - абсцисса вершины параболы. 
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Возможный вид графика: 

' : 
' ' ' ' . ' . '. '. '. )•' ,, ,, 

::"\ .... •" : 
: : : . ' ' ' ' 
1! : .7 
-(а+4) х 

' ' ' ' ' ' . ' . ' . ' . ' .. 
·~. 
: \ "• : ' ..... "." :~ 
' " ' ,, 
' ' . 

1 : :7 
1 1 : 

-(а+4) 
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Из графиков очевидно следует, что наименьшее зна­

чение функция может принимать только в точках 

с абсциссами х = 1, х = 7 или х = 4- а. Тогда 

{ 
/(1) > 1 
/(7) > 1 ; 
/(4- а) > 1 

14а > 1 . { 
2а > 1 

2а(4 - а)+ 1(4 - а)2 - 8(4 - а)+ 71 > 1' 

а>-{ 
1 

2а2 ~ 8а + 1 < la2 - 91 · 

Известно второе свойство модульных неравенств: 

[ а> (3 
lal > f3 <===> (3 · 

а<-

Используя его, получим: 

а>-
{ 

1 

[ а2 ~ 9 > 2а2 - 8а + 1 ; 
а2 - 9 < -2а2 + 8а - 1 

а>-
{ 

1 

[ а2 ~ 8а + 10 < О ; 
За2 -8а - 8 <О 
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Значит, при а Е (!; 4 + v'б) наименьшее значение 
функции f(x) = 2ах + lx2 - 8х + 71 больше 1. 

5*. При каких значениях х неравенство 

(а+2)х3 -(1+2а)х2 -6х+а2 +4а-5 >О справедливо 
для а Е [-2; lj? 

Так как корни данного неравенства есть делители 

а2 + 4а - 5 = (а - 1)(а + 5), то проверим корень 
х =а -1. Действительно, 

f(a -1) = 

= (а+2)(а-1)3-(1+2а)(а-1)2-6(а-1) + (а-1)(а+5) = 

= (а-1)((а+2)(а-1)2 -(1+2а)(а-1)-6+а+5) = 

= (а - 1) ((а+ 2)(а - 1)2 - (1+2а)(а - 1) +а - 1), 

т.е. f(x) = (х-(а-1)) ((а+2)х2 -(1+2а)х+а-1). 

Очевидно, что из предыдущего разложения следует, 

что х = а - 1 - корень двойной кратности. 

Для (а+ 2)х2 - (1+2а)х +а - 1 = О 

D = (1 + 2а)2 - 4(а + 2)(а - 1) = 9, 

[ х= 1+22а+З =а+2 т. е. _ 1+2а-3 _ · 
Х- 2 -а-1 
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Тогда неравенство 

(а+ 2)х3 - {1+2а)х2 - 6х + а2 + 4а - 5 >О 

имеет вид: ( х - (а - 1)) 2 
( х - (а + 2)) > О 

(а+ 2 >а - 1, так как 2 > -1 ). 

а-1 а+~~ 
~~~~-- ---- ~ 

Значит, х Е (О; 3), так как -2 ~ а ~ 1. 

6*. Решите уравнение (х - l)log3x = x!l · 

а) Пусть х = 1, тогда О = 1 - ложь. 

п ....1- х+1 б) усть х 1 1, тогда log3 х = 2(x-l) · 

379 

Попробуем решить это уравнение графически, 

так как для трансцендентных уравнений общих 

методов решения нет. 

Построим график t(x) = 2~~11 ). 
х+1 х-1+2 1 1 

2(х-1) = 2(х-1) = 2 + х-1 · 
у 

' ' ' ------- ","" -" ---" -----------

2 

' ' ' 
3 х 

Из графиков следует, что есть две общие точки, 

т. е. два решения. 
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Так как у = log3 х, то проверим целые значения 

логарифма. 

Пусть х = 3, тогда log3 3 = 1. 
3+1 

t(З) = 2.(3-l) = 1, значит, х = 3 - корень ис-

ходного уравнения. 

1 1 
Пусть х = 31 тогда log3 3 = -1. 

( 1) ~+l 1 
t 3 = ( 1 ) = -1, значит, х = 3 - также 

2· 3-l 
корень исходного уравнения. 

Ответ: { l; 3} . 
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Основные виды преобразований графиков 

Очевидно, что при преобразовании вида у = f ( х + Ь) 
графика функции у = f ( х) область изменения остается 
прежней, а конечная область определения сдвигается на IЬI 

вправо при Ь <О и влево при Ь >О. Если область 

определения - ( -оо; оо), то изменений нет. 
1. у= f(x + Ь) График получается параллельным 

(Ь >О) переносом графика функции у= f(x) 
вдоль оси Ох на IЬI единиц влево. 

2. y=f(x+b) 
(Ь <О) 

у 

ь -
: - '\: .. , 

•• ..... ··у= f(x) 

График получается параллельным 

переносом графика функции у = f (х) 
вдоль оси Ох на IЬI единиц вnJЮво. 

у 

IЬI 
-"--'-+ 

1·· .. -
у = f(x) ••••• ,/ " ... " 

х 

х 
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Очевидно, что при преобразовании вида у= f(x) +С 
графика функции у = f (х) область определения остается 
прежней, а конечная область изменений сдвигается 

по сравнению с у= f(x) на JCJ согласно знаку. Если 
область изменений - ( -оо; оо), то она сохраняется. 
3. у= f(x) +С График получается параллельным 

(С > О) переносом графика функции у = f ( х) 
вдоль оси Оу на JCJ единиц вверх. 

4. y=f(x)+C 
(С< О) 

у 

f c 
' 

\\ io 
/'. i / . . . . . . 

у= /(х) "·· •••••• •• 

х 

График получается параллельным 

переносом графика функции у = f (х) 
вдоль оси Оу на JCJ единиц вниз. 

'",, 
' ' 

у 

\ о . . . . 
l". / . . .. . .. . 

... " .. "' 
х 
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5. у= f(-x) 

6. у= -f(x) 

График получается симметричным 

отражением относительно оси Оу. 

у 

" ... " .. """ . . . . 
: 

y=f(-x) 

.. '\/ .. . ....... " 
у= f(x) 

Точка пересечения графика у = f (х) 
с осью Оу остается неизменной. 

График получается симметричным 

отражением относительно оси Ох. 

у 

. ... 
у= -f(x) 

х 

х 

Точки пересечения графика f (х) с осью 
Ох остаются неизменными. 
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7. у= f (lxl) 

s. у= lf(x)I 

Ответы 

Вся часть графика функции у = f (х), 
лежащая левее оси Оу, удаляется, а вся 

часть, лежащая правее оси Оу и на ней, 

остается без изменений, а кроме того, 

симметрично отражается относительно 

оси Оу в левую полуплоскость. 

у= /(х) •, 
~ 

у= /(lxl) 

. . 
" 

у 

х 

Вся часть графика функции у = f (х), 
лежащая выше оси Ох и на оси, остается 

без изменения, а лежащая ниже оси 

Ох - симметрично отражается 

относительно этой оси вверх. 

у 

: 
' х 

··. '\: .. ' " ... "• 
у= /(х) 

Итоговый график располагается 

в верхней полуплоскости. 
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9. у= AJ(x) 
(А> 1) 

10. у= Af(x) 
(О< А< 1) 

График получается растяжением 

графика функции у = f ( х) вдоль оси Оу 
в А раз. 

у 

1 

х 

D (f(x)) ~ D (AJ(x)). Точки пересечения 
графика с осью Ох остаются 

неизменными. 

График получается сжатием графика 
1 

функции у = f ( х) вдоль оси Оу в А раз. 
у 

х 

D (f(x)) = D (Af(x)). Точки пересечения 
графика с осью Ох остаются 

неизменными. 
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11. у= f(kx) 
(k > 1) 

12. у= f(kx) 
(О< k < 1) 

Ответы 

График получается сжатием графика 

функции у= f(x) вдоль оси Ох в k раз. 
у ------

у= f(kx) 

х 

Е (! ( х)) = Е (! ( kx)) . Точки пересечения 
графика с осью Оу остаются 

неизменными. 

График получается растяжением 

графика функции у = f (х) вдоль оси Ох 
1 

в k раз. 
у --

у= f(x) 

'\ ....... -. . ' . 

Е (f ( х)) = Е (! ( kx)) . Точки пересечения 
графика с осью Оу остаются 

неизменными. 

х 
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у= f (lx + ЬI) Для построения данного графика 

сначала построим график у = f (lxl): 
у 

х 
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13. y=f(lx+ЬI) График у= /(lxl) сдвинем вправо на IЬI, 
(Ь < О) если Ь < О 

у 

IЬI 
-'---'-+ 

Ь<О 

х 

14. у= f(lx+ьl) График у= /(lxl) сдвинем влево на IЬI, 
(Ь > О) если Ь > О 

у 

IЬI 
+-'--'-

Ь>О 

' 
::' х 

__ _, ·· .... /у = f (х) 
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15. y=f(lxl+b) 
(Ь <О) 

16. у= f(lxl+ь) 
(Ь >О) 

Ответы 

Сдвиг графика у= f(x) вправо на IЬI 
и отражение полученного графика, 

находящегося в правой полуплоскости 

(х ~О), в левую полуплоскость. Затем 

склейка обеих частей графика. 
у 

у= f(x) 

IЫ \ •••• 
о - .· 

Сдвиг графика у= f(x) влево на IЬI 
и отражение полученного графика, 

находящегося в левой полуплоскости 

(х <О), в правую полуплоскость. Затем 

склейка обеих частей графика. 

Ь>О 

у= f(lxl+Ь) ' 

" " 

у 

' ... " о 

у= f(x) 

х 
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