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Предисловие

Данная книга — шестая в серии трёхуровневых учебников по мате­
матике, созданных коллективом авторов из числа научных сотрудников 
Математического института им. В.А. Стеклова Российской академии 
наук, Института математики им. С.Л. Соболева Сибирского отделения 
Российской академии наук, Института педагогических исследований 
одарённости детей Российской академии образования, профессоров и 
доцентов Московского государственного университета им. М.В. Ломоно­
сова и Новосибирского государственного университета.

Эта серия разрабатывается с 1993 года и охватывает весь курс школь­
ной математики с 5 по 11 класс. За прошедшие годы авторами сформи­
рована цельная концепция преподавания математики в средней школе, 
которая во многом принципиально отличается от большинства других 
подобных разработок.

Прежде всего авторы отказались от традиционного деления матема­
тики на несколько дисциплин: арифметику, алгебру, геометрию, три­
гонометрию, основы анализа и так далее. Все перечисленные предметы 
предлагается изучать в общем курсе. Это подчёркивает единство матема­
тической науки, тесную взаимосвязь развиваемых в ней идей и методов, 
фундаментальную роль математики как важного элемента общей куль­
туры.

Потребности использования математики в различных областях чело­
веческой деятельности различны, так же как различны и природные 
различия в склонностях и способностях учащихся, поэтому не всем уча­
щимся математика нужна в одинаковом объёме. В настоящем учебнике 
приняты три уровня изложения, отличающиеся не только объёмом, но 
главным образом глубиной и сложностью изучаемого материала. Первый 
уровень содержит сведения, умения и навыки, необходимые каждому 
культурному человеку. Второй уровень предполагает изучение матема­
тики в объёме, достаточном для последующего обучения в техническом 
вузе. Наконец, третий уровень должен способствовать подготовке к про­
должению образования на математическом факультете университета. 
Материал первого уровня может изучаться независимо от второго и тре­
тьего, а материал второго не зависит от изучаемого на третьем уровне. 
Разделы, относящиеся ко второму уровню, отмечены в тексте звёздоч­
кой, а материал третьего уровня — двумя звёздочками.
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Учебник состоит из 15 глав, разбитых на параграфы, которые делятся 
на более мелкие разделы — пункты. К каждому параграфу предлага­
ются контрольные вопросы, задачи, упражнения и тесты, а к каждому 
пункту— подходящий «открытый вопрос». Наличие открытых вопро­
сов — важная особенность изложения учебного материала. Фактически 
эти вопросы — специальные темы для размышления и обсуждения. 
Ответы на них не всегда однозначны. Более того, иногда сознательно 
предполагается, что существует несколько различных правильных отве­
тов. Многие из них можно найти на страницах учебника, а в некоторых 
случаях их подсказывает окружающая действительность. Часто именно 
ответ на открытый вопрос дополняет материал пункта до логического 
завершения.

Учебник прошёл апробацию в школах нескольких регионов, полу­
чил положительные экспертные заключения РАН и РАО, рекомендован 
Министерством просвещения Российской Федерации.

Авторы выражают искреннюю признательность академику РАО 
В.Д. Шадрикову, принимавшему активное участие в разработке концеп­
ции многоуровневого обучения. Авторы благодарят докторов физико- 
математических наук М.П. Вишневского и А.И. Саханенко за участие на 
первоначальном этапе в формировании содержания трёхуровневого обу­
чения.

Авторы считают также своим долгом вспомнить коллег, которых уже 
нет с нами, — доцента В.В. Войтишека, профессора Т.И. Зеленяка и про­
фессора Д.М. Смирнова.

4



Глава 1
АКСИОМАТИЧЕСКИЙ МЕТОД В МАТЕМАТИКЕ

В этой главе рассказывается о роли аксиом в математике и приводятся приме­
ры аксиоматического подхода к изучению геометрии и арифметики.

§ 1. АКСИОМЫ И «НАЧАЛА» ЕВКЛИДА ■

1.1. Аксиомы. Вы уже знакомы с тем, что в математике принята 
строгая система доказательств. Некоторые исходные совершенно ясные 
для нас утверждения мы считаем истинными без доказательства и назы­
ваем их аксиомами.

Аксиомы содержат некоторые начальные понятия, которые назы­
ваются основными и которым не даётся никаких определений. Тем 
самым аксиомы представляют собой принимаемые без доказатель­
ства утверждения о свойствах основных понятий. Все последующие 
утверждения выводятся как логические следствия из аксиом и уже 
доказанных утверждений.

Вопрос. Какие аксиомы вы знаете?
1.2. Аксиоматический метод. Метод последовательного получения 

утверждений, исходя из аксиом, получил в математике название аксио­
матического метода. Аксиоматический метод позволяет сводить слож­
ные математические понятия к простейшим, которые не требуют пояс­
нений.

Яркий пример применения аксиоматического метода в древней мате­
матике — это попытка изложения геометрии великим Евклидом в его 
знаменитых «Началах».

Вопрос. Как доказывается, что если а, Ьпс — такие числа, что а> b и 
с <0, то ас < bel

1.3. Возникновение геометрии. Накопление геометрических зна­
ний в виде конкретных фактов началось в глубокой древности.

За несколько тысячелетий до нашей эры египтяне умели возводить 
грандиозные пирамиды. Например, высота известной пирамиды Хеопса 
первоначально составляла около 147 метров. Такие постройки требовали 
точных измерений и предварительных геометрических расчётов. Посто­
янные разливы Нила принуждали египтян ежегодно измерять и перерас­
пределять земельные участки. В переводе с греческого слово геометрия и 
означает «землемерие».
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■ Глава 1. Аксиоматический метод в математике

Вопрос. Какие измерения достаточно произвести, чтобы вычислить 
площадь участка, имеющего форму трапеции?

1.4. «Начала» Евклида. Приблизительно за 700 лет до начала нашей 
эры геометрические знания египтян проникли в Грецию. Здесь геомет­
рия возникла уже как наука. На рубеже ІѴ-ІП столетий до нашей эры 
древнегреческий геометр Евклид, живший в Александрии, опубликовал 
своё знаменитое сочинение «Начала» в тринадцати книгах. В нём впер­
вые было дано логическое построение геометрии.

Каждая книга «Начал» содержит описание основных геометрических 
понятий. Приведём некоторые из них:

1. Точка есть то, что не имеет частей.
2. Линия есть длина без ширины.
3. Прямая линия есть такая линия, которая одинаково расположена 

по отношению ко всем своим точкам.
4. Поверхность есть то, что имеет только длину и ширину.
5. Плоскость есть поверхность, которая одинаково расположена 

относительно всех своих прямых.
6. Телом называется то, что имеет длину, ширину и глубину.
В первой книге «Начал» изложены постулаты и аксиомы, то есть 

утверждения, принимаемые без доказательств как очевидные.
Постулаты:
1) через две точки можно провести одну прямую линию;
2) отрезок можно продолжить до прямой;
3) из любого центра можно описать окружность любого радиуса;
4) все прямые углы равны между собой;
5) две прямые, которые при пересечении с третьей прямой образуют 

внутренние односторонние углы, в сумме меньшие двух прямых, при 
продолжении в ту же сторону пересекаются.

Аксиомы:
1) равные порознь третьему, равны между собой;
2) если к равным прибавить равные, то получим равные;
3) если от равных отнять равные, то остатки будут равны;
4) совмещающиеся друг с другом равны;
5) целое больше своей части.
Вслед за аксиомами в первой книге «Начал» идут теоремы, распо­

ложенные в таком порядке, что последующие утверждения выводятся 
строго логически из постулатов, аксиом и предыдущих теорем. «Начала» 
Евклида были основным учебным пособием по геометрии в течение двух 
последующих тысячелетий.
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§ 1. Аксиомы и «Начала» Евклида ■

Вопрос. Какие свойства точек на прямой вы знаете?
1. 5. Пятый постулат. Уже ближайшие последователи Евклида обра­

тили внимание на пятый постулат, который был не столь очевиден, как 
другие постулаты и аксиомы. Попытки доказать пятый постулат на основе 
остальных постулатов и аксиом Евклида безуспешно продолжались более 
2000 лет. Было замечено, что пятый постулат Евклида равносилен следу­
ющей аксиоме, которую принято называть «аксиомой параллельности»:

на плоскости через данную точку вне данной прямой можно провести 
не более одной прямой, не пересекающей данную прямую.

Великий русский математик Николай Иванович Лобачевский (1792— 
1856) также пытался доказать пятый постулат Евклида. Сохранив все 
остальные аксиомы, он заменил аксиому параллельности её отрицанием, 
надеясь обнаружить противоречие в последующих рассуждениях. Однако 
вместо противоречия Лобачевский пришёл к новому учению, которое он 
назвал «воображаемой геометрией». Доклад о своём открытии Н.И. Лоба­
чевский представил совету Казанского университета, где он работал, в 
1826 году. В 1829 году вышла из печати большая работа Н.И. Лобачев­
ского «Оначалах геометрии», в которой он детально изложил новую тео­
рию. В настоящее время «воображаемая геометрия» называется геометрией 
Лобачевского.

Три года спустя после выхода в свет работы Лобачевского венгерский 
учёный Янош Бойяи (1802—1860), не зная об исследованиях Лобачев­
ского, также опубликовал работу, где изложил начала неевклидовой 
геометрии, но в менее развитой форме по сравнению с Лобачевским. 
К выводу о существовании новой геометрии независимо пришёл также 
великий немецкий математик Карл Фридрих Гаусс (1777—1855), как 
впоследствии стало известно из его писем к современникам.

Непротиворечивость геометрии Лобачевского была доказана позже 
французским учёным Анри Пуанкаре (1854—1912) и немецким матема­
тиком Феликсом Клейном (1849—1925). Подробное исследование аксиом 
евклидовой геометрии было проведено немецким математиком Давидом 
Гильбертом (1862—1943) в 1899 году.

Вопрос. Как сформулировать отрицание аксиомы параллельности?

Контрольные вопросы и задания ■
1. Что вы понимаете под словом «аксиома»?
2. Что вы понимаете под словом «теорема»?
3. Приведите пример математического доказательства.
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■ Глава 1. Аксиоматический метод в математике

4. Какой смысл в греческом языке имеет слово «геометрия»?
5. Каковы свойства основных понятий евклидовой геометрии?
6. Сформулируйте постулаты Евклида.
7. Что утверждают аксиомы евклидовой геометрии?
8. Сформулируйте аксиому параллельности.
9. * Каково главное отличие «воображаемой геометрии» Лобачевского 

от геометрии Евклида?

■ Задачи и упражнения

1. Существует ли четырёхугольник, у которого три угла по 60°?
2. Докажите, что если у треугольника две медианы равны, то такой 

треугольник равнобедренный.
3. В трапеции средняя линия делится диагоналями на три равные 

части. Найдите соотношение оснований трапеции.
4. * В прямоугольном треугольнике АВС проводятся высота ВН к 

гипотенузе и биссектриса AL, которая пересекает ВН в точке М. Дока­
жите, что треугольник BML равнобедренный.

5. ** Найдите площадь трапеции с основаниями 3 и 10 и диагона­
лями 5 и 12.

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. На какое наибольшее число частей могут разделить плоскость три 

прямые?
1)6 2)7 3)8 4)9
1.2. На какое наибольшее число частей могут разделить плоскость две 

окружности и прямая?
1)6 2)7 3)8 4)9
1.3. Какую величину имеют углы правильного десятиугольника?
1)108° 2)126° 3)144° 4)162°
1.4. Сколько различных действительных корней имеет уравнение 

(х2 + Ѵ2)2 + х2 = 2?
1) ни одного 2) один 3)два 4) четыре

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Каким из указанных неравенств равносильно неравенство ~з - 8?
1)8х3>1 2)2х>1 3)^—>0 4)—^<0
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§ 2. Система аксиом Гильберта ■

2.2. Какие из указанных четырёх чисел могут быть длинами последо­
вательных сторон некоторого четырёхугольника?

1) 1; 2000; 3;4000 2) 10; 2000; 30; 4000
3) 100; 2000; 300;4000 4) 1000; 2000; 3000;4000
2. 3. Какие из приведённых равенств являются следствиями тождес­

тва (а + Ь)2 = а2 + 2аЬ + Ь2?
1)х4 + 2х2 + 1 = (1 + х2)2 2)(2Ѵз+Зл/2)2 = ЗО + бѴб
З)(х3 + х)2 = х6 + 2х5 + х4 4)а + а2 + 2а4а = (а + 4а)2
2. 4. Сколько различных действительных корней может иметь уравне­

ние вида х2 - 2ах - За2 = 0 в зависимости от параметра а?
1 ) ни одного 2) один 3) два 4) три

§ 2. СИСТЕМА АКСИОМ ГИЛЬБЕРТА ■

2. 1.** Аксиомы связи. При построении геометрии Д. Гильберт 
использовал основные понятия, отношения между ними и аксиомами. 
Основными понятиями, которые не определяются через другие понятия, 
являются, как и у Евклида, точки, прямые и плоскости, а также следу­
ющие главные отношения между ними: «лежать на», «лежать между», 
«быть конгруэнтными» (или равными), «быть параллельными».

Система аксиом Гильберта состоит из пяти групп аксиом. В этом пун­
кте мы приведём аксиомы первой группы (или аксиомы связи), которые 
описывают свойства отношения «лежать на».

1Г Для любых двух точек существует прямая, на которой лежат эти 
точки.

12. Для любых двух различных точек существует не более одной пря­
мой, на которой лежат эти точки.

13. На каждой прямой лежат по крайней мере две точки; на каждой 
плоскости лежат по крайней мере три точки, не лежащие на одной прямой.

14. Для любых трёх точек существует плоскость, на которой лежат 
эти точки. На любой плоскости лежит хотя бы одна точка.

15. Для любых трёх точек, не лежащих на одной прямой, существует 
не более одной плоскости, на которой лежат эти точки.

16. Если две точки прямой т лежат на плоскости а, то все точки пря­
мой т лежат на этой плоскости.

17. Если точка лежит на плоскости а и на плоскости Р, то существует 
по крайней мере ещё одна точка, которая лежит на каждой из этих плос­
костей.
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■ Глава 1. Аксиоматический метод в математике

18. Существуют по крайней мере четыре точки, которые не лежат на 
одной плоскости.

Для изучения аксиоматической теории полезно построить её модель, 
то есть сопоставить основным понятиям и отношениям какие-нибудь 
конкретные объекты и утверждения об этих объектах, которые могут 
быть истинными или ложными.

Нетрудно построить модель геометрии, которая удовлетворяет пере­
численным аксиомам связи, но значительно отличается от евклидовой

Рис. 2

геометрии. Пусть АВСВ — тетраэдр (рис. 1). 
Будем считать «точками» вершины А, В, С, Б, 
«прямыми» — пары вершин {А, В}, {А, С}, 
{А, В}, {В, С}, {В, В} и {С, В}, «плоскос­
тями» — тройки вершин {А, В, С}, {А, В, В}, 
{А, С, В}, {В, С, В}. Определим отношение 
«лежать на» как «входить в состав» соответ­
ствующей пары или тройки вершин. В резуль­
тате получаем модель, в которой выполняются 
все аксиомы Ц — 18. Эта модель показывает, 
что в геометрии, определяемой лишь акси­
омами связи, прямая может иметь всего две 
точки, а плоскость — три точки.

Вопрос. Будут ли выполняться аксиомы 
1Х — 18, если в указанной модели из числа 
«прямых» удалить {А, В}?

2. 2.** Аксиомы порядка. Аксиомы вто­
рой группы, или аксиомы порядка, описывают 
свойства отношения «лежать между».

2. . Если точка В лежит между точками А и 
С, то В лежит также между С и А. При этом А, 
В, С — различные точки одной прямой (рис. 2).

22. Для любых двух точек А и В на одной 
прямой АВ существует по крайней мере одна 
точка С такая, что точка В лежит между А и С.

23. Среди любых трёх различных точек 
существует не более одной, лежащей между
двумя другими.

Рис- 3 24 (аксиома Паша). Пусть А, В, С — три 
точки в плоскости а и 7П — прямая в плоскости а, не проходящая ни 
через одну из точек А, В, С. Тогда если на прямой т найдётся точка В,
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§ 2. Система аксиом Гильберта ■

лежащая между А и С, то на этой прямой найдётся также точка Р, 
которая лежит либо между А и В, либо между В и С (рис. 3).

Отношение «лежать между» позволяет определить отрезок с кон­
цами в данных точках. Из аксиомы Паша вытекает, в частности, что 
если прямая пересекает одну из сторон треугольника, то она обяза­
тельно пересечёт ещё какую-то сторону этого треугольника. С помо­
щью аксиом первой и второй групп можно также доказать, что на 
каждой прямой имеется бесконечное множество точек.

Вопрос. Как с помощью аксиомы Паша доказать, что каждая пря­
мая делит плоскость на две полуплоскости?

2. 3.** Аксиомы конгруэнтности. Аксиомы 
третьей группы, или аксиомы конгруэнтности, 
описывают свойства отношения конгруэнтности, 
или, другими словами, отношения равенс­
тва геометрических фигур, соответствующие 
наглядному представлению о совмещении при 
наложении копии одной из фигур на другую.

Зг Если даны пара точек К, I и прямая а 
с расположенной на ней точкой О (рис. 4), то 
на прямой а найдутся такие точки А и В, что 
отрезки АО, ОВ конгруэнтны отрезку КЪ и 
точка О лежит между точками А и В (символи­
чески АО = КЬ, ОВ^КЬ}.

Аксиома 31 даёт возможность откладывать 
на прямой от заданной точки О отрезки данной 
длины.

32. Два отрезка, конгруэнтные третьему 
отрезку, конгруэнтны между собой.

Каждый отрезок АВ конгруэнтен самому себе 
и отрезку ВА (символически АВ = ВА).

З3. Если точка С лежит между точками А и 
В, а точка СА — между Аг иВр причём АС=А1С1, 
СВ = С1В1, то АВ =А1В1 (рис. 5).

Аксиома З3 позволяет складывать отрезки.
34. Пусть даны угол АОВ, луч О1В1 и полу­

плоскость относительно прямой О1В1 (рис. 6). 
Тогда в этой полуплоскости существует един­
ственный луч О1А1 такой, что угол АОВ конгру­
энтен углу А1О1В1.
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■ Глава 1. Аксиоматический метод в математике

Аксиома 34 даёт возможность откладывать углы, конгруэнтные (рав­
ные) данному. Кроме того, из этой аксиомы следует, что каждый угол 
конгруэнтен самому себе.

35. Если для треугольников АВС и 
А1В1С1 выполнено: АВ = AjBj, АС = АгСг и 
ABAC = ХВ'А^ (рис. 7), то ХАВС = ХА^^.

Эта аксиома позволяет вывести признак 
равенства треугольников по двум сторонам и 
углу между ними.

Вопрос. Как доказать, что из аксиом Зр 
34 и 35 следует утверждение о конгруэнтности 
сторон ВС и ВгСг рассматриваемых треуголь­
ников?

2.4. ** Аксиома параллельности. Чет­
вёртая группа состоит из единственной акси­
омы параллельности, уже упоминавшейся в 

предыдущем параграфе.
4Г Через данную точку вне данной прямой на плоскости можно про­

вести не более одной прямой, не пересекающей данную прямую.
Вопрос. Выполняется ли аксиома параллельности для модели из пун­

кта 2.1?
2.5. ** Аксиомы Архимеда и Кантора. Пятая группа содержит две 

аксиомы.
54 (аксиома Архимеда). Пусть АВ nCD — произвольные отрезки. Тогда 

на прямой АВ можно указать конечное множество точек А р А2,..., Ап, рас­
положенных так, что отрезки ААр А^А^ ..., Ап1Ап конгруэнтны отрезку 
CD, точка А4 лежит между А и А2, точка А2 лежит между A t и А3,..., точка 
Ап1 лежит между Ап_2 и Ап, а точка В лежит междуАп1 и Ап.

А-2 А»-1 ^п

Рис. 8

Эта аксиома утверждает, что для любых двух отрезков АВ и СВ 
всегда найдётся отрезок ААп, конгруэнтный кратному п • СВ отрезка 
СВ и такой, что АВ является частью отрезка ААп, то есть ААп больше АВ 
(рис. 8).

52 (аксиома полноты). К системе элементов геометрии (точек, пря­
мых и плоскостей), удовлетворяющей аксиомам групп I, II, III, IV и
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аксиоме 5Р нельзя добавить новых точек, прямых и плоскостей таким 
образом, чтобы полученная система образовывала новую геометрию, 
удовлетворяющую всем этим аксиомам.

Справедлива теорема, которую иногда называют аксиомой Кантора, 
потому что она эквивалентна аксиоме полноты 52. Прежде чем сформу­
лировать аксиому Кантора, определим понятие «стягивающейся» после­
довательности отрезков. Бесконечная последовательность отрезков А1В1, 
А2В2, А3В3, ... называется стягивающейся, если каждый последующий 
отрезок является частью предыдущего и для любого наперёд заданного 
отрезка СВ найдётся такой номер п, что АпВп меньше СВ.

Аксиома Кантора. На прямой для всякой стягивающейся последова­
тельности отрезков А1ВѴ А2В2, А3В3,... существует единственная точка, 
принадлежащая всем отрезкам одновременно.

Вопрос. Пусть задан отрезок АВ. Обозначим через Аг середину 
отрезка АВ, через А2 — середину отрезкаА4р через А3 — середину отрезка 
А42 и так далее. Как доказать, что последовательность отрезков ААп явля­
ется стягивающейся?

2.6. ** Непротиворечивость. Система аксиом Гильберта непроти­
воречива. Это значит, что из неё нельзя логически вывести два взаимно 
отрицающих друг друга утверждения.

Если в системе аксиом Гильберта заменить аксиому параллельности 
аксиомой Лобачевского, то получится система аксиом геометрии Лоба­
чевского. Эта система также непротиворечива. Непротиворечивость той 
или иной системы аксиом доказывается путём построения для неё конк­
ретной модели (или интерпретации).

Вопрос. Как доказать, что прямая, пересекающаяся со всеми сторо­
нами треугольника, обязательно проходит через одну из его вершин?

Контрольные вопросы и задания ■
1 .** Сформулируйте аксиомы связи.
2 .** Сформулируйте аксиомы порядка.
3 .** Сформулируйте аксиомы конгруэнтности. Какие возможности 

построений предоставляют эти аксиомы?
4 . ** Сформулируйте аксиому параллельности.
5 . ** Сформулируйте аксиому Архимеда.
6 . ** Какая последовательность отрезков называется стягиваю­

щейся? Сформулируйте аксиому Кантора.
7 .** Сформулируйте аксиому полноты.
8 .** Что означает непротиворечивость системы аксиом?
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■ Глава 1. Аксиоматический метод в математике

■ Задачи и упражнения
1 .** Дана прямая а и точка А вне её. С помощью аксиом связи дока­

жите, что существует единственная плоскость, на которой лежат пря­
мая а и точка А.

2 .** а) Можно ли доказать с помощью аксиом связи, что на прямой 
найдутся по крайней мере три различные точки?

б ) Откуда следует, что на прямой найдутся по крайней мере три раз­
личные точки?

3 .** Какое наименьшее число точек может содержать плоскость в 
модели аксиом связи?

4.** С помощью аксиом связи и порядка 
докажите, что если точки А, О, Б не лежат на 
одной прямой и при этом точка С лежит между 
А и I), точка Е лежит между О и В, то сущес­
твует такая точка О, которая одновременно 
лежит между А и В и между О и С (рис. 9).

5.** С помощью аксиом связи и порядка 
докажите, что для любых различных точек А и В 
существует точка С, которая лежит между А и В.

6.** С помощью аксиом конгруэнтности 
докажите, что в равнобедренном треугольнике 
углы при основании равны.

7. ** Угол называется прямым, если он кон­
груэнтен (или равен) своему смежному углу. С помощью аксиом конгру­
энтности докажите, что все прямые углы конгруэнтны между собой.

8. ** Докажите, что из аксиом связи, порядка и конгруэнтности выво­
димы следующие утверждения:

а) первый и второй признаки равенства треугольников;
б) через каждую точку А прямой а можно провести перпендикулярную 

ей прямую, и притом только одну;
в) каждый отрезок АВ можно разделить пополам;
г) в равнобедренном треугольнике медиана, проведённая к основанию, 

является биссектрисой и высотой;
д) внешний угол треугольника больше каждого внутреннего угла, с 

ним не смежного;
е) из данной точки на данную прямую можно опустить единственный 

перпендикуляр;
ё) два перпендикуляра к одной прямой не пересекаются.
9. ** Докажите, что из системы аксиом Гильберта следует пятый пос­

тулат Евклида.
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10. ** Докажите, что из аксиом связи, порядка, конгруэнтности и 
аксиомы параллельности выводимы следующие утверждения:

а) каждая прямая в пересечении с двумя параллельными прямыми 
образует равные соответственные углы;

б) сумма внутренних углов любого треугольника равна двум пря­
мым.

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Сколько рёбер имеет треугольная пирамида?
1)6 2) 7 3)8 4)9
1.2. На сколько частей разделяют пространство плоскости всех граней 

куба?
1)27 2)9 3) 16 4) 12
1.3. На какое наибольшее число частей могут разделить плоскость 

четыре прямые?
1)10 2) 11 3) 12 4)13
1.4. На какое наибольшее число частей могут разделить плоскость три 

окружности?
1)6 2)7 3)8 4)9

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из следующих утверждений являются верными?
1) любые три различные точки лежат на одной окружности
2) существуют три различные точки, которые не лежат ни на какой 

окружности
3) существуют четыре различные точки, которые не лежат ни на какой 

окружности
4) если четыре различные точки лежат на одной окружности, то такая 

окружность единственная
2.2. Какие из следующих утверждений являются верными?
1) если три угла одного треугольника равны соответственно трём углам 

другого треугольника, то такие треугольники подобны
2) если четыре угла одного четырёхугольника равны соответственно 

четырём углам другого четырёхугольника, то такие четырёхугольники 
подобны

3) если диагонали одного ромба соответственно пропорциональны диа­
гоналям другого ромба, то такие ромбы подобны
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4) если стороны одного параллелограмма соответственно пропорцио­
нальны сторонам другого параллелограмма, то такие параллелограммы 
подобны

2.3. Какие из следующих утверждений являются верными?
1) если сумма квадратов двух сторон треугольника равна квадрату тре­

тьей стороны, то треугольник прямоугольный
2) если сумма квадратов двух сторон треугольника меньше квадрата 

третьей стороны, то треугольник тупоугольный
3) если сумма квадратов двух сторон треугольника больше квадрата 

третьей стороны, то треугольник остроугольный
4) если треугольник прямоугольный, то сумма квадратов двух сторон 

треугольника равна квадрату третьей стороны
2.4. Какие из следующих утверждений являются верными?
1) прямая параллельна сама себе
2) если на плоскости две прямые параллельны одной прямой, то такие 

прямые параллельны
3) если на плоскости две прямые перпендикулярны одной прямой, то 

такие прямые перпендикулярны
4) если на плоскости две прямые перпендикулярны одной прямой, то 

такие прямые параллельны

■ § 3. АКСИОМЫ ПЕАНО ДЛЯ НАТУРАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ

3.1. ** Система аксиом Пеано. Аксиоматический метод успешно 
применяется не только в геометрии, но также и в других разделах мате­
матики. Здесь мы продемонстрируем аксиоматический метод в арифме­
тике натуральных чисел.

Натуральные числа возникли как из подсчёта (один, два, три и так 
далее), так и из перечисления предметов (первый, второй, третий и так 
далее). Система аксиом для натуральных чисел, которую мы сейчас рас­
смотрим, отражает эти процессы счёта и перечисления.

Основными понятиями в системе аксиом, предложенной знаменитым 
итальянским математиком Джузеппе Пеано (1858—1932), являются 
натуральные числа и основное отношение — «непосредственно следо­
вать».

Система аксиом Пеано состоит из четырёх утверждений:
1. Число 1 есть натуральное число, которое не следует непосред­

ственно ни за каким натуральным числом.
2. Каково бы ни было натуральное число п, существует лишь одно 

натуральное число п', которое непосредственно следует за числом п.
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3. Каждое натуральное число, отличное от единицы, следует непос­
редственно лишь за одним натуральным числом.

4. Если некоторое множество М натуральных чисел содержит число 1 
и вместе с каждым натуральным числом п содержит непосредственно 
следующее за ним число п', то М содержит все 
натуральные числа.

Аксиома 4 называется аксиомой математи­
ческой индукции и позволяет утверждать, что 
если некоторое предложение или свойство Р(п) 
справедливо для числа п = 1 и для всякого нату­
рального числа к из справедливости Р(к) следует 
справедливость Р(к'), то Р(п) справедливо для 
всех натуральных чисел.

Это утверждение называется принципом математической индукции.
Вопрос. Какие аксиомы Пеано выполняются на множестве нату­

ральных чисел {1, 2, 3, 4}, в котором отношение «непосредственно сле­
довать» определено стрелками на схеме (рис. 1)?

3.2. ** Сложение натуральных чисел. Используя отношение непос­
редственного следования, определим сложение натуральных чисел.

Сложение есть операция на множестве натуральных чисел, которая 
любым двум числам хиу сопоставляет такое число х + у, что:

1) х + 1 = х' для всякого натурального х;
2) х + у' = (х + у)', если число х + у уже определено.
Вследствие данного определения, чтобы прибавить к натуральному 

числу х число 1, достаточно взять натуральное число, непосредственно 
следующее за х; для того чтобы к натуральному числу х прибавить число, 
непосредственно следующее за у, достаточно к х прибавить у и от числа х + у 
перейти к непосредственно следующему за ним. Таким образом, сложение 
натуральных чисел определяется шаг за шагом, то есть по индукции.

В соответствии с определением сложения устанавливаются свойства 
этой операции. Например, докажем, что 2 + 2 = 4. В самом деле, по опре­
делению имеем: 2 + 1 = 2' = 3, откуда 2 + 2 = 2 + 1' = (2 + 1)' = 3' = 4.

Вопрос. Как доказать, что 2 + 3 = 5?
3.3. ** Умножение натуральных чисел. Имея операцию сложения, 

определим умножение натуральных чисел.
Умножение есть операция на множестве натуральных чисел, которая 

любым двум числам хиу сопоставляет такое число х • у, что:
1) х • 1 = х для всякого натурального х;
2) х у ' = х у + х, если число х • у уже определено.
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■ Глава 1. Аксиоматический метод в математике

Умножение натуральных чисел тоже определяется шаг за шагом, то 
есть по индукции.

Вопрос. Как доказать, что 3-2 = 6?
3.4. ** Ассоциативность сложения. Перечисленных простейших 

свойств натуральных чисел и определений сложения и умножения доста­
точно для доказательства всех свойств натуральных чисел, которыми мы 
обычно пользуемся. Приведём, например, доказательство ассоциатив­
ного закона сложения:

для любых х, у, 2 справедливо равенство х + (у + г) = (х + у) + 2.
Доказательство. Зафиксируем произвольные х и у. Пусть Р — свой­

ство натуральных чисел, определённое так: число г обладает свойством 
Р, если х + (у + г) = (х + у) + 2. Покажем, что все натуральные числа обла­
дают свойством Р. Для этого воспользуемся принципом математической 
индукции.

Сначала проверим, что число 1 обладает свойством Р. Действительно, 
х + (у +1) = х + у' (по первому условию из определения сложения), х + у' = 
= (х + у)' (по второму условию из определения сложения), а это равно 
(х + у)+ 1 (снова по первому условию). Таким образом, число 1 обладает 
свойством Р’. х + (у + 1) = (х + у) + 1.

Предположим теперь, что некоторое натуральное 2 обладает свой­
ством Р, то есть х + (у + 2) = (х + у) + 2. Покажем, что тогда и непосред­
ственно следующее за ним число 2' также обладает свойством Р'.

по пункту 2 определения сложения)

, (по пункту 2 определения сложения)
х + (у + г'у. 
= х + (у +г)

= ((х + у) + г)

, чѴ (так как г обладает свойством х + (у + г))' " ^=
, (по пункту 2 определения сложения)

= (х + у) + г'.
Следовательно, число 2' обладает свойством Р.
Итак, мы доказали, что если число 1 обладает свойством Р и если 

любое натуральное число 2 обладает свойством Р, то и непосредственно 
следующее за ним число 2' также обладает этим свойством. По четвёртой 
аксиоме Пеано свойство Р справедливо для любого натурального числа, 
то есть для всех натуральных чисел 2 выполняется равенство х + (у + г) = 
= (х + у) + г. Ввиду того что зафиксированные ранее натуральные числа х 
и у были произвольными, равенство х + (у + 2) = (х + у) +г выполняется для 
любых натуральных чисел х, у иг. Утверждение доказано.

Вопрос. Как с помощью ассоциативного закона доказать, что 117 + 3 = 
= 115 + 5?
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§ 3. Аксиомы Пеано для натуральных чисел

3.5. ** Коммутативность сложения. В этом пункте мы установим
закон коммутативности сложения натуральных чисел:

для любых х и у справедливо равенство х + у = у + х.
Предварительно докажем вспомогательное утверждение: для любого 

натурального числа х справедливо равенство х + 1 = 1 + х. Снова восполь­
зуемся методом математической индукции.

Сначала проверим, что это свойство выполнимо для х = 1. Действи­
тельно, в данном случае х+1 = 1 + 1и1 + х=1 + 1.

Предположим теперь, что свойство х + 1 = 1 + х выполнимо для некото­
рого натурального х, и докажем, что оно справедливо для х'. В самом деле,

х' + 1 (по пункту 1 определения сложения)

= (^'У
(по пункту 1 определения сложения)

= (х+1)'
= (1 +х)

(используем предположение х + 1 = 1 + х)

(по пункту 2 определения сложения)

По принципу математической индукции равенство х + 1 = 1 + х дока-
зано для всех натуральных х.

Теперь приступим к доказательству закона коммутативности в общем 
случае: х + у = у + х.

Доказательство. Для г/ = 1 это утверждение только что было доказано. 
Допустим, что наше утверждение верно при некотором у. Тогда для у' мы 
имеем:

(по пунктам 1 и 2 определения сложения)

(по предположению х + у = у + х)

(из ассоциативности сложения)

(по свойству X + 1 = 1 + х)

(из ассоциативности сложения)

(по пункту 1 определения сложения)

= (х + у) + 1 

= (у + х) + 1 

= у + (х+1) 
= у + (1 + х) 
= (у + 1) + х
= у' + х.

По принципу математической индукции равенство х + у = у + х дока­
зано для всех натуральных х и г/.

Вопрос. Как доказать, что (х + у) + г = (г + у) + х?
3.6. ** Об основных свойствах других операций над натураль­

ными числами. Доказав основные свойства сложения натуральных 
чисел, можно аналогично установить основные свойства операции умно-
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■ Глава 1. Аксиоматический метод в математике

женил, определить степень с натуральным показателем, вывести другие 
привычные нам свойства натуральных чисел.

Вопрос. Как для натуральных чисел определить неравенство х> у?

■ Контрольные вопросы и задания

1. ** Сформулируйте аксиомы Пеано.
2. ** Докажите ассоциативность сложения.
3. ** Докажите коммутативность сложения.

■ Задачи и упражнения

1 . ** Докажите дистрибутивный закон: х(у + г) = ху + хг.
2 .** Используя свойства операции сложения, докажите коммутатив­

ность умножения.
3 .** Докажите ассоциативность умножения.
4 .** Положим х > у, если найдётся такое натуральное число г, что 

х = у + г. Докажите, что:
а) если х > у и у > 2, то х > 2;
б) если Х> у, ТО Х + 2>у + 2 ДЛЯ Любого 2.
5. ** Определите операцию вычитания меньшего натурального числа 

из большего натурального числа.
6. ** Докажите, что х - (у - г) = (х - у) + 2, если определены х - у И у - 2.
7. ** Докажите, что каждое натуральное число можно единственным 

способом представить в виде а0 + 10 • а^ + 102 • а2 +... + 10* • ак, где ак — нату­
ральное число, меньшее 10, а каждое из чисел а0, аѵ ..., ак1 либо равно 
нулю, либо является натуральным числом, меньшим 10; к — либо 0, либо 
натуральное число.

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Какое из следующих равенств является верным, если у = х', 2 = у'?
1) х + г = (2х)' 2)(х + г)' = 2г
3) х + г = 2у 4) (х + 2)' = 2у
1.2. Какое из следующих равенств является верным, если у = х', 2 = у'?
1)хг = (х2)' 2) (хг)' = г2
3) Х2 = у2 4) (хг)' = у2
1.3. Чему равна сумма всех натуральных чисел, меньших 100 и деля­

щихся на 3?
1) 1683 2)1693 3)1703 4)1713
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§ 4. Логические парадоксы ■

1.4. Чему равно З11, если известно, что З10 = 59 049?
1) 167 127 2) 167 137 3) 177 127 4) 177 147
Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из следующих равенств верны для любых натуральных а 

и Ь при условии, что вычитание натуральных чисел определено в случае, 
когда уменьшаемое больше вычитаемого?

1)(а + Ь)-а = Ь 2)(а-Ь) + Ь = а
3) (а + Ь + 1) - 1 = (а + 1) + (Ь - 1) 4) (а + Ь) - 1 = а + (& - 1)
2.2. Какие из следующих равенств верны для любых натуральных а, 

Ьис?
1) а ■ (Ь - с) + ас = аЬ 2) (а - Ь)(а -с) + а(Ь + с) = а2 + Ъс
3) а (Ь + с) - аЬ = ас 4) (а + Ь)(а + с) - а(Ь + с) = а2 + Ъс
2. 3. В каких рассуждениях применяется свойство ассоциативности 

натуральных чисел?
1) 19 + 21 = 19 + (20 + 1) = (19 + 1) + 20 = 20 + 20
2)37 + 2 = 37 + (1 + 1) = (37 + 1)+ 1 = 38 + 1
3)17 + (1 + 5) = (17 + 1) + 5 = 18 + 5
4) (20 + 1) + (20 - 1) = 20 + 20 + (1 - 1) = 20 + 20
2. 4. Числа Фибоначчи определяются по правилу: иг = и2 = 1, 

ип+2 = ип+і + ип ПРИ всех ^ ^ 1- Какие из приведённых равенств являются 
верными?

1) и ^„ = 2и ^.+и 2)и = 3и , + 2п
3) и . = 4ип + 1 + Зи 4) и,. = 8и .. + 5и7 п + о п+1 п 7 п + о п+1 п

§4. ЛОГИЧЕСКИЕ ПАРАДОКСЫ ■

4.1. Парадокс кучи. Рассмотрим некоторые предложения (пара­
доксы), которые показывают, что наше понимание мира невозможно во 
всей полноте отразить в строгих математических и логических понятиях. 
Под парадоксом будем понимать рассуждение, кажущееся правильным, 
но приводящее тем не менее к противоречию.

Парадокс кучи. Этот парадокс был известен ещё в древности. Вот его 
формулировка: «Одна песчинка не может образовать кучи. Если какое-то 
количество песчинок не образует кучи, то добавление к этому количеству 
ещё одной песчинки не превратит его в кучу».

Из приведённых утверждений можно сделать вывод, что, начиная с 
одной песчинки и добавляя последовательно по одной песчинке, мы вроде 
бы никогда не получим кучу песка. Однако мы все знаем, что кучи песка 
существуют.
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Парадоксальность ситуации состоит в том, что наше интуитивное пред­
ставление о куче песка противоречит приведённому здесь математичес­
кому определению того, что некоторое количество песчинок «не образует 
кучи ».

Вопрос. Сколько песчинок помещается в 1 м3, если в 1 мм3 помещается 
100 песчинок?

4.2. ** Парадокс брадобрея. Рассмотрим известный парадокс 
брадобрея. «Совет одной деревни издал указ о том, что деревенский 
брадобрей (при этом оговаривается, что он единственный брадобрей в 
этой деревне) должен брить всех мужчин деревни, которые не бреются 
сами, и только этих мужчин. Спрашивается, кто же будет брить бра­
добрея?»

Если брадобрей себя не бреет, то он относится к тем, кто не бреется сам. 
Тогда, согласно указу, он должен брить себя.

Если же брадобрей всё-таки бреет себя, то он бреется сам. Следуя указу, 
он не должен брить себя.

Чтобы указ не был противоречивым, достаточно принять дополни­
тельное условие о неприменимости указа к деревенскому брадобрею как 
объекту для бритья.

Вопрос. Можно ли считать истинными или ложными надписи на 
обеих сторонах бумажного листка, если на одной стороне бумажного 
листка написано: «Утверждение на обороте верно», на другой стороне 
листка написано: «Утверждение на обороте ложно»?

4.3. ** Парадокс лжеца. Рассмотрим парадокс лжеца. «Некто гово­
рит: „Я — лжец“. Можно ли отсюда сделать вывод, правдивый он человек 
или нет? »

Предположим, что этот Некто сказал правду. Но тогда высказывание 
«Я — лжец» истинно и Некто следует считать лжецом. Но лжец не мог 
сказать правду, что он лжец.

Предположим, что рассматриваемый Некто сказал неправду, то есть 
ложь. В этом случае фраза «Я — лжец» является ложным высказыва­
нием. Значит, Некто не лжец, но это противоречит предположению, что 
Некто лжец.

К словам «Я — лжец», взятым вне связи с конкретным объектом, о 
котором лжёт сказавший слова «Я — лжец», неприложимы понятия 
истинности или ложности. Парадокс показывает существование повест­
вовательного предложения, о котором нельзя однозначно сказать, явля­
ется ли оно истинным или ложным.

Вопрос. Является ли предложение: «Я — не лжец» — парадоксом?

22



§ 4. Логические парадоксы ■

Контрольные вопросы и задания ■

1. Что такое логический парадокс?
2. Сформулируйте парадоксы: а) кучи; б)** брадобрея; в)** лжеца.

Задачи и упражнения ■

1. ** Объясните, почему следующие предложения являются парадок­
сами.

а) «Может ли всесокрушающее пушечное ядро сокрушить несокру­
шимый столб? »

б) «У всякого правила есть исключение».
2.** Крокодил украл ребёнка, но обещал вернуть его отцу, если тот 

отгадает, вернёт ли ему крокодил ребёнка. Что следует сказать отцу, 
чтобы перед крокодилом встала неразрешимая проблема?

3.** Миссионер, оказавшийся среди людоедов, обнаружил, что он 
попал как раз к обеду. Туземцы разрешили ему произнести какое-нибудь 
утверждение с условием, что если оно окажется истинным, то его зажа­
рят, а если оно окажется ложным, то его сварят. Что надо сказать мисси­
онеру, чтобы перед туземцами возникла неразрешимая задача?

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. При каком значении а уравнение (а2 - 1)х + 2 = а2 - а имеет беско­

нечно много решений?
1)а = -2 2)а = -1 3)а = 1 4)а = 2
1.2. Сколько существует не равных между собой треугольников, у 

которых две стороны равны 1 и 2 и какой-то из углов равен 30°?
1)один 2) два 3)три 4) четыре
1.3. При каком значении а уравнение х  + ах2 + а2 = 1 имеет три различ­

ных действительных корня?
4

1)а = -2 2)п = -1 3)а = 1 4)п = 2
1.4. Сколько существует различных треугольников, у которых синусы

двух углов равны 1
2 3?

1) только один 2) два 3) три 4) бесконечно много

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. На какие из указанных цифр может оканчиваться четвёртая сте­

пень натурального числа?
1)3 2)4 3)5 4)6
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2.2. ** Сколько действительных решений может иметь уравнение вида 
(х2 + Ьх + с)2 + (х2 + пх + £)2 = 0 при с*к?

1) ни одного 2) одно 3) два 4) четыре

2.3. В треугольнике, площадь которого равна две стороны равны 1

и 2. Какие значения может иметь длина третьей стороны?
1)Ѵз 2)2 3)^5 4)^7
2.4. Сколько общих касательных могут иметь две окружности?
1)одну 2) две 3) три 4) четыре

■ Мини-исследования к главе

Мини-исследование 1
Пусть Р обозначает множество положительных действительных чисел. 

В качестве исходных свойств упорядочения в множестве действительных 
чисел примем следующие:

1. Для всякого действительного числа х либо х е Р, либо X = 0, либо
-х е Р, и эти три возможности взаимно исключают друг друга.

2. Если Х,у Е Р,ТО Х + у Е Риху Е Р.
По определению х <у (или у>х) означает, что х-у е Р.
• Докажите, что если х е Р и -у е Р, то -ху е Р (то есть произведение 

положительного и отрицательного чисел отрицательно).
• Докажите, что произведение двух отрицательных чисел положи­

тельно.
• Докажите, что если а> Ь и с <0, то ас <Ьс.
• Попробуйте установить остальные стандартные свойства неравенств,

в частности, если а > Ь и а, Ь > 0, то — а Ь
• Как доказывать стандартные свойства нестрогих неравенств?
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Глава 2
НАЧАЛА СТЕРЕОМЕТРИИ

В этой главе приводятся примеры пространственных фигур, рассматриваются 
основные понятия стереометрии и формулируются аксиомы, из которых выте­
кают все последующие свойства пространства. В последнем параграфе раз­
бираются некоторые свойства пирамид.

§ 1. ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ ФИГУРЫ ■

1.1. О геометрических фигурах. В течение нескольких лет вами 
изучались геометрические свойства фигур, расположенных на плос­
кости. При этом каждую геометрическую фигуру мы рассматривали как 
некоторое множество точек, отвлекаясь от реальной физической природы 
этой фигуры. Например, нам было неважно, где изображён равносторон­
ний треугольник: на странице учебника, на листе тетради или на доске. 
Известные вам геометрические свойства равностороннего треугольника 
совсем не зависят от того, где изображён этот треугольник.

Аналогично пространственные геометрические фигуры рассматри­
вают как некоторые множества точек пространства. Например, если 
посмотреть на обыкновенную комнату, не обращая внимания на окна, 
двери, плинтусы и так далее, то можно считать, что такая комната пред­
ставляет собой некоторую пространственную фигуру (рис. 1). Такая про­
странственная фигура называется прямоугольным параллелепипедом.

Прямоугольный параллелепипед ограничивают шесть граней, каждая 
из которых является прямоугольником. Куб — это прямоугольный парал­
лелепипед, у которого все грани квадраты.

Куб и прямоугольный параллелепипед мы 
будем использовать для иллюстрации изуча­
емых понятий и свойств в пространстве.

Вопрос. Какие свойства куба вы знаете?
1.2. О чертежах. Мир пространствен­

ных фигур многообразен. Например, авто­
мобиль делают из множества деталей. Каж­
дая из них является пространственной 
фигурой. Для практики большое значение 
имеют рабочие чертежи, по которым мастер Рис. 1
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■ Глава 2. Начала стереометрии

Рис. 2

Рис. 3

Рис. 4

способен изготовить нужную деталь. Эти чер­
тежи делают на основе свойств, которые выяв­
ляются при изучении геометрии пространства.

Вопрос. Что вы знаете о параллельности на плос­
кости?

1.3. Примеры фигур в пространстве. Про­
странственные фигуры часто задают описанием 
свойств их точек.

Пример 1. Выберем некоторое положительное 
число г и некоторую точку F пространства. Опреде­
лим пространственную фигуру S как множество всех 
точек пространства, удалённых от F на расстояние г. 
Напомним, что фигура S называется сферой (рис. 2).

Пример 2. Возьмём прямоугольный треугольник 
АВС с катетами АВ и ВС (рис. 3). Определим про­
странственную фигуру V как множество всех точек 
пространства, которые получаются из точек тре­
угольника АВС его вращением вокруг прямой ВС. 
Такую фигуру V называют конусом (рис. 4).

Пример 3. Выберем в пространстве две окруж­
ности, расположенные в противоположных гранях 
куба. Отметим на одной окружности точку А, на дру­
гой — точку В, как указано на рис. 5. После этого для 
произвольной точки N верхней окружности отметим 
точку М на нижней окружности так, чтобы длины дуг 
AN и ВМ, измеренные против хода часовой стрелки, 
были равны (рис. 6). Соединив отрезками всевоз­
можные пары точек N и М, получим поверхность, 
изображённую на рис. 7. Эта поверхность является 
частью пространственной фигуры, которая называ­
ется однополостным гиперболоидом (рис. 8). Описан­
ный способ построения такой поверхности из отрез­
ков широко применяется на практике. Например, 
знаменитая телевизионная башня Шухова в Москве 
построена из сегментов гиперболической поверх­
ности с использованием прямых балок.

Заметим, что если точки А и В в примере 3 выбирать 
симметричными относительно центра куба, то в резуль­
тате построения получатся боковые поверхности двух 
конусов (рис. 9).
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§ 1. Пространственные фигуры ■

Вопрос. При каком выборе точек А и В в при­
мере 3 получится боковая поверхность цилиндра?

1.4. Параллельность прямых в про­
странстве. Наблюдая пространственные 
фигуры, мы можем высказывать предположе­
ния об их геометрических свойствах. Но для того 
чтобы быть уверенным в выполнении замеченного 
свойства, необходимо найти его доказательство. 
Каждое доказательство опирается на другие уже 
известные свойства пространственных фигур. Рис. 9
Таким способом можно находить всё новые и 
новые свойства.

Пример 4. Сначала приведём определение 
параллельности прямых в пространстве и одно 
свойство, которые потребуются в рассуждениях.

Две различные прямые в пространстве 
называются параллельными, если они лежат в 
одной плоскости и не пересекаются.

В дальнейшем будет доказано, что если каж­
дая из двух прямых аиЬ параллельна прямой с, 
то прямые а иЬ также параллельны.

Рассмотрим куб АВСВА1В1С1В1 (рис. 10).
Пусть точка М — середина ребра А^р точка А— середина ребра 
В^р точка Ь на ребре АВ и точка К на ребре СВ расположены так, что 
АВ = ^АВ, СК = ^СВ. Докажем, что прямые МЫ и КЬ параллельны.

4 4
Доказательство. Сначала установим, что АС || АДД. Так как грани 

куба — квадраты, в грани ААДДВ получаем, что ААг || ВВ^ и АА1 = ВВГ 
Аналогично, в грани ВВ^С^С получаем, что ВВ1 || ССХ и ВВг = ССѴ Следо-
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вательно, ААХ1| СС1 иА41 = ССГ Значит, отрезки А41 и ССг лежат в одной 
плоскости, параллельны и равны. Поэтому четырёхугольник АА1С1С — 
параллелограмм, откуда вытекает, что АС || А1С1.

Рассмотрим верхнюю грань А1В1С1В1. Из условия следует, что в тре­
угольнике А1В1С1 отрезок МЫ является средней линией, а поэтому 
МЫ || А1С1. Но так как А1С11| АС, заключаем, что МЫ || АС.

Теперь рассмотрим нижнюю грань. Из условия следует, что 
ВЬ : В А = ВК : ВС. Поэтому треугольники ВЬК и ВАС подобны по второму 
признаку подобия. Отсюда вытекает, что АСАВ = АКЫ). Значит, по соот­
ветствующему признаку, АС || ЬК. Но так как мы уже показали, что 
МЫ || АС, то МЫ || КЬ, что и требовалось доказать.

Вопрос. Как доказать, что прямые МК и ЫЬ (рис. 10) пересекаются в 
пространстве?

Рис. 11

Рис. 12

1.5. ** Коническое сечение. Разберём более 
сложный пример. Будем говорить, что плоскость 
и сфера (или прямая и сфера) касаются друг друга, 
если они имеют ровно одну общую точку. Сфера, 
имеющая общие точки с боковой поверхностью 
конуса, называется касающейся этой боковой 
поверхности, если все прямые, проходящие через 
вершину конуса и точку на границе основания 
конуса, касаются данной сферы. Предположим, 
что известны следующие свойства:

1) если к сфере из одной точки проведены 
отрезки касательных, то эти отрезки равны;

2) если конус пересечён плоскостью, как пока­
зано на рис. 11, то можно построить две сферы, 
каждая из которых касается боковой поверхности 
конуса (или её продолжения) по окружности и 
касается плоскости в некоторой точке;

3) на плоскости множество всех точек, сумма рас­
стояний от которых до двух фиксированных точек А 
и В постоянна, является эллипсом с фокусами А и В.

Используя перечисленные свойства, докажем, 
что при пересечении конуса с плоскостью а полу­
чается эллипс, если плоскость проводится так, как 
указано на рис. 11.

Доказательство. Построим две сферы, каса­
ющиеся боковой поверхности конуса и секущей 
плоскости в точках А и В (рис. 12).
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§ 1. Пространственные фигуры ■

Если из вершины 8 конуса по его поверхности провести произвольный 
луч, то он будет касаться меньшей сферы в некоторой точке К, а большей 
сферы — в некоторой точке Ь. По свойству касательных к сфере длйны 
отрезков 8К и 8Ь не зависят от выбора луча, поэтому длина отрезка КЬ 
также не зависит от луча.

Пусть луч 8Ь пересекает плоскость ос в точке М. Тогда МВ и МК явля­
ются отрезками касательных, проведённых из точки М к меньшей сфере, 
поэтому МВ = МК. Аналогично получаем равенство МА = МЬ. Следова­
тельно, МА + МВ = МК + МЬ = КЬ. Так как длина отрезка КЬ не зависит 
от проведённого луча, для каждой точки М, принадлежащей пересечению 
плоскости ос с боковой поверхностью конуса, сумма МА + МВ постоянна.

Отсюда вытекает, что все точки пересечения плоскости ос с боковой 
поверхностью конуса лежат на одном эллипсе с фокусами А и В.

Вопрос. Как доказать, что в пересечении плоскости а с конусом на 
рис. 11 получаются все точки указанного эллипса?

Контрольные вопросы и задания ■
1. Что называется пространственной фигурой?
2. Что такое куб?
3. Какие свойства куба вы знаете?
4. Приведите примеры предметов, которые имеют форму прямоуголь­

ного параллелепипеда.
5. Как вычислить объём прямоугольного параллелепипеда, если 

известны длины трёх рёбер, исходящих из одной вершины?
6. Что называется сферой радиуса г?
7. Как в пространстве можно представить конус?
8. ** Как в пространстве можно представить однополостной гипербо­

лоид?
9. В каком случае две прямые в пространстве называются параллель­

ными?
10. * Какое свойство параллельности прямых в пространстве исполь­

зовалось в данном параграфе?
11. ** Каким свойством обладают касательные к сфере, проведённые 

из одной точки?
12. ** Сформулируйте определение эллипса.

Задачи и упражнения ■
1. Дан куб АВСВА1В1С1В1 с основанием АВСВ и боковыми рёбрами 

ААѴ ВВѴ ССр ЛИр Докажите, что прямые АЕ^ и ПС} параллельны.
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2. Дан прямоугольный параллелепипед АВСВА1В1С1В1 с основанием 
АВСВ и боковыми рёбрами ААр ВВѴ ССѴ ВВ}. Точки М и N — соответ­
ственно середины рёбер СС^ и ВВѴ Докажите, что прямые ВМ и AN 
параллельны.

3. Дан куб АВСВА1В1С1В1 с основанием АВСВ и боковыми рёбрами 
ААр ВВѴ ССѴ ВВѴ Точки М и N — соответственно середины рёбер А1В1 
и СВ. Докажите, что прямые ВМ и В^ параллельны.

4. Дан прямоугольный параллелепипед АВСВА^В^^^ с основанием 
АВСВ и боковыми рёбрами АА1 ВВѴ ССѴ ВВѴ Его разрезали по плос- 
кости АА^С на две фигуры.

а) Что можно сказать об этих фигурах?
б) Как, зная объём параллелепипеда, найти объём каждой из получив­

шихся фигур?
5. * Вспомнив определение сферы, дайте определение шара.
6. * Покажите, что расстояние между любыми двумя точками шара 

радиуса г не превосходит 2г.
7. * Какая фигура получится в результате вращения произвольного 

(не обязательно прямоугольного) треугольника АВС вокруг прямой ВС?
8. Какая фигура получится при вращении прямоугольника АВСВ 

вокруг стороны ВС?
9. ** Какая фигура получится при вращении прямоугольника АВСВ 

вокруг диагонали АС?
10. Какая фигура получится при вращении прямоугольника АВСВ 

вокруг прямой МЫ, параллельной стороне ВС и не пересекающей сто­
рону АВ?

11. Какая фигура получится при вращении окружности вокруг диа­
метра?

12. Какая фигура получится при вращении круга вокруг диаметра?
13. * Дан куб АВС ВА^В^В^ с основанием АВСВ и боковыми рёбрами 

ААр ВВѴ ССѴ ВВѴ ТочкиМ и N — центры гранейАВСВ иА1В1С1В1. Объ­
ясните, почему при вращении отрезка АВ1 вокруг прямой МЫ получится 
часть однополостного гиперболоида.

14. Приведите пример двух прямых в пространстве, которые не пере­
секаются и не параллельны.

15. Почему на плоскости любые две несовпадающие прямые либо 
пересекаются, либо параллельны?

16. ** В каком случае сечение конуса плоскостью будет кругом?
17. ** В каком случае при сечении боковой поверхности конуса плос­

костью получается два пересекающихся отрезка?
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§ 2. Основные понятия стереометрии ■

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. В треугольнике АВС со сторонами АВ = 9, АС =10, ВС = 11 впи-

санная окружность касается стороны АС в точке М. Чему равна длина 
отрезка АМ?

1)3 2)3,5 3)4 4)4,5
1.2. Чему равен радиус окружности, вписанной в прямоугольный тре­

угольник со сторонами 5, 12 и 13?
1) 1,5 2)2 3)2,5 4)3
1.3. Сколько рёбер имеет прямоугольный параллелепипед?
1) шесть 2) восемь 3) десять 4) двенадцать
1.4. Какая фигура получается при вращении прямоугольного тре­

угольника вокруг катета?
1) сфера 2) конус 3) цилиндр 4) шар

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Окружность с центром О касается сторон угла с вершиной S в точ­

ках А и В. Какие из приведённых свойств выполняются?
1)SA = SB 2) ZASO = ZBSO
3) ZAOS = ZBOS 4) ZSAO + ZSBO = 180°
2.2. Треугольник co сторонами 4, 5, 6 подобен треугольнику, у кото­

рого одна из сторон равна 60. Какие из приведённых значений не могут 
быть длинами сторон второго треугольника?

1)45 2)64 3) 72 4) 75
2.3. Какими из перечисленных свойств обладает куб?
1) имеет 6 граней 2) имеет 6 вершин
3) имеет 12 рёбер 4) все грани куба квадраты
2.4. Какие прямые в пространстве являются параллельными?
1) прямые, не имеющие общей точки
2) прямые, лежащие в одной плоскости и параллельные на ней
3) непересекающиеся прямые, лежащие в одной плоскости
4) прямые, лежащие в одной плоскости

§ 2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ СТЕРЕОМЕТРИИ ■
2.1. Что такое стереометрия. Раздел математики, посвящённый 

изучению фигур в пространстве, называется стереометрией. В стерео­
метрии свойства фигур устанавливаются на основе определений и дока-
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зательств. Каждое доказательство использует некоторые ранее установ­
ленные свойства. Примеры таких доказательств приводились в первом 
параграфе. Исходным моментом при построении курса стереометрии 
являются те основные понятия и утверждения, которые принимаются 
без всяких обоснований и из которых путём логических рассуждений 
выводятся все последующие свойства. Напомним, что утверждение, 
которое принимается без доказательства, называют аксиомой или пос­
тулатом.

Вопрос. Какое утверждение называют аксиомой параллельности?
2.2. Об аксиомах. Обычно при построении той или иной теории ста­

раются вводить как можно меньше аксиом. Однако последовательное 
изложение теории на основе минимального числа аксиом может ока­
заться сложным. Поэтому иногда для удобства в качестве аксиом выби­
рают больше утверждений, чем это нужно на самом деле, лишь бы они 
не противоречили друг другу. В данном учебнике рассматривается избы­
точная система аксиом геометрии, которая равносильна системе аксиом 
Гильберта.

Вопрос. В каких аксиомах Гильберта используется понятие плос­
кости?

2.3. Основные понятия стереометрии. Основными объектами сте­
реометрии являются точки, прямые, плоскости и пространство. Эти 
объекты никак не определяются, а взаимосвязь между ними описывается 
системой аксиом, приведённой в данной главе. Зрительные образы, свя­
занные с точками, прямыми и плоскостями, мы заимствуем из окружаю­
щего нас мира.

Изучая планиметрию, мы говорили, что наглядное представление о 
плоскости дают, например, лист бумаги или поверхность стола, если вооб­
разить их неограниченно продолженными. Точно так же представление о 
прямой дают натянутый шнур или след карандаша на бумаге при про­
ведении отрезка с помощью линейки, если вообразить их неограниченно 
продолженными. Изображениями точек являются, например, малень­
кая песчинка на столе или след на бумаге, оставленный остриём циркуля. 
Эти зрительные образы очень важны, так как позволяют наглядно пред­
ставлять свойства пространственных фигур.

Вопрос. Как в кубе указать две прямые, которые не лежат в одной 
плоскости?

2.4. Аксиома плоскости. Перечислим те свойства точек, прямых и 
плоскостей в пространстве, которые далее будем считать аксиомами.
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I. В пространстве существуют плоскости. В каждой плоскости выпол­
няются все утверждения планиметрии.

Рассмотрим, например, куб на рис 1. 
В плоскости, где расположено основание куба, 
можно выделить квадрат АВСВ, провести бис­
сектрисы его углов, найти точку М пересече­
ния этих биссектрис, опустить перпендику­
ляр МР к стороне АО, построить окружность с 
центром в точке М и радиусом МР. Из свойств 
планиметрии следует, что эта окружность 
касается всех сторон квадрата АВСВ.

Вопрос. Как вычислить площадь поверх­
ности прямоугольного параллелепипеда?

2.5. Аксиомы связи. В пространстве связь 
между прямыми и плоскостями определяется 
следующими аксиомами.

II. Если две различные точки прямой принадлежат плоскости, то и 
все точки данной прямой принадлежат этой плоскости.

III. Через каждую прямую пространства проходит бесконечное мно­
жество различных плоскостей.

IV. Через каждые три точки пространства, не лежащие на одной пря­
мой, проходит единственная плоскость.

Используя перечисленные аксиомы, докажем, что через любые две 
пересекающиеся прямые проходит единственная плоскость.

Доказательство. Пусть прямые аиЬ пересекаются в точке А. Выбе­
рем на прямой а точку М, отличную от А, а на прямой Ь — точку А, 
отличную от А. Точки А, М и N не лежат на одной прямой, следова­
тельно, по аксиоме IV, существует единственная плоскость ос, содержа­
щая эти три точки. Так как точки А и М прямой а принадлежат плос­
кости ос, вся прямая а лежит в плоскости ос по аксиоме II. Аналогично 
вся прямая Ь также принадлежит плоскости ос. Тем самым доказано 
существование плоскости, содержащей прямые а и Ь.

Единственность искомой плоскости можно доказать так. Каждая 
плоскость Р, содержащая прямые а и Ь, должна содержать точки А, М 
и N, которые определяли плоскость ос. По аксиоме IV через точки А, М 
и N проходит единственная плоскость. Следовательно, плоскости Р и ос 
совпадают.

Вопрос. Как доказать, что в пространстве через прямую и не лежа­
щую на ней точку проходит единственная плоскость?
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Рис. 2

2.6. Пересечение плоскостей. Связь 
между плоскостями в пространстве определя­
ется следующей аксиомой.

V. Если две различные плоскости содер­
жат общую точку, то их общая часть есть пря­
мая.

Из этой аксиомы следует, что для построе­
ния пересечения двух плоскостей достаточно 
найти две их общие точки. Прямая, проходя­
щая через эти две точки, является искомым 
пересечением.

Пример 1. В кубе АВСВА1В1С1В1 рассмотрим плоскости АВ^В и 
А^^В (рис. 2). Точки ВиВг — общие для этих плоскостей. Поэтому дан­
ные плоскости пересекаются по прямой В^В.

Вопрос. Пусть плоскости ос и Р пересекаются по прямой т, а прямая п 
плоскости Р не пересекается с прямой т. Как доказать, что плоскость а и 
прямая п не пересекаются?

2.7. Пространство. Из аксиомы III следует, что в пространстве 
вне каждой плоскости существуют точки. Подобно свойству прямой на
плоскости, каждая плоскость делит множество всех точек пространс­
тва, не принадлежащих этой плоскости, на два полупространства.

VI. Каждая плоскость а делит множество не принадлежащих ей
точек пространства на две части, называемые полупространствами с 
границей а. Отрезок с концами в одном полупространстве не пересекает
плоскость а, а отрезок с концами в разных полупространствах пересе­
кает плоскость а.

Иногда, рассматривая полупространство с границей ос, эту границу
присоединяют к полупространству.

С помощью аксиомы VI для некоторых 
пространственных фигур можно определить 
понятия внутренних и внешних точек.

Пример 2. Рассмотрим куб на рис. 3. 
ТочкуМ называют расположенной вне куба 
(внешней), если найдётся такая плоскость ос, 
что все вершины куба лежат в одном полу­
пространстве с границей ос, а точка М — в дру­
гом. Соответственно точку К называют лежа­
щей внутри куба (внутренней), если эта точка 
не лежит ни на одной из граней и не лежит вне
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куба. Например, концы отрезка Afi лежат на поверхности куба, а все 
остальные точки этого отрезка — внутри.

Вопрос. Как доказать, что две различные пересекающиеся плоскости 
делят на четыре части множество всех точек пространства, не принадле­
жащих этим плоскостям?

2.8. Равенство фигур в пространстве. В пространстве с помощью 
равенства отрезков можно определить понятие равенства фигур. 
А именно: две фигуры называются равными, если можно установить 
такое соответствие между точками этих фигур, при котором расстояния 
между точками одной фигуры равны расстояниям между соответствую­
щими точками другой.

Пример 3. Выберем в пространстве точки О, 
А, В, С, не лежащие в одной плоскости. Построим 
на прямых ОА, ОВ и ОС соответственно точки 
Аг Вх и Сг так, что ОАг = ОА, ОВ^ = ОВ, ОС1 = ОС. 
Соединим точки отрезками, как указано на 
рис. 4. Тогда между точками фигуры F, состо­
ящей из отрезков ОА, ОВ, ОС, АВ, ВС, АС, и 
точками фигуры Fv состоящей из отрезков ОАг 
ОВѴ ОСХ Afiv Bfiv Afiv можно установить 
соответствие по следующему правилу: каждой 
точке М фигуры F соответствует такая точка М1 
фигуры Fv что О — середина отрезка ММГ При 
этом соответствии расстояния между двумя точ­
ками фигуры F и двумя соответствующими точками фигуры F1 равны.

Для треугольников, рассматриваемых в пространстве, справедливы 
признаки равенства треугольников, совпадающие по формулировке с 
первым, вторым и третьим признаком равенства треугольников, распо­
ложенных в одной плоскости.

Вопрос. Как доказать равенство расстояний между парами соответ­
ствующих точек фигур F и F1 из примера 3?

Контрольные вопросы и задания ■
1. Как называются утверждения, которые принимают без доказа­

тельства?
2. Приведите примеры аксиом геометрии.
3. Какие объекты являются основными в стереометрии?
4. В чём отличие между основными объектами стереометрии и плани­

метрии?
5. Приведите примеры наглядного представления о плоскости.
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6. Приведите примеры наглядного представления о прямой.
7. Сформулируйте первую аксиому стереометрии, определяющую 

свойства каждой плоскости пространства.
8. Сформулируйте аксиомы, определяющие связи между плоскос­

тями и точками в пространстве.
9. Сформулируйте аксиомы, определяющие связь между плоскостями 

и прямыми в пространстве.
10. Докажите, что через любые две различные пересекающиеся пря­

мые проходит единственная плоскость.
11. Сформулируйте аксиому о пересечении плоскостей. Поясните, 

почему две плоскости в пространстве не могут содержать ровно одну 
общую точку.

12. Что такое полупространство?
13. Как определяются внутренние точки куба?
14. Как можно определить равенство фигур в пространстве?

■ Задачи и упражнения
1. Пусть точки А, В, С, В не лежат в одной плоскости. Сколько различ­

ных плоскостей можно провести, которые содержат по три из этих точек?
2. Пусть точки А, В, С, В не лежат в одной плоскости. Докажите, что 

прямые АВ и СВ не пересекаются.
3. Известно, что точки А, В, С, В лежат на пересечении различных 

плоскостей а и р. Докажите, что точки А, В, С, В лежат на одной прямой.
4. Даны две плоскости, которые пересекаются по прямой А_В. Известно, 

что прямая СВ лежит на первой плоскости и пересекается со второй плос­
костью. Докажите, что прямые АВ и СВ пересекаются.

5. Даны точка А и прямая СВ. Пусть М — любая точка на прямой СВ. 
Докажите, что все прямые АМ лежат в одной плоскости.

6. * Даны две пересекающиеся прямые АВ и АС. Пусть точка М — 
любая точка на прямой АВ, а точка N — любая точка на АС. Докажите, 
что все прямые M^ лежат в одной плоскости.

7. Пусть АВСВА1В1С1В1 — куб. Используя понятие параллельности 
прямых в пространстве и свойства из параграфа 1, докажите, что плос­
кость АА1С1 проходит через точку С.

8. Дан куб АВСВА1В1С1В1 с основанием АВСВ и боковыми рёбрами 
ААр ВВѴ ССѴ ВВѴ Найдите прямую пересечения плоскостей АА1С1С и 
ВВ^В.

9. Дан прямоугольный параллелепипед АВСВА1В1С1В1 с основанием 
АВСВ и боковыми рёбрами АА1, ВВѴ ССѴ ВВѴ Найдите прямую пересе­
чения плоскостей АВ^С-^В и В^В^
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10. Дан куб АВСВА1В1С1В1 с основанием АВСВ и боковыми рёбрами ААр 
ВВѴ ССѴ ВВѴ Найдите прямую пересечения плоскостей АВ^С и ВС^В.

11. * Дан прямоугольный параллелепипед АВСВА1В1С1В1 с основанием 
АВСВ и боковыми рёбрами ААр ВВѴ ССѴ ВВГ ТочкаМ — середина ребра 
СВ. Найдите прямую пересечения плоскостей ВС^В иАМСѵ

12. * Докажите, что в прямоугольном параллелепипеде АВС1)А1В1С1І)1 
с основанием АВСВ и боковыми рёбрами ААр ВВѴ ССр ВВХ рёбра АВ и 
С1В1 равны.

13. Докажите, что диагонали граней куба равны между собой.
14. Докажите, что диагонали противоположных граней прямоуголь­

ного параллелепипеда равны между собой.

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Какая фигура является общей частью двух различных плоскос­

тей, содержащих общую точку?
1) отрезок 2) прямая 3) точка 4) луч
1.2. В каком случае через три точки пространства может проходить 

более одной плоскости?
1) точки являются вершинами остроугольного треугольника
2) точки являются вершинами тупоугольного треугольника
3) точки являются вершинами прямоугольного треугольника
4) точки не являются вершинами треугольника
1.3. Сколько всего диагоналей можно провести во всех гранях прямо­

угольного параллелепипеда?
1)4 2)8 3) 12 4)16
1.4. Сколько всего различных отрезков с концами в вершинах куба 

можно провести так, чтобы они не лежали на гранях куба?
1)2 2)4 3)6 4)8

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. На сколько частей могут разбить две различные плоскости мно­

жество всех точек пространства, не принадлежащих этим плоскостям?
1) на 2 2) на 3 3) на 4 4) на 5
2.2. Треугольник АВС расположен в плоскости а и имеет общую точку 

с плоскостью р, отличной от плоскости а. Каким может быть пересечение 
треугольника АВС с плоскостью Р?

1) прямая 2) луч 3) отрезок 4) точка
2.3. Сколько может существовать плоскостей, которые содержат две 

различные заданные прямые?
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1) ни одной 2) одна
3) две 4) бесконечно много
2.4. Сколько может существовать плоскостей, каждая из которых 

содержит четыре различные заданные точки пространства?
1) ни одной 2)одна
3) ровно две 4) бесконечно много

Рис. 3

■ § 3. ЗНАКОМСТВО С ПИРАМИДАМИ
3.1. Треугольная пирамида. Пространс­

твенную фигуру, которую называют треуголь­
ной пирамидой, можно построить следующим 
образом.

Рассмотрим некоторую плоскость а. Выберем 
в ней три не лежащие на одной прямой точки А, 
В, С, а вне плоскости а выберем точку S (рис. 1). 
Тем самым мы определим четыре вершины тре­
угольной пирамиды.

Соединим вершины отрезками АВ, ВС, АС, 
SA, SB, SC (рис. 2) и получим шесть рёбер тре­
угольной пирамиды.

К каждому из треугольников ABC, SAB, SAC, 
SBC добавим все их внутренние точки (рис. 3) и 
получим четыре грани треугольной пирамиды. 
Вместе эти четыре грани образуют поверхность 
пирамиды, которую называют её границей.

Наконец, добавим все точки пространства, 
лежащие на отрезках, соединяющих вершину S 
с внутренними точками треугольника АВС 
и не совпадающих с концами этих отрезков. 
В результате получим все внутренние точки 
пирамиды.

Пространственная фигура, состоящая из 
всех точек её границы и всех внутренних точек, 
называется треугольной пирамидой. Иногда 
треугольную пирамиду называют тетраэдром. 
Если все рёбра тетраэдра равны между собой, то 
его называют правильным.

Вопрос. Какие правильные многогранники 
вы знаете?
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3.2. * Внутренние точки пирамиды. Внутренние точки треуголь­
ной пирамиды можно определить иначе. Пусть S, А, В, С — вершины 
пирамиды. Точка М является внутренней для этой пирамиды, если А и 
М лежат в одном полупространстве с границей SBC, В и М — в одном 
полупространстве с границей SAC, С и М — в одном полупространстве с 
границей SAB, aS иМ — в одном полупространстве с границей АВС.

Вопрос. Как можно определить треугольную пирамиду в виде пересе­
чения полупространств, рассматриваемых вместе со своими границами?

3.3. Сечения треугольной пирамиды. Разберём, как находить сече­
ние треугольной пирамиды плоскостью.

Пример 1. В пирамиде SABC точки М, N иК выбраны соответственно 
на рёбрах SA, АВ и АС так, что SM : МА =1:3, AN : NB = 1:2, АК : КС = 
= 2:1. Построить сечение пирамиды плоскостью MNK.

Обозначим плоскость MNK через ос. По аксиоме II две различные плос­
кости, имеющие общую точку, пересекаются по прямой. Так как точки М 
nN — общие для плоскостей SAB и ос, эти плоскости пересекаются по пря­
мой, содержащей точки М и N. Следовательно, грань SAB пересекается с 
плоскостью ос по отрезку MN. Аналогично получается, что плоскость ос 
пересекает грань SAC по отрезку МК, а грань АВС — по отрезку NK (рис. 4).

Покажем, что плоскость ос не пересекается с гранью SBC. Для этого 
заметим, что плоскость ос делит множество всех точек пространства, не 
принадлежащих этой плоскости, на два полупространства. Точки А и В 
лежат в разных полупространствах, потому что отрезок AS пересекается 
с плоскостью ос. Аналогично в разных полупространствах лежат точки А 
и С, а также точки А и В. Отсюда следует, что все точки S, В, С лежат в 
одном полупространстве с границей ос. Но тогда все точки треугольника 
SBC лежат в том же полупространстве, а поэтому грань SBC не пересека­
ется с плоскостью ос. Таким образом, на рис. 4 изображены все пересече­
ния плоскости ос с гранями. Значит, в сечении 
пирамиды SABC данной плоскостью получа­
ется треугольник MNK.

Пример 2. В пирамиде SABC точки М, N и 
К выбраны соответственно на ребрах SA, SC 
и АВ так, что SM : МА = 1 : 3, SN : NC = 2 : 1, 
АК = КВ. Построить сечение пирамиды плос­
костью MNK.

Обозначим плоскость MNK через р. Из акси­
омы II следует, что плоскости Р и SAC пересе­
каются по прямой MN. Продолжим прямую Рис. 4
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МЫ за пределы треугольника ЗАС и найдём 
точку X пересечения прямых МЫ и АС (рис. 5). 
Для определения положения точки X проведём 
МР || АС в плоскости АЗС (рис. 6). Так как 
^ЗМР ~ АЗАС, то ЗМ : ЗА = ЗР : ЗС = МР : АС = 
= ^. Отсюда МР = АС и ЗР = ЗС. Поэтому 

РЫ = ЗС-ЗР-ЫС = ЗС-ЗС- ^ЗС = ЗС.
4 3 12

Треугольники МЫР и СЫХ также подобны.
Значит,СХ:МР=^^Р=Ц8С :Ц8С]= 

^3 у ^12 J 5
откуда СХ = ^МР. Так как МР = ^АС, то СХ = 

5 4
4 1 1= — • — АС = — АС. Следовательно, точка X 5 4 5

расположена на продолжении отрезка АС так,

чтоСХ= ^АС.
5

Теперь заметим, что точки X и К лежат в 
плоскости Рив плоскости грани АВС. Пря­
мая КХ является прямой пересечения дан­
ных плоскостей. Точка L пересечения КХ с 
прямой ВС принадлежит также плоскости 
SBC (рис. 7).

Для определения положения точки L рас­
смотрим плоскость АВС и проведём КТ || АС 
(рис. 8). Так как точка К — середина АВ, 
по свойству средней линии треугольника 
ВТ = ТС = ^ ВС, КТ = ^ АС. Из подобия 

треугольников KTL и CLX вытекает, что
TL:LC = KT-.CX = (^AC\:(^AC\ = ^, откуда

TL = ~TC = ^BC, LC = ^TC = -}-BC. Следова- 
7 14 7 7

тельно, точка L расположена на ребре ВС так, 
что CL = —ВС.

7
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§ 3. Знакомство с пирамидами ■

Рис. 9 Рис. 10

Таким образом, получены все пересечения плоскости Р с гранями 
(рис. 9). Значит, в сечении пирамиды SABC плоскостью Р получается 
четырёхугольник MNLK, причём положение точек М, N, К, L на соот­
ветствующих рёбрах вполне определено.

Вопрос. Пусть ABCD — правильный тетраэдр с ребром длины а. Как 
найти площадь сечения этого тетраэдра плоскостью, проходящей через 
ребро АВ и середину ребра CD?

3.4. ** Ещё один пример построения сечения. Если точки, через 
которые проводится секущая плоскость, не лежат на рёбрах пирамиды, 
то построение сечения усложняется.

Пример 3. В правильном тетраэдре SABC с ребром длины а точка М — 
середина медианы SE грани SAC, N — точка пересечения медиан 
грани ВВС, К — середина ребра АВ (рис. 10). Построить сечение тетра­
эдра плоскостью MNK.

Сначала рассмотрим вспомогательную плоскость SMN. Эта плоскость 
проходит через середины Е nF рёбер АС и ВС, а поэтому пересекает плос­
кость грани АВС по прямой EF (рис. 11).

Найдём в плоскости SMN точку X пересече­
ния прямых MN и EF. После этого в плоскости 
АВС проведём прямую КХ и найдём точку Р её 
пересечения с прямой ВС. Затем в плоскости 
SBC найдём точку Q пересечения прямой PN с 
ребром SC, а в плоскости SAC — точку R пере­
сечения прямой QM с ребром SA (рис. 12). 
Четырёхугольник KPQR — искомое сечение 
пирамиды плоскостью MNK.

Вопрос. В каком отношении точка Q делит 
ребро SC?
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3.5. Четырёхугольная пирамида. В некоторой плоскости а выберем 
четырёхугольник АВСВ, включая его внутренние точки, — основание 
четырёхугольной пирамиды. Стороны АВ, ВС, СВиАВ — это рёбра осно­
вания пирамиды, а точки А, В, С, В — вершины основания.

Рис. 13 Рис. 14

Затем вне плоскости а выберем точку 8 — вершину четырёхугольной 
пирамиды. Соединив вершину 8 отрезками с вершинами А, В, С, В осно­
вания, получим боковые ребра ВА, ВВ, ВС, ВВ пирамиды (рис. 13).

Добавив к треугольникам А8В, ВВС, СВВ, АВВ их внутренние точки, 
получим боковые грани четырёхугольной пирамиды. Взятые вместе боко­
вые грани и основание образуют поверхность четырёхугольной пира­
миды (рис. 14).

Наконец, к точкам поверхности добавим все внутренние точки, лежа­
щие на отрезках, соединяющих вершину В с внутренними точками основа­
ния АВСВ, и не совпадающие с концами этих отрезков. Полученная про­
странственная фигура называется четырёхугольной пирамидой и 
обозначается ВАВСВ. Обозначение вершины четырёхугольной пирамиды 
обычно записывают на первом месте.

Вопрос. Пусть АВСВА1В1С1В1 — куб с основанием АВСВ и боковыми 
рёбрами ААр ВВѴ ССѴ ВВѴ Какие вершины, рёбра и грани имеет пира­
мида А1АВСВ?

3.6. Сечения четырёхугольной пирамиды. Рассмотрим задачу о 
построении сечения четырёхугольной пирамиды.

Пример 4. В основании четырёхугольной пирамиды ВАВСВ лежит 
квадрат АВСВ. Точки Р, Q и R — середины рёбер АВ, АВ и ВС соответ­
ственно. Построить сечение пирамиды плоскостью PQR (рис. 15).
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Плоскость PQR пересекается с основанием 
пирамиды по прямой PQ. В плоскости АВС В пря­
мая PQ пересекает прямую ВС в точке X, а пря­
мую СВ — в точке У (рис. 15). Положение точек 
X, У легко найти из равенства треугольников 
APQ, ВРХ, BQY. Так как ВХ = AQ = АР = ВУ = 
= ~ АВ, то ВХ = СВ, ВУ = і СВ. Теперь найдём

точки пересечения прямых ВХ и ВУ с рёбрами 
8В и 8В соответственно. Первую из них обозна-
чим через М, а вторую — через X (рис. 15). Для 
точного определения положения точки М рас­
смотрим плоскость SBC (рис. 16). Проведя отре­
зок ВК параллельно SB, получим среднюю линию

в треугольнике BSC, откуда ВК = ВС и ВК = 
= 4 SB. Так как ВХ = ВС = ВК, отрезок ВМ — 

средняя линия в треугольнике ХВК. Поэтому
ВМ = 4 ВК = 4 8В. Аналогично в плоскости 

2 4
грани 8СВ приходим к равенству ВХ = — 8В.

Итак, найдены пересечения плоскости PQB с 
рёбрами пирамиды 8АВСВ. Искомое сечение — 
пятиугольник PQNBM (рис. 17).

Вопрос. Как доказать, что прямая ЗА пересе­
кается с плоскостью PQB?

3.7. Общее понятие пирамиды. Рассмот­
рев треугольные и четырёхугольные пирамиды, 
нетрудно дать общие представления о произволь­
ной п-угольной пирамиде. Например, шести­
угольную пирамиду можно представить следую­
щим образом.

Сначала в некоторой плоскости выберем шес­
тиугольник АВСВЕР, включая его внутренние Рис. 18
точки, — основание пирамиды. Затем вне плоскости основания выберем
точку 8 — вершину пирамиды. Соединив вершину 3 отрезками с вер­
шинами А, В, С, В, Е, Е основания, получим боковые рёбра пирамиды
(рис. 18).

43
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Добавив к треугольникам ASB, BCS, CSD, DSE, 
ESF, ASF их внутренние точки, получим боковые 
грани пирамиды. Взятые вместе боковые грани и 
основание образуют поверхность шестиугольной 
пирамиды (рис. 19).

Наконец, к точкам поверхности добавим все 
внутренние точки, то есть точки, лежащие на 
отрезках, соединяющих вершину S с внутрен­
ними точками шестиугольника ABCDEF, и не сов­
падающие с концами этих отрезков. В результате

получим шестиугольную пирамиду SABCDEF с основанием ABCDEF и 
вершиной S.

Вопрос. Сколько вершин, рёбер и граней имеет 128-угольная пира­
мида?

■ Контрольные вопросы и задания

1. Как в пространстве представить треугольную пирамиду?
2. Дайте определение рёбер, боковых граней, внутренних точек тре­

угольной пирамиды.
3. Что называется сечением треугольной пирамиды плоскостью?
4. Как в пространстве представить четырёхугольную пирамиду?
5. Дайте определение рёбер, граней, внутренних точек четырёхуголь­

ной пирамиды.
6. Как в пространстве представить шестиугольную пирамиду?
7. Дайте определение рёбер, граней, внутренних точек шестиугольной 

пирамиды.

■ Задачи и упражнения
1. Дана пирамида 8АВС, у которой все рёбра равны 1. Точка М — сере­

дина ребра СВ. Найдите площадь сечения ВАМ.
2. Дана пирамида 8АВС, у которой все рёбра равны 2. Точки М и. N — 

середины рёбер АВ и АС. Найдите площадь сечения 8ММ.
3. Дана пирамида 8АВС, у которой все рёбра равны 1. Точка N — сере­

дина ребра 8В, М — середина ребра СВ, О — центр грани АВС. Постройте 
сечение пирамиды плоскостью КМО. Найдите площадь получившегося 
сечения.

4. Дана пирамида 8АВС, у которой все рёбра равны. Точки МиМ — сере­
дины рёбер А8 и АС. Точка £ лежит на ребре АВ, причём АЕ : ЬВ = 3:1. Плос­
кость МЫЬ пересекает прямую 8В в точке К. Найдите отношение 8К : КВ.
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5. Дана пирамида ЗАВС, у которой все рёбра равны. Точки М и N — 
середины отрезков АЗ и АС, точка Ь лежит на СВ, СЬ : ЬВ = 1:3.

а) Постройте сечение пирамиды плоскостью МКВ;
б) найдите, в каком отношении это сечение делит ребро ЗВ.
6. ** Дана пирамида ЗАВС, причём ЗАВ, ЗАС и АВС — прямоугольные 

треугольники с прямым углом при вершине А, ЗА-АС = 2, АВ = 3. Точки 
М и N — середины рёбер ЗА и АС. Найдите площадь сечения пирамиды 
плоскостью ВМК.

7. Дана пирамида ЗАВС, причём ЗАВ, ЗАС и АВС — равнобедренные 
прямоугольные треугольники, ЗА =АВ =АС = 4. Точки М и N — середины 
рёбер АВ и СЗ. Точка К лежит на ребре СВ, СК : КВ = 3:1.

а) Постройте сечение пирамиды плоскостью, которая проходит через 
точки К, М, К;

б) найдите, в каком отношении это сечение делит ребро ЗА.
8. Дана пирамида ЗАВСВ, в основании которой лежит квадрат АВСВ, 

а длины всех рёбер равны 1. Пусть М, К, К — середины рёбер ЗВ, ВА и 
ВС соответственно.

а) Найдите площадь сечения пирамиды плоскостью ЗАС;
б) найдите линию пересечения плоскостей МКК и ЗВВ;
в) докажите, что плоскость ЗВВ пересекает треугольник МКК по 

высоте, опущенной из вершины М;
г) найдите площадь треугольника МЫ К.

Тесты ■
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Сколько вершин, граней и рёбер имеет 20-угольная пирамида?
1) 20 вершин, 20 граней, 20 рёбер
2) 20 вершин, 20 граней, 40 рёбер
3) 21 вершину, 21 грань, 21 ребро
4) 21 вершину, 21 грань, 40 рёбер
1.2. Сколько всего медиан можно провести в гранях треугольной пира­

миды?
1)6 2)8 3)10 4) 12
1.3. Какое наибольшее число вершин шестиугольной пирамиды может 

одновременно принадлежать одной плоскости?
1)4 2)5 3)6 4)7
1.4. Чему равна сумма площадей всех граней правильного тетраэдра с 

ребром 4?
1)8^3 2)12л/з 3)1бѴз 4)24л/з
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Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Известно, что плоскость а проходит через середины рёбер 8А и 

ВС треугольной пирамиды 8АВС. В каких случаях сечением пирамиды 
будет треугольник, если известно, что плоскость а содержит:

1) середину ребра АС 2) вершину А
3) середину ребра 8С 4) вершину В
2.2. Какие из перечисленных многоугольников могут получаться при 

пересечении четырёхугольной пирамиды плоскостями, если в основании 
пирамиды лежит выпуклый четырёхугольник?

1) четырёхугольник 2) пятиугольник
3) шестиугольник 4) семиугольник
2.3. Известно, что плоскость ос проходит через вершину 8 шестиуголь­

ной пирамиды 8АВСВЕР, в основании которой лежит выпуклый шес­
тиугольник АВСВЕР. Какие из перечисленных многоугольников могут 
получиться в сечении?

1) треугольник 2) четырёхугольник
3) пятиугольник 4) шестиугольник
2.4. * В основании четырёхугольной пирамиды лежит квадрат со сто­

роной 4 см, боковые рёбра пирамиды равны между собой. Какую длину 
из указанных не могут иметь боковые рёбра?

1) 2 см 2) 2,5 см 3) 3 см 4) 3,5 см

■ Мини-исследования к главе
Мини-исследование 2
Обычно при построении математической теории стараются вводить 

как можно меньше аксиом. Однако последовательное построение теории 
на основе минимального числа аксиом может оказаться сложным. Поэ­
тому иногда в процессе обучения для удобства в качестве аксиом выби­
рают большее число утверждений, чем это нужно на самом деле, лишь бы 
они не противоречили друг другу. В данном учебнике используется избы­
точная система аксиом геометрии, которая равносильна системе аксиом 
Гильберта. В пункте 2.7 было сформулировано, как аксиома VI, утверж­
дение:

каждая плоскость р делит множество не принадлежащих ей точек 
пространства на две части, называемые полупространствами с грани­
цей р. Отрезок с концами в одном полупространстве не пересекает плос­
кость р, а отрезок с концами в разных полупространствах пересекает 
плоскость р.

Предлагается на основе аксиом I—V доказать это утверждение по сле­
дующей схеме:
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• доказать, что если отрезок с концами А и В не пересекает плоскость р 
и отрезок с концами В и С не пересекает плоскость р, то отрезок с концами 
А и С также не пересекает плоскость р;

• доказать, что если отрезок с концами А и В пересекает плоскость р и 
отрезок с концами ВиС пересекает плоскость р, то отрезок с концами А и 
С не пересекает плоскость р\

• доказать, что если отрезок с концами А и В пересекает плоскость р, а 
отрезок с концами В и С не пересекает плоскость р, то отрезок с концами 
А и С пересекает плоскость р;

• определить полупространство как множество всех точек пространс­
тва таких, что отрезок с концами из этого полупространства не пересе­
кает плоскость;

• доказать, что всё пространство состоит из плоскости и двух задавае­
мых этой плоскостью полупространств.

Мини-исследование 3
Предположим, что мы взяли лист бумаги, вырезали равносторонний 

треугольник и согнули этот листок по средним линиям треугольника. 
Легко убедиться в том, что при склеивании частей получается треуголь­
ная пирамида — правильный тетраэдр.

Предлагается проделать аналогичные эксперименты с треугольни­
ками другого вида и на основании наблюдений высказать гипотезу насчёт 
того, в каких случаях данная конструкция позволяет сделать пирамиду, 
а в каких — нет.

(Подсказка: из любого остроугольного треугольника пирамида полу­
чается, а из прямоугольного или тупоугольного — нет.)
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действительные числа

В этой главе мы напомним основные свойства дробных чисел, определим по­
нятие рационального числа и расширим множество рациональных чисел до 
множества действительных чисел.

■ § 1. РАЦИОНАЛЬНЫЕ ЧИСЛА И ИХ СВОЙСТВА

1.1. Дроби и рациональные числа. Каждая дробь является выра- 
т

жением вида —, где тип — целые числа и и ^ 0. Дроби бывают равные и п
неравные между собой. Будем говорить, что

равные между собой дроби являются записью одного и того же числа, 
называемого рациональным числом.

Всякое рациональное число можно по-разному записать в виде дроби, 
и о 1 30 АНапример, 3 — и — — это разные обозначения для одного и того же раци- 

онального числа.
На числовой прямой равные дроби изображаются одной точкой, нерав­

ные дроби — разными точками. Поэтому каждая точка с дробной коорди­
натой изображает только одно рациональное число, а разные рациональ­
ные числа изображаются разными точками числовой прямой.

Для обозначения множества всех рациональных чисел используется 
буква Q. Запись rEQ означает, что число г рациональное.

Вопрос. Какими дробями можно обозначить рациональное число 1?
1.2. Действия над рациональными числами. Арифметические опе­

рации над рациональными числами и сравнение рациональных чисел по 
величине сводятся к соответствующим действиям над дробями.

Пример 1. Найдём сумму рациональных чисел | и . Вычис-
лим сумму дробей, являющихся записью этих рациональных чисел: 
1 , 4 ^_6 + (-4)_ 2 _ 1

18 9’ Возьмём другие записи этих рациональных3 18
5-2 «5^-2 45+(-30) 15чисел, например, —, —- и сложим эти дроби: — + — = ——“ ~ •15 У 15 9 135 135

Полученная дробь является записью того же рационального числа — . 9
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Можно доказать, что сумма рациональных чисел не зависит от выбора 
записей слагаемых в виде дробей — в результате может получиться другая 
дробь, но являющаяся записью того же самого рационального числа — в
данном случае .

2 -21Пример 2. Найдём произведение рациональных чисел — и ^д. 
2 -21Вычислим произведение дробей — и 7^, являющихся записью этих 

2 —21 2 (-21) 2 3 7-(-1) 3
рациональных чисел: у • ^д = “ 7'2 5 (-1) ~ 5 ’ ^аК Же как И В

примере 1, произведение рациональных чисел не зависит от выбора запи­
сей сомножителей в виде дробей.

4 5Пример 3. Выясним, какое из рациональных чисел — и — является
4 5наибольшим. Дляэтогоприведёмдроби — и —, являющиеся записями этих 
• У

рациональных чисел, к общему знаменателю: — = - —: — = = —.
779 63’ 9 9-7 63

Так как знаменатели положительны и 36 > 35, то у > д ' РезУльтат срав­

нения рациональных чисел также не зависит от выбора записей сравни­
ваемых чисел в виде дробей.

Рациональное число называют положительным, если обозначающая 
его дробь положительна.

Рациональное число называют отрицательным, если обознающая его 
дробь отрицательна.

Вопрос. Как найти частное от деления рационального числа 

рациональное число — !
на

1.3. Свойства арифметических операций. Арифметические опе­
рации над рациональными числами подчиняются основным правилам, 
которые соответствуют известным правилам действий над дробями. 
Перечислим эти правила, предполагая, что латинскими буквами обозна­
чаются рациональные числа:

1. Коммутативность сложения: а + Ь = Ь + а.
2. Ассоциативность сложения: (а + Ъ) + с = а + (Ь + с).
3. Существование нуля: существует такое число 0, что а + 0 = а для 

каждого рационального числа а.
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4. Существование противоположного числа: для каждого ае О сущес­
твует такое число (-а) є Q, что а + (-а) = 0.

Понятие противоположного числа позволяет определить разность 
а-Ь рациональных чисел как число, равное числу а + (-Ь).

5. Коммутативность умножения: аЬ = Ъа.
6. Ассоциативность умножения: (аЬ) с = а (Ъс).
7. Существование единицы: существует такое число 1, отличное от 

нуля, что а 1 = а для каждого рационального числа а.
8. Существование обратного числа: для каждого ненулевого рацио­

нального числа а существует такое число от1, что а • а-1 = 1.
Понятие обратного числа позволяет определить частное или отноше- 

ние — рационального числа а к ненулевому рациональному числу Ь как о
число, равное а Ъ^.

9. Дистрибутивность: а(Ь + с) = аЬ + ас.
I 2\Вопрос. Какое рациональное число противоположно числу -^ , а 

какое обратно этому же числу?
1.4. Сравнение рациональных чисел. Рациональные числа можно 

сравнивать по величине. Это означает, что для любых двух чисел а, Ь из 
Q истинно только одно из трёх утверждений: либо а> Ь; либо а = Ь; либо 
а<Ь.

Напомним, что неравенства а > Ь и Ь < а — это разные способы записи 
результата сравнения чисел а и Ь, то есть неравенство а> Ь равносильно 
неравенству Ъ < а. Правила действия с неравенствами вытекают из следу­
ющих основных свойств.

10. Если а<ЬиЬ <с,то а<с (транзитивность).
11. Если а<Ъис — любое число из множества Q, то а + с < Ь + с.
12. Если а <Ь и о О, то ас <Ьс.
Вопрос. Какие свойства неравенств вы знаете?
1.5 . Модуль или абсолютная величина числа. Напомним, что

модуль числа а обозначается |а| и определяется так:

ы= а, если а > 0, 
-а, если а <0.

Перечислим важные свойства модуля рациональных чисел:
1. |а|> 0, причём равенство возможно тогда и только тогда, когда а = 0.
2. |аЬ| = |а| ■ |Ь|.
3. а2 = |а|2.
4. 4а^ = \а\.
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5. |а| > а для любого числа.
6. Для любых двух чисел справедливо неравенство |а + Ь| < |а| + |Ь|.
7. Для любых двух чисел а и Ь неравенство |а|2 > | Ь |2 выполняется 

тогда и только тогда, когда | а | > | Ь | -
Вопрос. Как доказать, что |а| > а при любом аЕ Q?
1.6. * Доказательство неравенства для модуля суммы. Запишем 

словами свойство 6 в другой формулировке и приведём доказательство.
Модуль суммы двух чисел меньше либо равен сумме модулей этих 

чисел.
Пусть а и Ь — произвольные рациональные числа. Тогда |п|2 = а2, 

\Ь\2 = Ь2 и \аЬ\ > аЬ. Поэтому
(|а| + р|)2 = |а|2 + 2 |а| • |&| + |&|2 = |а|2 + 2 \аЬ\ + р|2 >

> |а|2 + 2аЬ + |Ь|2 = а2 + 2аЬ + Ь2 = (а + Ь)2 = |а + &|2.
Следовательно, (|а| + р|)2 > |а + Ь\2. Но так как |а| + |&| > 0 и |а + Ь| > 0, то 

|а| + р| > |а + Ь|, что и требовалось доказать.
Вопрос. Как доказать, что |а - Ь| < |а| + р|?
1.7. * Аксиома Архимеда для рациональных чисел. Рациональные 

числа обладают свойством, которое является аналогом аксиомы Архи­
меда для отрезков прямой. Поэтому его часто тоже называют аксиомой 
Архимеда.

Для любого рационального числа а существует целое число к, такое, 
что а<к.

С помощью аксиомы Архимеда доказывается следующее утверждение.
Пусть рациональное число а удовлетворяет условию, что а < — для 

всех натуральных п. Тогда а < 0.
Пусть утверждение неверно, то есть а > 0. Тогда и — > 0. По аксиоме а

Архимеда найдётся целое число п, такое, что — < п. Но так как — > 0, а а
число п — натуральное. Умножив обе части неравенства —< п на положи-

1 тт 1тельное число —, получим — а. Но это противоречит условию, сформу­

лированному в утверждении.
Таким образом, предположение а > 0 приводит к противоречию. Поэ­

тому а < 0, что и требовалось доказать.

Вопрос. Известно, что а — рациональное число |а| < — для каждого

натурального п. Как доказать, что а = 0?
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1.8. * Неравенство Бернулли. При изучении свойств степеней с 
натуральными показателями иногда оказывается полезным неравенство 
Бернулли.

Для любого натурального числа п и любого Ь>-1 справедливо нера­
венство (1 + Ь)п > 1 + пЬ.

Проведём доказательство методом математической индукции.
I. При п = 1 неравенство запишется в виде (1 + Ь)1 > 1 + 1 • Ь и является 

верным.
II. Предположим, что неравенство Бернулли верно для некоторого 

числа к, то есть (1 + Ь)к > 1 + к • Ь. Умножим обе части этого неравенства на 
положительное число (1 + Ь) и получим (1 + Ь)(1 + &/ > (1 + Ь)(1 + кЬ) или 
(1 + ЬУ+1 >1 + Ъ + кЬ + кЬ2, (1 + &/+1 > 1 + (Ы)Н кЬ2.

Так как кЬ2 > 0, отсюда получим неравенство (1 + Ь)^1 > 1 + (^ + 1)Ь, то 
есть неравенство Бернулли, записанное для числа А + 1.

Таким образом, сделан индуктивный переход от любого числа к 
к числу £ + 1 и тем самым неравенство Бернулли доказано.

Вопрос. Как доказать, что ^ < ~ при любом натуральном п?

1. 9.** Пример применения неравенства Бернулли. В этом пункте 
докажем следующее утверждение.

Пусть А > 1 и известно, что для любого натурального п выполняется 
неравенство а ^ А~п. Тогда а < 0.

Доказательство. Обозначим А - 1 через Ь . Тогда & >0иА=1 + &. 
Используя неравенство Бернулли, получаем:

Ап = (1 + Ь)п > 1 + пЬ > пЬ.
Отсюда Ап < Но так как по условию а < А~п, то о < ~г. Тогда аЬ< — по по п

при любом натуральном п. Поэтому, по свойству из пункта 1.7, получаем 
аЬ<0. Так как & > 0, то отсюда а < 0, что и требовалось доказать.

Вопрос. Что можно сказать о числе а, если известно, что оно меньше 
любого числа вида ^^ где п е N2

■ Контрольные вопросы и задания

1. Как определяются рациональные числа?
2. Как обозначается множество всех рациональных чисел?
3. Какое рациональное число называется положительным?
4. Какие свойства операций сложения и умножения рациональных 

чисел вы знаете?
5. Как определяется разность рациональных чисел?
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6. Как определить частное или отношение рациональных чисел?
7. Как можно сравнить рациональные числа?
8. Как определяется модуль или абсолютная величина рационального 

числа?
9. * Сформулируйте аксиому Архимеда для рациональных чисел.
10. * Запишите неравенство Бернулли.
11. ** Докажите неравенство Бернулли.

Задачи и упражнения ■

1. Рассмотрим множество всех натуральных чисел. Есть ли среди них:
а) наибольшее; б) наименьшее?
2. Есть ли среди элементов множества всех целых чисел:
а) наибольшее; б) наименьшее?
3. Пусть тип — целые числа, причём т<п. Рассмотрим множество А 

целых чисел из интервала (т; п). Ответьте на вопросы:
а ) При каких значениях т, п множество А — пусто?
б ) При каких значениях тип множество А не пусто?
в ) Найдите наибольшее и наименьшее число в множестве А, когда А не 

пусто.
г ) При каких значениях тип множество А содержит единственное 

целое число?
д ) При каких значениях тип наибольший и наименьший элементы 

множества А совпадают?
е) При каких значениях тип наибольший и наименьший элементы 

множества А различны?
4 .* Выведите из свойств 1—12 рациональных чисел, что для любых 

рациональных аиЪ выполнено равенство а(-Ь) = -(аЬ).
5 .* Используя свойства 1 —12, докажите, что если а < Ь и с < 0, то 

ас > Ьс.
6 .* Докажите, что для любого ненулевого а выполнено неравенство 

а2 > 0.
7 .* Откуда следует, что 1 > 0?

8 . * Пусть а > 0. Почему >0?

9 . * Докажите неравенство |а| - р| < |п - Ь\. В каких случаях неравенство 
обращается в равенство?

10 . * Докажите, что если а~~^ Для любого натурального п, то а> 0.
11 . Докажите, что если — ~ ~а~^ Для лю^ого натурального п, то а = 0.
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12 .* Пусть а > 1. Докажите, что ~ < 1 •
13 .* Докажите утверждение: пусть а > 0, тогда существует такое раци­

ональное Ъ, что О <Ь < а.
14 .* Докажите, что в любом интервале (а; Ь), где а<Ъ, найдётся раци­

ональное число.
15 .** Найдите все значения параметра і, при которых указанный 

интервал содержит хотя бы одно целое число:
а) (7^ Зі - 4); б) (8^ + 5; 40; в) (2^ - 3; 50; г) (30 6і - 1).
16. ** Пусть А — множество всех рациональных чисел, располо­

женных на интервале (т; п), где т, п — рациональные и т < п. Уста­
новите:

а) есть ли среди этих чисел наибольшее;
б) есть ли среди этих чисел наименьшее;
в) что изменится, если вместо интервала (т; п) рассмотреть отрезок 

[т; п] или полуинтервалы [т; п) и (т; п].
17. ** Докажите, что не существует такого рационального числа х, что 

х  = 2.2
18. ** Найдите, при каких целых п дробь ^+^ не является целым

5 числом.
19. ** Установите, могут ли числа 10, 11, 12 быть членами (не обяза­

тельно последовательными) одной геометрической прогрессии.
20. Решите уравнение:
а)|х| = х; б)|2х-3| = 4; в)||х| + 5| = 5; г) |х + 2| = |х - 6|.
21. Решите неравенство:
а)|х|<1; б)|х-1|<1; в)|х + 4|>1; г) |х-1| > |х +3|.

■ Тесты
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа. 

(о 1 \ 1
^7^4/^^

Ч2Ц 2)-2^ 3)-1^ 4)-3^-
42 42 28 42

13 1 1.2. Чему равна разность

і) Л 2) 19 3) 41 4) -59-
7 21 7 42 7 84 7 126

1.3. Чему равняется
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1) I 2) II 3) II 4) 
7 77 77

3771.4. Какая из дробей равна

1) ~ 2) |1 3)І 4)

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. В каких из следующих случаев число а меньше числа Ь?
1)а = 11 12

12 13
3)а = -124,6 = -Ш

119 129

И h 13

4)а = _118,й = _117
7 157 156

22.2. При каких значениях х выполняется равенство х- — = х + — ?
3 53

1)- — 2)- —7 15 7 15 3) —7 15 4) —7 15
2.3. Какие из чисел меньше 0,1?

19 Л ^
201 7 299 7 399 7 601

2.4. Какие из чисел принадлежат интервалу

і)|| ^ 3»і 4»И2о 42

3. ^?
7’ 7/

§ 2. СПОСОБЫ ЗАПИСИ РАЦИОНАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ ■
2.1. Запись рациональных чисел. Одно и то же рациональное число 

можно записать по-разному. Наиболее часто используется запись в виде 
2 11 312отношения целого числа к натуральному. Например: —, ——, ——.
5 7 100

В том случае, когда знаменатель дроби в записи рационального числа 
является степенью числа 10, используют и другой способ записи — в виде 
десятичной дроби. Например, ^^ = 3,12; -^^ = -^^^

Вопрос. Как сравнить рациональные числа по их записи в виде дро­
бей?

2.2. О делении «уголком». Возьмём какое-нибудь положительное 
26рациональное число, например —, и попытаемся записать его в виде деся­

тичной дроби, разделив «уголком» числитель на знаменатель.
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26 111
22 І2,3636

_40
33
_70

66
_40

33
_70

66
4

На рисунке приведены несколько шагов стандартной про­
цедуры деления. После того как найдена целая часть част­
ного, каждый очередной шаг выглядит следующим образом. 
К остатку, найденному на предыдущем шаге, справа добавля­
ется цифра 0. Полученное число делится на знаменатель исход­
ной дроби. Неполное частное объявляется очередной цифрой 
результата, а остаток используется на следующем шаге.

При делении на 11 остатки могут быть только целыми 
числами в пределах от 0 до 10. Рано или поздно эти остатки 
обязательно начнут повторяться. В данном примере оста­
ток 4, полученный на первом шаге деления, повторяется 
уже на третьем шаге.

После каждого появления в остатке числа 4 выполняются
одни и те же действия. Поэтому на втором и четвёртом шагах в частном
получатся одинаковые цифры 3, а на третьем и пятом шагах — одинако­
вые цифры 6, причём в остатке снова появится число 4. Далее эта проце­
дура будет повторяться снова и снова. В результате возникнет бесконечная 
десятичная дробь 2,363636... . Повторяющаяся группа цифр 36 назы­
вается периодом этой дроби, а сама дробь — периодической. Для крат­
кости повторяющуюся группу цифр обычно заключают в скобки и пишут

= 2,363636... = 2,(36).

Вопрос. Какая цифра стоит на 127 месте после запятой в бесконечной 
дроби 2,(36)?

2.3. * Деление «уголком» и десятичные приближения рациональ­
ного числа. На примере дроби Ц покажем, что при делении числителя 

на знаменатель по схеме деления «уголком» получается последователь­
ность десятичных приближений снизу соответствующего рационального 
числа.

На первом этапе деления получаем:
26 = 211 + 4, 

где число 4 — остаток от деления 26 на 11.
26 4 4Отсюда — = 2 + ур где последнее слагаемое — меньше 1.

26Поэтому число 2 является десятичным приближением снизу числа — 
с точностью до 1.

Второму этапу деления «уголком» соответствует умножение получен­
ного остатка 4 на 10. Это можно представить в виде
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26-10 = 20 11 + 40.
Выполняя деление числа 40 на 11 с остатком, получаем:

26 • 10 = 20 11 + 3 • 11 + 7 = 23 11 + 7, 
где число 7 — остаток отделения 40 на 11 и второй из остатков в схеме деле­
ния уголком.

Отсюда
2,3 < || = 2,3 + 0,1 ■ ^у<2,3+ 0,1, 

7
так как слагаемое 0,1 • — меньше 0,1.

Поэтому число 2,3 является десятичным приближением снизу числа
26 п і— с точностью до 0,1.

Третьему этапу деления «уголком» соответствует умножение получен­
ного остатка 7 на 10. Это можно представить в виде

26 100 = 230 11 + 70.
Выполняя деление числа 70 на 11 с остатком, получаем:

26 100 = 230 • 11 + 6 11 + 4 = 236 • 11 + 4, 
где число 4 — остаток от деления 70 на 11 и третий из остатков в схеме 
деления «уголком».

Отсюда
2,36 < ^ = 2,36 + 0,01 ^- < 2,36 + 0,01, 

4
так как слагаемое 0,01 • — меньше 0,01.

Поэтому число 2,36 является десятичным приближением снизу числа 

с точностью до 0,01.

Продолжение указанного процесса приводит к получению всё более точ- 
ных десятичных приближении снизу числа —:

2,363; 2,3636; 2,36363; 2,363636;... .
Вопрос. Какой вид имеет последовательность десятичных приближе- 

26 онии сверху числа — !

2.4. Десятичное представление рационального числа. Бесконеч­
ная десятичная дробь а0, ага2... с целой частью п0 и цифрами аѵ а2,..., стоя­
щими после запятой, является периодической, если после ^-гo знака после
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запятой запись нашей дроби сводится к бесконечному повторению записи 
цифра4 + 1аО2...а4+(:

а0’ а1а2 •" “ a0, а1 а2 '” акак + 1ак +2 "• ак + іак+1ак+ 2 •” ак + і ’” ’
Запись ак + 1 ак + 2 ... ак + ( называется периодом данной дроби. Для крат­

кости обозначения дроби её период заключается в скобки и приводится 
один раз:

Л0’ а1 а2 ••• “ Я0’ а1 а2 •” ак (ак+1ак + 2 "’ ак + У

Если период дроби состоит из одних нулей, то их обычно не пишут, 
«обрывая» запись после ^-гo знака, а саму дробь называют конечной. 
Именно такие десятичные дроби изучались ранее.

Повторяемость остатков при делении уголком натуральных чисел 
позволяет сформулировать утверждение:

при переводе любой положительной обыкновенной дроби в десятич­
ную дробь с помощью правила деления уголком всегда получается перио­
дическая десятичная дробь.

Для получения десятичного представления отрицательного рацио­
нального числа а надо найти десятичное представление модуля числа а и 
поставить перед этим представлением знак минус.

Десятичное представление рационального числа называется также 
десятичным разложением соответствующего рационального числа.

Вопрос. Какие рациональные числа представимы конечными десятич­
ными дробями?

2.5. * Запись бесконечной периодической дроби в виде обыкно­
венной дроби.

Пример 1. Возьмём какое-то рациональное число, записанное в виде 
бесконечной периодической десятичной дроби, например, х = 8,2(145). 
Найдём, как представить число х в виде обыкновенной дроби.

Следуя соображениям из пункта 2.3, выпишем двойные неравенства:

8,2145 <х< 8,2145 + £уГ (1)
8,2145145 <х< 8,2145145 + ^ (2)

Умножив неравенство (1) на (-10), а неравенство (2) — на ІО4, получим: 
- 82,145 - ^< -Юх <- 82,145, 

82145,145 < 104х < 82145,145 + ^3.

Сложив почленно полученные неравенства, получим:
- ^3 < (ІО4- 10)х < 82 063 + + •
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Таким образом, число 9990х отличается от числа 82 063 меньше, чем
1

103’
Взяв теперь двойное неравенство

1
8,2145145145 <х< 8,2145145145+ ^ (3)

и проводя с неравенствами (2) и (3) вычисления, аналогичные вычисле­
ниям с неравенствами (1) и (2), получим, что число 9 990 000х отличается

от числа 82 063 000 меньше чем на —о, а число 9990х отличается от 

числа 82 063 меньше чем на ^6 • Делая подобные шаги, получим, что 

число 9990х отличается от числа 82 063 меньше, чем на X, -ткл и так 
10у Ю1^

далее. В силу следствия из аксиомы Архимеда для рациональных чисел

(пункт 1.7) приходим к выводу, что 9990х = 82 063. Поэтому х =--------
9990

Можно проверить, что непосредственное деление «уголком» числа 
82 063 на число 9990 приводит к бесконечной периодической десятичной 
дроби 8,2(145).

С помощью подобных рассуждений в общем виде можно получить, что 
рациональное число, записанное в виде бесконечной периодической деся­
тичной дроби Ь Ь. ... Ь9Ь.Ьп,а.а9... а.(а,.. а,...... а. Л, представимо в виде 
обыкновенной дроби:

Мзц^ЛАМ^^2 • • • ^к^к+1 &к+2 • • • ^к+1-Ь3Ь3 1...Ь2Ь1Ь0а1 а2...ак 
10^-10*

где Ья, Ъ3_у,..., Ь2, Ь1, Ьо, (11, а2,..., ак, ик +1, ак +2, • • •, ак +t соответствующие 
цифры, входящие в запись исходной дроби, и для любых цифр с0, ср с2, ..., 

ст_р ст запись вида ст ст_1... с2 ^ с0 означает число

ст 10т + ст_1 • 10т1 +... + с2 • 102 + С! • 101 + Со 10°.

Вопрос. Как представить в виде обыкновенной дроби бесконечную 
периодическую десятичную дробь 0,(123456789)?

2.6. ** Цепная дробь. В теоретических исследованиях иногда исполь­
зуется запись чисел в виде цепной дроби. Под цепной дробью мы будем 
иметь в виду «многоступенчатую» дробь
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М +-------------^----------- (1)

где М — целое число, числа аѵ а2, ..., апѴ ап — натуральные. Пример 
цепной дроби даёт выражение

3 +-------Ц----- . (2)
5 +----

Последовательным выполнением арифметических операций каждую 
цепную дробь вида (1) можно записать в виде отношения целых чисел. 
Например, для цепной дроби (2) получаем:

3 + 1

5+—
= 3 + 1_

5+А
= 3+ 1 =з + 15 = ^5

К , 9 74 74
5+із

Аналогичные преобразования можно выполнить для любой цепной 
дроби вида (1). Отсюда следует, что каждая цепная дробь представляет
некоторое рациональное число.

Запись цепной дроби в виде (1) громоздка. Поэтому обычно исполь­
зуют следующее обозначение:

\^М, £Zp О2, ^3’ •••’ ^п]' (^)

Например, цепную дробь (2) можно записать в виде [3; 5, 1, 2, 4].
Вопрос. Пусть а = [3; 5, 1, 2, 4]. Как записать в виде цепной дроби 

число а-1?
2.7. ** Запись рационального числа в виде цепной дроби. Рас-

смотрим на примере, как произвольное рациональное число г можно 
записать в виде цепной дроби.

Пример 2. Пусть г =----- . Сначала выделим слагаемым целую часть
67 15 1

числа г. Так как 3 < г< 4, целая часть гравна 3. Поэтому г ~^ + ^ = ^'|'7’ 
гдег1 = ||>1.

После этого выделим слагаемым целую часть числа гр а именно:
7 1^ = 4 + —= 4 + —, гдег2 =

15 г2
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Далее выделим слагаемым 
г, = 2+^ = 2+—, где г. = 7.
2 7 'а

На этом процесс записи числа 
мы получаем:

целую часть числа г2, а именно:

г в виде цепной дроби заканчивается, и

216
67

= з+1 = з+ 1
4 + 1

Г2

= 3 +---- Ц— = 3 + Ц—.
4+ 1 4 + А

2+1 2 + |
7

Таким образом, = [3; 4, 2, 7]. 
67

225 Вопрос. Как записать в виде цепной дроби число ——?
157

2.8. ** Цепная дробь и алгоритм Евклида. Процесс представления 
рационального числа в виде цепной дроби связан с алгоритмом Евк­
лида.

Действительно, рассмотрим пример из предыдущего пункта. Выделе­
ние целой части числа ^1 соответствует делению с остатком числа 216 

на 67, а именно: 216 = 3 67 + 15. При этом целая часть равна неполному

частному 3, а дробная часть представляет из себя отношение остатка 15 к
делителю 67. Выделение целой части отношения — соответствует деле- 

15
нию с остатком числа 67 на 15, а именно: 67 = 415 + 7. Далее, выделение

целой части отношения — соответствует делению с остатком числа 15 на
7

7, а именно: 15 = 2- 7+1. Наконец, выделение целой части отношения у

соответствует делению с остатком числа 7 на 1, а именно: 7 = 71+0. Так 

как при этом получается нулевой остаток, процесс заканчивается.
Таким образом, применяя алгоритм Евклида к числам 216 и 67, мы 

получаем равенства: 216 = 3 67 + 15, 67 = 4 15 + 7, 15 = 2 7 + 1, 7 = 7 • 1. 
Числа, составляющие запись числа ^ в виде цепной дроби, равны соот- 

67
ветствующим частным.

Вопрос. Как доказать, что каждое рациональное число единственным 
образом записывается в виде цепной дроби, если считать, что последнее 
число в этой записи больше 1?

61



■ Глава 3. Действительные числа

■ Контрольные вопросы и задания

1 . Какие формы записи одного и того же рационального числа вам 
известны?

2 . Как записывается число — в виде бесконечной десятичной дроби? о
3 .* Покажите на примере, как бесконечную периодическую десятич­

ную дробь записать в виде отношения целых чисел.
4 . ** Что такое цепная дробь?
5 .** Докажите, что каждая цепная дробь представляет собой некото­

рое рациональное число.
6 .** Покажите на примере, как из рационального числа, записанного 

в виде отношения двух целых чисел, получить цепную дробь, которая 
представляет это же рациональное число.

7 . ** Как найти наибольший общий делитель двух натуральных чисел?
8 .** Покажите на примере, как по алгоритму Евклида разложить 

рациональное число в цепную дробь.

■ Задачи и упражнения

1 . Запишите в виде бесконечной периодической десятичной дроби 
рациональное число:

. 5. 2. ч 4. . 2 . х 1. х 3 . хч_15_
а> И’ >7’ В) 3’ Г) 17 ’ Д> 8’ >125’ >2400'

2 . Докажите, что для любого целого числа а дробь вида „а , где т 
и п — неотрицательные целые числа, можно записать в виде конечной 
десятичной дроби.

3 .** Какие рациональные числа вида — представляются в виде конеч­
ных десятичных дробей?

4 .* Запишите в виде обыкновенной несократимой дроби:
а)^^; б>°>3<8) °>5<45>: в>^: г)0,(351).

5.* Вычислите 0,7(2) + 0,б(1) + 0,8(3) + 0,1(б) 
О,7(2)-О,6(1) + О,8(3)-О,1(6) *

6 .** Найдите сумму:

а) 37,(37) + 11,(11); б) 1,(4) + 2,(12); в) 0,(12) + 0,(123);

г) 0,(98) + 0,(987) + 0,(9876); д) 1,(1) + 2,(11) + 3,(111) + 4,(1111).
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7 .** Найдите произведение:
а) 2,(38) 3,(72); б) 1,(123) 2,(45).
8 .** Найдите сумму:

2+ 3 + -^
2+| 3+1 1+^т 4+Л2+| 3+|

9 .** Найдите произведение: 
а)[1;5,3,5] [1;2,4,3];

2 +---- Ц 3 +---- Ц
3+ 1 4+ 1

4+1 5+|
5 о

б)[1;11,4] [0;21,3].

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Известно, что ^ = 0,(1). Какой из указанных бесконечных перио- 

У
дических дробей равно число — ?

18
1) 0,(05) 2) 0,0(5) 3) 0,(01) 4) 0,(10)

1.2. Известно, что — = 0,0(3). Какой из указанных бесконечных пери- □и
одических дробей равно число ^-3?

1) 0,0(9) 2)0,01(0) 3) 0,(01) 4) 0,(10)
1.3. В каком отношении точка, изображающая бесконечную периоди­

ческую дробь 0,(5), делит промежуток [0; 1] числовой прямой, считая от 
точки 0?

1)5:4 2)6:4 3)4:5 4)4:6
1.4. Какой обыкновенной дробью выражается разность 3,5(0) - 2,(3)?

Ч 2>І 3>й 4>і
Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.

132.1. Какие из приведённых выражений являются записями числа — ?6
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1)2| 2)^ 3) 2,0(6) 4) 2,1(6)
о

22.2. Какие из приведённых дробей равны —?
п 102 ол 108 оч 126 3 44 134
' 153 ' 162 ' 186 } 201

2.3. Какие из указанных чисел являются общими делителями чисел 
192 и 258?

1)2 2)4 3)6 4)12
2.4. Отрезки какой длины могут получиться, если делить отрезок

длины 12,6 см на целое число равных отрезков?
1)1,05 см 2) 1,5 см 3)3,15 см 4) 4,2 см

■ § 3. ОТНОШЕНИЕ ОТРЕЗКОВ

3.1. Соизмеримость и общая мера отрезков.
5

Пример 1. Рассмотрим отрезок а длиной — см и отрезок Ь длиной

Откладывая от одного конца отрезка Ъ отрезки, равные а, мы видим, 
что отрезок а не помещается целое число раз в отрезке Ь (рис. 1).

Рис. 1

Разделим отрезок а на две равные части и начнём откладывать на
отрезке b отрезки, равные . Отрезок также не помещается целое

число раз в отрезке b (рис. 2).

Рис. 3Рис. 2
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Разделим теперь отрезок а на три равные части и начнём откладывать

на отрезке Ь отрезки, равные а а—. В этом случае отрезок — помещается
О о

ровно четыре раза на отрезке Ь (рис. 3).
Таким образом, получен отрезок длиной а

3’
который целое число раз

укладывается и в отрезке а, и в отрезке Ь. Такой отрезок называют общей 
мерой отрезков аиЬ, а сами отрезки аиЬ называют соизмеримыми.

Аналогично определяется соизмеримость отрезков и в общем случае.
Два отрезка а п Ъ называются соизмеримыми, если найдётся отре­

зок т, который целое число раз укладывается как в отрезке а, так и в 
отрезке Ъ.

В этом определении отрезок т называют общей мерой отрезков аиЬ.
Заметим, что если отрезок т является общей мерой отрезков аиЬ, то,

например, отрезок длиной также является общей мерой отрезков аиЬ.

Вопрос. Как определить наибольшую общую меру двух соизмеримых 
отрезков?

3.2. ** Алгоритм Евклида нахождения общей меры отрезков.
Поиск общей меры двух отрезков можно проводить способом, напомина­
ющим алгоритм Евклида при нахождении наибольшего общего делителя
двух целых чисел.

Пусть даны отрезки аиЬ, имеющие общую меру т, причём а длиннее Ь.
I шаг. От одного конца отрезка а последовательно отложим отрезки, 

равные Ь, так, что либо отрезок Ь целое число раз уложится в отрезке а, 
либо останется отрезок гѵ меньший Ь (рис. 4).

Рис. 4

Заметим, что в первом случае отрезок Ь будет общей мерой отрезков 
а и Ь, а во втором случае отрезки Ь и г± также имеют общую меру т — 
отрезок т можно целое число раз последовательно уложить в меньшем, 
чем отрезок Ь, отрезке гѵ Если же отрезки Ь и ^ имеют какую-то общую 
меру п, то этот же отрезок п окажется общей мерой отрезков аиЬ. Отсюда 
следует, что во втором случае для поиска общей меры отрезков а и Ь 
достаточно найти общую меру отрезков Ь и г^
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II шаг. Для поиска общей меры отрезков Ъ и т\ от одного конца отрезка Ь 
последовательно отложим отрезки, равные гѵ так, что либо отрезок гх 
целое число раз уложится в отрезке Ь, либо остаётся отрезок г2, мень­
ший г1 (рис. 5). В первом случае отрезок гг будет общей мерой отрезков Ъ 
и Гр Во втором случае отрезки гг и г2 также имеют общую меру т.

Ь

Рис. 5

III шаг. Аналогично предыдущим шагам от одного конца отрезка гх 
последовательно отложим отрезки, равные г2, и в результате получим 
либо то, что отрезок г2 является общей мерой, либо такой очередной оста­
ток гѵ что отрезок т будет общей мерой отрезков Г2 И Г3.

И так далее.
Заметим, что, когда отрезки а^Ъ соизмеримы, их общая мера — отре­

зок т — на каждом из промежутков гк последовательно откладывается 
целое число раз. А поскольку следующий промежуток гк+г (если он сущес­
твует) строго меньше промежутка гк, процесс закончится на каком-то п-м 
шаге тем, что отрезок гп1 отложится на отрезке гп2 целое число раз. 
Но тогда в силу замечания, сделанного ещё на первом шаге, отрезок гп1 
можно целое число раз последовательно отложить на отрезках гп_3, гп_4 и 
так далее, вплоть до начальных отрезков а и Ь. Таким образом, отрезок 
гп_ѵ полученный на п-м шаге алгоритма, является общей мерой соизме­
римых отрезков а и Ь.

Приведённый способ поиска общей меры двух отрезков иногда назы­
вают алгоритмом Евклида для нахождения общей меры.

Вопрос. Через какое число шагов алгоритм Евклида приведёт к общей 
мере отрезков а и Ь, если а = 55 см и Ь = 34 см?

3.3. Соизмеримые отрезки и рациональные числа. Выберем на 
числовой прямой в качестве отрезка а единичный отрезок [0; 1] и рас­
смотрим произвольный отрезок ОВ, один из концов которого совпадает 
с началом О (рис. 6). Докажем, что если отрезок ОВ соизмерим с отрез­
ком а, то координата точки В рациональна.

О В—• •------- •-------- ►
0 1

Рис. 6
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Действительно, пусть отрезок т укладывается р раз в единичном 
отрезке и ^ раз в отрезке ОВ, где рид — натуральные числа. Тогда длина 
отрезка т равна —, а поэтому длина отрезка ОВ равна р. Следовательно, 

р о дкоордината точки В равна ^, когда точка В лежит на положительном 

луче, и равна -^, когда точка В лежит на отрицательном луче числовой 
прямой.

Вопрос. Как доказать, что если точка В числовой прямой имеет раци­
ональную координату, то отрезок ОВ соизмерим с единичным отрезком?

3.4. Существование несоизмеримых отрезков. Для практичес­
ких измерений обычно достаточно рациональных чисел. Более того, если 
пытаться изображать точками числовой прямой всё больше и больше 
рациональных чисел, то может показаться, что каждая точка числовой 
прямой будет отмечена рациональным числом. Другими словами, может 
показаться, что все точки числовой прямой — рациональные. Если бы 
дело обстояло таким образом, то тогда любой отрезок был бы соизме­
рим с единичным отрезком. Но это не так: существуют несоизмеримые 
отрезки.

Напомним, что число называется иррациональным, если его нельзя 
представить в виде отношения двух целых чисел. В 8 классе была дока­
зана иррациональность числа у/2. Зная это, докажем следующее утверж­
дение.

Диагональ квадрата несоизмерима с его стороной.
Доказательство. Примем сторону квадрата за единицу измере­

ния длин и отложим на числовой прямой единичный отрезок ОЕ 
и отрезок ОВ, равный диагонали квадрата. По теореме Пифагора 
ОВ = л/2. Так как л/2 — иррациональное число, из 
предыдущего пункта следует, что отрезки ОЕ и ОВ 
не могут быть соизмеримыми.

Вопрос. Как доказывается иррациональность 
числа л/2?

3.5. ** Несоизмеримость диагонали квад­
рата с его стороной. Несоизмеримость диаго­
нали квадрата с его стороной можно доказать с 
помощью алгоритма Евклида.

Пусть дан квадрат АВСВ.
I шаг. С помощью циркуля отложим на диаго­

нали АС отрезок АВѴ равный АВ (рис. 7). При этом 
получается остаток В^С, меньший АВ. Рис. 7
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Рис. 8

II шаг. В треугольнике АВС из точки В^ восста­
новим перпендикуляр В^ к отрезку АС и отло­
жим на АгС отрезок А^^ равный А1В1 (рис. 8). 
В результате построения имеем ВгС = ВА1 = АХВ = 
= А1В2. Следовательно, отрезок В^С два раза отло­
жен на отрезке ВС, и при этом получился оста­
ток В2С. Заметим, что треугольник А^В^С подо­
бен треугольнику АВС, причём при этом подобии 
точке В2 соответствует точка Вѵ

III шаг. Аналогично предыдущему в треуголь­
нике А^В^ из точки В2 восстановим перпендику­
ляр В2С2 к отрезку АгС и отложим на А2С отрезок 
А2В3, равный А2В2 (рис. 9). В результате отрезок 
В2С два раза отложен на отрезке В^, при этом 
получился остаток В3С. Снова заметим, что тре­
угольник А2В2С подобен треугольнику А1В1С, 
причём точке В3 соответствует точка В2.

Остаётся заметить, что при продолжении 
намеченного процесса каждый очередной остаток 
ВпС дважды откладывается на отрезке Вп ГС, а 
получающаяся при этом точка Вп+Х соответствует

точке Вп при подобии треугольников АпВпС иАп1Вп1С.
Следовательно, для отрезков АС и АВ алгоритм Евклида не может 

закончиться через конечное число шагов. Это означает, что отрезки АС и
АВ несоизмеримы.

+1Вопрос. Как выглядит алгоритм Евклида для отрезков а = —— и 
6=1? 2

3.6. Сопоставление точке числовой прямой десятичной дроби.
Возьмём на положительном луче числовой прямой произвольную 
точку Р. Покажем, как этой точке можно сопоставить вполне определён­
ную бесконечную десятичную дробь.

Рис. 10

I шаг. Пусть, например, точка Р лежит на полуинтервале [2; 3)
(рис. 10). Тогда целая часть числа, соответствующего точке Р, равна 2.
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II шаг. Разделим полуинтервал [2; 3) на 10 равных полуинтервалов: 
[2; 2,1), [2,1; 2,2), ..., [2,9; 3) (рис. 11). Точка Р содержится в одной из 
этих непересекающихся частей. Предположим для определённости, что 
во второй. Тогда первой цифрой после запятой в десятичном разложении 
числа, отвечающего точке Р, будем считать цифру 1.

Р
—•---- і—*ч---- 1---- і---- 1---- і---- і---- 1---- і---- •—► 

2 3

Рис. 11

III шаг. Разделим полуинтервал [2,1; 2,2) на 10 равных полуинтерва­
лов: [2,1; 2,11), [2,11; 2,12), ..., [2,19; 2,2).

В зависимости от того, на каком полуинтервале лежит точка Р, опреде­
лим вторую цифру после запятой в десятичном разложении числа, отве­
чающего точке Р: если точка Р на первом полуинтервале, то цифра 0, если 
на втором, то цифра 1, и так далее.

Продолжая этот процесс, на ^-м шаге получаем к-ю цифру после запя­
той десятичного разложения числа, отвечающего точке Р. Заметим, что 
иногда может получиться бесконечная десятичная дробь, в записи кото­
рой, начиная с некоторого разряда, стоят одни нули.

Вопрос. Какая бесконечная десятичная дробь получится, если ука­
занный процесс применить к точке Р с координатой 5?

З.7. * Сопоставление десятичной дроби точки числовой прямой. 
Покажем, как каждой десятичной дроби, у которой бесконечное число 
знаков отлично от цифры 9, можно сопоставить точку прямой.

Пример 2. Возьмём бесконечную десятичную дробьр = 3,1415926.... На 
отрезке [3; 4] расположены все конечные дроби, полученные из дроби р 
отбрасыванием десятичных знаков после запятой, начиная с любого 
места. На отрезке [3,1; 3,2] расположены все дроби, полученные отбрасы­
ванием всех десятичных знаков дроби р после запятой, начиная с любого 
п-го места, где п>2. На отрезке [3,14; 3,15] расположены все дроби, полу­
ченные отбрасыванием всех десятичных знаков дроби р после запятой, 
начиная с любого п-го места, где п > 3, и так далее. Получим бесконечную 
последовательность отрезков [3; 4] 2 [3,1; 3,2] 2 [3,14; 3,15] 2 ..., причём 
длины отрезков равны соответственно 1, 10 \ 10 2, .... Отрезки имеют 
единственную общую точку Р, которую сопоставим дроби р. Если точке Р 
по правилам пункта 3.6 сопоставить бесконечную десятичную дробь, то 
получится дробь р .
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Вопрос. Как по изображениям чисел 0 и 1 на числовой прямой с помо­
щью циркуля и линейки построить точку, изображающую число Ѵз?

3.8. ** Десятичная дробь, сопоставленная точке прямой, не 
может иметь период, состоящий из одних девяток. Рассмотренный 
в пункте 3.6. процесс не может привести к тому, что точке Р числовой 
прямой соответствует бесконечная десятичная дробь, у которой, начиная 
с некоторого разряда, все цифры после запятой равны 9. Поясним это на 
примере.

Предположим, что некоторой точкеР соответствует запись 0,1999...9... . 
Это означает, что точка Р лежит в полуинтервале [0,1; 0,2); лежит в полу­
интервале [0,19; 0,2); лежит в полуинтервале [0,199; 0,2) и так далее. 
Отсюда следует, что точка Р должна принадлежать всем указанным 
полуинтервалам. Однако никакая точка числовой прямой не может быть 
общей для всех этих полуинтервалов.

Действительно, если взять точку М с координатой меньше (0; 2), то такая 
точка не принадлежит ни одному из полуинтервалов вида [0,19...9; 0,2), 
а именно не может принадлежать никакому полуинтервалу с правым 
концом 0,2, длина которого меньше расстояния от точки М до точки, 
помеченной числом 0,2. Точки с координатами, большими координаты 
точки М, также не принадлежат ни одному из указанных полуинтерва­
лов. Точка с координатой 0,2 также не принадлежит ни одному из ука­
занных полуинтервалов.

Таким образом, ни одна из точек числовой прямой не может принадле­
жать всем указанным полуинтервалам.

В результате предположение о том, что некоторой точке Р числовой 
прямой соответствует бесконечная десятичная дробь вида 0,199...9..., 
приводит к противоречию.

Вопрос. Может ли быть пустым пересечение последовательности вло­
женных друг в друга замкнутых отрезков числовой прямой?

■ Контрольные вопросы и задания

1. Какие отрезки называются соизмеримыми?
2. Какой отрезок называется общей мерой двух соизмеримых отрезков?
3. Как можно охарактеризовать все отрезки, соизмеримые с единич­

ным отрезком?
4. Поясните, почему диагональ квадрата несоизмерима с его стороной.
5. ** К чему приводит применение алгоритма Евклида для соизмери­

мых отрезков?
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Задачи и упражнения ■

1 51. Найдите наибольшую общую меру отрезков длиной — и —.

2. ** Рассмотрите два отрезка длиной 21 см и 51 см. Через какое число 
шагов алгоритм Евклида приведёт к их общей мере?

3. Как доказать, что любые два отрезка, длины которых выражаются 
рациональными числами, соизмеримы?

4. Докажите иррациональность числа: а) л/2; б) >/3; в) л/б.

5. Докажите, что катет АС прямоугольного треугольника АВС с гипо­
тенузой СВ = 2 и катетом АВ = 1 несоизмерим ни с катетом АВ, ни с гипо­
тенузой СВ.

6. Докажите, что гипотенуза СВ прямоугольного треугольника АВС с 
катетами АВ = 1, АС = 2 несоизмерима ни с одним из катетов.

7. * Как найти на числовой оси точку, отвечающую бесконечной деся­
тичной дроби 0,333...?

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Даны два отрезка длиной 5 см 6 мм и 6 см 4 мм. Отрезок какой 

длины из указанных является общей мерой данных отрезков?
1)6 мм 2) 8 мм 3) 12 мм 4) 18 мм
1.2. Даны два отрезка длиной 2 ^ см и 3 см. Отрезок какой длины

Іо
из указанных является общей мерой данных отрезков?

1) ^гсм 2) “г см 3) см 4) см
7 36 7 36 7 36 7 36

1 .3. Отрезок какой длины является наибольшей общей мерой для 
отрезков длиной 133 мм и 259 мм?

1) 1 мм 2) 3 мм 3) 7 мм 4) 11 мм
1.4. Отрезок какой длины из указанных является общей мерой двух 

отрезков, длины которых в сантиметрах записываются бесконечными 
периодическими десятичными дробями 0,(12) и 0,(21)?

1) 0,(02) 2) 0,(03) 3) 0,(04) 4) 0,(05)

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Даны два отрезка длиной 28 см и 66 см. Отрезки какой длины из 

указанных являются общей мерой данных отрезков?
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1) |см 2) у см 3) 4
19 СМ 4) смІа

2.2. Даны два отрезка длины —
60

1см и —
90

см. Отрезки какой длины из

указанных не являются общей мерой данных отрезков?

1)І50СМ 2)зЬ'М 3) 420СМ 4)^0СМ

2.3. Для каких пар отрезков с указанными длинами отрезок длиной 
— см является их общей мерой?

1)1 4см и 2 4см 2)з4сми2 4см
7 3 3 2 3

3)54см и 54см 4) 24см и 34см
7 4 6 7 4 3

2.4. Для каких пар отрезков с указанными длинами отрезок длиной
15 Л— см не является их общей мерой?

1)10 см и 45 см 2) 20 см и 85 см
3) 30 см и 105 см 4) 40 см и 65 см

■ § 4. ИРРАЦИОНАЛЬНЫЕ И ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ ЧИСЛА

4.1. Определение неотрицательного действительного числа. 
Используя установленное соответствие между точками числовой прямой и 
бесконечными десятичными дробями, определим действительные числа.

Неотрицательным действительным числом называется бесконечная 
десятичная дробь вида п0,а1а2а3...пп..., где а0 — целое неотрицательное 
число и ак при к>1 — цифра от 0 до 9, причём цифра 9 не является пери­
одом этой дроби.

Если, начиная с некоторого номера, все цифры аі в записи действитель­
ного числа равны нулю, то для краткости эти нули опускают. Например, 
0,5000...0... = 0,5.

Вопрос. Что вы можете сказать о действительном числе 0,000...0...?
4.2. Определение отрицательного действительного числа. 

Напомним, что отрицательные целые числа можно задавать как числа, 
противоположные натуральным. Аналогично отрицательные действи­
тельные числа определим как числа, противоположные неотрицатель-
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ным действительным числам, не равным 0, используя знак «минус» для 
обозначения отрицательного числа.

Например, -0,333...3... обозначает действительное число, противопо­
ложное действительному числу 0,333...3....

Иногда действительные числа также называют вещественными чис­
лами. Множество всех действительных (вещественных) чисел мы будем 
обозначать буквой R.

Вопрос. Что можно сказать о действительном числе (-0,333...3...)?
4.3. Иррациональные числа. Во множестве R действительных чисел 

рациональным числам соответствуют конечные дроби или бесконечные 
периодические десятичные дроби.

Иррациональным называется действительное число, которое не явля­
ется рациональным. Другими словами, иррациональное число — это бес­
конечная непериодическая десятичная дробь.

Наиболее часто используемые иррациональные числа для краткости 
обозначают некоторыми буквами или символами. Так, знаменитое 
число л иррационально и во всех формулах записывается не как беско­
нечная десятичная дробь, а как буква л.

Аналогично, иррациональное число л/2 записывается не как бесконеч­
ная десятичная дробь, а так, как мы его привыкли записывать — с помо­
щью радикала. Тем не менее числу л/2 соответствует бесконечная непе­
риодическая десятичная дробь, у которой можно вычислить достаточно 
много цифр после запятой: л/2 = 1,4142.... Однако эффективной формулы, 
которая позволяла бы по номеру к вычислять ^-ю цифру числа л/2, до сих
пор не имеется.

Вопрос. Как доказать, что число 7з + 2>/2 -^3-2^2 рационально?

4.4. ** Иррациональность числа і+^іьй. Иррациональность
некоторого числа иногда удаётся доказать «методом от противного».

Пример 1. Доказать, что число 1 + Д + Т2 иррационально, предпола­
гая, что иррациональность числа ^2 уже установлена.

Доказательство. Предположим, что 1 + 71+7/2= г, где г — рацио­
нальное число. Тогда 1 + Ѵ2 = (г-1)2, Ѵ2 = (г-1)2-1. Так как числа г - 1, 
(г-1)2, (г- I)2- 1 при рациональном г также рациональны, в правой части 
равенства ^2 = (г-1)2-1 стоит рациональное число. Как доказано в пун­
кте 3.5, число ^2 иррационально, поэтому не может равняться рацио­
нальному числу.
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Полученное противоречие означает, что предположение о рациональ- 
ностичисла 1 + Д + \5 неверно. Следовательно, это число иррационально.

Вопрос. Как доказать иррациональность числа ^2 + Ѵз?
4.5. ** Пример непериодической десятичной дроби. Неперио- 

дичность цифр записи иррационального числа в виде бесконечной деся­
тичной дроби позволяет привести новые примеры иррациональных 
чисел.

Пример 2. Рассмотрим действительное число х = 0,101001000..., у 
которого после запятой в указанном порядке записаны все натураль­
ные степени числа 10. Докажем, что получившееся число х иррацио­
нально.

Доказательство. Предположим, что х рационально. Тогда соответс­
твующая бесконечная десятичная дробь периодична. Это значит, что най­
дётся набор цифр (а^..^) длины р такой, что запись числа х имеет вид 
0,...а1а2...ара1а2...ара1... начиная с некоторого к-го разряда. Заметим, что 
все цифры аѵ а2, ..., ар не могут быть нулями, так как найдётся степень 
десяти, которая записывается после к-й цифры. С другой стороны, после 
к-й цифры встретится запись такой степени числа 10, в которой больше 
чем 2р нулей, то есть набор из р цифр а^а2 ... а? стоит там, где располо­
жены нули. Следовательно, весь этот набор состоит из нулей.

Таким образом, предположение о существовании периода в десятичной 
записи числа х приводит к противоречию. Следовательно, х — неперио­
дическая бесконечная десятичная дробь, то есть иррациональное число.

Вопрос. Как доказать иррациональность числа, у которого после 
запятой подряд выписаны все натуральные числа?

4.6. ** Представление действительных чисел в двоичной сис­
теме счисления. Как и рациональные числа, действительные числа 
допускают разные способы записи. В этом пункте мы рассмотрим, как 
представлять действительные числа в двоичной системе счисления.

Возьмём на числовой прямой произвольную точку Р с положительной 
координатой х и последовательно выполним следующие построения.

I шаг. Построим полуинтервал [^; Н 1) с целыми концами, содержа­
щий точку Р, и запишем число к в двоичной системе.

II шаг. Разделим полуинтервал [А; А+ 1) на два полуинтервала к; к +

1и А+ А+ 1 длиной |. Если точка Р лежит в левой части, то первой
2'

цифрой после запятой в двоичном разложении будем считать цифру 0,
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а если в правой части — то первой цифрой после запятой будем считать 
цифру 1.

III шаг. Разделим содержащий точку Р полуинтервал длиной | на 

два полуинтервала длиной —. Аналогично предыдущему, второй цифрой

после запятой числа х будем считать цифру 0, если точка Р лежит в левой 
части, и второй цифрой после запятой числа х будем считать цифру 1, 
если точка Р лежит в правой части.

Продолжая этот процесс, на ^-м шаге получим ^-ю цифру после запя­
той двоичного разложения числа х, отвечающего точке Р.

Тем самым точке Р можно сопоставить бесконечную двоичную дробь, 
цифрами которой являются числа 0 и 1.

Вопрос. Как записать в десятичной системе число, запись которого в 
двоичной системе имеет вид 11,010101...?

4.7. ** Иррациональные числа и бесконечные цепные дроби. Во 
втором параграфе было показано, что каждое рациональное число можно 
записать в виде конечной цепной дроби. Оказывается, что иррациональ­
ному числу можно сопоставить бесконечную цепную дробь. Ограничимся
примером.

Пример 3. Возьмём число 72 и выделим целую часть. Получим

72 = 1 + (72 — 1) = 1 + — , где = ^2 +1 . Затем у числа г.
гх 72-1 ^-1 1

выделим целую часть и получим ^ = 2 + (72 -1) = 1 + —, где г2 = ^ = 72 +1.
Г2

Так как г2 = гр при выделении у числа г2 целой части повторятся пре­

дыдущие действия, и в результате получим г2 = 2 +—, где г3 = г2. Повторив 
гз

эти действия п раз, можем записать равенства:
1

2+ \
2 + і

гз

где гп = ^ = 72 + 1.
Так как аналогичное представление возможно при каждом натураль­

ном п, числу 72 ставят в соответствие бесконечную цепную дробь, кото-
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рую записывают в виде [1; 2,2,2,2,...]. Иногда в этом случае говорят, что 
число 42 представлено в виде бесконечной цепной дроби.

Конечные цепные дроби [1], [1; 2], [1; 2,2], [1; 2,2,2] и так далее назы­
ваются подходящими дробями для получившейся бесконечной цепной 
дроби.

Вопрос. Как представить Ѵз в виде цепной дроби?

■ Контрольные вопросы и задания
1. Как определяется неотрицательное действительное число?
2. Как определяются отрицательные действительные числа?
3. Какую особенность имеют бесконечные десятичные дроби, которые 

представляют рациональные числа?
4. Какую особенность имеют бесконечные десятичные дроби, которые 

представляют иррациональные числа?
5. Как методом рассуждений «от противного» доказать, что 42 число 

иррациональное?
6. ** Как представляются иррациональные числа в виде цепных дро­

бей?

■ Задачи и упражнения

1. Докажите, что число ^^ + 272 рациональное.
Ѵ2+1

2. Докажите, что число 4^-42 иррациональное.
3. Может ли сумма рационального и иррационального числа быть чис­

лом рациональным?
4. Может ли сумма двух иррациональных чисел быть числом рацио­

нальным?
5. Может ли произведение двух иррациональных чисел быть числом 

рациональным?
6. ** Докажите иррациональность числа sin 15°.
7. ** Докажите иррациональность числа ^2.
8. ** Докажите, что число 0,11010001..., у которого на 1, 2, 4, 8, ... , 

2Л,... местах стоят единицы, а все остальные цифры нули, является ирра­
циональным числом.

9. ** Будет ли рациональным число, у которого на 1, 2, 4, 8, ..., 2”,... 
местах стоит 1, а все остальные цифры девятки?

10. ** Представьте цепными дробями следующие числа:
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11. ** Докажите, что числа ^2, Ѵз, Ѵб не могут быть членами (не обя­
зательно последовательными) одной арифметической прогрессии.

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. * Какому из следующих чисел равно выражение д/бѴ2 +7 -^5л/2-7?
1) 1 2)2 3)3 4)4
1.2. Какое число представляет бесконечная периодическая дробь 

0,545454...?

П 2) И 3) ТТ 4) 11

1.3. Чему равняется ТзО-42Ѵб ?
1)2^2-ЗѴЗ 2) 2^3-3^2
3)Зл/2-2^3 4)Зл/3-2Ѵ2
1.4. Чему равняется 0,006666...?

Т) 15 2) 30 3) 150 4) 300

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. В каких случаях произведение указанных иррациональных чисел

а и Р является рациональным числом?
1)а = бѴз+10л/2, Р = 12л/3-5Ѵ2
2)а = бѴз + 5л/2, р = 12/3-10/!

3)а = бѴЗ-2Ѵб, р = зѴз+Ѵб
4)а = Ѵз-4Ѵб, р = 2Ѵз + Ѵб
2.2. Какие числа представимы в виде конечной десятичной дроби?

И 9х 23 ох 45 .х 59
16 2) 32 48 4) 64

2.3. Какие бесконечные периодические дроби больше — ?
1) 0,(49) 2) 0,(54) 3) 0,(59) 4) 0,(63)
2.4. Значения каких из приведённых выражений рациональны? 
1)|3-Ѵз| + |1-Ѵз| 2) І2-Ѵб/ІѴК-з|

3)(Ѵз + 2Ѵ2)2 + (2л/б-1)2 4)(2л/3-3)2-(з>/3-2)2
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■ § 5. СВОЙСТВА ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ ЧИСЕЛ

5.1. Десятичные приближения положительного числа. Возьмём 
положительное действительное число

х = М,а1а2а3... .
Целое число х0 = М называют десятичным приближением снизу 

числа х с точностью до 1, а целое число х'о = М + 1 — десятичным при­
ближением сверху числа х с точностью до 1.

Аналогично число ^ = М,ах называют десятичным приближением 
снизу числа х с точностью до 0,1; число х\ = М,ах + ^ — десятичным 

приближением сверху числа х с точностью до 0,1. Эти приближения 
называют также приближениями с точностью до одного знака после 
запятой.

Аналогично определяются десятичные приближения числа х и с дру­
гим числом знаков после запятой.

Конечная десятичная дробь хп = М, а1а2а3...ап называется десятичным 
приближением снизу числа х с точностью до 10п, или с точностью до 

п знаков после запятой, а десятичная дробь хп = М, а1а2ау..ап 4- ^ назы­

вается десятичным приближением сверху числа х с точностью до 10 ", 
или с точностью до п знаков после запятой.

Вопрос. Каковы десятичные приближения числа Ѵб с точностью до 
двух знаков после запятой?

5.2. Десятичные приближения отрицательного числа. Для отри­
цательного действительного числа х = -М,аха2а2... десятичные приближе­
ния определяются следующим образом.

Целое число х0 = -М -1 называется десятичным приближением снизу 
числа х, а целое число х'о = -М — десятичным приближением сверху 
числа х с точностью до 1.

Конечная десятичная дробь хп=-М,а1а2...ап - ^ называется десятич­

ным приближением снизу числа х с точностью до 10 ", или с точностью 
до п знаков после запятой, а десятичная дробь х' = -Міа1а2...ап десятич­
ным приближением сверху числа х с точностью до 10п, или с точностью 
до п знаков после запятой.

1-л/бВопрос. Каковы десятичные приближения числа —%— с точностью 
до двух знаков после запятой?
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5.3. ** Монотонность десятичных приближений. Десятичные при­
ближения любого действительного числа обладают следующим свой­
ством.

Для каждого действительного числа х при любом натуральном п 
выполняются неравенства хв+1 > хп, х'п+1 < х'п.

Доказательство. Проведём доказательство для отрицательного числа 
х = -М,аха2... .

Сначала заметим, что при любом натуральном п для следующих конеч­
ных десятичных дробей справедливы соотношения

М,а.а9...а=М,а.а9...аО<М,а.а9...аа...п п 7 1 2 п п+1
Отсюда-М,а. а9...а >-М,а.а9...а а ±1,то естьх' >х' п ’12 п п+1’ п п+1
Затем заметим, что

М,аЛао...а ч— ----------- - —-. = М,а,ао ...а 9> М.а.а., ...а а ’ 1 2 " 10" 10п+1 ’ 12 * * * п — ’ 12 * * * п п+г

Поэтому
М,ага2 ...ап + — > М,а^...ап+1 + ,

-М, аіа2 ...ап--~<-М,а 1а2... а,о„, - ^, 

то есть X < X . п п+1

Вопрос. Как доказать указанное свойство для положительных чисел х?
5.4. Порядок на множестве действительных чисел. Действи­

тельные числа сравнивают по величине. Для этого определяют понятия 
«больше», «меньше», то есть определяют отношение порядка.

На числовой прямой с положительным направлением вправо сравне­
ние действительных чисел определяется следующим образом.

Пусть числа х и у изображаются соответственно точками А и В чис­
ловой прямой с положительным направлением вправо. Тогда х<у, если 
точка А лежит левее точкиВ;х=у, если точки А иВ совпадают; х> у, если 
точка А лежит правее точки В.

Это определение позволяет сравнить любые два действительных числа 
по их изображениям на числовой прямой. Заметим, что если х < у, то 
тогда у > х.

Остальные виды неравенств между действительными числами опреде­
ляются следующим образом: х> у, если либо х > у, либо х = у; х < у, если 
либо х <у, либо х = у.

Вопрос. Как проиллюстрировать на числовой прямой, что если х<у тл. 
у < 2, ТО X < 2?
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5.5. * Сравнение чисел с помощью десятичных приближений. 
Сравнение действительных чисел по величине можно определить, исполь­
зуя их десятичные приближения.

Действительное число х меньше действительного числа у, если най­
дётся такое п, что десятичное приближение сверху хп числа х изобража­
ется точкой, лежащей левее точки, изображающей десятичное прибли­
жение снизу уп числа у, то есть х'п < уп.

Нетрудно понять, что тогда для любого натурального числа т > п 
также х' < у.

Вопрос. Какое из чисел больше: Ѵ2 - 1 или 0,5?

5.6. Правило сравнения положительных чисел по их десятичной 
записи. Пусть х = М,аѵ..ап..., у = .К", Рг..₽„... •

I шаг. Сравним целые части чисел хиу.
Если К > М, тоу>х;
если К < М, тоу <х;
если К = М, то процесс сравнения продолжается.
II шаг. Сравним цифры ^ ирг
Если а1 < рр то х<у;
если а1 > рр то х>у;
если о^ = Рр то процесс сравнения продолжается.
III шаг. Аналогично предыдущему шагу сравним цифры а2 и Р2 и так 

далее.
Таким образом, либо все десятичные цифры чисел хиу совпадают, и 

тогда х = у, либо х>у, либо х<у.
Вопрос. Как доказать, что хп < х, если хп — десятичное приближение 

снизу числа х?

5.7. Свойства арифметических операций. Для действительного 
числа х рассмотрим последовательности (хп) и (х'п) его десятичных при­
ближений снизу и сверху; для действительного числа у — последователь­
ности (уп) и (у'п) его десятичных приближений снизу и сверху. В границах 
между всеми числами вида хп + у пи всеми числами вида х'п + у'п распо­
ложено единственное число, которое называется суммой чисел х, у и обо­
значается через х + у.

Аналогично для положительных чисел хиу определяется произведе­
ние х • у как единственное число, лежащее в границах между числами 
видахп- упичислами видах'п • у'п. После этого, учитывая знаки сомножи­
телей, можно распространить операцию умножения на множество всех 
действительных чисел.
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При таких определениях основные свойства операций сложения и 
умножения, справедливые для множества Q рациональных чисел, сохра­
няются и для арифметических операций в множестве R действительных 
чисел.

Пусть R — множество действительных чисел и буквами х, у, г обозна­
чаются числа из R. Тогда операции сложения, умножения и отношение 
порядка удовлетворяют следующим свойствам:

1. х + у = у + х.
2. (х + у) + 2 = X + (у + 2).
3. Существует такое число 0, что х + 0 = х.
4. Для каждого х е R существует (-х) є R, такое, что х + (-х) = 0.
5. ху = ух.
6. х(уг) = (ху)2.
7. Существует такое число 1, отличное от 0, что х • 1 = х.
8. Для каждого ненулевого х е R существует число х-1 є R, такое, что 

х • х-1 = 1.
9. х(у + 2) = ху + Х2.
10. Если X < у И у < 2, ТО X < 2.
11. Если X <у И 2 — любое ЧИСЛО ИЗ R, ТО X + 2 < у + 2.
12. Если X < у И 2 > 0, ТО Х2 < уг.
Аналогично тому, как это делается для множества Q рациональных 

чисел, приведённые свойства позволяют определить операции вычита­
ния, деления действительных чисел и получать новые свойства.

Вопрос. Как определить модуль действительного числа х?

5.8. ** Число заключено между десятичными приближениями 
снизу и сверху. Рассмотрим действительное число х и последователь­
ности (хД и (х'п) его десятичных приближений снизу и сверху. Тогда для 
каждого натурального п число х принадлежит промежутку [хп; х'п] и 
выполняется неравенство хп< х < х' .

Отсюда следует, что 0 < х - хп < х'п - хп, 0 < х'п - х < х'п - хп, или |х - хп\ < 
<х' -х = 10 ", |х' - х| < х' -х =10 ".п п ’ І п I п п

Вопрос. Каковы десятичные приближения числа Д с точностью 

Д° Ю0?

5.9. ** Определение суммы действительных чисел. Разберём 
один из способов определения суммы действительных чисел.
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Пусть х и у — два действительных числа, (хД, (х'п) — последователь­
ности десятичных приближений числа х снизу и сверху, (уп), (у'п) — 
последовательности десятичных приближений числа у снизу и сверху
соответственно. Тогда последовательность (хп + уп) — возрастающая, пос­
ледовательность (х'п + у' ^ — убывающая и хп + уп < х'п + у'п, (х'п + у') - 

2- (хп + уп) =^р? Следовательно, отрезки [хп + у п‘, х п + у] образуют стя­
гивающуюся последовательность отрезков числовой прямой. По аксиоме
Кантора существует единственное число, общее для всех этих отрезков. 
Это число, по определению, называется суммой чисел х и у и обознача-
ется х + у.

Вопрос. Как аналогично определить произведение положительных 
действительных чисел?

5.10. Приближённые значения результатов арифметических 
операций. Десятичные приближения действительных чисел позволяют 
находить приближённые значения сумм, разностей, произведений и 
частных со сколь угодно высокой точностью.

Пример 1. Пусть х = 2,31452... и у = 1,61326... . Эта запись означает, 
что 2,31452 < х < 2,31453; 1,61326 <у< 1,61327. Отсюда 3,92778 <х + у< 
< 3,92780. Следовательно, х + у ~ 3,92779. При этом абсолютная погреш­
ность такого приближения не больше 10-5.

Пример 2. Пусть х = 7,182... и у = 3,651... . Отсюда 7,182 < х < 7,183; 
3,651 < у < 3,652 и 7,182 3,651 < ху < 7,183-3,652; 26,221482 < ху < 
< 26,232316. Следовательно, ху = 26,23 с абсолютной погрешностью не 

более ІЙ'

Примерз. Пустьх=2,53148...иі/=0,718105....Тогда М||<^<^|||;

3,520 < — < 3,52 7. Следовательно, — = 3,52 с абсолютной погрешностью не 
У У

более Ій-
Вопрос. Как получить приближённое значение произведения дейст­

вительных чисел х = 1,38412793... и у = -6,20819525... с точностью до

100'
5.11. Запись бесконечной периодической дроби в виде обыкно­

венной дроби. Покажем, как по бесконечной десятичной периодичес­
кой дроби можно получить соответствующее этой дроби рациональное 
число, используя свойства операций над действительными числами.
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Пример 4. Пусть х = 2,(61). Период этой дроби состоит из двух цифр. 
Поэтому 100х = 261,(61). Тогда

ЮОх - х = (261 + 0,(61)) - (2 + 0,(61)) = 261 - 2 = 259.
п 259Следовательно, х = ——.

99
Пример 5. Пусть х = 0,(236). Период этой дроби состоит из трёх цифр. 

Поэтому 1000х = 236,(236). Значит,
ЮООх - х = (236 + 0,(236)) - (0,236) = 236.

236Следовательно, х =----- .
999

Вопрос. Как доказать, что 2,(61) = 2 + 0,(61)?

Контрольные вопросы и задания ■

1. Что называется десятичным приближением положительного дейст­
вительного числа с точностью до п знаков после запятой?

2. Что называется десятичным приближением отрицательного дейст­
вительного числа с точностью до п знаков после запятой?

3. Чему равна разность между десятичными приближениями числа, 
взятыми с точностью до п знаков после запятой?

4. ** Какие свойства десятичных приближений числа вы знаете?
5. Как сравнивать действительные числа по их изображениям на чис­

ловой прямой?
6. Как сравнивать действительные числа по их десятичной записи?
7. Какие свойства операций сложения и умножения для действитель­

ных чисел вы знаете?
8. Какие свойства числовых неравенств вы знаете?

Задачи и упражнения ■

1. Запишите рациональное число в виде бесконечной десятичной6 
дроби и укажите его десятичные приближения снизу и сверху с точнос­
тью до п знаков после запятой для п = 1, 2, 3, 4.

2. Запишите рациональное число у в виде бесконечной десятичной 
дроби и укажите его приближения снизу и сверху с точностью до п знаков 
после запятой для п = 1, 2, 3, 4.

3. Найдите приближение с точностью до 0,1 для следующего ирраци­
онального числа:

а) Тб; б) Тб; в) 77; г) 4 + 715; д) 7245; е) Тб-
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■ Глава 3. Действительные числа

4. Приведите примеры рациональных и иррациональных чисел, лежа­
щих между числами 0,6101 и 0,61.

5. Существуют ли два действительных числа, между которыми нахо­
дится ровно 100 различных рациональных чисел, а больше находиться 
не может?

6. Пусть х = 2,64... , у = 5,32... . В каких границах расположены числа 
х + у,ху,—^

7. Пусть х = 2,32... , у = 4,14... . В каких границах расположены числа 
х + у,ху,—?

У X
8. Пусть х = 2,684... , у = 4,461... . Чему равны значения х + у, х ■ у, — 

с точностью до одного знака после запятой?
9. Запишите в виде отношения двух целых чисел следующее число:
а)0,(54) 0,(1); 6)4^11; в) 1,6(1) 0,5(7); г)^1.

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.

1.1. Чему равно десятичное приближение снизу числа 

ностью до одного знака после запятой?

с точ-

1)9,7 2)9,8 3)9,9 4)10,0
1.2. Чему равно десятичное приближение снизу числа 2,30096... с точ­

ностью до 10-3?
1)2,29 2)2,3 3)2,31 4)2,301
1.3. Чему равно десятичное приближение сверху числа (-3,09095...) 

с точностью до ІО-3?
1)-3,1 2)-3 3)-3,09 4)-3,091
1.4. * Чему равно десятичное приближение снизу числа 75 + 2х/3 с точ­

ностью до двух знаков после запятой?
1)2,89 2)2,90 3)2,91 4)2,92

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из указанных чисел больше ^?

1)4-710 2)Ѵ5-2 3)3-77 4)Тб-2

84



Мини-исследования к главе ■

2.2. Какие из указанных чисел больше ^0,001?

^ ЗО 2) 31 3) 32 4) 33

2.3. Какие из указанных чисел меньше ^?

1 ) - 2) - 3) - 4) —7 2 7 4 ' 8 '16
2.4. Какие из приведённых неравенств для числа Ѵ37 являются вер­

ными?
1)Ѵ37>6-^- 2)Ѵ37 <6-^- 3)>>6^- 4)Ѵ37 <6-^

Мини-исследования к главе ■

Мини-исследование 4
Как известно, сумма рациональных чисел гх и г2, записываемых дро­

бями — и определяется следующим образом: это рациональное число, 
Ь d

которое записывается дробью а^ + ^с. Возникает естественный вопрос — 
bd ,

а если взять другие записи рациональных чисел г. и г9, например дроби ^

с а'гі + Ь'си —7, то почему полученная по указанному правилу новая дробь —77-5— а Ьа

является записью того же рационального числа, которое записывается

дробью —-^-с ? Для ответа на этот вопрос следует: 
bd

1) заметить, что две дроби — и 
Ь

у равны (и поэтому являются записью

одного и того же рационального числа) в том и только том случае, когда
аЬ' = а'Ь;

2) проверить, что если аЬ' = а'Ь, cd' = cd, то выполняется равенство
(ad + bc)Ь'^ = (а^ + Ь'с)bd.

Покажите, что определение умножения рациональных чисел также не
зависит от выбора их записи в виде обыкновенной дроби.

Напомним, что сравнение рациональных чисел гг и г2, записываемых
- асдробями — и — с положительными знаменателями, определяется следу- 

Ь d
ющим образом: гт < г2 в том и только том случае, когда ad < Ьс. Покажите,
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что и это определение не зависит от выбора записи рациональных чисел в 
виде обыкновенной дроби с положительным знаменателем.

Мини-исследование 5
Для цепной дроби а = [а0; а1,а2,...,ап] можно рассмотреть цепные дроби

Г 1 Ол Г 1 1 ^0^1 +1ао — 1°о] — 1 > а1 “ [а0> Я11 “ а0 + ~ ~ Л [а0; ара2] и так далее. Каждая

цепная дробь ак = [а0; Яр...,^], где 0 < к < п, называется к-й подходящей 
дробью к числу а.

1. Докажите, что подходящую дробь ак можно представить в виде 
р

отношения ~- целых чисел Рк и Qk, которые вычисляются по правилам:

?0~а№ ^о~ 1» ^1 “Ѵі + 1’ ^1 - а1’ ^к~ак^к-1 + ?к-2’ ®к~ а$к-1 + ^к-2 ПРИ 
2<к<п.

2. Пусть для цепной дроби а = [а0; аѵа2,...,а2] подходящие дроби о^ 
р

представлены в виде -^, где Рк и Qk вычисляются по правилам, указан-

ным в пункте 1. Докажите, что:
а^А-.-Л-АМ-і)*-1;
б) Рк и Qk взаимно просты;

®к ^-і ^к ^к ’

Г) а2т-2 < а2т’

Д) а2т-1 > а2т+Г

Мини-исследование 6
1. Докажите иррациональность числа Ѵз. Для этого предположите, 

что Ѵз можно записать в виде несократимой дроби, и покажите, что это
предположение приводит к противоречию.

2. Докажите по аналогичной схеме иррациональность числа ^2 + 4з .
3. Докажите иррациональность числа ^р, где р — простое положи­

тельное число.
4. Докажите иррациональность числа уір1+^р2, где р1ир2 — простые

положительные числа.
5. Докажите, используя метод математической индукции, иррацио­

нальность числа ^^ + ^^2+''' + '!Рп’ где Рѵ Р2 — Рп — простые положи­
тельные числа.
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Мини-исследования к главе ■

Мини-исследование 7
Легко понять, что если для положительных действительных чисел 

х = М,а1...а ... и у = К,^ѵ..^п... при некотором натуральном п выполня­
ется соотношение х'п <уп, то либо М < К, либо при совпадении началь­
ных отрезков десятичных записей чисел хи у самое позднее на п-м месте 
после запятой цифра десятичной записи числа х меньше соответствую­
щей цифры десятичной записи числа у. Таким образом, сравнение поло­
жительных действительных чисел с помощью десятичных записей даст 
тот же результат, что и сравнение с помощью десятичных приближе­
ний.

Докажите обратное, то есть, предположив, что десятичные записи 
положительных действительных чисел хиу совпадают до (к - 1)-го места 
после запятой, а для цифр, стоящих на ^-м месте, выполнено неравенс­
тво ак < Ьк, докажите, что для некоторого п> к выполняется соотношение 
х'п < уп. Для этого придётся рассмотреть два случая.

Первый случай: ак< 8.
Второй случай:

ак~ &’ ак+і ~ $’ ак+2 ~ $’ —’ ак+і ~ $’ ак+і+і ^ $•

Таким образом, сравнение положительных действительных чисел с 
помощью десятичных приближений даст тот же результат, что и сравне­
ние с помощью десятичных записей. Два указанных способа сравнения 
действительных чисел эквивалентны.
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1 Глава
ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ ПРЯМЫХ 
И ПЛОСКОСТЕЙ

В этой главе рассматриваются понятия параллельности прямых, плоскостей, 
а также прямой и плоскости. Вы познакомитесь с многогранниками, которые 
называются призмами, и узнаете некоторые свойства параллелепипеда. В за­
ключение будут приведены основные свойства параллельного проектирова­
ния на плоскость.

■ § 1. ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ПРЯМЫХ 
В ПРОСТРАНСТВЕ

Рис. 1

Рис. 2

1.1. Две пересекающиеся прямые в про­
странстве. Прямые в пространстве могут рас­
полагаться по-разному. Если две различные пря­
мые имеют общую точку, то есть пересекаются, 
то существует единственная плоскость, содержа­
щая каждую из этих прямых (глава 2, § 2).

Таким образом, две пересекающиеся прямые 
в пространстве всегда лежат в одной плоскости. 
Это свойство пересекающихся прямых позво­
ляет находить их точку пересечения.

Пример 1. Рассмотрим тетраэдр SABC. 
Пусть М — точка пересечения медиан грани 
SBC, N — точка пересечения медиан грани 
АВС (рис. 1). Покажем, что прямые SN и АМ 
пересекаются.

Обозначим середину ребра ВС через Р и рас­
смотрим плоскость ASP (рис. 2). Из условия сле­
дует, что точка М лежит на отрезке SP, точка N 
лежит на отрезке АР. Поэтому отрезки АМ и SN 
пересекаются в плоскости ASP.

Пример 2. Дан куб ABCDA1B1C1D1. 
Пусть М— середина ребра ССѴ N — середина 
ребра CD, а точка К — середина отрезка MN 
(рис. 3). Покажем, что прямые АК и В^М пере­
секаются.
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§ 1. Взаимное расположение прямых в пространстве

Рассмотрим плоскость AB^N. Эта плоскость пересекает плоскость 
грани ABCD по прямой AN. Поэтому сначала найдём точку X пересече­
ния прямых AN и ВС, а затем точку F пересечения прямых В^Х и С^ 
(рис. 4). Из равенства треугольников ADN и CNX получаем, что 
СХ = AD = ВС. После этого рассмотрим прямоугольные треугольники 
CFX и B^F. Так как AFB1C1 = ZFXC и В1С1 = СХ, то АВ^^ = ACFX. 
Отсюда вытекает, что точка F — середина ребра ССѴ а поэтому точка F 
совпадает с точкой М, заданной в условии задачи. Следовательно, точки
А, К, Вѵ М лежат в одной плоскости, и на рис. 4 построена точка Ь пере­
сечения прямых АК" и В^.

Вопрос. В каком отношении отрезок АМ 
на рис. 2 делится точкой пересечения с пря­
мой S^?

1.2. Параллельные прямые в про­
странстве. В пространстве существуют пря­
мые, которые лежат в одной плоскости и не 
пересекаются. Возьмём, например, произ­
вольную плоскость ос и рассмотрим в ней пря­
мую а и не лежащую на ней точку М (рис. 5). 
Проведя в плоскости ос через точку М пря­
мую Ь, параллельную прямой а, получим
непересекающиеся прямые аиЬ.

Параллельность прямых в пространстве 
определяется следующим образом.

Две различные прямые а и Ь в простран­
стве называются параллельными, если они 
лежат в одной плоскости и не пересекаются.

Как и на плоскости, параллельность пря­
мых в пространстве обозначается символом ||.

При изучении параллельности прямых в 
пространстве удобно использовать следую­
щий основной признак.

Если каждая из двух прямых а и Ь парал­
лельна прямой с, то прямые а и Ь парал­
лельны.

Пример 3. Пусть 8АВС — тетраэдр, и точки 
М, N,К,Ь — середины рёбер ЗА, 8В, ВС и АС 
соответственно. Докажем, что прямые МХ и

Рис. 5KL параллельны (рис. 6).
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■ Глава 4. Параллельность прямых и плоскостей

В плоскости грани А8В отрезок МЫ — средняя 
линия треугольника А8В. Поэтому прямые АВ и 
МЫ параллельны. Аналогично в плоскости грани 
АСВ отрезок КЬ является средней линией тре­
угольника АСВ, поэтому прямые АВ и КЬ также 
параллельны. По основному признаку параллель­
ности прямых в пространстве получаем, что пря­
мые МЫ и КВ параллельны.

Вопрос. Как доказать, что четырёхугольник 
МЫКЬ — параллелограмм?

1.3. Свойства параллельности прямых.
Принято считать, что каждая прямая парал­

лельна самой себе. С учётом этого соглашения параллельность прямых в 
пространстве обладает следующими свойствами:

а\\а;
если а || Ъ, то Ь || а;
если а || с и Ь || с, то а || Ь.
Вопрос. Как доказать, что для каждой прямой пространства най­

дётся параллельная ей прямая, которая проходит через фиксированную 
точку О?

1.4. Доказательство основного признака параллельности пря­
мых. Докажем основной признак параллельности прямых, который 
сформулирован в пункте 1.2.

Рассмотрим прямые а, Ь, с, для которых а\\сиЬ\\с. Возможны два слу­
чая.

I. Пусть прямые а, Ь, с лежат в одной плоскости. В этой плоскости

Рис. 7

выполняются все законы планиметрии, поэтому, согласно планиметри­
ческому признаку параллельности, имеем а || Ъ.

II. Пусть три прямые а, Ь, с не лежат в 
одной плоскости. Из параллельности прямых а 
и с вытекает, что они лежат в некоторой плос­
кости а. Аналогично прямые Ъис параллельны 
и поэтому лежат в некоторой плоскости р. 
Понятно, что плоскости аир различны, а пря­
мая с — линия их пересечения.

Выберем на прямой Ь точку В и проведём 
третью плоскость у через прямую а и точку В 
(рис. 7). Покажем, что плоскость уне совпадает 
ни с одной из плоскостей а и р. Действительно,
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§ 1. Взаимное расположение прямых в пространстве

если предположить, что у совпадает с а, то получится, что плоскость у 
содержит прямые а, си точку В прямой Ъ. Но с и b параллельны и, следо­
вательно, лежат в одной плоскости, поэтому вся прямая b должна содер­
жаться в плоскости у. Но этого не может быть, так как прямые а, Ъ, с не 
лежат ни в одной плоскости. К такому же противоречию приводит пред­
положение о совпадении плоскостей р и у.

Таким образом, плоскость у пересекает плоскость ос по прямой а, а 
плоскость Р — по прямой т, проходящей через точку В (рис. 7). Заметим, 
что общие точки прямой т и плоскости ос могут лежать только на пря­
мой а, так как прямая т лежит в плоскости у, а плоскости а и у пересека­
ются по прямой а.

Аналогично общие точки прямой т и плоскости а могут лежать только 
на прямой с, так как прямая т лежит в плоскости Р, пересекающей плос­
кость а по прямой с. С другой стороны, прямые а и с не пересекаются, 
поэтому прямая т не пересекается с плоскостью а, а значит, и с прямыми 
а и с.

Так как прямые сит лежат в одной плоскости Р и не пересекаются, 
с И т. Но в плоскости Р через точку В можно провести только одну пря­
мую, параллельную прямой с. Следовательно, b совпадает с т. Отсюда 
вытекает, что прямые аиЬ лежат в одной плоскости у и не пересекаются, 
то есть а II Ь.

Вопрос. В каком случае три плоскости имеют только одну общую 
точку?

1.5. Скрещивающиеся прямые. В пространстве можно указать две 
прямые, которые не лежат ни в одной общей плоскости.

Пример 4. Рассмотрим тетраэдр ABCD (рис. 8) и докажем, что прямые 
АС и BD не могут лежать в одной плоскости.

Предположим, что некоторая плоскость а содержит прямые АС и BD. 
Тогда плоскость ос содержит точки А, В, С, не 
лежащие на одной прямой, поэтому плоскость ос 
совпадает с плоскостью АВС. Однако, по опреде­
лению тетраэдра, точка D не лежит в плоскости 
АВС. Следовательно, плоскость ос содержит не все 
точки прямой BD, и предположение было невер­
ным.

Две прямые, которые не лежат ни в какой 
одной плоскости, называют скрещивающимися.

Вопрос. Как доказать, что скрещивающиеся 
прямые не пересекаются?
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■ Глава 4. Параллельность прямых и плоскостей

1.6. Признаки скрещивающихся прямых. При изображении про­
странственных фигур на плоскости возникает рисунок, на котором изо­
бражения некоторых прямых могут пересекаться, хотя в пространстве 
сами прямые не пересекаются. Например, на рис. 8 изображён тетраэдр 
АВСВ. В пространстве прямые АВ и СВ не пересекаются, но их изобра­
жения на чертеже пересеклись. Чтобы понять, пересекаются ли те или 
иные прямые на самом деле, рисунка недостаточно. Приходится прово­
дить логические рассуждения, где могут использоваться признаки скре­
щивающихся прямых.

Признак 1. Если две прямые содержат четыре точки, не лежащие в 
одной плоскости, то такие прямые — скрещивающиеся.

Доказательство. Пусть точки Ат В лежат на прямой а, точки С и В 
лежат на прямой Ь, причём А, В, С, В не лежат в одной плоскости. Пред­
положим, что существует плоскость ос, которая содержит прямые а и Ь. 
Тогда плоскость ос должна содержать точки А, В, С, В, что противоречит 
условию. Следовательно, предположение неверно, то есть прямые аиЬ — 
скрещивающиеся.

Признак 2. Пусть прямая а лежит в плос­
кости а, а прямая Ь пересекает плоскость а в 
одной точке М, не лежащей на прямой а. Тогда 
прямые аиЬ — скрещивающиеся.

Доказательство. Выберем на прямой а две раз­
личные точки А и В, а на прямой Ь — точку С, не 
лежащую в плоскости ос (рис. 9). Так как точка М 
не лежит на прямой а, существует единственная 
плоскость, которая содержит точки А, В и М — 
это плоскость а. Поскольку точка С не лежит в 
плоскости а, то получаем четыре точки А, В, М, 
С, не лежащие в одной плоскости. По признаку 1 
прямые АВ и СМ — скрещивающиеся.

Пример 5. В кубе АВСВА1В1С1В1 рассмотрим 
прямые АВХ и ВВ. Изображения этих прямых 
на рис. 10 пересекаются. Однако прямая АВХ не 
лежит в плоскости АВСВ и пересекает эту плос­
кость в точке А, не лежащей на прямой ВВ. По 
признаку 2 прямые АВх и ВВ — скрещивающиеся 
и пересекаться не могут.

Вопрос. Какие случаи расположения двух пря-
Рис. 10 мых в пространстве вы знаете?
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Контрольные вопросы и задания ■
1. Почему две пересекающиеся прямые всегда лежат в одной плос­

кости?
2. В каком случае две прямые в пространстве параллельны?
3. Какие свойства параллельных прямых в пространстве вы знаете?
4. Сформулируйте основной признак параллельности прямых в про­

странстве.
5. Докажите основной признак параллельности прямых в пространстве.
6. Какие прямые в пространстве называются скрещивающимися?
7. Сформулируйте и докажите признаки скрещивающихся прямых.

Задачи и упражнения ■
1. В основании четырёхугольной пирамиды 8АВС Б лежит квадрат 

АВСВ, точка О — центр квадрата, точка М — середина стороны СВ, точка 
N — середина отрезка 8М. Докажите, что прямые AN и 80 не пересекаются.

2. Дан тетраэдр 8АВС. Пусть MN — средняя линия треугольника АВС, 
параллельная стороне АС, точка К — середина МЫ, точка Ь — середина 
М8. Докажите, что прямые 8К и NL пересекаются.

3. Дан куб АВСВА1В1С1В1. Точки М и N — середины сторон СС1 и СВ 
соответственно. Докажите, что:

а) прямые AN и В^М пересекаются;
б) прямые АМ и В^ пересекаются;
в) прямые В^М и АС не пересекаются.
4. Дан куб АВСВА1В1С1В1, точка О — центр основания куба, точка М 

лежит на ВСг и ЗВМ = МСѴ Докажите, что прямые ОМ и ВС^ пересекаются.
5. Докажите, что диагонали АС и В^В куба АВСВА1В1С1В1 не пересе­

каются.
6. Дан куб АВСВА^В^С^Ву Докажите параллельность прямых:
а) АВ и ВС; б)АВиВ1С1; в)АВ1иВС1.
1. Дан куб АВСВА1В1С1В1, точка М — середина АВ, точка N — сере- 

динаА^р Докажите, что параллельны прямые:
a)M^иЛA1; б)M^иCC1; вУ СМ и С^; гУ В^ и ВМ.
8. Пусть АВСВА1В1С1В1 — прямоугольный параллелепипед, у кото- 

рого АО = 4, АВ = 2, А41 = 1. Докажите параллельность прямых:
аУАВиВС; буА1В1иСВ; в)АСиА1С1; г)АО1иВС1; д)АВ1иОС1.
9. Пусть АВСВА1В1С1В1 — прямоугольный параллелепипед, у кото­

рого АО = 3, АВ = 1, А41 = 2, точка М — середина АО, точка N — середина 
АХВѴ Докажите параллельность прямых:

a)M^иA41; б)M^иCC1; вУ СМ и С^; гУ ВМ и В^.
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10. Дан тетраэдр АВСВ, точка М — середина АВ. Докажите, что пря­
мые СМ и ВБ — скрещивающиеся.

11. Дан куб АВСВА^В^^^ Докажите, что следующие прямые — 
скрещивающиеся:

а)АВ1ИЛС; б)АС1иВП1; в) АСг и ВС.
12. Укажите в прямоугольном параллелепипеде АВСВА1В1С1В1 

несколько пар скрещивающихся и несколько пар параллельных пря­
мых.

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. В кубе АВСВА1В1С1В1 точка М — середина ребра ССѴ точка N — 

середина ребра СВ, точка К — середина отрезка МЫ. Прямые АК и В^М 
пересекаются в точке Ь. Чему равно отношение отрезков КЬ : АК?

1)1:2 2)1:3 3) 1:4 4)2:3
1.2. Сколько прямых, которые параллельны рёбрам оснований, можно 

провести через середину бокового ребра куба?
1) ни одной 2) одну 3)две 4) три
1.3. Сколько прямых, параллельных заданному ребру куба, можно 

указать, используя обозначения вершин куба?
1) две 2) три 3) четыре 4) пять
1.4. Сколько прямых, параллельных заданной диагонали грани куба, 

можно указать, используя обозначения вершин куба?
1)одну 2) две 3) три 4) четыре

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. В каких случаях через две прямые можно провести плоскость?
1) прямые пересекаются 2) прямые параллельны какой-то прямой
3) прямые параллельны 4) прямые скрещивающиеся
2.2. Сколько в пространстве может быть прямых, проходящих через 

заданную точку и не пересекающих заданную прямую?
1) ни одной 2) ровно одна 3) ровно две 4) больше двух
2.3. Что можно сказать о двух различных прямых в пространстве, если 

они имеют общую точку?
1)совпадают 2)параллельны
3) пересекаются 4) скрещиваются
2.4. Какие виды многоугольников могут получаться при пересечении 

треугольной пирамиды плоскостью, проходящей через среднюю линию 
его грани?
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1) треугольники
3) пятиугольники

2) четырёхугольники
4) шестиугольники

§ 2. ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ПРЯМОЙ ■ 
И ПЛОСКОСТИ

2.1. Три случая расположения прямой и 
плоскости в пространстве. Рассмотрим в про­
странстве плоскость ос и прямую а. Возможны три 
случая их взаимного расположения.

Первый случай. Две различные точки А п В 
прямой а лежат в плоскости ос. Тогда по аксиоме II 
(глава II, § 2) все точки прямой а лежат в плос­
кости ос, и мы получаем, что а — одна из прямых 
плоскости ос (рис. 1).

Второй случай. Прямая а содержит точку А, 
не лежащую в плоскости ос, и точку В, лежащую в 
плоскости ос. В этом случае В — единственная точка 
пересечения прямой а с плоскостью ос (рис. 2).

Третий случай. Прямая а не имеет общих 
точек с плоскостью ос (рис. 3). В этом случае пря­
мую а называют параллельной плоскости ос или 
говорят, что прямая а и плоскость ос параллельны. 
Всякую прямую а, принадлежащую плоскости ос, 
также считают параллельной этой плоскости. 
С помощью символа || параллельность прямой а и 
плоскости а обозначается а || ос.

Вопрос. Сколько общих точек могут иметь пря­
мая и плоскость?

2.2. Признак параллельности прямой и 
плоскости. При доказательстве параллельности 
прямой и плоскости применяется следующий 
признак.

Если прямая а, не лежащая в плоскости а, 
параллельна прямой Ь плоскости а, то а 11 а.

Доказательство. Проведём через параллель­
ные прямые апЬ плоскость р (рис. 4). Тогда плос­
кости ос и Р различны и пересекаются по общей 
прямой Ь. Так как прямая а не пересекается с пря-

Рис. 2
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Рис. 7

мой Ь, прямая а и плоскость а не пересекаются, что и требовалось дока­
зать.

Этот признак позволяет обосновать способ построения прямой, парал­
лельной заданной плоскости.

Рассмотрим плоскость ос и точку В вне её. Выберем на плоскости ос пря­
мую Ь и проведём плоскость Р через прямую Ь и точку В. Если теперь в плос­
кости Р через точку В провести прямую а параллельно прямой Ь (рис. 5), то 
на основании доказанного признака получим а || а.

Вопрос. Сколько разных прямых, параллельных данной плоскости, 
можно провести через данную точку?

2.3. Свойство параллельных прямой и плоскости. Параллельные 
прямая и плоскость обладают следующим свойством.

Если через прямую а, параллельную плоскости а, провести плос­
кость, пересекающую а по прямой Ъ, то прямые аиЬ параллельны.

Вопрос. Как доказать это свойство?
2.4. Сечение многогранников плоскостями, параллельными 

заданным прямым. Признак параллельности прямой и плоскости 
позволяет строить сечения многогранников 
плоскостями, параллельными заданным пря­
мым.

Пример 1. В тетраэдре 8АВС точка Р — сере­
дина ребра АС, точка Q — середина ребра 8В. 
Построим сечение тетраэдра плоскостью, 
параллельной прямой CQ и проходящей через 
точки В и Р.

Сначала проведём через точку Р прямую, 
параллельную CQ. Для этого построим плос-
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кость ACQ (рис. 6) и в ней проведём РК || CQ. 
Так как Р — середина АС, то К — середина AQ.

В сечении тетраэдра плоскостью, проходя­
щей через точки Р, В, К, получим треуголь­
ник ВРМ (рис. 7). Так как секущая плоскость 
содержит прямую РК, параллельную пря­
мой CQ, эта плоскость параллельна CQ.

Для точного определения положения 
точки М на ребре ЗА рассмотрим рис. 8, на 
котором проведём отрезок QX || ВМ. По теореме 
Фалеса 8Х = ХМ = МА, тогда АМ = | АВ.

О
Вопрос. Почему отрезки АМ и МХ на рис. 8 

равны?
2.5. ** Пример построения сечения пира­

миды плоскостью, параллельной задан­
ным прямым.

Пример 2. В основании четырёхугольной 
пирамиды 8АВСВ лежит квадрат АВСВ. Точки 
М, N, К — середины рёбер 8А, 8В и 8С соот­
ветственно. Построим сечение пирамиды плос­
костью, проходящей через точку М парал­
лельно прямым СХ и БК (рис. 9).

Сначала рассмотрим плоскость МХСВ и 
проведём через точку М прямую параллельно 
СХ до пересечения с СВ в точке Р. Так как 
МХ || АВ, МХ = ^АВиАВ\\ СВ, то МХСВ — 

трапеция, у которой МХ = СВ. Поэтому Р — 
середина СВ (рис. 10).

Затем в плоскости 8СВ проведём через 
точкуР прямую, параллельную ВК, которая 
пересечёт ребро 8С в точке Q и продолжение 
ребра 8В — в точке X (рис. 11).

После этого найдём точку R пересечения 
МХ и АВ, а в плоскости АВСВ проведём пря­
мую РВ, которая пересечёт продолжение 
ребра АВ в точке У.

Рис. 9

Рис. 10

Рис. 11
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Наконец, найдём в плоскости А8В точку Т пересечения прямой УМ с 
ребром вВ и получим искомое сечение MTQPR (рис. 12).

Вопрос. В каких отношениях в примере 2 секущая плоскость делит 
рёбра пирамиды?

2.6. ** Плоскость, проходящая через одну из скрещивающихся 
прямых параллельно другой прямой. Возьмём в пространстве две 
скрещивающиеся прямые аиЬ. Через каждую точку прямой а проведём 
прямую, параллельную Ь. Тогда множество В точек всех проведённых 
прямых образует плоскость.

Доказательство. Для доказательства выберем произвольную точку М 
прямой а, проведём через М прямую т параллельно Ь и через пересека­
ющиеся прямые а и т проведём плоскость ос. По признаку из пункта 2.3 
прямая Ь параллельна плоскости ос (рис. 13). Покажем, что множество В 

совпадает с плоскостью а.
I. Пусть А е ос. Проведём через прямую Ь и 

точку А плоскость р. Тогда плоскость Р пересе­
кается с а по прямой, пересекающей прямую а 
и параллельной прямой Ь (рис. 14). Следова­
тельно, А е В.

II. Пусть В е В. Тогда точка В лежит на пря­
мой к, параллельной Ъ и пересекающей пря­
мую а в некоторой точке 8. Проведём через Ь и 
точку 5 плоскость у (рис. 15). По свойству из 
пункта 2.4 плоскость у пересекает ос по прямой, 
параллельной Ь и проходящей через 8. Эта пря-

98



§ 2. Взаимное расположение прямой и плоскости ■

мая совпадает с к, так как через точку 8 можно провести только одну пря­
мую, параллельную Ъ. Следовательно, В є а.

Вопрос. Пусть в пространстве даны прямая а и не лежащая на ней 
точка А. Через точку А проводятся всевозможные прямые, пересекающие 
прямую а. Какое множество образуют точки всех таких прямых?

Контрольные вопросы и задания ■

1. В каком случае прямая целиком лежит в данной плоскости?
2. В каком случае прямая и плоскость пересекаются, но прямая не 

лежит целиком в данной плоскости?
3. В каком случае прямая параллельна плоскости?
4. Сформулируйте и докажите признак параллельности прямой и 

плоскости.
5. Как через заданную точку А провести прямую, параллельную задан­

ной плоскости ос?
6. Пусть прямая а параллельна плоскости ос, плоскость Р проходит 

через прямую а и пересекает плоскость а по прямой Ь. Что можно сказать 
о взаимном расположении прямых аиЬ?

7. ** Даны две скрещивающиеся прямые а и Ь. Докажите, что через а 
и Ь можно провести две такие плоскости ос и (3, что ос содержит прямую а, [3 
содержит прямую Ь, причём а || Ь и р || а.

Задачи и упражнения ■

1. Дан куб АВСВА1В1С1В1, точка М — произвольная точка на ребре 
В^у Докажите, что прямая А1М параллельна плоскости АВСВ.

2. Дан кубАВСВА1В1С1В1, точка М — середина ребра В1С1. Проведите 
через точку М прямую, параллельную прямой АС. В каком отношении 
эта прямая делит ребро А1І)1?

3. Дан куб АВСВА1В1С1В1. Проведите через прямую АС плоскость, 
параллельную прямой ВСѴ Найдите точки, в которых эта плоскость пере­
секает рёбра куба.

4. Дан куб АВСВА1В1С1В1. Точка М — середина ребра В^. Постройте 
сечение куба плоскостью, проходящей через точки А, В1 и параллельной 
прямой А^М.

5. Дан куб АВСВА^В-^Ву Точка М — середина ребра ВХСГ Постройте 
сечение куба плоскостью, проходящей через точки А, С и параллельной 
прямой АуМ.
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6. * Рассмотрим тетраэдр АВСВ. Точка Q — середина ребра ВВ, ММ — 
средняя линия треугольника АВС, параллельная АС. Проведите через 
точки МиМ плоскость, параллельную прямой CQ. Найдите точки пересе­
чения этой плоскости и рёбер тетраэдра. В каком отношении полученная 
плоскость делит ребро ВВ?

7. * В четырёхугольной пирамиде 8АВСВ точки МиМ — середины ВС 
и ВС. Проведите через точки МиМ сечение пирамиды, параллельное пря­
мой ВЬ, где Ь — середина ребра 8С, и найдите, в каком отношении эта 
плоскость делит ребро 8С.

8. * В четырёхугольной пирамиде 8АВС В основание АВСВ — квадрат, 
точки М и N — середины рёбер АВ и СВ. Проведите через точки М и N 
сечение пирамиды, параллельное ребру В8, и найдите, в каком отноше­
нии эта плоскость делит ребро 8В.

9. Дан куб АВСВА1В1С1ВѴ Проведите через точку Ві сечение куба, 
параллельное скрещивающимся прямым АВт и ВСѴ

10. ** Дан кубАВСВА1В1С1В1. Точка М — середина ребра АХВГ Прове­
дите через точку М плоскость, параллельную прямым В^В и В^С. В каком 
отношении эта плоскость делит:

а) ребро В^В; б) ребро ВС; в) ребро АВ; г) ребро А^^
11. ** Дан куЪАВСВА^В^С^Ву ТочкиМиМсередины рёберА1П1 иЛ1С1 

соответственно. Проведите через точку М плоскость, параллельную пря­
мым В^М и ВСѴ В каком отношении эта плоскость делит:

а) отрезок ААр б) отрезок А^?

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Дан куб АВСВА^В^В^, точка М — середина ребра В1С1. Сечение 

проходит через точку М и прямую, параллельную прямой АС. В каком 
отношении эта прямая делит ребро А^^

1) 1:1 2) 1:2 3) 1:3 4)2:3
1.2. * В четырёхугольной пирамиде 8АВСВ основание АВСВ паралле­

лограмм, точки М и N — середины рёбер ВС и ВС, точка Ь — середина 
ребра 8С. В каком отношении плоскость сечения, проходящая через 
точки МиМ параллельно прямой АВ, делит ребро 8С?

1) 1:3 2) 1:5 3) 1:7 4) 1:9
1.3. Какую длину имеет отрезок с концами в серединах рёбер АВ и СВ 

правильного тетраэдра с ребром 1?
1)1 2) ^ 3)4 4)4
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1.4. В правильном тетраэдре с ребром 1 через точку М пересечения 
медиан грани АВС проводится прямая, которая параллельна ребру AD 
и пересекается с поверхностью тетраэдра в точке N. Чему равна длина 
отрезка MN?

1)1 2)^ 3)^ 4)-

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Сколько общих точек могут иметь прямая и плоскость?
1) ни одной 2) ровно одну 3) ровно две 4) больше двух
2.2. Сколько различных плоскостей, параллельных данной прямой, 

можно провести через другую прямую, скрещивающуюся с данной?
1) ни одной 2) ровно одну 3) ровно две 4) больше двух
2.3. Какие многоугольники могут получаться при пересечении плос­

кости и четырёхугольной пирамиды, в основании — параллелограмм?
1) треугольники 2) четырёхугольники
3) пятиугольники 4) шестиугольники
2.4. ** Сколько рёбер куба могут иметь общие точки с некоторой 

плоскостью?
1)5 2)6 3)7 4) 10

§ 3. ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ПЛОСКОСТЕЙ ■

3.1. Взаимное расположение плоскостей в пространстве. Рас­
смотрим в пространстве две плоскости а и р. Возможны три варианта их 
взаимного расположения.

Первый вариант. Плоскости аир имеют три общие точки, не лежа­
щие на одной прямой. В этом случае, по аксиоме IV из главы 2 пункта 2.5, 
плоскости ос и Р совпадают.

Второй вариант. Плоскости ос и Р различны и имеют общую точку. 
В этом случае, по аксиоме V из главы 2 пункта 2.6, плоскости а и Р пере­
секаются по прямой.

Третий вариант. Плоскости ос и Р не имеют общих точек. В этом слу­
чае плоскости аир называют параллельными.

Параллельность плоскостей а и Р обозначается символом а || р.
Вопрос. Как могут быть расположены две плоскости, имеющие две 

различные общие точки?
3.2. Сколько плоскостей можно провести через точку парал­

лельно заданной плоскости? Иногда удобно считать плоскость парал­
лельной самой себе. Такое соглашение позволяет сформулировать следу­
ющее утверждение.

101 ■



■ Глава 4. Параллельность прямых и плоскостей

Через каждую точку пространства можно провести единственную 
плоскость, параллельную заданной плоскости.

Вопрос. Как доказать это утверждение в том случае, когда точка при­
надлежит плоскости?

3.3. Признаки параллельности плоскостей. При доказательстве 
параллельности плоскостей можно применять следующие признаки.

Признак 1. Если две пересекающиеся прямые одной плоскости парал­
лельны другой плоскости, то такие плоскости параллельны.

Доказательство. Пусть плоскости а и Р раз­
личны, а пересекающиеся прямые а и Ь плос­
кости Р параллельны плоскости ос. Тогда прямые 
а и Ь не пересекают плоскость а.

Предположим, что плоскости аир имеют 
общую точку. Тогда они пересекаются по пря­
мой, которую обозначим через с (рис. 1). Так как 
прямые а и Ь не пересекаются с плоскостью а, 
они не пересекаются и с прямой с. Но тогда в 
плоскости Р получим две различные пересекаю­
щиеся прямые аиЪ, параллельные прямой с, что 
невозможно в силу аксиомы параллельности. 
Полученное противоречие доказывает, что а || р.

Признак 2. Если две пересекающиеся пря­
мые одной плоскости соответственно парал­
лельны двум прямым другой плоскости, то 
такие плоскости параллельны.

Доказательство. Пусть плоскости а и Р раз­
личны, а прямые а и Ь плоскости Р соответст­
венно параллельны прямым тип плоскости а 
(рис. 2). Тогда, по признаку параллельности 
прямой и плоскости, получаем а а, Ь || а. Зна­
чит, по первому признаку параллельности 
плоскостей а || Р, что и требовалось доказать.

Второй признак подсказывает способ постро­
ения плоскостей, параллельных заданной плос­
кости. Рассмотрим плоскость а и точку В вне 
этой плоскости. Выберем на плоскости а пересе­
кающиеся прямые аиЬ. Проведём через точку В 
прямые т\\аип\\Ь, как это указано в пункте 2.2.
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Плоскость р, проходящая через прямые тип, 
параллельна плоскости ос (рис. 3).

Вопрос. Как доказать, что через каждую 
точку, не лежащую в данной плоскости ос, 
можно провести единственную плоскость, 
параллельную а?

3.4. Пересечение двух параллельных 
плоскостей третьей плоскостью. Парал­
лельные плоскости обладают следующим 
свойством.

Если плоскость у пересекает параллельные 
плоскости а и р, то линии пересечения парал­
лельны.

Вопрос. Как доказать это свойство?
3.5. Сечения многогранников, парал-

Рис. 4

лельные заданным плоскостям.
Пример. В основании четырёхугольной пирамиды ВАВСВ лежит 

параллелограммАВСВ. ТочкиМиК — середины реберВВ и 8С. Построим 
сечение пирамиды плоскостью, проходящей через середину АВ и парал­
лельной плоскости АМ КБ.

Пусть Р — середина АВ. В плоскости АВСВ через точку Р проведём пря­
мую, параллельную АО, и отметим точку Q её пересечения с СБ (рис. 4). 
Затем в плоскости ВСВ через точку Q проведём прямую, параллельную 
ВК, и отметим точку R её пересечения с 8С. Плоскость а, проходящая 
через точки Р, Q, R, параллельна плоскости АМКВ, так как Рф || АР) и 
QR И ВК.

Далее, так как параллельные плоскости ос и АМ КВ пересекаются плос­
костью ВВС по параллельным прямым, в плоскости ВВС через точку/? 
проведём прямую параллельно МКи отметим точку Т её пересечения с ВВ. 
Искомое сечение PQRT построено.

Вопрос. В каких отношениях построенная плоскость делит рёбра пира­
миды?

3.6. Прямая и две параллельные плоскости. Пусть плоскости ос, 
Р параллельны и прямая I пересекает ос в одной точке А. Покажем, что 
I пересечёт р. Проведём через / плоскость у. Плоскость у проходит через 
точку А и не совпадает с р. Если предположить, что у || р, то через А будут 
проходить две плоскости Р и у, параллельные плоскости ос, вопреки 
п. 3.2. Согласно п. 3.4, плоскость у пересекает плоскости ос и Р, причём по
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Рис. 6

Рис. 7

параллельным прямым тип (рис. 5). Так как 
прямая I пересекает прямую т, она пересечёт и 
прямую п, то есть пересечёт плоскость р.

Вопрос. Как доказать, что если каждая из 
двух плоскостей а и Р параллельна плоскости у, 
то а || р?

3.7. Отрезки параллельных прямых, заклю­
чённые между параллельными плоскостями. 
Рассмотрим две параллельные плоскости а и Р и 
проведём две параллельные прямые а и Ь, пере­
секающие аир. Построим плоскость у, содержа­
щую параллельные прямые а и Ь. Так как а || р, 
плоскость у пересекает плоскости а и Р по парал­
лельным прямым тип (рис. 6). Поэтому при 
пересечении прямых а и Ь с плоскостями а и Р 
образуются такие отрезки АВ и СВ, что АВ || СВ 
и АС || ВВ. Следовательно, четырёхугольник 
АВВС — параллелограмм. Значит, АВ = СВ. Так 
как доказанное свойство выполняется для каж­
дой прямой Ъ, параллельной а, справедливо сле­
дующее утверждение.

Отрезки параллельных прямых, заключённые 
между параллельными плоскостями, равны.

Вопрос. Какие свойства параллелограмма вы 
знаете?

3.8. ** О некотором множестве точек в про­
странстве. Возьмём точку А в плоскости а, а 
точку В — вне этой плоскости. От каждой точки 
С плоскости а отложим отрезок СМ, который 
равен и параллелен отрезку АВ, причём точки В и 
М лежат в одном полупространстве с границей а 
(рис. 7). Обозначим множество всех таких точек М 
через Р. Покажем, что множество ^ совпадает с 
плоскостью Р, проходящей через точку В и парал­
лельной а.

Доказательство. Пусть 7Г е р. Проведём через 
точку К прямую, параллельную АВ, и отметим 
точку Ь её пересечения с плоскостью а. Тогда, по
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свойству из пункта 3.6, отрезок ЬК равен отрезку АВ, а так как отрезок 
ВК не пересекает плоскость ос, точки ВиЬ лежат в одном полупространс­
тве с границей а. Следовательно, К е Р.

Пусть теперь Р е Р,то есть для какой-то точки ф е ос отрезок QP парал­
лелен и равен отрезку АВ, причём отрезки AQ и ВР не пересекаются. Так 
как отрезки АВ и PQ лежат в одной плоскости, по соответствующему 
признаку четырёхугольник ABPQ — параллелограмм. Поэтому ВР \\AQ. 
Отсюда следует, что точка Р лежит в плоскости р.

Вопрос. Какое множество образуют точки всевозможных прямых, 
параллельных данной плоскости и проходящих через данную точку?

Контрольные вопросы и задания ■

1. Что можно сказать о плоскостях ос и р, имеющих три общие 
точки, не лежащие на одной прямой?

2. Что можно сказать о плоскостях ос и р, если они не совпадают и 
имеют общую точку?

3. Что можно сказать о плоскостях ос и Р, если они не имеют общих точек?
4. Какие признаки параллельности плоскостей вы знаете?
5. Сформулируйте и докажите теорему о параллельных отрезках, 

заключённых между двумя параллельными плоскостями.

Задачи и упражнения ■

1. Докажите, что противоположные грани куба лежат на параллель­
ных плоскостях.

2. Докажите, что противоположные грани прямоугольного паралле­
лепипеда лежат на параллельных плоскостях.

3. Дана треугольная пирамида ВАВС. Точки К, М, N — середины рёбер 
ВА, ВВ, ВС. Докажите, что плоскости КМК и АВС параллельны.

4. Дана треугольная пирамида ВАВС. Точки К, М, N лежат на рёбрах 
ВА, ВВ, ВС, причём КВ = 2КА, МВ = 2МВ, N8 = 2^C. Докажите, что плос­
кости КММ и АВС параллельны.

5. Дана четырёхугольная пирамида ВАВСВ. Точки К, М, N — сере­
дины рёбер ВА, ВВ, ВС. Докажите, что плоскость КММ параллельна плос­
кости основания пирамиды. В каком отношении плоскость КМЫ делит 
ребро ВВ?

6. Дана треугольная пирамида ВАВС. Точки К, М, N лежат на рёб­
рах ВА, ВВ, ВС, причём К — середина ребра ВА, М — середина ребра ВВ, 
2КВ = №.
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а) Докажите, что плоскости АВС и КММ не параллельны;
б) укажите две точки на прямой, по которой пересекаются плоскости 

АВС и КММ;
в) докажите, что прямая, по которой плоскости КММ и АВС пересека­

ются, параллельна прямой АВ;
г) проведите через точку А плоскость, параллельную КММ, и дока­

жите, что эта плоскость будет проходить через ребро АВ;
д) проведите через прямую АВ плоскость, параллельную КММ, и най­

дите, в каком отношении эта плоскость делит ребро ЗС.
7. * Дана пирамида ЗАВС. Точки К, М, N лежат на ребрах ЗА, ЗВ и ЗС, 

причём К — середина ребра ЗА, М — середина ребра ЗВ, N8 = 2^C.
а) Докажите, что плоскости АВС и КММ не параллельны;
б) укажите две точки на прямой, по которой плоскости АВС и КММ 

пересекаются;
в) докажите, что прямая, по которой плоскости КММ и АВС пересека­

ются, параллельна прямой АВ;
г) проведите через точку С плоскость, параллельную КММ, и опреде­

лите, в каком отношении эта плоскость делит рёбра 8А и 8В.
8. * Дана четырёхугольная пирамида ЗАВСВ, основание АВСВ кото­

рой — параллелограмм. Точки К, М, N лежат на 8А, 8В и ЗС, причём 
К — середина ребра 8А, М — середина ребра ЗВ, 2МЗ = Ж.

а) Проведите сечение пирамиды плоскостью, проходящей через точки 
К, М, N, и определите, в каком отношении эта плоскость делит ребро ЗВ;

б) докажите, что плоскости КММ и АВСВ не параллельны;
в) укажите две точки на прямой, по которой плоскости КММ и АВСВ 

пересекаются;
г) докажите, что прямая, по которой КММ и АВСВ пересекаются, 

параллельна прямой АВ;
д) проведите через точку А сечение, параллельное плоскости К ММ, 

докажите, что это сечение проходит через ребро АВ, и найдите, в каком 
отношении сечение делит ребра 8С и ЗВ.

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Дана четырёхугольная пирамида ЗАВСВ. Точки К, М, N — 

середины рёбер ЗА, ЗВ, ЗС. В каком отношении плоскость КММ делит 
ребро ЗВ?

1) 1:1 2)1:2 3) 1:3 4)2:3
1.2. В правильном тетраэдре АВСВ с ребром, равным 1, проводится 

сечение через середины рёбер АВ, ВС и СВ. Чему равна площадь сечения?
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1)0,25 2)0,5 3)0,75 4)1
1.3. В каком случае через заданную точку С можно провести больше 

одной плоскости, параллельной двум прямым аиЬ?
1) а и b пересекаются 2) а и b параллельны
3) точка С лежит на плоскости, содержащей прямые аиЪ
4) а и & скрещивающиеся
1. 4. Сколько рёбер имеет семиугольная пирамида?
1)14 2)21 3)28 4)35

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие виды многоугольников могут получаться при пересечении 

четырёхугольной пирамиды SABCD, в основании которой лежит квадрат 
ABCD, с вершиной S плоскостями, параллельными прямым SA и BD?

1) треугольники 2) четырёхугольники
3) пятиугольники 4) шестиугольники
2.2. Будем считать, что ребро пирамиды и плоскость пересекаются, если 

они имеют единственную общую точку. Сколько рёбер четырёхугольной 
пирамиды может одновременно пересекать некоторая плоскость?

1)8 2) 7 3)6 4)5
2.3. При выполнении каких условий в четырёхугольной пирамиде 

SABCD с вершиной S плоскости SAB и SCD пересекаются по прямой, 
параллельной АВ?

1)ABCD квадрат 2) ABCD прямоугольник
3) ABCD ромб 4) ABCD трапеция с основаниями AD и ВС
2.4. Какие из приведённых утверждений верны?
1) если две прямые параллельны третьей прямой, то такие прямые 

параллельны
2) если две плоскости параллельны одной прямой, то эти плоскости 

параллельны
3) если две прямые параллельны одной плоскости, то такие прямые 

параллельны
4) если две плоскости параллельны третьей плоскости, то такие плос­

кости параллельны

§ 4. ПРИЗМА И ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕД ■
4.1. Треугольная призма. Возьмём две различные параллельные 

плоскости а и р. В плоскости а выберем треугольник АВС и через его вер­
шины проведём три параллельные прямые, пересекающие плоскость р 
соответственно в точках Аѵ Вѵ Сг Получим шесть точек, образующих 
вершины треугольной призмы (рис. 1).
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Рис. 2 Рис. 3

Стороны АВ, ВС, АС треугольника АВС —рёбра одного основания при­
змы, стороны А1В1, В1С1,А1С1 треугольника А1В1С1 —рёбра второго осно­
вания призмы. Отрезки ААѴ ВВѴ ССХ — боковые рёбра призмы (рис. 2). 
Треугольники АВС иА1В1С1, рассматриваемые вместе с внутренними точ­
ками, являются двумя гранями призмы, которые называются основани­
ями. Параллелограммы АА-^В, ВВ^С, АА^С^С, рассматриваемые 
вместе с внутренними точками, являются боковыми гранями призмы. 
Все вместе боковые грани и основания призмы образуют её поверхность.
Иногда поверхность призмы называют её границей.

Рис. 4

Присоединим к поверхности призмы все её внут­
ренние точки, то есть точки отрезков, параллель­
ных боковым рёбрам и соединяющих внутренние 
точки оснований. В результате получится про­
странственная фигура, которая называется тре­
угольной призмой (рис. 3).

Вопрос. Как доказать, что боковые грани тре­
угольной призмы являются параллелограммами?

4.2. л-угольная призма. Подобно тому как 
определялась треугольная призма, можно опреде­
лить четырёхугольную призму, пятиугольную при­
зму и вообще п-угольную призму.

Например, для определения пятиугольной при­
змы возьмём две различные параллельные плос­

кости а и Р и в плоскости ос рассмотрим пятиугольник АВСВЕ. Проведя
через вершины пятиугольника параллельные прямые, пересекающие
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плоскость Р соответственно в точках Ар ВѴСѴ 
Вѵ Еѵ получим десять точек, образующих вер­
шины пятиугольной призмы.

Отрезки ААр ВВѴ ССр ВВѴ ЕЕ1 являются 
боковыми рёбрами, а стороны пятиугольни­
ков АВСВЕ и А1В1С1В1Е1 — рёбрами основа­
ний призмы (рис. 4).

Пятиугольники АВСВЕ и А1В1С1В1Е1 
вместе со своими внутренними точками явля­
ются двумя гранями — основаниями призмы. 
Параллелограммы АА^В^В, ВВ^С, СС^В^В, 
ВВ-^Е, АА^Е^Е вместе со своими внутрен­
ними точками являются боковыми гранями 
призмы. Все вместе боковые грани и основа­
ния пятиугольной призмы образуют её поверх­
ность. Присоединяя к поверхности призмы все 
её внутренние точки, получим пространствен­
ную фигуру, которую и называют пятиуголь­
ной призмой (рис. 5).

Каждая боковая грань призмы является 
четырёхугольником, у которого две противо­
положные стороны параллельны и равны. Сле­
довательно, каждая боковая грань призмы —

Рис. 5

параллелограмм.
Отсюда следует, в силу третьего признака равенства треугольников в 

пространстве (см. пункт 2.8 главы 2), что
основаниями треугольной призмы являются равные между собой 

треугольники.
Аналогичный результат справедлив и для любой п-угольной при­

змы.
Вопрос. Сколько вершин, рёбер и граней имеет стоугольная призма?
4.3. Параллелепипед. Четырёхугольная призма, основания кото­

рой — параллелограммы, носит особое название — параллелепипед.
Рассмотрим параллелепипед, изображённый на рис. 6. Каждая грань 

параллелепипеда — параллелограмм. Отсюда следует, что не только боко­
вые рёбра параллелепипеда попарно параллельны. Например, парал­
лельны между собой рёбра АВ, А1В1, С^В^, СВ. Более того, параллелепи­
пед можно изобразить таким образом, что любая его выбранная грань 
будет выглядеть как нижнее основание. Например, на рис. 7 параллеле-
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пипед изображён так, что грань ССДД выглядит как нижнее основание, 
а грань АВВ^ — как верхнее основание.

Вопрос. Как доказать, что у параллелепипеда 
на рис. 7 вершины А, В, Сѵ В} лежат в одной 
плоскости?

4.4. Диагонали параллелепипеда. Пусть 
вершины параллелепипеда обозначены так, 
как на рис. 8. Отрезки АСр ВВѴ САѴ ВВ^ назы­
ваются диагоналями этого параллелепипеда. 
Все точки диагонали параллелепипеда лежат 
внутри его, за исключением концов. Диагонали 
обладают следующим свойством.

Диагонали параллелепипеда пересекаются 
в одной точке и делятся этой точкой пополам.

Доказательство. Достаточно рассмотреть

Рис. 8

Рис. 9

какие-то две из диагоналей параллелепипеда, 
например АгС и ВД (рис. 9). Так как А1В1 \\АВ, 
А^ = АВ и СВ \\АВ, СВ = АВ, то А1В1 || СВ, 
А1В1 = СВ. Поэтому отрезки А1В1 и СВ лежат в 
одной плоскости, параллельны и равны. Зна­
чит, четырёхугольник АДДВ — паралле­
лограмм, и по свойству диагоналей паралле­
лограмма отрезки АД и ВД пересекаются в 
точке О так, что АД = ОС, ВД = ОВ.

Вопрос. Какими свойствами обладает точка 
пересечения диагоналей куба?

4.5. Противоположные вершины и рёбра 
параллелепипеда. Две грани параллеле­
пипеда, имеющие общее ребро, называются 
смежными, а не имеющие общих рёбер — про­
тивоположными. Два параллельных ребра 
параллелепипеда, не лежащие в одной грани, 
также называют противоположными. Две вер­
шины параллелепипеда, не лежащие в одной

грани, называют противоположными.
Вопрос. Как доказать, что отрезок, соединяющий середины противо­

положных рёбер параллелепипеда, проходит через точку пересечения 
диагоналей параллелепипеда и делится этой точкой пополам?

110



§ 4. Призма и параллелепипед ■

4.6. * Центральная симметрия в пространстве. Аналогично тому,
как это делается на плоскости, в пространстве
определяется центральная симметрия.

Пусть О — фиксированная точка пространс­
тва. Точки М и Мѵ отличные от точки О, назы­
ваются симметричными относительно О, если 
О — середина отрезка ММГ

Точка О называется центром симметрии. 
Принято считать, что центр симметрии сим­
метричен самому себе.

Фигура РА называется симметричной 
фигуре Р относительно центра О, если Рх 
состоит из всех точек, симметричных точкам 
фигуры (рис. 10).

Основные свойства центральной симметрии 
пространства вытекают из следующего утверж­
дения.

Центральная симметрия пространства для 
каждой плоскости, проходящей через центр 
симметрии О, обладает всеми свойствами цен­
тральной симметрии этой плоскости относи­
тельно центра О.

Вопрос. Как доказать, что параллелепипед 
центрально симметричен относительно точки 
пересечения своих диагоналей?

4.7. Построение сечений призмы. Вспом­
ним, что основания каждой призмы лежат в параллельных плоскостях. 
Этим обстоятельством удобно пользоваться при построении сечений.

Пример 1. В кубеАВСВА1В1С1В1 с ребром длины а даны точки М, N и 
К, причём М лежит на ребре АП иАМ : МВ =1:2. Точка N — середина 
ребра СВ, точка К — середина ребра А1В1. Построим сечение куба плос­
костью МХК.

Плоскость МХК пересекает параллельные плоскости АВСВ иА1В1С1В1 
по параллельным прямым. Поэтому на ребре А1П1 выберем точку Мх так, 
что А1М1 : МХВХ =АМ : МВ = 1 : 2, а на ребре С1В1 возьмём середину ^1 и 
проведём прямую КР параллельно МхХх (рис. 11).

Затем найдём точку X пересечения прямых КР иА1В1 и точку У пере­
сечения прямых КР и С^у Для определения точного положения точек 
Р, X и У рассмотрим рис. 12. В результате получим, что треугольники
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М^^!, АгКХ, В^Р равны, а треугольники ВХКР и РС^У подобны.

Отсюда найдём, что В}Р = ~, АгХ = —, С^Р = и СгУ = у. о о о 4

Рис. 12

После этого отметим точку Q пересечения 
МХ и ААѴ точку В пересечения ХУ и ССГ и 
получим все вершины сечения. В сечении 
получается шестиугольник МфКРВХ, изобра­
жённый на рис. 13.

Вопрос. Как доказать, что KQ || ВЫ и 
QM\\PB?

■ Контрольные вопросы и задания
1. Что такое треугольная призма?
2. Какие точки называются внутренними 

для треугольной призмы?
3. Какой вид имеют боковые грани тре­

угольной призмы?
4. Что такое четырёхугольная призма?
5. Что такое пятиугольная призма?
6. Сформулируйте определение параллеле­

пипеда.
7. Что называют диагоналями параллеле­

пипеда?
8. Докажите, что диагонали параллелепи-

педа в точке пересечения делятся пополам.
9 .* Как определяется центральная симметрия в пространстве?
10 .* Какая фигура в пространстве называется симметричной относи­

тельно центра О?
11 .** Докажите, что параллелепипед центрально симметричен отно­

сительно точки пересечения своих диагоналей.

■ Задачи и упражнения
1. Рассмотрим треугольную призму АВСА1В1С1. Пусть точки К, М, 

N —середины боковых рёбер ААѴ ВВѴ ССѴ Докажите, что АВСКМХ и 
А^В^^МХ — тоже треугольные призмы.

2. Рассмотрим треугольную призму АВСА^^^ Пусть точки М, N и 
К— середины боковых рёбер АА1, ВВХ и СС1 соответственно. Докажите, 
что плоскости А^^ и МХС параллельны.
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3. В треугольной призме АВСА^В^ точка К — середина ребра ССѴ 
точка N — середина ребра А^^ В каком отношении плоскость ВКЫ делит 
ребро А1С1?

4. В треугольной призме АВСА-^В^ точка М — середина ребра А4р 
точка К — середина ССѴ точка Р — середина АВ. Проведите через точку М 
плоскость, параллельную плоскости А^РК, и определите, в каком отно­
шении эта плоскость делит ребро АВ.

5. Дана треугольная призма АВСА^^р Точка К — середина ССГ Про­
ведите через точку К плоскость, параллельную плоскости АгВС. Дока­
жите, что плоскость сечения пересекает плоскость ВВ-^С по прямой, 
параллельной ВС, и найдите, в каком отношении это сечение делит рёбра 
АХВХ и А^р

6. Дан кубАВСВА1В1С1В1 с ребром длины а, точка М — середина АВ. 
Проведите через точку М сечение куба плоскостью:

а) параллельной плоскости АА^В^В;
б) параллельной плоскости ВВВ^В^;
в) параллельной плоскости ВВАг;
г) параллельной плоскости АО^, где точка К — середина ВС;
д) параллельной плоскости АСВр найдите площадь получившегося 

сечения.
7. Дан прямоугольный параллелепипед АВСВА1В1С1В1, в котором 

АВ = 3, АВ = 2, А4] = 1, точка М — середина ребра В^. Найдите площадь 
сечения параллелепипеда плоскостью САгМ.

8. Дан прямоугольный параллелепипед АВСВА1В1С1В1, в котором 
АВ = 2, АВ = 2, ААГ = 1, точка М — середина ребра В^С^ точка N — сере­
дина ребра ВВГ

а) Через точку N проведите сечение параллельно плоскости АМС;
б) найдите площадь сечения.

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Сколько граней у «-угольной призмы?
1) « 2) 2« 3) 3« 4) « + 2
1.2. Ребра прямоугольного параллелепипеда равны 4, 5 и 6. Найдите 

наибольшую площадь сечения параллелепипеда плоскостью, проходя­
щей через два противоположных ребра.

1) 4у61 2) 5^52 3) 6^41 4) 20Ѵб
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1.3. Где в параллелепипеде АВСВА1В1С1С1В1 с основанием АВСВ и 
боковыми рёбрами ААр ВВѴ ССѴ ВВГ расположен центр симметрии?

1) на середине АВ 2) на середине АС
3) на середине АВ^ 4) на середине АСг
1.4. Куб симметрично отразили относительно середины ребра и полу­

чили новый куб. Какой вид имеет пересечение этих кубов?
1) точка 2) отрезок 3) треугольник 4) квадрат

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Дана треугольная призма АВСАІВ1СѴ Пусть К — середина 

ребра ССѴ точка ^ — середина ребра А1В1. В каком отношении плоскость, 
проходящая через точки В, К, N, может делить ребро А1С1?

1)1:1 2)1:2 3)1:3 4)2:3
2.2. ** Рёбра параллелепипеда равны 3, 4 и 5 см. Чему может равняться 

одна из его диагоналей?
1)0,1 см 2) 1 см 3) 10 см 4) 15 см
2.3. Какие из указанных фигур имеют центр симметрии?
1) пирамида 2) куб
3) треугольная призма 4) параллелепипед
2.4. Какие из указанных фигур имеют хотя бы один центр симметрии?
1) пара параллельных прямых
2) пара пересекающихся прямых
3) пара лучей, не лежащих на одной прямой, с общей вершиной
4) пара скрещивающихся прямых

■ § 5. ПАРАЛЛЕЛЬНОЕ ПРОЕКТИРОВАНИЕ

5.1. Параллельная проекция. При изображении пространственных 
фигур на плоскости используют свойства параллельного проектирования 
на плоскость. В этом параграфе мы приведём определение параллель-

Рис. 1

ного проектирования, установим его основные 
свойства и приведём их доказательства.

Пусть даны плоскость а и не параллельная 
ей прямая I.

Проекцией точки М на плоскость а парал­
лельно прямой I называется точка Мг пересе­
чения с плоскостью а прямой а, проходящей 
через точку Ми параллельной прямой I (рис. 1).

Прямую I обычно называют направлением 
параллельного проектирования.
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Проекцией фигуры Р на плоскость а параллельно прямой I называ­
ется плоская фигура Рѵ состоящая из проекций всех точек фигуры Р.

Когда из текста ясно, параллельно какой прямой рассматривается про­
екция, то для краткости говорят о параллельной проекции фигуры.

При изображении параллельных проекций пирамид, параллелепипе­
дов, призм и других многогранников особо изображают параллельные про­
екции рёбер. «Невидимые» рёбра иногда изображают пунктирной линией.

Вопрос. Какой вид может иметь параллельная проекция тетраэдра?

5.2. Параллельное проектирование прямой. Одно из основных 
свойств параллельного проектирования состоит в следующем.

При параллельном проектировании на плоскость прямая, не парал­
лельная направлению проектирования, проектируется в прямую.

Вопрос. Что получится при параллельном проектировании на плос­
кость прямой, которая параллельна направлению проектирования?

5.3. ** Доказательство свойства парал­
лельного проектирования прямой. Пусть I — 
направление параллельного проектирования. 
Возьмём прямую а, не параллельную I. Про­
ведём через каждую точку прямой а прямую, 
параллельную I. В результате получим плос­
кость р, параллельную прямой I (см. п. 2.6). Так 
как прямые, параллельные I, пересекают плос­
кость а, плоскости ос и Р пересекаются. Обо­
значим прямую пересечения плоскостей ос и Р 
через Ь (рис. 2). Покажем, что параллельной 
проекцией прямой а будет прямая Ь.

Действительно, если возьмём на прямой а 
произвольную точку М и проведём через М 
прямую т параллельно I, то т пройдёт в плос­
кости р. А так как прямая т пересекает плос­
кость ос, то т пересекает прямую Ь в точке М1 
(рис. 3). Следовательно, каждая точка прямой а 
проектируется в некоторую точку прямой Ь.

С другой стороны, возьмём на прямой Ь про­
извольную точку Ат и проведём через неё пря­
мую п параллельно I. Так как I || п, то п лежит 
в плоскости р и не параллельна прямой а. Поэ­
тому п пересекает а в точке А (рис. 4). Значит,
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точка N проектируется в точку ^r Следовательно, в каждую точку пря­
мой Ь проектируется некоторая точка прямой а.

Таким образом, проектируя точки прямой а, мы получаем точки пря­
мой Ь, причём все точки прямой Ь.

Вопрос. В каком случае параллельные проекции двух различных пря­
мых совпадают?

5.4. Сохранение отношения отрезков прямой при её параллель­
ном проектировании. Рассмотрим ещё одно свойство параллельного 
проектирования. Пусть точки А, В, С расположены на одной прямой, не 
параллельной направлению проектирования. Согласно пункту 5.2, эти 
точки проектируются соответственно в точки Ар Вр Сѵ расположенные 
на одной прямой. Докажем, что при этом выполняется равенство 
А1В1:В1С1=АВ:ВС.

Для доказательства рассмотрим плоскость, 
содержащую точки А, Ар В, Вѵ С, С^ (рис. 5). 
По определению параллельного проектирования 

\ прямые ААр ВВѴ ССг параллельны. Поэтому, 
\ \ по свойству параллельных секущих двух пря-

——*—*---- мых, получаем равенство отношений соответ-
1 1 1 ствующих отрезков: А1В1 :АВ = В1С1: ВС. Отсюда,

согласно соответствующему свойству пропорций, 
рис. 5 вытекает АВ : ВС =А1В1 : В1С1, что и требовалось

доказать.
Установленное свойство можно кратко сформулировать так:
при параллельном проектировании сохраняется отношение отрез­

ков прямой.
Вопрос. В какую точку проектируется середина данного отрезка?
5.5. ** Параллельное проектирование отрезка. Из изложенного в 

предыдущем пункте сразу получается следствие.
Пусть точки А и В проектируются в точки А1иВѵ Тогда каждая точка 

отрезка АВ проектируется в точку отрезка А1В1.
Доказательство. Возьмём произвольную точку X отрезка АВ. Тогда 

АХ + ХВ = АВ. Обозначим проекцию точки X через Хг По свойству 
параллельного проектирования А1Х1 : АХ = Х1В1 : ХВ = АѴВ1 : АВ. Обо­
значив каждое из этих отношений через к, получим А1Х1 = к • АХ, Х1В1 = 
= к-ХВ,А1В1 = к-АВ. ПоэтомуА1Х1+Х1В1 = кАХ + кХВ = к(АХ + ХВ) = 
= к ■ АВ -АХВѴ Следовательно, Хге А1В1.

Вопрос. Как доказать, что при параллельном проектировании луча 
получается либо луч, либо точка?
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§ 5. Параллельное проектирование

5.6. Проекция двух параллельных прямых. Параллельное проекти­
рование обладает ещё одним важным свойством.

Параллельными проекциями двух параллельных прямых а и Ъ явля­
ются параллельные прямые, если прямые аиЬне параллельны направле­
нию проектирования.

Доказательство. Пусть прямые аиЬ проек­
тируются на плоскость ос параллельно прямой I. 
Выберем на а произвольную точку М, а на & — 
точку N. Через точки М и N проведём соответ­
ственно прямые тип, параллельные направле­
нию проектирования. Рассмотрим плоскость Р, 
проходящую через прямые а и т, и плоскость у, 
проходящую через прямые Ьип. По признаку из 
пункта 3.3 плоскости 3 и упараллельны (рис. 6). 
Проекциями прямых а и Ь на плоскость ос явля­
ются соответственно прямая р пересечения ос и Р
и прямая д пересечения ос и у. Так как Р || у, то р || д, что и требовалось дока­
зать.

Вопрос. Какой вид может иметь параллельная проекция квадрата на 
плоскость?

5.7. ** Сохранение отношения параллельных отрезков при 
параллельном проектировании. В пункте 5.4 было доказано, что при 
параллельном проектировании сохраняется отношение отрезков одной 
прямой. Это свойство можно обобщить.

Пусть при параллельном проектировании параллельные отрезки АВ 
и СВ проектируются в отрезки А1В1 и СД)Г Тогда

А1В1 : С^ = АВ : СВ.
Вопрос. Как доказать сформулированное свойство?

Контрольные вопросы и задания ■

1. Дайте определение проекции точки М на плоскость ос параллельно 
прямой I.

2. Что такое проекция фигуры В на плоскость ос параллельно прямой Г?
3. Во что при параллельном проектировании переходит прямая?
4. В каком случае при параллельном проектировании прямая перехо­

дит в прямую?
5. В каком случае при параллельном проектировании прямая перехо­

дит в точку?
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■ Глава 4. Параллельность прямых и плоскостей

6. Сформулируйте и докажите утверждение о сохранении отношения 
отрезков при параллельном проектировании.

7. Во что проектируется отрезок при параллельном проектирова­
нии?

8. В каком случае при параллельном проектировании двух параллель­
ных прямых получаются две параллельные прямые?

9. В каком случае проекция двух параллельных прямых — две точки?

■ Задачи и упражнения

1. Пусть отрезок АВ при параллельном проектировании на плос­
кость а проектируется в отрезок А^^

а) Докажите, что если прямая АВ параллельна плоскости а, то 
АВ =А1В1;

б) докажите, что если прямая АВ не параллельна плоскости а, то пря­
мые АВ и А1В1 пересекаются;

в) в каком случае А1В1 < АВ?
2 .* Рассмотрим треугольник АВС. Известно, что при параллельном 

проектировании треугольник АВС переходит в равный ему треуголь­
ник А1В1С1. Могут ли плоскости этих треугольников быть непараллель­
ными? Если да, то приведите пример.

3 .* Известно, что при параллельном проектировании треугольник 
АВС переходит в треугольник А1В1С1 и АВ =А1В1, АС =А1С1. Могут ли эти 
треугольники быть неравными? Если да, то приведите пример.

4 . Треугольник АВС параллельно проектируется на плоскость а в тре­
угольник А1В1С1. В каком случае АВСА1В1С1 является призмой?

5 .* В каких случаях при параллельном проектировании проекции 
скрещивающихся прямых будут параллельны?

6 . Может ли при параллельном проектировании квадрата получиться: 
а) прямоугольник; б) параллелограмм; в) ромб; г) трапеция?

7 .* Дан произвольный треугольник. Как получить из него равносто­
ронний треугольник при помощи параллельного проектирования?

■ Тесты
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Четырёхугольник А1В1С1В1 является проекцией трапеции АВСВ с 

основаниями АВ и СВ на плоскость а. В каком отношении диагональ А1С1 
делит диагональ В^р если АВ = 2 и СВ =1?

1)1:1 2)2:1 3)3:1 4)3:2
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§ 5. Параллельное проектирование ■

1.2. Какое наибольшее число вершин может иметь многоугольник, 
который получается при параллельном проектировании куба на плос­
кость?

1)5 2)6 3) 7 4)8
1.3. Какой вид имеет параллельная проекция куба на плоскость грани 

в направлении его главной диагонали?
1) квадрат 2) прямоугольник 3) ромб 4) шестиугольник.
1.4. * Сколько всего можно провести диагоналей в гранях пятиуголь­

ной призмы?
1)10 2)20 3)30 4)40

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Параллельной проекцией двух параллельных прямых могут быть:
1) две точки 2) прямая и не лежащая на ней точка
3) параллельные прямые 4) пересекающиеся прямые
2.2. Параллельной проекцией параллелограмма может быть:
1) треугольник 2) четырёхугольник
3) пятиугольник 4) шестиугольник
2.3. Какой вид может иметь параллельная проекция угла на плоскость? 
1)угол 2) точка 3)луч 4) прямая
2.4. Какой вид может иметь проекция некоторой четырёхугольной 

пирамиды на плоскость боковой грани?
1) треугольник 2) четырёхугольник
3) пятиугольник 4) шестиугольник
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1 Глава
ПРЕДЕЛ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

В этой главе рассматривается понятие предела числовой последовательно­
сти. Вы узнаете, как с помощью пределов вычислять площади некоторых плос­
ких фигур и находить сумму членов бесконечно убывающей геометрической 
прогрессии.

■ § 1. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ, СХОДЯЩИЕСЯ К НУЛЮ

1.1. Числовые последовательности. Интуитивное представление о 
числовой последовательности связано с представлением о наличии беско­
нечного числа мест, занумерованных натуральными числами 1, 2, 3, ..., п, 
... , на которых расставлены действительные числа, причём некоторые из 
них (и даже все) могут быть одинаковы. Невозможно перечислить все члены 
последовательности, хотя, имея в виду под ап член последовательности, сто­
ящий на п-м месте, мы часто записываем последовательность в виде

^1’ ^2’ ^3’ ”’’ ^л’ ”’ ’

Чаще всего (хотя и не обязательно!) последовательность (ап) задаётся 
формулой её общего члена ап = /(п), позволяющей по номеру п сразу нахо­
дить значение ап. Например, последовательность 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, ...

/ ~ 2 .1111
можно задать формулой ап = п, последовательность 1, —, —, —, —, ... —

о 4 О
формулой а = —, последовательность 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, ... задаётся п п
формулой ап= (-1)л+1. Иногда фразу «последовательность (ап), заданная
формулой ап=/(п)» для краткости заменяют на фразу «последователь­
ность ап= /(п)».

Вопрос. Чему равен 2013-й член последовательности, заданной форму­
лі + 2013 

лой а =------—т— ?п и+ 987
1.2. * Определение последовательности. Для того чтобы задать 

последовательность, нужно каждому натуральному числу п сопоставить 
действительное число. Таким образом, представляется естественным 
дать следующее определение.

Бесконечной числовой последовательностью называется функция f, 
отображающая по некоторому закону множество N натуральных чисел 
в множество R действительных чисел.
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§ 1. Последовательности, сходящиеся к нулю ■

Обозначая /(1) = аѵ /(2) = а2, /(3) = а3, ..., /(п) = ап, ..., всю последова­
тельность f будем обычно записывать (ап); число ап называют п-м членом 
последовательности, натуральное число п — его номером. Как уже гово­
рилось, значения / при различных п не обязательно различны.

Не следует думать, что последовательность всегда задаётся формулой 
общего члена. Например, п-й член последовательности З, 1, 4, 1, 5, 9, 
2, 6, ... определяется с помощью словесной формулировки: «ап равен п-й 
цифре десятичной записи числа л», и для того, чтобы его найти, нужно 
вычислить п-й знак числа я. С помощью словесной формулировки также 
определяется последовательность 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, ..., п-м 
членом которой является п-е простое число.

Довольно часто последовательность задаётся рекуррентными (воз­
вратными) соотношениями, указывающими способ нахождения п-го 
члена последовательности по уже известным предшествующим ему чле­
нам. Таким образом, для вычисления последующего члена возвращаются 
к предыдущим (отсюда и название). Пусть, например,

п1 = 1, а2 = а} • 2, а3 = а2 • 3, ..., ап = а^ • п, ... .
Как известно, число, равное п-му члену этой последовательности 

ап = 1 ■ 2 ■ 3 ... ■ п, имеет особое наименование «п-факториал» и запись п!.
Другие примеры последовательностей, задающихся рекуррентными 

соотношениями, дают арифметическая и геометрическая прогрес­
сии. Арифметическая прогрессия (ап) с первым членом а и разностью й 
задаётся рекуррентными соотношениями

а1 = а> ап+1 = ап + с1-

Геометрическая прогрессия (Ьп) с первым членом д ^ 0 и знаменателем 
д / 0 задаётся соотношениями

Ь1 = Ь’ Ьп+1 = Ьп +

Ещё один стандартный пример даёт последовательность чисел Фибо­
наччи:

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ... .
Здесь

^1 = ^’ ^2 = ^’ 4+2 ” 4+1 + ^'

Для последовательности Фибоначчи нахождение общего члена 
довольно трудно. Формула, дающая выражение п -го члена этой последо­
вательности, имеет вид:

Вопрос. Для каких натуральных п в последовательности чисел Фибо­
наччи п-й член равен п2?
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■ Глава 5. Предел последовательности

1.3. Примеры числовых последовательностей, сходящихся к нулю.
Пример 1. Рассмотрим последовательность а. = а =4, а, = 4 а. = 4, 

1 2 4 6 о 4 8
..., общий член которой задаётся формулой ап= — . Изобразим её начали-

ные члены на числовой прямой (рис. 1). Видно, что точки аѵ а2, а3, ... 
по мере возрастания номеров становятся всё ближе и ближе к нулю. При 
этом какое бы натуральное число к мы ни взяли, в числовой промежуток

между числами 0 и у попадут все точки последовательности (а ) с номе- 
К п

рами, большими некоторого числа М, зависящего от к. Это значит, что
при всех п> М будет выполняться двойное неравенство О

а4 а3 а2 аіН • •---- •----------- »
О

Рис. 1

Например, если А = 100, то неравенства 0 < а < -4х или 0< 4 < —1— 
п 100 2п 100

выполняются при всех п > 50. Таким образом, для А = 100 можно взять 
М = 50 и получить, что при любом п, таком, что п > М, выполняется 
двойное неравенство

О < а < т.п к
Аналогично можно взять любое другое натуральное число А; напри­

мер, если А = 1000, то двойное неравенство 0 < — < удуу выполняется Ап 1000
при всех п > 500. Таким образом, для А = 1000 можно взять М = ^4у^ 

и получить, что при всех п таких, что п > М, выполняется двойное 
неравенство 0 <ап<-^.

Точно так же можно взять любое другое натуральное число А, выбрать 
М = ^ и получить, что двойное неравенство 0 < ап < ^ выполняется при всех 

п > М. Учитывая отмеченную особенность, говорят, что последователь-
1111, лность ^х = у, а2 = а3 = а4 = ^, ..., сходится к нулю или имеет предел,

4 О о
равный нулю, и пишут Ьтап = 0.

Прочитать эту запись можно так: «Предел а-эн равен нулю при эн, 
стремящемся к бесконечности».
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§ 1. Последовательности, сходящиеся к нулю

Рис. 2

Ъ> , Ь.г

-1 0 1

Пример 2. Возьмём геометрическую прогрессию Ьг = 1, Ь2 = Ь3 = у, 
1 1 2 4

д4 = ... со знаменателем ^ = - —. Изобразим её начальные члены на чис­

ловой прямой (рис. 2). Точки др Ъ2, Ь3, ... по мере возрастания номеров 
становятся всё ближе и ближе к нулю, но уже с двух сторон: то слева, то
справа. При этом какое бы натуральное число к мы ни взяли, в числовой

Ц; ±1 ^ к к)
промежуток попадут все точки последовательности (Ьп) с номе-

рами, большими некоторого числа М, зависящего от к. Это значит, что
1 , 1при всех п> М будут выполняться двойное неравенство — ^ < дп< Т-

Например, если к = 1000, то І^І = -^т<7^; при всех п> 10, так 
1 л| 2л1 1000

как тогда 2Л 1 > 210 = 1024 > 1000. Поэтому при всех и > 10 выполняется 
двойное неравенство

“1000 <&п< 1000'

Таким образом, для к = 1000 можно взять М = 10 и получить, что при 
любом п таком, что п > М, выполняется двойное неравенство

1 ь Л 
к " к‘

Поскольку 2" > п, то двойное неравенство -777777 < Ь < < 777777 выпол- 1000 ” 1000

няются и при п > 1000. Вообще, двойное неравенство -^<Ьп = < у

заведомо выполняются для всех п > к. Аналогично можно рассмотреть

произвольное натуральное число к и для него найти подходящее М = к, 
л - 1^1такое, что при любом п> М выполняется двойное неравенство -

В этом случае также говорят, что последовательность

^і ^2 2’ ^3 4’ ^4 8’ ”’

сходится к нулю, и пишут 1ішдл = 0.
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■ Глава 5. Предел последовательности

Вопрос. Как показать, что в рассмотренном примере неравенство 
рд| < выполняется при всех п> к?

1.4. Определение сходимости последовательности к нулю. Оба рас­
смотренных примера последовательностей удовлетворяют следующему 
общему определению сходимости числовой последовательности к нулю.

Последовательность (ап) сходится к нулю, если для каждого натураль­
ного числа к найдётся такое число М, зависящее от числа к, что для всех 
номеров п таких, что п> М, выполняется двойное неравенство

1 1
к<а< к’

Когда последовательность (ап) сходится к нулю, говорят также, что 
она имеет предел, равный нулю, и записывают

1італ = 0.

Вопрос. Какое число М при к = 900 можно взять для последователь­
ности с общим членом а = -^, чтобы при любом п > М выполнялось 

і п 10я 
неравенство \ап\ < ^?

1.5. Другие определения сходимости последовательности к нулю. 
Пусть последовательность (ап) сходится к нулю, тогда, взяв произволь­
ное натуральное число к, по числу 10^ найдём такое число М, что для 
всех номеров п > М выполняется двойное неравенство - ^<ап< ^к • 

Обратно, если для каждого натурального числа к по числу 10^ найдём 
такое число М, что для всех номеров п > М выполняется двойное нера- 
венство - ап< то для этих номеров тем более выполняется двои- 

ное неравенство - -^ < ап< Ото рассуждение позволяет иначе записать

определение сходимости последовательности к нулю.
Последовательность (ап) сходится к нулю, если для каждого натураль­

ного числа к найдётся такое число М, зависящее от числа к, что для всех 
номеров п таких, что п> М, выполняется двойное неравенство

- 10 Л ^< ЮЛ
Иными словами, последовательность (хп) сходится к нулю, если с 

некоторого номера п0 целые части модулей всех чисел хп равны нулю; с 
некоторого номера п1 целые части и первые цифры после запятой моду­
лей всех чисел хп равны нулю; с некоторого номера п2 целые части и пер­
вые две цифры после запятой модулей всех чисел хп равны нулю и так
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§ 1. Последовательности, сходящиеся к нулю ■

далее. Следовательно, сходящиеся к нулю числовые последовательности 
обладают тем свойством, что для всякой наперёд указанной точности все 
члены последовательности с достаточно большими номерами можно с 
этой точностью считать равными нулю. Таким образом,

последовательность (хп) сходится к нулю, если для каждого натураль­
ного к найдётся такое число М, что при всех п> М числа хп равны нулю с 
точностью до к десятичных знаков после запятой.

Для изучения свойств последовательностей, сходящихся к нулю, удоб­
нее использовать такую формулировку определения сходимости.

Последовательность (ап) сходится к нулю, если для каждого положи­
тельного числа е найдётся такое число М, зависящее от числа е, что для 
всех номеров п> М, выполняется двойное неравенство

- е < ап< е.
Вопрос. Может ли миллионный член последовательности (ап) ока­

заться равным миллиону, если известно, что Итал = О?

1.6. * Геометрическое представление сходимости последователь­
ности к нулю. Сходимость последовательности (ап) к нулю геометрически 
означает следующее: для каждого положительного числа е числовой про­
межуток (- е; е) содержит все члены последовательности, номера которых 
больше некоторого числа М, зависящего от е.

Это условие для каждого е > 0 записывается в виде двойного неравенства 
~^<а< е,

которое выполняется при п > М.
Это же условие можно записать в виде одного неравенства 

|«„| <Е- 
выполняющегося при п > М.

Следовательно, определение сходящейся к нулю последовательности 
можно записать в таком виде:

последовательность (ап) сходится к нулю, если для всякого положи­
тельного числа е найдётся такое число М, что для всех номеров п, таких, 
что п > М, выполняется неравенство |ап| < е.

Вопрос. Сколько членов последовательности с общим членом 

ап = лежат вне числового промежутка (-0,01; 0,01)?

1.7. Бесконечно малая последовательность. Если последователь­
ность (ап) сходится к нулю, то её иногда называют бесконечно малой. 
Например, последовательность ап = X можно назвать бесконечно малой, 

так как Ііт = 0.
^—>оо П
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Пример 3. Рассмотрим последовательность (ап), заданную формулой 
1

ап = ^--

Пусть е — произвольное положительное число. Двойное неравенство

- е <-Х
у/П

Е выполняется для тех и только тех п, для которых -1= Е,

откуда п Х_. Таким образом, для любого £ > 0 найдётся такое число 
Е2

М = Х, что, как только номер п больше М, выполняется неравенство 
Е2

|ап| < е. Следовательно, Нт -X = 0, и -X — бесконечно малая последо- 
вательность.

тт ч 10000Пример 4. Рассмотрим последовательность (а ), где а =-------- .п п п
Начальные члены этой последовательности выглядят так:

10000; 5000; 333з|; 2500; 2000; 166б|; ...

и являются довольно большими числами. Тем не менее последователь­
ность сходится к нулю.

Действительно, возьмём, например, число Е = ^Х и решим неравен-

. . 10000 1 п оство < Е или ——— < Получаем п > 10°. Это значит, что если мы
возьмём М = ІО6 , то при всех п> М будет выполняться неравенство |ал| < £.

Аналогично для каждого положительного числа е можно найти такое 
число М, что \ап\ < Е при всех п > М. Для этого достаточно решить нера- 

, , П 10000 10000
венство \ап\ < е или ——— < £, откуда п > —-—. Следовательно, если взять

10000М = —-—, то при всех п> М будет выполняться неравенство |ал| < е. 
л/г / х 10000Мы показали, что для последовательности (ад, где ап = ——, выпол­

няются условия, записанные в определении сходимости к нулю.
Вопрос. Как доказать, что если (ап) — бесконечно малая, то последова­

тельность с общим членом Ьп = |ал| также бесконечно малая?

1.8. * Последовательности, не являющиеся бесконечно малыми.

Пример 5. Пусть ап = - + (-1)" - п 2—. Тогда а = 0 при нечетном п, а =--------10000 л ’ п 10000

при чётном п. Хотя число у^Х^ очень малое, но считать нуль пределом
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последовательности аѵ а2,..., ап,... нельзя. Действительно, возьмём число 

є = —.
5001

2
Тогда є < 10000» и в интервал (- є; е), то есть в интервал (___1_. 1 А

I 5001’ 5001J

не попадут все члены последовательности с чётными номерами: а2, п4, 
пб, .... Это значит, что какое бы число М мы ни взяли, все члены пос­
ледовательности (а^ с номерами п > М не могут входить в интервал 
(~5001’ 5001)’ Т° ЄСТЬ последовательность не УД°влетв°Ряет определе­

нию сходимости к нулю.
Пример 6. Покажем, что последовательность с общим членом 
М-іГ1 ка = —— не является бесконечно малой.

" 2
Ясно, что ап = 1 при нечётном и и ап = 0 при чётном п. Возьмём число­

вой промежуток (-0,01; 0,01) и заметим, что вне его лежит бесконечное 
число членов данной последовательности (все члены с нечётными номе­
рами). Таким образом, для каждого М в этот промежуток не попадёт 
член последовательности с нечётным номером п, большим М.

Вопрос. Известно, что 1ітпп = 0. Может ли миллионный член последо- 
вательности с общим членом Ьп = ап + 1 оказаться равным нулю?

1.9. ** Эквивалентность определений сходимости к нулю. 
Докажем, что определение из пункта 1.4 и определение из пункта 1.6 
эквивалентны, то есть последовательность, сходящаяся к нулю в силу 
одного определения, сходится к нулю и по другому определению, и 
наоборот.

I. Пусть последовательность (ап) удовлетворяет свойству: для каждого 
натурального числа к найдётся такое число М, зависящее от числа к, что 
для всех номеров п, таких, что п > М, выполняется двойное неравенство 
11^—^< ап< Для каждого положительного числа є выберем натуральное 

число к^ >-|- и для этого числа найдём такое число М, зависящее от числа к0, 

что для всех номеров п, таких, что п > М, выполняется двойное неравенс-
1 1 „ 1 - 1тво-у <ап<т . Іаккакт <£, получаем двойное неравенство-£<- — <ап<

1 ^0 ^0 ^0 ^0 П
<— < £, откуда \ап\ <£. Таким образом, последовательность (ап) удовлетво-
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ряет свойству: для всякого положительного числа є найдётся такое число М, 
что для всех номеров п, таких, что п > М, выполняется неравенство \ап\ < є.

II. Обратно, пусть последовательность (ал) удовлетворяет свойству: 
для всякого положительного числа є найдётся такое число М, что для всех 
номеров п, таких, что п > М, выполняется неравенство |ал| < £. Для каждого

натурального к выберем е. = и для этого е. найдём М так, что при всех К к К
п> М выполняется неравенство |пл| < Е^, откуда ~^к=~~г <ап<т =%• Таким

образом, последовательность (ал) удовлетворяет свойству: для каждого 
натурального числа к найдётся такое число М, зависящее от числа к, что 
для всех номеров п, таких, что п > М, выполняется двойное неравенство

1 1
к < а^ к’
Вопрос. Как показать, что если последовательность (|пл|) — бесконечно 

малая, то и последовательность (ал) — бесконечно малая?

■ Контрольные вопросы и задания

1. Какие примеры числовых последовательностей вы знаете?
2. Какие примеры сходящихся к нулю последовательностей вы зна­

ете?
3. При выполнении какого условия последовательность называется 

сходящейся к нулю?
4. * Как геометрически определить сходимость последовательности к 

нулю?
5. * Найдётся ли сходящаяся к нулю последовательность, у которой 

бесконечное множество членов больше, чем ІО-6?
6. Когда последовательность называют бесконечно малой?

■ Задачи и упражнения
1. Запишите первые восемь членов последовательности, заданной фор­

мулой:
а)ал = 2ЙИ; ^“""лі^+і’ в)ал = ^+НГ; Г)ал = (й+2)Г
2. Докажите, что последовательность (ал) сходится к 0, указав для 

каждого натурального к такое число М, что -|<а <т при п > М.

^“’'Зп-? ^“"“^З5 В)* а"~ пЧп’ Г)“<1"’1+(-2)"'
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Для каждого из этих случаев заполните таблицу.

к 5 20 100 500 1000

М

3. Докажите, что последовательность (ап) сходится к 0, указав для 
каждого положительного числа є такое число М, что -8<ап<Е при п > М. 

а)“'=^2: ^“^^ в)*°"=^ЦЇ; г)**а" = 7ГІт

Для каждого из этих случаев заполните таблицу.

є 10 1 10~2 10 3 ІО4 10 5

М

4. Найдите хотя бы одно число М такое, что для всех п > М члены 
последовательности (ап) лежат внутри числового промежутка (-0,01; 0,01).

\ Зп+1 1
а)а» = » ^^ в, а” = 7Г
5. Покажите, что последовательность (ап) сходится к нулю, если:

а)

д)

а” п+5’ 

а„=^;
п

би=-п п
7 2

в) ап= ; ^ап = -г п+1 у/п
е)а ё)а = ^_ ' " „2 > Є>ап 2„_9-

6. Покажите, что последовательность (аД сходится к нулю, если:

1 . ~ 2п .: ~г^— ; в) а = -75——;4п+1 п п2-^
3

тг5 — 1 *

а) а = ——; 
п п2 + 1

х 4п-2, 
г) ап = - ------ ’ П

2 + В3п+1

б) ап =

д) а = п

7. ** Докажите, что последовательность с общим членом ап =---- - пню"
не является бесконечно малой. Ю

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Каково множество решений неравенства |х-3| <0,1?
1)(—;-2,9] 2) (-3,1; 2,9] 3)[2,9;оо) 4) [2,9; 3,1]
1.2. Какое из чисел является положительным корнем уравнения

И _ 1 9
п2-3 " 100 *
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1) 50 + ^2497 2) 100 + ^9997

3) 50 + V2503 4) 100 + ЛОООЗ
1.3. При каком из заданных условий выполняется неравенство

Г-1 <0,01?
л/й-2

1) все п > 100
3) все п > 2002

2) все п > 1002
4) все ті < 1002

2 д1.4. ** При каком b последовательность ап= ■—— -Ь сходится к нулю?

1)& = 0,5 2)6=1 3)6 =1,5 4)6 = 2

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Для каких чисел М из указанных при всех п > М выполняется 

неравенство -0,01 < ^ ^ <0,01?

1)10 200 2)10 600 3)11000 4)11400
2.2.-----* Для каких значений М при всех п> М выполняется неравенство 
п2 1 < —?

п2 + п + 1 10 *
1)М = 4 2)М = 8 3)М=12 4)М=16
2.3. При выполнении каких из заданных условий справедливо нера­

венство — < 0,001?
п

1)п>1000 2) ті >999

3)п>1001 4)п<1000

2.4. ** Среди последовательностей (ап) укажите бесконечно малые: 
«^^Т 2)“- = 2Й

3)а.= ^Г і)а„ = 4п-4п^л

■ § 2. СВОЙСТВА БЕСКОНЕЧНО МАЛЫХ
2.1. Сумма двух бесконечно малых последовательностей. Бес­

конечно малые обладают свойствами, которые часто применяются. Рас­
смотрим следующее свойство.

130



§ 2. Свойства бесконечно малых ■

Пусть (ап) и (ЬД — бесконечно малые. Тогда их сумма (ап + Ьп) также 
бесконечно мала.

Часто это свойство формулируют по-другому.
Сумма двух бесконечно малых есть бесконечно малая.

Пример 1. Возьмём бесконечно малые ап= —, Рл= 1 7 . Тогда по свой-

ству из данного пункта последовательность хп= ап + Рп= —ь 
бесконечно мала.

(-1)"ѵ 7 также
2"

Вопрос. Как доказать, что последовательность (5хл) есть бесконечно 
малая, если известно, что (хД — бесконечно малая?

2.2. ** Сумма двух бесконечно малых последовательностей бес­
конечно мала. Докажем свойство бесконечно малых из предыдущего
пункта.

Доказательство. Пусть 1ішал = 0, Ит^л = 0. Для доказательства того, п—>°° п—>°°
что последовательность (ап + ЬД сходится к нулю, надо показать, что эта 
последовательность удовлетворяет определению сходимости к нулю, то
есть для каждого £ > 0 требуется найти такое число М, что неравенство 
\ап + ^пі < £ выполняется при всех п > М.

Сначала возьмём такое число М,, что |п I < 4 при всех п > М,. Число М. 

существует, так как 1ітпл = 0. Затем найдём такое число М2, что рп|<|при 

всех п > М2. Если теперь в качестве М взять наибольшее из чисел М1 и М2,
то при всех п> М будут выполнены неравенства:

+&|<|а| + |^|< —+ —= е.
\ п пі І пі I 9 9

В итоге показано, как для каждого є > 0 выбрать зависящее от £ 
число М так, что неравенство \ап + Ьп\ < г выполняется при всех п > М, 
что и требуется для доказательства сходимости последовательности 
(ап + ЪД к нулю.

Вопрос. Как доказать, что разность двух бесконечно малых также бес­
конечно мала?

2.3. Произведение бесконечно малой и ограниченной последо­
вательностей. Последовательность (хп) называется ограниченной, если 
найдётся такое число Р, что |ап| < Р при всех натуральных п. Произведе­
ние бесконечно малой и ограниченной последовательностей обладает сле­
дующим свойством.
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Пусть (ап) — бесконечно малая, а (хп) — ограниченная последова­
тельность. Тогда их произведение (ап хп) — бесконечно малая последо­
вательность.

Это свойство можно сформулировать короче.
Произведение бесконечно малой и ограниченной последовательнос­

тей является бесконечно малой последовательностью.
Пример 2. Последовательность хп = ^2 ограничена, так как 0 < лб < 2

при всех п. Зная, что ап = —і— — бесконечно малая, заключаем, что 

Уп = —7= — тоже бесконечно малая.

Вопрос. Пусть (хД — бесконечно малая последовательность, ас — 
число. Как доказать, что произведение (с • хп) также бесконечно малая 
последовательность?

2.4. ** Произведение бесконечно малой и ограниченной после­
довательностей — бесконечно малая последовательность. Дока­
жем свойство бесконечно малых из предыдущего пункта.

Доказательство. Пусть 1італ = 0, и известно, что |х | < Р для всех
П—>оо

номеров п, причём Р > 0. Возьмём произвольное е > 0. Зная, что последо-

вательность (ал) сходится к нулю, найдём число М такое, что |ап| < при
всех п > М. Тогда при всех п> М выполняется также неравенство:

к-«»І=И'Іа.ІіРІа.І<р7=е-
В итоге показано, как для каждого числа £ > 0 выбрать зависящее от є

число М так, что неравенство |хл-ал| <Е выполняется при всех п > М. Поэ­
тому Ііт хпап = 0.

Вопрос. Пусть (ап) — бесконечно малая последовательность, а последо­
вательность (хп) для всех п> К удовлетворяет неравенству |хл| < С, причём 
С > 0. Как доказать, что произведение (хп • ап) также бесконечно малая 
последовательность?

2.5. Произведение бесконечно малых последовательностей.
Вначале сформулируем одно важное свойство бесконечно малых: 

бесконечно малая последовательность ограничена.
Пусть последовательности (ал) и (рп) — бесконечно малые. Тогда на 

произведение (ал • р ) бесконечно малых последовательностей можно 
посмотреть как на произведение бесконечно малой последовательности 
(ап) и ограниченной последовательности (Рп). Из теоремы пункта 2.3 сле­
дует, что последовательность (ал • р ) — бесконечно малая.
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Таким образом,
произведение двух бесконечно малых последовательностей само 

является бесконечно малой последовательностью.
Вопрос. Как доказать, что последовательность ^з ) бесконечно малая?

2.6. ** Доказательство ограниченности бесконечно малой 
последовательности. Пусть последовательность (Рп) — бесконечно 
малая. Возьмём произвольное положительное число є, например є = 1. Для 
последовательности (РД выберем такое число М, что -1 < Рл < 1 при всех п > М. 
Взяв среди чисел Рл с номерами, не превосходящими М, самое большое по 
модулю Рл и обозначив С = тах{1, |рл |}, получим, что при всех п> М выпол­
няется неравенства-С <-1 < Рл< 1 < С, а при всех п<М выполняются нера­
венства -С < -|Рл I < Рл < |Рл I < С. Таким образом, при всех п выполняется 
двойное неравенство -С < Рл < С, и последовательность (РД — ограничена.

Вопрос. Как доказать, что последовательность 
чена?

7п~1+7п+1 ограни-

2.7. Теорема о пределе промежуточной последовательности.
Пусть (ап) и (рп) — бесконечно малые последовательности, а для после­

довательности (уД выполняется двойное неравенство ап < ул < рп для всех 
номеров п > Мо, где Мо — некоторое число. Тогда (уД — также бесконечно 
малая.

Пример 3. Рассмотрим последовательность с общим членом
х =— sinn°. Так как -1 < sinn° < 1, для каждого п получаем п п
ал = -— < — sin п° < — = Рл. Последовательности (осД, (РД — бесконечно

малые, а поэтому (хл) — также бесконечно малая, то есть 1ішхл = 0.п—>оо
Вопрос. Пусть |ал| < |Рл| при всех п > MQ. Как доказать, что если (РД — 

бесконечно малая, то (осД — также бесконечно малая?
2.8. ** Доказательство теоремы о пределе промежуточной 

последовательности. Докажем теорему, сформулированную в пункте 2.7.
Доказательство. Пусть 1італ = 0, 1ішРл = 0 и известно, что ал < ул < рл 

П—>оо п—»оо
при всех п > Мо, где Мо — некоторое число. Возьмём произвольное число 
£ > 0. Сначала для последовательности (ал) выберем число Мг такое , что 
- е < а 7 < £ при всех п > Мѵ Затем для последовательности (РД выберем 
число М2 такое, что - Е < Рл < £ при всех п > М2. Если теперь в качестве М 
взять наибольшее из чисел Мо, Мѵ М2, то при всех п > М будут выпол­
нены неравенства - £ < ап < ул < Рл < £, откуда |yj< £.
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В итоге показано, как для каждого £ > 0 выбрать зависящее от є число М
так, что неравенство |ул|< Е выполняется при всех п > М. Поэтому Итул = 0.

Вопрос. Как доказать, что lim 1 + --1 =0? 
п

2.9. Деление бесконечно малой на некоторую последователь­
ность. Полезным является следующее свойство бесконечно малых.

Пусть с — ненулевое число и (ап), (рп) — бесконечно малые, причём 
сумма с + а не обращается в нуль ни при каком п. Тогда последователь- 

р
ность с общим членом —- ------бесконечно малая.

тт 4 п С + ап Зи2 + 7м-8
Пример 4. Рассмотрим последовательность хл = —s——-5— --- 7 .

on -1 +2/1-1

Справедливы равенства:

где Р = — + А и а
п п2 п3 п

3 7 8
Зп2 + 7п-8 ... д + . L

л 5п3-11п2 + 2п-1 к И. 2 1 5 +а ’О   Т —«-- о «
п п па

- — + А - —Ô. Из предыдущих свойств беско- 
п п2 п*

нечно малых следует, что (Рл) и (ал) — бесконечно малые. Поэтому (хл) — 
также бесконечно малая.

Вопрос. Как показать, что последовательность с общим членом
2П + 3П о

Хп = з” + 4” СХ°ДИТСЯ к нулю?

2.10. * Применение теоремы о пределе промежуточной последо­
вательности.

Пример 5. Для д = 0,99 покажем, что Ит дп = 0. Выражение А можно 
га—>°о О

( 1 V= 1 + — . Применив неравенство Бернулли,представить в виде 100
99

получим (1 + тА I ^1 + пА>тх> откуда А > • Так как 9 > 0, из полу-
V 99 у 99 99 дп 99

ченного неравенства следует, что 0 < дп < — . п
Последовательности ал= 0 и &л= — являются бесконечно малыми, а для 

всех натуральных п выполняется двойное неравенство ап<дп<Ъп. Поэтому 
по свойству из пункта 2.7 получаем, что (9") — бесконечно малая, то есть
Ііт дп = 0.
п—><*>

Аналогично можно доказать, что последовательность (дп) бесконечно 
мала для любого положительного числа д, меньшего 1.
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Вопрос. Как доказать, что Ііш дл = О при 7 = -0,99?П-+°о
2.11. Основные свойства бесконечно малых последовательнос­

тей. Перечислим основные свойства бесконечно малых и приведём при­
меры бесконечно малых, которые в дальнейшем будут использоваться.

1. Сумма двух бесконечно малых есть бесконечно малая.
2. Произведение бесконечно малой и ограниченной последовательнос­

тей является бесконечно малой последовательностью.
3. При умножении бесконечно малой на фиксированное число получа­

ется бесконечно малая.
4. Если (ал), (рл) — бесконечно малые и ап < уп < Рп при всех п> К,то 

(ул) — бесконечно малая.
5. Бесконечно малая последовательность ограничена.
6. Если с / 0, (ал) — бесконечно малая, с + ал ^ 0 для всех номеров п, то 

последовательность с общим членом —-— ограничена.
с + ап

7. Если с ^ 0, ал, Рл — бесконечно малые; с + ал / 0 для всех номеров п,

то последовательность с общим членом —-— бесконечно мала, 
с + а

/ V V к П

8. Последовательности — , —7 , Н,. 
\п) УпЧ \пА) .. сходятся к нулю.

а тт 1 И 1 И И9. Последовательности —г= , ^т= , —?= , ... сходятся к нулю. 
\^п ) \чп) \уп)

10. Если |^| < 1, то последовательность (дп) сходится к нулю.
(_1)"Вопрос. Как доказать, что Нт —— = 0?

И—>оо П

Контрольные вопросы и задания ■
1. Что такое последовательность?
2. Какая последовательность называется сходящейся к нулю?
3. Какая последовательность называется бесконечно малой?
4. Какие примеры бесконечно малых последовательностей вы 

знаете?
5. Что можно сказать о сумме двух бесконечно малых?
6. Какая последовательность называется ограниченной?
7. Что можно сказать о произведении бесконечно малой последова­

тельности и ограниченной последовательности?
8. Сформулируйте теорему о пределе промежуточной последователь­

ности для бесконечно малых.
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9. Сформулируйте теорему о делении бесконечно малой последова­
тельности на некоторую последовательность.

10. Приведите примеры бесконечно малых.

■ Задачи и упражнения

1. Докажите, что последовательность (ап) является бесконечно малой, 
если:

а) а = —: б) а = —: в) а = —:' п дп’ ' п ^п’ ' п ^п’

г) а = —-—: д) а = —-—.’ п 1 + 2" ’ п 3" + 5
2. Докажите, что последовательность сходится к нулю:
а) 1, 0, і 0, |, 0, |, 0,...; б)* 1, 0, |, 0, 0, |, 0, 0, 0, ^ 0, 0, 0, 0, |,....

2 о 4 2 о 4 О
3. Докажите, что последовательность (ап) сходится к нулю, если:

А 1 1 Ч 2 ч 1а) “" = ТТ !̂ б) “« = ~Г’ В) °» = „2', 9„ ~9 Г* а« = 'зГ^9-
1 + п п^п п +2п-2 Лл/п+2

4. Докажите что каждая из последовательностей сходится к нулю:
11 1 • А 1 1 11 1

’ 2’3’ 4””’ ' ’2’ 4’8’ 16’”'’

5. Докажите, что последовательность сходится к нулю, если:
х 2п +1 лх ті + 4 ч

а) ап = ^---------- 7’ б) ап = “2-----------7’ в) ап =л тг + п + І п-п + 1
2п + 5

2 ’

6. Докажите, что последовательность с общим членом ап= —у сходится 
к нулю.

7.* Приведите пример последовательности, не являющейся ограни­
ченной, и дайте обоснование.

8.* Докажите, что сумма двух ограниченных последовательностей есть 
ограниченная последовательность.

9.* Докажите, что произведение двух ограниченных последователь­
ностей есть ограниченная последовательность.

10. Докажите, что указанные пределы равны 0:
а) Итб++^±3; б) Ит

П—>°° П +1 П—>о°

г) 11Ш---з---- 2-------Г’ Д) 11т
п—>°° П + П +71 + 1 п-><»

ті + 1 ч т 7тг2 + 1—о--------------- ; в) Ііт—;----------5---------- ;
тг3 + Зті + 1 п->о°п4 + 2ті2 + 10
5іп(2п + 1) 

п
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11. Докажите, что указанные пределы равны 0:
а) ит^; б) Ііт^і; в) Ііт^.

12. Докажите, что указанные пределы равны 0:
м- 2Л ЛЧ1. 2Л + 1 ч1. Зл + 5 ч1. 2Ла) Ііт — ; б) Ііт ——в) Ііт ——-; г) Ііт ——-

л—>°° Зл п-»о°Зл + 1 п-»“>4л + 6 я—>°°4Л + 3
13 .** Докажите, что Ііт(7п + 1 -4п) = 0. 

Л—>«=

14 .** Докажите, что 1іт(74п +1-2Ѵ^) = 0. 
Л—>°°

15 . Докажите ограниченность последовательностей:
ч   277 1 _ 14" 71 \ 77 4~ ( 1) п/пп і к ла) а = —---- 5- б)а = , в)а =———— г) а =у2 +5 .

л 2-п2 " 7^+4 п 371 + 4
16 . Докажите неограниченность последовательностей:
а)ал= (-1)л • п; б) ал= ((-1)л+1) • ті; в) ап= п2 + п;

г)ап=п2-п; д)**ал=-^і; е) ап= п 4-(-1)” • п.

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Чему равняется 1 4- -^ 4- -^ 4- ... 4- -^-, гДе п — натуральное число?

1)2-^ 2)2 + ^ 3)2-^ 4)2+^

1.2. Чему равняется Ѵт7 4-1 -7^-1, где п — натуральное число?

1.3. Чему равняется тг • 714- — -1 , где 77 — натуральное число?

1)

1.4. Чему равняется
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2 (2Ѵ ~ 2 /2?
з'Ш ;з\з/

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из последовательностей не являются бесконечно малыми?

1) ап =---- 7 2) ап = 3) ап =------ 4) ап - —п п + 1 п п + 1 п п п у/п
2.2. Неравенство Бернулли имеет вид: (1 + х)п> 1 + пх, где п — нату­

ральное число, х >-1. Какие из приведённых неравенств можно полу­
чить, используя неравенство Бернулли?

1)2" >тг 2)2">п2 3)3">1 + 2п 4)3">2тг2
2.З. * Последовательность (ап) называется бесконечно малой, если:
1) для любого положительного числа е и для любого положительного М 

при всех п>М выполняется неравенство |ап| < е
2) для любого положительного числа £ существует такое положитель­

ное М, что при всех п >М выполняется неравенство \а \ < е
3) для любого положительного числа Е существует такое положитель­

ное М, что при всех п>М выполняется двойное неравенство -г<ап<г
4) существует такое положительное М, что для любого положитель­

ного числа е при всех п>М выполняется двойное неравенство - £< ап<£
2.4. Какие из утверждений верны?
1) произведение бесконечно малых — ограничено
2) сумма бесконечно малой и ограниченной — ограничена
3) разность бесконечно малых — ограничена
4) частное бесконечно малых — ограничено

■ § 3. ПРЕДЕЛ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ
3.1. Сходящиеся последовательности. Рассмотрим последователь­

ность с общим членом а - 1 +—. Она образуется как последовательность " п
3 4 5чисел 2, —, —, — и так далее. Если изобразить их на числовой прямой, то и 4

легко заметить, что они располагаются всё ближе и ближе к единице. 
Рассмотрим разность между членами последовательности (ап) и едини­
цей. Последовательность с общим членом

п п
1
п

1
п
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имеет своим пределом нуль, так как для любого положительного числа 

неравенство \ап~ 1| < е выполняется для всех п>~- Поэтому естественно 
назвать число 1 пределом данной последовательности (ап).

Общее определение предела последовательности следующее.
Число а называется пределом последовательности (ап), если после­

довательность (хп), где хп = ап- а, сходится к нулю.
В том случае, когда число а является пределом последовательности 

(ап), используют запись п = 1іт ап.
п—>°°

Если последовательность (ал) имеет предел а, то также говорят, что она 
сходится к числу а, и пишут: ап-^ а при п-^°°, что читается так: «а эн 
стремится к а при эн, стремящемся к бесконечности».

Для сходящейся последовательности только одно число может быть 
её пределом.

Всякая последовательность, имеющая предел, ограничена.
тт і тт Зп-2 3 Зп-2 3 -7 , тПример 1. Пусть а„= Тогда О;_ - - = — - - = ^^ = Ь„. Так

т ь п г Зп-2 3 Зп-2 3как Ііт о = 0, то пт  ---- -  = — или   --»— при п —> °°.п П^2п+1 2 2п+1 2 р
2П—1Вопрос. Как доказать, что Ііт 1?

З.2. * Определение предела последовательности и его геомет­
рический смысл. Сходимость последовательности (хп) к нулю, где 
хп= ап~ а, означает, что для всякого положительного числа е найдётся 
такое число М, что для всех п> М выполняется неравенство |хл| < е, то 
есть

\а~ а\ < е- (1)
Условие (1) можно переписать в виде

- е < ап~ а < е. (2)
Прибавив ко всем частям этого двойного неравенства число а, полу­

чим
а - г < ап< а + г. (3)

Таким образом, из условия (1) получено условие (3). Если в условии (3) 
во всех частях неравенства вычесть число а, то в результате получим 
условие (2), а затем и условие (1). Это означает, что условия (1) и (3) экви­
валентны.

Поэтому определение того, что число а является пределом последова­
тельности (ал), можно сформулировать иначе.
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Число а называется пределом последовательности (ап), если для вся­
кого положительного числа є найдётся такое число М, что для всех п>М 
выполняется двойное неравенство а-Е<ап<а + Е.

Геометрически сходимость последовательности ар а2,..., ап,... к числу а 
означает, что для любого натурального числа є интервал (а ~ е; а + е) 
содержит все члены последовательности с номерами п, большими числа 
М, зависящего от є.

Пример 2. Покажем, что последовательность с общим членом 
2л+1 + (-1)"-1 . _

=--------— сходится к числу 4. Так как
2" 2'-' (-1)”1 , (-1)"'1

ип 2Л-1 2"’1 2Л-1 ’
справедливы равенства

Получаем уже знакомую нам бесконечно малую последовательность 
из примера 2 параграфа 1. Поэтому

Ііт ап= 4.

Вопрос. Какой предел имеет последовательность
0,9; 0,99; 0,999;...?

3.3. Сумма сходящихся последовательностей. Справедлива тео­
рема о пределе суммы сходящихся последовательностей.

Пусть Иш ап = а, Ит Ьп= Ь. Тогда последовательность (ап + ЬД имеет 
предел, равный а + Ъ.

Доказательство. По условию последовательности (ап~ а), (Ъп- Ь) явля­
ются бесконечно малыми. Сумма этих бесконечно малых последователь­
ностей бесконечно мала. Отсюда и из равенства (ап~ а) + (Ь - Ь) = (ап+ Ъп) - 
- (а + Ь) следует, что последовательность ((ап+ Ьп) - (а + Ь)) сходится к 
нулю. Следовательно, Иш(а +Ь )= а+Ь.

И—>оо

Доказанную теорему кратко записывают в виде:
Ііт (ап + Ьп) = Ііт ап + Ііт ЬпП—>оо П—>^ П^°°

Пример 3. Найдём предел Ііт----- .л^~ п +1

Ііт -= Ііт ІііШ = Ііт (1 -і—= Ііт 1 + Ііт -- . =1 + 0 = 1.л—>°° 72 + 1 л—>°° 72 + 1 тг—>оо \ П + 1) л—>°° л—>°° 72 + 1
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Вопрос. Как доказать, что Ііт (ап - Ъп) = Ііт ап - Ііт Ьп, если (а^ и (Ьп) —П—>°° П—>°° П^со
сходящиеся последовательности?

3.4. Произведение сходящихся последовательностей. Справед­
лива теорема о пределе произведения сходящихся последовательностей.

Пусть Ит ап = а, Ііт Ьп = а. Тогда последовательность (ап- ЪД имеет
И—>оо и—>оо

предел, равный аЬ.
Доказательство. Пусть ап~а = сп, Ьп~Ь = дп. По условию (сД и (ДД — 

бесконечно малые. Поэтому
апЬп-аЬ= (а + сД (Ь + йД-аЬ = аЬ + асіп + Ьсп + спдп~аЬ = адп + Ьсп + спсІп.
Последовательности (адп) и (ЬсД — бесконечно малые; произведе­

ние двух бесконечно малых (сп- дД — бесконечно малая. Поэтому сумма 
(айп + Ьсп + спсІД — также бесконечно малая. Следовательно, последова­
тельность (апЬп~аЬ) — бесконечно малая и, по определению, Ііта Ь = аЬ.

Сокращённо доказанную теорему записывают в виде:
1іт(алдД= Ііт ал1іт Ьп.П—^оо П~+°° П-+°о

( 2 VПример 4. Найдём предел Ііт 1 + — .

4 2

п
2 / 2

1ІШ
2

= 1212 = 1.

Вопрос. Пусть 1ітап = а. Как доказать, что Ііт (аД7 = а7? 
п—>о° Л—>оо

3.5. Частное сходящихся последовательностей. Рассмотрим тео­
рему о пределе частного.

Пусть Итал = а, Ит Ьп = Ъ, причём Ь * 0. Тогда последовательность

£п о а также имеет предел, равный ^.

Сокращённо это утверждение записывается так:
а 1ітапІіт —— = п^°°— 

п™Ьп ІітЬ/ &?*#0)-
Доказывать эту теорему мы не будем.

Пример 5. Найдём предел Ііт

7- —
Ііт —I = Ііт —-^ -
п^5п + 3 п^5 + ~

п

п

7п-2
5и+3’

= 7:5 = -. 5
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Вопрос. Чему равен предел последовательности 2п = 
Нт хп = 1, причём хп * 1 для всех п е ^?

если

3.6. Предел промежуточной последовательности. Одна из полез­
ных важных теорем в теории пределов — теорема о пределе промежуточ­
ной последовательности.

Пусть Нт ап = 8, Ііт Ьп = 8иап<сп<Ьп при всех п>К, где К — некоторое

число. Тогда последовательность (сп) также имеет предел, равный 8.
Доказательство. Так как последовательности (аД и (ЬД сходятся к 

числу 8, то ап - в = хп, Ьп~ з = уп, где (хД и (уД — бесконечно малые. Из 
неравенства ап<сп< Ьп вытекает двойное неравенство хп< сп~ 8 < уп, кото­
рые выполняются при всех п> К. На основании теоремы о промежуточ­
ной последовательности для бесконечно малых (пункт 2.7) получаем, что 
разность (сп -з) — бесконечно малая, а поэтому 1ітсп = 8.

Пример 6. Пусть ап = (^п + 1-4п\
Тогда ап = І^ІІ—4п}^^[п + ід^[^ — Следовательно,

Дп+І+Дп Дп+1+Дп
хп = 0 < ап< X = уп при всех п. Так как Ііт хп = 0, Ііт уп = 0, по теореме о 

\ П П—>°° п—>°о

пределе промежуточной последовательности 1ітап = 0.
______  и—>оо

Вопрос. Как доказать, что Ііт+ — = 1 ?
П->оо V П

З.7. * Ограниченность сходящейся последовательности. Напом­
ним, что последовательность (аД называется ограниченной, если её члены 
принадлежат некоторому отрезку [т; М] числовой оси. Ограниченность 
последовательности (ап) означает, что можно найти два таких числа т и 
М, что т<ап<М для всех натуральных чисел п.

Теорема. Всякая последовательность, имеющая предел, ограничена.
Доказательство. Пусть Ііт ап= а. Возьмём произвольное положитель­

ное число £, например є = 1. По определению предела найдётся такое 
число Мо, что при п > Мо все члены (аД этой последовательности будут 
принадлежать интервалу (а - є; а + £), то есть при £ = 1 будут принадлежать 
интервалу (а - 1; а + 1). Следовательно, вне этого интервала может нахо­
диться лишь конечное число членов последовательности (ап). Например, 
пусть такими оказались аѵ а3, аѵ а8, а^. Поэтому, если взять число т как 
наименьшее из чисел пр а3, п4, а8, а9па- 1, а числоМ как наибольшее из
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чисел аѵ а3, а4, а8, а^ и а + 1, то все члены последовательности (ап) будут 
содержаться в отрезке [т; М]. А это и означает, что последовательность 
(ап) ограничена. Доказанная теорема иногда позволяет установить, что 
некоторая последовательность не имеет предела. Например, последова­
тельность 1,2,3, 4, ... , п, ... не ограничена, а поэтому предела не имеет.

Вопрос. Верно ли, что если последовательность ограничена, то она обя­
зательно имеет предел?

3.8. Монотонные ограниченные последовательности. Для реше­
ния практических задач важно иметь утверждения, с помощью которых 
можно доказывать сходимость последовательности, не зная её предела. 
Одним из таких утверждений является теорема о пределе монотонной 
ограниченной последовательности. Прежде чем сформулировать эту тео­
рему, напомним некоторые определения.

Последовательность (ап) называется возрастающей, если ап+ г > ап 
при любом neN.

Последовательность (ап) называется строго возрастающей, если 
°п +1 > Qn ПРИ любом neN.

Последовательность (ап) называется убывающей, если ап+ г < ап при 
любом neN.

Последовательность (ап) называется строго убывающей, если ап+1<а„ 
при любом neN.

Последовательности любых перечисленных типов — возрастающие, 
строго возрастающие, убывающие или строго убывающие — принято 
называть монотонными.

Теорема Вейерштрасса. Каждая монотонная ограниченная последо­
вательность имеет предел.

Примем эту теорему без доказательства и рассмотрим некоторые её 
применения.

Пример 7. Пусть х — действительное число, а (хп) и (х'п) — последова­
тельности его десятичных приближений снизу и сверху соответственно. 
Тогда для каждого натурального п имеем

Х1-Хп~Хп + 1< Хп + 1-Хп-ХГ

Отсюда следует, что последовательность (хп) возрастает, последо­
вательность (х'^ убывает и обе последовательности ограничены. Поэ-
тому существуют 1ітхл - 

П—>оо

Ь = 1ітх' = 1іт|х„=
Л->ОО п->оо\ /

= а, Ііт х' = Ь. Но так как х' - х = —- , то ’ п п п 10п

Ііт х„ + Ііт —— = а.п^ п п^Ю"
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Значит, последовательности (хл) и (хл) имеют общий предел. Но так 
как хп<х< х'п при любом п, этот общий предел равен числу х.

Итак, каждое действительное число является пределом как последова­
тельности своих десятичных приближений по недостатку, так и последо­
вательности своих десятичных приближений по избытку.

Вопрос. Как с помощью теоремы Вейерштрасса доказать, что Ііт дп = О, 
когда0<^<1?

3.9.** Примеры сходящихся последовательностей. Рассмотрим 
некоторые применения теоремы Вейерштрасса.

Пример 8. При каждом х > 1 найдём предел последовательности ап = ^

Заметим, что ^±1 = -^
^п п

Так как — • — 
п х

при п > 1
х-1 ’

последовательность (ап) — убывающая при номерах п, которые больше 
числа 11» Далее, ап>® для всех п. Поэтому вследствие теоремы о пре­

деле монотонной ограниченной последовательности существует число а 
такое, что а а при п-^°°. Но а,-. = -ап- п + ^ тоже сходится к а.

X п
Поэтому Ііш а . = — • Ііт а • Ііт^^, откуда а = -- а, а(1- — |= 0, а = 0. 

п^оо X п_^ п п^ п X \ х )

Пример 9. Вычислим предел последовательности ап = у[а при а > 1.

Последовательность а, у/а, у/а, ... убывает и ограничена снизу числом 1.

Следовательно, существует такое число г, что у] а -у г при п^°°, где г > 1. Но 
если г > 1, то, выбрав £>0 настолько малым, что г - £ > 1, получим г — £ = 
= 1 + 1, где і>0. Тогда у/а > 1 + і или я > (1 + 1)л> 1 + пі для всех натураль­
ных п, что невозможно, так как 1 + пі за счёт выбора п может быть сде­
лано больше любого наперёд выбранного числа. В результате получаем, 
что з = 1, то есть предел рассматриваемой последовательности равен 1.

Пример 10. Рассмотрим последовательность хл = 1 + ^ + ^ + ... + ^-,

где пІ = 1 ■ 2 ■ 3 ... п. Заметим, что хл+1 л + (й+1)!' Поэтому х^ хп, то

есть последовательность (хп) строго возрастает. Докажем, что эта после­
довательность ограничена.

п - 1 - 1 пВозьмем число , 7 7----- т. Все множители в знамена- к". 12 3...к
теле, начиная со второго, больше двух либо равны двум. Если каж-
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дый такой множитель заменить на 2, то дробь увеличится, поэтому 
1 _ 1 < 1 _ 1

Л! 123...Г122...2 2а"1’ Значит’

Хп 1! 2! п!“
1- —

< 1 + 1 + | + +-+^7 = 1 +--- ^-‘< 1+ ^ = 3.
2 22 2л1 її її

2 2
Таким образом, 0 < хп < 3, и тем самым ограниченность рассматри­

ваемой последовательности (хп) установлена. По теореме Вейерштрасса 
последовательность (хп) сходится.

Предел этой последовательности (хп) называется числом Эйлера, обо­
значается через е и имеет в науке такое же важное значение, как, напри­
мер, всем известное число л.

Можно доказать, что число е иррационально. Приближён­
ное значение числа е по недостатку с точностью до 25 знаков равно 
2,718281828459045235360287.

Вопрос. Как доказать, что у[а -^ 1 при п-^°°, если 0 < а < 1?

Контрольные вопросы и задания ■

1. Сформулируйте определение предела последовательности.
2. Сформулируйте теорему о пределе суммы.
3. Сформулируйте теорему о пределе произведения.
4. Сформулируйте теорему о пределе частного.
5. Сформулируйте теорему о пределе промежуточной последователь­

ности.
6. Какие последовательности называют монотонными?
7. Сформулируйте теорему Вейерштрасса о пределе монотонной и 

ограниченной последовательности.
8. Чему равны пределы последовательностей десятичных приближе­

ний действительного числа х по недостатку и по избытку?
9. ** Какое действительное число называется числом Эйлера и обозна­

чается буквой е?

Задачи и упражнения ■
1 . Найдите предел:
а) Ііт п п : б) Ііт

П—>оо + 5 П—^оо

Зп + 4
71 + 1

; в) Ііт 3/1 + 14
5/1 + 17
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2 . Найдите предел:
О71 Чп і R

а) 1іт^т: б) 1іт¥77: в) 1ітП—> = о + Э П—*°° о +1 П—>оо

4 5П + 6
2 5Л + 1

; г) Ііт 5л + 2-Зл + 3
4 5л + 10 4Л + 15

3. Найдите предел:
ч р Зи2 + би+ 4 р 6п2 + Зп + 12а) Ііт-—?----- —; б) Ііт—^— ----—;

п->оо 5п -п + 2 п->°° 8п +2п + 5
\ р 1 + 2+... +л в) пт-------?----- .

п->°° п
4. Найдите предел:

ч г п3-2п2 + Зп + 10 р Зп3 + 6п + 12
2и3 + 4п + 15 ; Ч^Э^ + іги + Іби + гб5

в) Ііт 7пЧ2пЧЗ. 
9п4 + п + 1

г) Ііт 12 + 22 + 32 + ... + п2

5. Пусть ап . Докажите, что последователь­

ность (ап): а) убывает; б) ограничена; в) сходится; г)* найдите предел этой 
последовательности.

6 .** Докажите, что следующие последовательности не имеют пре­
дела:

а)а„ = 1 + (-1)’; б)а„ = 1+(-1)“; в)а„ = ^; г)а„ = 8Іп^;

7 . Докажите монотонность последовательностей:
а)а„ = ^+ б)а„ = ^і; в)а„ = 2” + 5; г)а„ = 3" + 2";

П ^п

д)а„ = п-2"; ^а* = п^'

8 .** Пусть 0 < д < 1. Начиная с какого номера члены последователь­
ности ап = п ■ дп будут монотонно убывать?

9 .* Докажите, что каждая из следующих последовательностей, задан­
ных рекуррентно, имеет предел, и найдите эти пределы:

а)а' = 1’а" = 2^ 

б)а^1’а" = з^

при и > 2;

при п>2.

93—1 Ч3 —110* Пусть а^^з-Ѵ^з-^ 
л 23 + 1 З3 + 1

п3 —1
п3 + Г Докажите, что последователь-

ность (аД сходится.
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211. а) Найдите с точностью до 0,01 значения - 3 „ при п = 10, 
п = 100, п = 1000;

ѵ п3 + 2б) вычислите Ііт о 3 . л-
и—>оо Т и _ _______

12 .* Дана рекуррентная последовательность: 0^ = ^2, ап+1 = ^2 +ап . 
Докажите, что эта последовательность сходится, и найдите её предел.

13 .** Найдите в зависимости от числа а предел последовательности,
рассмотрев по отдельности случаи |а| > 1 и 0 < |п| < 1:

-а~п 
+ а~п

а) Ііт ап + 1 «\ г ап -—; б) Ііт — 
а -1 п^а

14 .** Найдите предел:

а)Ит—; б)Ит —; B)lim —; г) Ііт— если а > I; 
п—>о° Z п—>оо о я—>°° Ш n—>^CL

д) Ііт , если а > I; е) limng", если |q| < I.
И—>ОО 71! П—>ОО . . л

15 .** Докажите, что последовательность пп = 1 + — : 
а) монотонна; б) ограничена.

Тесты ■
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.

1.1. Чему равен предел последовательности ап =

1)2 4 32Ч 3)1 4)-3 
' 5

4п + 3п2 ? 
2п2-5п-1 '

1.2. Чему равен предел последовательности ап =

1)- 2>-1 3>| 4)0

1.З. * Чему равен предел последовательности ап
1)0 2)2 3)3 4)-2

2п+і — 2” 
Зп + Зл-1 ’

= VF+5”-2?

1.4. Какое из утверждений верно?
1) всякая сходящаяся последовательность монотонна и ограничена
2) всякая монотонная и ограниченная последовательность сходится
3) всякая монотонная последовательность ограничена
4) всякая ограниченная сходящаяся последовательность монотонна

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из последовательностей имеют предел, равный нулю?

1) CLn — —7= • (5/71 + 1 — Тгё)
<71

3) ал = Ѵй ■ (4п + 1 - Ѵй)

2) ап = (Ѵй+Т - Ѵй)

4) пл = и • (Ѵй+Т - Ѵй)
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2.2. * Число а является пределом последовательности (ап), если:
1) для любого положительного числа є и для любого положительного М 

при всех п> М выполняется неравенство \а - а| < є
2) для любого положительного числа є существует такое положитель­

ное М, что при всех п> М выполняется неравенство \а - п| < е
3) для любого положительного числа є существует такое положительное 

М, что при всех п> М выполняется двойное неравенство а~г<а <а +г
4) существует такое положительное М, что для любого положительного 

числа є при всех п> М выполняется двойное неравенство а - £ < ап < а +г
2.3. Какие из последовательностей имеют предел?

2.4. * Пусть последовательность (ап) обладает свойством: для всех номе- 
ап+1

ров п справедливо неравенство ----- > 1, причём а. > 0. Последователь-
ность (ап) может быть: п

1) возрастающей 2) строго возрастающей
3) убывающей 4) строго убывающей

■ § 4. ПОНЯТИЕ О ЧИСЛОВОМ РЯДЕ. 
ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ РЯД

4.1. Числовой ряд. Понятие предела числовой последовательности 
позволяет рассматривать суммы с бесконечным множеством слагаемых. 
Такие суммы называются рядами.

Пример 1. Рассмотрим ряд А + А + Д’ + — + + - '

Сумма первых п слагаемых этого ряда имеет вид
8 = х+х+х+ , 1 

п 1-2 2-3 3-4 п-(п+1)
и называется п й частичной суммой данного ряда. Преобразуем 8п следу­

ющим образом: 5 = и _1ш1_1 +ііі+ 1—-Х|. После раскрытия ско- 
" \ 2/ \2 3/ \п п + 1/

бок одинаковые слагаемые с противоположными знаками взаимно унич­
тожаются, поэтому 5=1- .- Х-. Отсюда ІішЯ = 1іт|1---- Х) = 1.

п (я+1) П П + 1/

148



§ 4. Понятие о числовом ряде. Геометрический ряд ■

Таким образом, последовательность частичных сумм рассматривае­
мого ряда 8Ѵ 82, 83, ..., 8п, ... имеет предел, равный 1. Этот предел назы­
вается суммой исходного ряда, что часто записывают в виде равенства

1-2 2-3 3-4 п(п+1)
Говорят также, что данный ряд сходится к числу 1.
Вопрос. Чему равна сумма ряда (1--^) + | —--| + ... + |^—| + ... ? 

\ 3/ \3 5/ \2п —1 271 + 1/
4.2. Сходимость, расходимость рядов. Для всякой бесконечной 

числовой последовательности (ап) выражение
^1 4 ^ 4 ^з + •■•+^„ + ••• (1)

называется рядом.
Сумма первых п его слагаемых

8 п “ ^і + а% + а^ + ... + Оп 
называется п й частичной суммой ряда (1).

Ряд называется сходящимся, если последовательность (5 ) его частич­

ных сумм имеет предел. В этом случае предел 8 = Иш§л называется сум- 
п—>°°

мой ряда (1). Говорят также, что ряд (1) сходится к числу 8, и пишут 
й| + ^2 + ^3 + '” + &п + • • • = *$•

Последовательность частичных сумм (8п) может не иметь предела. 
В таком случае ряд (1) называется расходящимся.

Например, частичные суммы ряда 1 + 2 + 3 + ... + /г + ... неограниченно 
возрастают. Поэтому последовательность частичных сумм этого ряда не 
имеет предела, а значит, ряд расходится.

Вопрос. Сходится или расходится ряд
1 + (-1) +1 + (-1) +... + (-1),! 1 +...?

4.3. ** Знак суммирования. Для обозначения ряда а^ + а2 + а3+ ... + 
+ ал + ... обычно используется знак 2, при помощи которого данный ряд 
записывается в виде

(2)
П=1

Стоящий над £ знак ©о указывает на то, что рассматривается выраже­
ние, содержащее бесконечное число слагаемых, занумерованных нату­
ральными числами.

Последовательность частичных сумм ряда (2) можно записать общей 
формулой к

Л=1
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Для сходящегося ряда существует предел 
к

8 = Ііт 8к = Ііт V а„. 
к^ к к-^^ п 

п=1

В этом случае сумму ряда можно записать в виде

8 = \ а„ или У а= 8. п п
п=\ П=1

Например, для ряда, рассмотренного в пункте 4.1, справедливо
00 і у___ 1___ = 1 равенство 2. к. (Ь1) ь

Вопрос. Как доказать, что если ряд (2) сходится, то Ііт а = О?

4.4. ** Суммирование ряда специального вида. В отдельных слу­
чаях члены ряда (2) удаётся представить в виде ап = Дп + 1) - Дп), где 
Дх) — функция, зависящая от переменной х. Тогда

5„ = Х«* = (Д2)-Г(1)) + (Г(3)-Д2))+(/(4)-ДЗ))+...+

+(/(п)-/(п-1)) +(/и+ !)-/(«))
После раскрытия скобок получим 8п = Дп + 1) - /(1).
Отсюда следует, что существование суммы рассматриваемого ряда 

зависит от существования предела последовательности (Дп)). В том слу-

чае, когда существует Ііт Дп), существует и сумма ряда Ущ, равная раз- 
л~>°° к=1

ности Ііт Дп) - /(1).
ОО

Вопрос. Чему равна сумма ряда ^7—
П=\

4.5. Геометрический ряд. Ряд, члены которого составляют геомет­
рическую прогрессию, называется геометрическим рядом. Геометричес­
кий ряд имеет вид а + ад + ад2 + ... + ад4-1 + ..., где апд — фиксированные 
числа, причём а/0 и ^0. Число д называется знаменателем геометри­
ческого ряда.

Теорема. При |д| < 1 геометрический ряд сходится и имеет сумму
*=і^- (3»

Доказательство. Пусть |д| < 1, то есть -1 < д < 1. По формуле для 
суммы п начальных членов геометрической прогрессии имеем:

8п = а + ад + ад2 + ... + адп~г = а аУ .
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Отсюда\-^-^ ? •

Поэтому limS = limf —^---- —^— ^"l = lim—^-^—limg" = —^—, так 
п^ п n^\\-q 1-q J n^l-q 1-q n^ 1-q

как lim qn= 0 при |g| < 1.
111

Пример 2. Геометрический ряд 1"2+2^ 2^ + ••• имеет первый член 
я = 1 и знаменатель д = - 4. Поскольку |д| < 1, то этот ряд сходится и, по 

2 2
формуле (3), его сумма равна

3
Пример 3. Геометрический ряд — + 3 3

100 + Іооо + - имеет первый
3 1член а = — и знаменатель ^ = —. Поскольку |д| < 1, то этот ряд сходится

и, по формуле (3), его сумма равна L = 3 = 1
^-в)’9’3’

Вопрос. Как связан ряд из примера 3 с бесконечной десятичной дро­
бью 0,333...?

4.6. Убывающая геометрическая прогрес­
сия. При a>0и0<q<l члены геометрического 
ряда убывают: а> aq> aq2 > ... > aqn~x > ....

В этом случае сумму ряда а + ау + ау2 + ... + 
+ ауп~г + ... иногда называют суммой бесконечно 
убывающей геометрической прогрессии.

Вопрос. Чему равна сумма бесконечно убываю­
щей геометрической прогрессии?

4.7. ** Пример геометрического ряда. Рас-
смотрим пример использования геометричес­
кой прогрессии при вычислении площади одной
необычной геометрической фигуры.

Возьмём квадрат площадью 1 дм2. Разделим 
каждую его сторону на три равные части и обра-
зуем восьмиугольник, как на рис. 1. Площадь

1 1 1каждого отрезаемого «уголка» равна ^ ^ ^ = Zoo
= 2—9 дм2‘ Такнх «уголков» четыре, а поэтому

Рис. 2площадь восьмиугольника равна ДМ2.
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Рис. 3

Разделим каждую сторону восьмиугольника 
на три равные части и образуем шестнадцати­
угольник, как на рис. 2. Площадь каждого вновь 

1отрезаемого «уголка» равна — площади «уголка», 
отрезанного на предыдущем шаге (рис. 3), то есть 
эта площадь составляет дм2. Таких «уголков»
восемь, а поэтому площадь шестнадцатиуголь-

2 22 2ника равна 11 - — - —2 дм •
\ у у

Снова разделим каждую сторону шестнадцатиугольника на три рав­
ные части и образуем 32-угольник. Площадь каждого вновь отрезаемого 

1«уголка» равна д площади «уголка», отрезанного на предыдущем шаге, 

то есть дм2. Всего таких «уголков» шестнадцать, а поэтому площадь

(о 2^ оЗ

9 9 9
ДМ2.

Намеченный процесс можно продолжать шаг за шагом сколь угодно
долго.

Вопрос. Чему равна площадь фигуры, оставшейся от квадрата, если 
представить процесс отрезания «уголков» выполненным бесконечное 
число раз?

4. 8.* Расходимость геометрического ряда. Покажем, что при 
|^| > 1 иа^О геометрический ряд

a + aq->г aq2 + ... + aqn~1 + ...
расходится.

Рассмотрим сначала случай, когда |9| > 1. Тогда можно положить 
|9| = 1 + р, гдер > 0. Из неравенства Бернулли при любом натуральном п 
получаем |9|" = (1 + р)п > 1 + рп.

Так как |£„| = а-адп 
1-9

/"-1 । , 9 -1 .—'^Іаіу—ур, последовательность |8п|

неограниченно растёт с возрастанием п. Следовательно, при |9| > 1 после­
довательность частичных сумм (5л) не является ограниченной, а поэтому 
не имеет предела. Таким образом, при |9| > 1 геометрический ряд расхо­
дится.

Пусть теперь 9 = 1. Тогда£п = ап. Так как а* 0, последовательность (8п) 
не является ограниченной и не имеет предела. В данном случае геометри­
ческий ряд также расходится.

■ 152



§ 4. Понятие о числовом ряде. Геометрический ряд ■

Пусть, наконец, д = -1. Тогда геометрический ряд имеет вид 
а-а + а- а + ...+ (~1)п1 а +....

Частичные суммы этого ряда с нечётными номерами равны а, а с чёт­
ными номерами равны нулю. Поэтому последовательность частичных 
сумм состоит из чередующихся чисел а и 0, а значит, не имеет предела. 
Следовательно, при 7 = —1 геометрический ряд также расходится.

Вопрос. Допустим, что в банк сделан вклад величиной 1 рубль под 1% 
годовых. Через сколько лет величина вклада может превысить миллион 
рублей?

Контрольные вопросы и задания ■

1. Что называется частичной суммой ряда ах + п2 + п3 + ... + ап + — ?
2. Какой ряд называется сходящимся?
3. Что такое сумма сходящегося ряда?
4. Какой ряд называется расходящимся?
5. Какой ряд называется геометрическим рядом?
6. Сформулируйте и докажите теорему о сходящемся геометрическом 

ряде.
7. Что называют бесконечно убывающей геометрической прогрессией?
8. Чему равна сумма бесконечно убывающей геометрической про­

грессии?
9. * Приведите пример расходящегося геометрического ряда.

Задачи и упражнения ■
3 9 271. Найдите сумму геометрического ряда ^ ~4 + ^ “ 04 + ■•• •

2. Вычислите сумму площадей последовательности треугольников, в 
которой первым является равносторонний треугольник со стороной, рав­
ной 1, а каждый последующий треугольник имеет своими вершинами 
середины сторон предыдущего треугольника.

3. Найдите сумму площадей последовательности квадратов, в кото­
рой первым является квадрат со стороной 1, а каждый последующий 
квадрат имеет своими вершинами середины сторон предыдущего квад­
рата.

4. Найдите сумму геометрического ряда:
1 4 4а) 100-10 + 1- ^ + ...; 6)12 + 4 + 1 + 1 + ....

5. Сумма бесконечно убывающей геометрической прогрессии равна 120, 
а первый член прогрессии равен 3. Найдите знаменатель прогрессии.
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6.* Фигура на рис. 4 составлена из бесконечного множества квадратов. 
Сторона первого из них равна 1, а сторона каждого последующего квадрата 

равна ^ стороны предыдущего квадрата. Найдите площадь такой фигуры.

Рис. 4

1 3
4 9_

16 О О О О о

2
7 .* На куб с ребром 1 поставили куб с ребром на него — куб с реб-

4 8ром —, затем — куб с ребром — и так далее. Найдите сумму объёмов всех У і
кубов и высоту получившегося геометрического тела.

7
8 . Найдите геометрический ряд, который имеет сумму — и начина­

ется с единицы.
9 .* Для каких углов а сходится геометрический ряд 1 + sina + sin2 ос + 

+ sin3 а + ... и чему равна его сумма?

10 .** В острый угол величиной а последовательно вписаны окруж­
ности, касающиеся друг друга (рис. 5). Радиус первой окружности 
равен Яг

а) Найдите радиусы Я2, Я3, Я4, ... остальных окружностей;
б) покажите, что последовательность радиусов образует бесконечно 

убывающую геометрическую прогрессию;
в) найдите сумму Яг + Я2 + Я3 + Я4 + ... .
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11 .* В геометрическом ряду 1-1 + 1-1 + 1-1 + ... расставьте скобки 
так, чтобы получился ряд:

а) сходящийся к нулю; б) сходящийся к 1.
12 .** Докажите, что ряд 1+^ + ^ + ^+...+ у +... расходится.

13 .** Пусть О,ое1а2а3... — некоторое действительное число. Дока- 
а. а9

жите, что ряд + ... сходится и его сумма равна данному
числу.

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Чему равен предел последовательности ап = (0,999)” ?
1)0 2)9 3)^ 4)1

1.2. Чему равен предел последовательности ап = (1,0001)” ?

1)0 2) 1 3) ІЖ 4) последовательность не сходится
1.3. Чему равна сумма геометрического ряда 1~^ + ^_^ + -*- +

2”-1
1)0 2)1 3>1 4) не существует

1.4. * Чему равна сумма ряда —г— 1+—-т ѵ 
Ѵ34 7-5

1)0,5 2) 1 3) 1,5 4)2

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Геометрический ряд вида а + ад + ад2 + ад3 + ... + адп~г + ... (а / 0) 

сходится при д, равном:
1)1 2)3 3)^ 4)|

2.2. * Геометрический ряд вида а + ад + ад2 + ад3 + ... + адп~ѵ + ... (а ^ 0) 
расходится при д, равном:

1)0,5 2)1 3)1,0001 4)0,9999
2.3. При каких значениях д геометрический ряд 1 - 27 + 472 - 873 + ... 

сходится?
1)7= 0,3 2) 7 = -0,4 3) 7 = 0,5 4) 7 = - 0,6
2.4. ** Какие значения в зависимости от параметра а может иметь предел 

последовательности Ьп = !
1) 0 2) 0,5 3) 1 4) не существует
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■ Мини-исследования к главе

Мини-исследование 8
Попробуйте найти формулу п-го члена последовательности Фибо­

наччи, действуя по следующей схеме.
1) Если две последовательности (ап) и (Ьп) задаются теми же рекур­

рентными соотношениями, что и последовательность чисел Фибо­
наччи:

а„+9=я +і+л; Ь.9=Ьп...+Ь. (*)п+& и+1 и7 пп+1 П7 ' '
то и сумма этих последовательностей (ап + Ьп) задаётся рекуррентным 
соотношением, аналогичным (*).

2) Если последовательность (ап) задаётся тем же рекуррентным соотно­
шением, что и последовательность чисел Фибоначчи, и с — фиксирован­
ное число, то и последовательность (сап) задаётся аналогичным рекуррен­
тным соотношением.

3) Найдите две геометрические прогрессии, начинающие сіи удов­
летворяющие рекуррентному соотношению типа (*). Знаменатель одной 
обозначьте, например, через др знаменатель другой обозначьте через q2.

4) Получите последовательность чисел Фибоначчи как сумму двух 
прогрессий (ос^"-1) и (р^"-1), определив а и р из условий: f1 = а + р, 
/2 = «9і+ Р92-

Мини-исследование 9
Пусть члены последовательности (ал) положительны и выполняется 

ап+1
неравенство Ііт —— = ^ < 1.

1) Докажите, что последовательность (ал) является бесконечно малой.

ап

2) Установите, что последовательности с общим членом ап — —, а]
2" ~ 1

= — являются бесконечно малыми.
П1

и10
” 2П ’

Мини-исследование 10
Последовательность (ап), где ал^ 0 при всех п, называется бесконечно 

большой, если последовательность — — бесконечно малая.

а) Приведите примеры бесконечно больших последовательностей;
б) докажите, что бесконечно большая последовательность неограни- 

чена;
в) приведите пример неограниченной последовательности, которая не 

является бесконечно большой;
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г) докажите, что произведение двух бесконечно больших последова­
тельностей есть бесконечно большая последовательность;

д) докажите, что сумма двух положительных бесконечно больших 
последовательностей есть бесконечно большая последовательность;

е) приведите пример двух бесконечно больших последовательностей, 
для которых разность не является бесконечно большой;

ё) приведите пример двух бесконечно больших последовательностей, 
для которых разность является бесконечно большой;

ж) приведите пример двух бесконечно больших последовательностей, 
для которых частное не является бесконечно большим;

з) приведите пример двух бесконечно больших последовательностей, 
для которых частное является бесконечно большим.

Мини-исследование 11 (алгоритм Герона)
Пусть последовательность (хл) задана рекуррентным соотношением

где а — данное положительное число, а х1 — произвольное положитель­
ное число.

Докажите, что независимо от выбора х1 последовательность (хл) схо­
дится к 4а. Для доказательства установите:

1) если последовательность (хл) сходится, то её предел р должен 

являться положительным корнем уравнения р = —+ —I;

2) какое бы мы ни выбрали х1 — больше или меньше 4а, получим
г (хп-і~4а)2

хп~\а -——---- для всякого п > 2;

3) хп > 4а при каждом и > 1;

4) ^-^+і = ^
Хп~а 
2х п

5) последовательность (хл) убывает при п > 1;
6) последовательность х2, х3, ..., хп, ... ограничена снизу числом 4а;
7) используя равенство из пункта 2, покажите справедливость нера­

венства
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из которого следует, что погрешность в вычислениях в алгоритме Герона 
на (п + 1)-м шаге не превосходит величины, пропорциональной квадрату 
погрешности, полученной на п-м шаге алгоритма, с коэффициентом про­
порциональности —

2у/а
Мини-исследование 12
Дан треугольник АВС. Пусть А1 — середина ВС, В{ — середина АС, 

Сг — середина АВ; в результате треугольник А1В1С1 — треугольник 
средних линий для АВС. Аналогично строятся треугольники А2В2С2 — 
треугольник средних линий для А1В1СѴ треугольник А3В3С3 — тре­
угольник средних линий для треугольник А2В2С2 и так далее.

1) Докажите, что последовательность точек Ар А2, А3, ... расположена 
на медиане ААг треугольника АВС, проведённой из вершины А, и имеет 
предельную точку Ао в том смысле, что последовательность расстояний 
от точки Ап до точки Ао стремится к нулю при п, стремящемся к беско­
нечности.

2) Докажите, что А40 : А^ = 2:1.
3) Докажите, что каждая из последовательностей точек Вѵ В2, В3, ..., 

Ср С2, С3, ... также имеет предел, предельные точки Во и Со также делят 
соответственные медианы в отношении 2:1.

4) Докажите, что предельные точки Ао, Во и Со совпадают.
Отсюда как следствие получить, что медианы треугольника АВС пере­

секаются в одной точке и делятся ею в отношении 2:1, считая от вершин 
треугольника.
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Глава
ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ В ПРОСТРАНСТВЕ "

В этой главе мы продолжим изучение стереометрии, рассмотрим важные по­
нятия перпендикулярности прямых, перпендикулярности прямой и плоскости 
и перпендикулярности плоскостей. Вы узнаете, как в пространстве находить 
расстояние от точки до прямой, от точки до плоскости и как вычислять высоту 
пирамиды и призмы.

§ 1. ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПРЯМОЙ и плоскости ■

1.1. Вертикальное положение. Используя отвес, можно составить 
представление о вертикальном направлении в каждой точке земной 
поверхности. По отношению к горизонтальному участку поверхности 
вертикальное положение обладает особенностями, которые в стереомет­
рии связаны с понятием перпендикулярности.

Вопрос. На горизонтальную поверхность стола положили куб. Какие 
рёбра куба при этом принимают вертикальное положение?

1.2. Перпендикулярность прямых в пространстве. Две пересека­
ющиеся прямые в пространстве называют перпендикулярными, если они 
перпендикулярны в той плоскости, где расположены.

Приведённое определение даёт один из возможных способов проведе­
ния в пространстве перпендикуляра из заданной точки к данной прямой.

Пример 1. Пусть АВСВА1В1С1В1 — куб. Провести из вершины Сх пер­
пендикуляр к прямой ВВ.

Обозначим длину ребра куба через а. Рассмотрим плоскость ВС^В. 
В этой плоскости отрезки ВС^ С^В, ВВ равны 
а^2 как диагонали квадратов со стороной а. Поэ­
тому треугольник ВСГВ равносторонний. Отсюда 
следует, что перпендикуляром в Пространстве, 
проведённым из точки С^ к прямой ВВ, является 
высота С^ треугольника ВС^В, которая в дан­
ном примере совпадает с медианой (рис. 1).

Две скрещивающиеся прямые называют пер­
пендикулярными, если параллельные им пересе­
кающиеся прямые перпендикулярны.

Вопрос. Как доказать, что в пространстве 
через точку А, не лежащую на прямой а, можно Рис. 1

159



■ Глава 6. Перпендикулярность в пространстве

провести единственную прямую Ь, которая пересекает прямую а и пер­
пендикулярна а?

1.3. Перпендикулярность прямой и плоскости. Посмотрев на 
дерево, растущее на горизонтальном участке земной поверхности, чаще 
всего можно заметить, что ствол дерева перпендикулярен любому направ­
лению, выходящему из основания ствола вдоль поверхности земли. Ана­
логичное свойство в стереометрии принимается за определение.

Прямая а, пересекающая плоскость а, называется перпендикулярной 
плоскости а, если а перпендикулярна каждой прямой плоскости а, про­
ходящей через точку пересечения прямой а и плоскости а.

Для обозначения перпендикулярности прямой и плоскости исполь­
зуют символ ±. В том случае, когда прямая а перпендикулярна плос­
кости а, говорят также, что плоскость ос перпендикулярна прямой а.

Отрезок в пространстве называют перпендикулярным плоскости, если 
он лежит на прямой, перпендикулярной этой плоскости.

Вопрос. Как доказать, что в Ky6eABCDA1B1C1D1 диагональ АВ х грани 
АА^В^В не перпендикулярна плоскости ABCD?

1.4. Следствия из перпендикулярности прямой и плоскости. 
Наличие прямой, перпендикулярной плоскости, позволяет указать много 
взаимно перпендикулярных пересекающихся прямых.

Пример 2. Пусть известно, что у пирамиды 
SABC отрезок SA перпендикулярен плоскости 
АВС. Выберем на ребре ВС произвольную точку М 
и соединим её с вершинами А и S (рис. 2). Так как 
SA ± АВС, по определению прямая SA перпен­
дикулярна каждой прямой плоскости АВС, про­
ходящей через точку А. Одной из таких прямых 
является прямая АМ. Поэтому треугольник AMS 
прямоугольный с прямым углом при вершине А.

Вопрос. Пусть в пирамиде SABC из рассмот­
ренного примера АВ - ВС = АС = SA = 1. Чему 
равна длина проведённой из вершины S медианы 
грани SBC?

1.5. Признак перпендикулярности прямой и плоскости. Для дока­
зательства перпендикулярности прямой и плоскости чаще всего исполь­
зуется следующий основной признак.

Если прямая а перпендикулярна двум пересекающимся прямым, 
лежащим в плоскости а и проходящим через точку пересечения пря­
мой а и плоскости а, то прямая а перпендикулярна плоскости а.
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Доказательство. Пусть прямая а пересекает 
плоскость а в точке Н и перпендикулярна раз­
личным прямым тип плоскости ос, проходящим 
через точку Н. Проведём в плоскости ос через 
точку Н произвольную прямую Ь. Докажем, что 
b 1 а. Для доказательства выберем на прямой b 
точку С, отличную от точки Н, и проведём через 
точку С прямую, пересекающую прямые т и 
п в точках А и В (рис. 3). После этого отложим 
на прямой а равные отрезки НМ и НК (рис. 4). 
В треугольнике МАК отрезок АН является меди­
аной, так как МН = НК, и высотой, так как по 
условию а Y т. Поэтому треугольник МАК рав­
нобедренный, откуда МА = АК. Аналогично в 
треугольнике МВК отрезок ВН является и меди­
аной, и высотой, а поэтому МВ = ВК. В резуль­
тате получаем, что треугольники АВМ и АВ К 
равны по третьему признаку равенства тре­
угольников. Из равенства этих треугольников 
следует равенство углов ВАМ и ВАК. Поэтому 
треугольники АСМ и АСК имеют равные углы 
при вершине А и соответственно равные сто­
роны: АС — общая, АМ =АК. Следовательно, по 
первому признаку равенства треугольников тре­
угольники АСМ и АСК равны. Значит, их соот-
ветственные стороны СМ и СК также равны, то есть СМ = СК.

Рассмотрим теперь треугольник МСК. Он равнобедренный, так 
как СМ = СК, а отрезок СН — медиана треугольника МСК, так как 
МН = НК по построению. Поэтому, по свойству медианы равнобедрен­
ного треугольника, получаем СН ± МК, то есть Ь ± а.

Итак, мы выбрали произвольную проходящую через точку Н пря­
мую Ь плоскости ос и показали, что а ± Ь. Поэтому, по определению из 
пункта 1.3, прямая а перпендикулярна плоскости а.

Вопрос. Как доказать, что в кубе АВСВА1В1СД)1 ребро А4^ перпенди­
кулярно плоскости АВСВ?

1.6. Построение плоскости, перпендикулярной к прямой. Пока­
жем, как через данную точку пространства провести плоскость, перпен­
дикулярную заданной прямой. Сначала рассмотрим конкретный пример.

Пример 3. В кубе АВСВА1В1С1В1 через середину ребра АВ проведём 
плоскость, перпендикулярную прямой АС.
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Обозначим середину АВ через Мив плос­
кости АВС В основания куба проведём отрезок 
МК параллельно ВБ (рис. 5). Так как отрезок 
ВВ перпендикулярен АС, то МК перпендикуля­
рен АС. Отрезки МК и АС пересекаются в точке Р 
так, что АР = 4 АС. После этого рассмотрим плос- 

4
кость ААгСгС (рис. 6). Так как АА^АВСВ, то 
АА1 ± АС. Отсюда следует, что ААгСгС — прямо­
угольник. Поэтому проходящая через точку Р и 
перпендикулярная АС прямая РРГ параллельна 
ААѴ Построив точку Рѵ проведём через неё пря­
мую М1К1 параллельно МК (рис. 7).

Плоскость ММ^^К проведена через две пере­
секающиеся прямые МК и РРѴ которые пер­
пендикулярны АС, поэтому плоскость ММ^^К 
перпендикулярна АС.

Теперь рассмотрим общий случай. Пусть даны 
точка А и прямая а. Через точку А проведём плос­
кость, перпендикулярную прямой а. Рассмот­
рим случай, когда точка А не лежит на прямой а. 
Проведём через прямую а и точку А плоскость а. 
В плоскости а построим прямую Ъ, которая про­
ходит через точку А, перпендикулярна прямой а 
и пересекает её в точке В (рис. 8). Затем проведём 
через прямую а плоскость р, отличную от плос­
кости а. В плоскости Р построим прямую с, кото­
рая проходит через точку В и перпендикулярна
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прямой а (рис. 9). После этого проведём плоскость у, проходящую через 
прямые Ъ и с (рис. 10). Так как а 1 & и а 1 с, по признаку из пункта 1.5 
получаем, что а ± у.

Заметим, что проводя через прямую а всевозможные плоскости Р и 
проводя в каждой из них через точку В прямую перпендикулярно а, мы 
будем получать всевозможные прямые, лежащие в плоскости у, которые 
проходят через точку В.

Через каждую точку пространства можно провести единственную 
плоскость, перпендикулярную заданной прямой. Это будет доказано в 
следующем пункте.

Вопрос. Пусть точка А лежит на прямой а. Как в этом случае провести 
через точку А плоскость, перпендикулярную прямой а?

1.7. ** Единственность плоскости, про­
ходящей через заданную точку и перпен­
дикулярную данной прямой. Докажем, что 
в пространстве через заданную точку А можно 
провести единственную плоскость, перпендику­
лярную заданной прямой а.

Сначала заметим, что если некоторая пря­
мая т перпендикулярна плоскости л, то любая 
плоскость, содержащая прямую т, пересекает 
плоскость л по прямой, перпендикулярной т.

Рассмотрим плоскость у, проходящую через 
точку А и прямую а. Предположим, что через 
точку А можно провести две различные плос­
кости а и р, перпендикулярные прямой а.

Плоскости ОС И Р пересекают плоскость у по 
прямым, которые проходят через точку А и 
перпендикулярны прямой а. В силу единствен­
ности перпендикуляра эти прямые совпадают с 
прямой Ь, которая проходит в плоскости у через 
точку А и перпендикулярна прямой а (рис. 11).

Рассмотрим теперь отличную от плоскости у плоскость 5, проходящую 
через прямую а (рис. 12). Тогда плоскость 5 пересекает плоскости ос и Р по 
различным прямым тип. Так как ос ± а, то т ± а, и, аналогично, так 
как Р ± а, то п ± а. В результате в плоскости 6 получаем два различных 
пересекающихся перпендикуляра к прямой а, что невозможно.

Таким образом, предположение о существовании двух различных 
плоскостей, перпендикулярных прямой а и проходящих через точку А, 
приводит к противоречию.
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Вопрос. Как доказать, что через точку на прямой проходит единствен­
ная плоскость, перпендикулярная данной прямой?

1.8. Три попарно перпендикулярные прямые в пространстве. Из 
пункта 1.6 следует, что, выбрав в пространстве прямую а и точку А, можно 
построить плоскость а, перпендикулярную прямой а и проходящую через 
точку А. Пусть М — точка пересечения плоскости а и прямой а. Взяв в 
плоскости а проходящие через точку М две перпендикулярные прямые т 
и п, получим три попарно перпендикулярные прямые а, тип.

Вопрос. Как доказать, что прямые тип перпендикулярны прямой а ?
1.9. Построение прямой, перпендикулярной к плоскости. Способ 1. 

Пусть заданы плоскость а и точка А этой плоскости. Построим перпенди­
куляр к плоскости а, проходящий через точку А.

Проведём в плоскости а через точку А пря­
мую т. Затем построим плоскость р, которая 
проходит через точку А, перпендикулярна пря­
мой т. Плоскость Р пересекает а по прямой п, 
которая перпендикулярна т (рис. 13).

Рис. 13

Проведём в плоскости Р прямую а, которая про­
ходит через точку А и перпендикулярна прямой п. 
Построенная указанным способом прямая а пер­
пендикулярна плоскости а. Действительно, с

одной стороны, по построению прямая а перпендикулярна прямой п плос­
кости а. С другой стороны, так как т ± р, прямая т перпендикулярна пря­
мой а. Таким образом, прямая а перпендикулярна двум пересекающимся 
прямым тип, расположенным в плоскости ос. По основному признаку пер­
пендикулярности прямой и плоскости а 1 а.

Вопрос. Как доказать, что через заданную точку А плоскости а можно 
провести только одну прямую, перпендикулярную ОС?

1.10. Перпендикуляр и наклонная. Рас­
смотрим плоскость ос и точку А вне этой плос­
кости. Пусть прямая а проходит через точку А, 
перпендикулярна плоскости ос и пересекает 
плоскость а в точке Н. Отрезок АН называют 
перпендикуляром, опущенным из точки А на 
плоскость а. Точку Н называют основанием 
этого перпендикуляра.

Если отрезок АН — перпендикуляр к плос­
кости а, то для любой точки М плоскости а, не
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совпадающей с точкой Н, отрезок АМ называют наклонной, проведённой 
из точки А к плоскости ос (рис. 14).

Перпендикуляр к плоскости обладает следующим свойством.
Длина перпендикуляра, проведённого из точки А к плоскости, 

меньше длины любой наклонной, проведённой из точки А к этой же 
плоскости.

Доказательство. Пусть АН — перпендикуляр, а отрезок АМ — 
наклонная, проведённая из точки А к плоскости ос (рис. 14). Так как пря­
мая НМ лежит в плоскости ос, то НМ ± АН. Поэтому треугольник АНМ 
прямоугольный. Отсюда следует, что катет АН меньше гипотенузы АМ.

Доказанное свойство иногда формулируют в сокращённом виде: 
перпендикуляр к плоскости короче наклонной.
Вопрос. Пусть про точку Р плоскости ос известно, что расстояние от 

точки А до точки Р не больше, чем расстояние от точки А до любой другой 
точки плоскости ос. Как доказать, что АР ± ос?

1.11. Расстояние от точки до плоскости.
Свойство перпендикуляра к плоскости, дока­
занное в предыдущем пункте, служит основой 
для следующего определения.

Пусть точка А не лежит в плоскости а. Рас­
стоянием от точки А до плоскости а называ­
ется длина перпендикуляра, проведённого из 
точки А к плоскости а.

Расстояние от точки В плоскости ос до этой 
плоскости считают равным нулю.

Вопрос. Пусть АиВ — две различные точки. 
Как провести через точку В плоскость, расстоя­
ние до которой от точки А будет наибольшим?

1.12. Высота пирамиды. Пусть 8АВСВ — 
четырёхугольная пирамида с вершиной 8. Пер­
пендикуляр 8Н, проведённый из вершины 8 к 
плоскости основания АВСВ (рис. 15), называ­
ется высотой пирамиды вАВСВ. Основание Н 
перпендикуляра 8Н называется основанием 
высоты пирамиды.

Иногда для краткости длину высоты пира­
миды также называют высотой. Высота пира­
миды, в основании которой лежит произвольный многоугольник, опре­
деляется аналогично.
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Пример 4. В основании пирамиды SABCD лежит квадрат ABCD, а боко­
вые рёбра пирамиды равны (рис. 16). Построить высоту этой пирамиды.

Из условия следует, что треугольники ASC и BSD равнобедренные. Так 
как основания АС и BD этих треугольников делятся точкой их пересече­
ния Р пополам, SP 1.АС и SP VBD. Поэтому прямая SP перпендикулярна 
плоскости ABCD по основному признаку перпендикулярности прямой и 
плоскости. Следовательно, отрезок SP — высота данной пирамиды.

Четырёхугольная пирамида, в основании которой лежит квадрат, а 
основание высоты совпадает с центром квадрата, называется правиль­
ной четырёхугольной пирамидой. Аналогично определяется правильная 
n-угольная пирамида.

Пирамида называется правильной, если в её основании лежит пра­
вильный многоугольник, а основание высоты совпадает с центром мно­
гоугольника, лежащего в основании.

Вопрос. Чем правильная треугольная пирамида может отличаться 
от правильного тетраэдра?

■ Контрольные вопросы и задания

1. Как определяется перпендикулярность пересекающихся прямых в 
пространстве?

2. Сформулируйте определение перпендикулярности прямой и плос­
кости.

3. Сформулируйте основной признак перпендикулярности прямой и 
плоскости.

4. * Докажите основной признак перпендикулярности прямой и плос­
кости.

5. Как через данную точку пространства провести плоскость, перпен­
дикулярную заданной прямой?

6. ** Докажите, что через данную точку можно провести единствен­
ную плоскость, перпендикулярную заданной прямой.

7. Как восстановить перпендикуляр к плоскости из точки этой плос­
кости?

8. Как построить три взаимно перпендикулярные прямые?
9. Что такое наклонная?
10. Докажите, что длина перпендикуляра к плоскости меньше длины 

любой наклонной.
11. Как определяется расстояние от точки до плоскости?
12. Что называется высотой пирамиды?
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Задачи и упражнения ■

1. В треугольной пирамиде 8АВС ребро 8А перпендикулярно плос­
кости АВС и ВА = 2, АВ = 3, ВС = 4, АС = 5. Найдите длины рёбер 8В и 8С.

2. В четырёхугольной пирамиде ЗАВСВ точка М — середина ребра АВ, 
а отрезок 8М перпендикулярен плоскости АВСВ. Известно, что АВСВ — 
квадрат со стороной 4, а ребро 8С = 9. Найдите длины рёбер 8А, 8В и 8В.

3. Основанием треугольной пирамиды 8АВС является правильный 
треугольник АВС, и боковые рёбра 8А, 8В, 8С равны. Пусть точки М, N, 
К — середины рёбер АВ, ВС и АС соответственно. Докажите, что:

а) прямая АВ перпендикулярна плоскости ВМС;
б) прямая МЫ перпендикулярна плоскости 8ВК.
4. В треугольной пирамиде АВСВ ребро СВ перпендикулярно плос­

кости АВС и угол АВС прямой. Докажите, что ребро АВ перпендикулярно 
плоскости ВСВ.

5. Докажите, что в правильной шестиугольной пирамиде боковые 
рёбра равны.

6. Пусть 8АВСВ — правильная четырёхугольная пирамида, точки М 
и К — середины рёбер АВ и СВ соответственно. Докажите, что:

а) плоскость 8МК перпендикулярна ребру АВ;
б) прямая АС перпендикулярна плоскости 8ВВ.
7. Точка М пространства равноудалена от всех вершин правильного 

треугольника АВС. Прямая I проходит через точку М, перпендикулярна 
плоскости АВС и пересекает её в точке О. Докажите, что О — центр тре­
угольника АВС.

8. В треугольной пирамиде АВСВ ребро СВ перпендикулярно плос­
кости АВС и угол АВС прямой. Постройте плоскость, которая:

а) проходит через середину ребра АВ и перпендикулярна прямой АВ;
б) проходит через середину ребра СВ и перпендикулярна прямой СВ;
в) проходит через середину ребра ВВ и перпендикулярна прямой АС.
9. В правильной треугольной пирамиде 8АВС с вершиной 8 постройте 

плоскость, которая:
а) проходит через середину ребра ВС и перпендикулярна прямой ВС;
б) проходит через середину ребра ВС и перпендикулярна прямой АС;
в) проходит через середину ребра АВ и перпендикулярна прямой АВ;
г) проходит через вершину С и перпендикулярна прямой ВА;
д) проходит через середину ребра АВ и перпендикулярна прямой ВА.
10. В правильной четырёхугольной пирамиде 8АВСВ с вершиной 8 

все рёбра равны. Постройте плоскость, которая:
а) проходит через середину ребра АО и перпендикулярна прямой АО;
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б) проходит через середину ребра АВ и перпендикулярна прямой АС;
в) проходит через вершину С и перпендикулярна прямой SB;
г)* проходит через вершину А и перпендикулярна прямой SC;
д)** проходит через середину высоты SH и перпендикулярна прямой SB.
11. В кубе ABCDA1B1C1D1 постройте плоскость, которая:
а) проходит через середину ребра CD и перпендикулярна прямой ABj 
б)* проходит через середину ребра ВС и перпендикулярна прямой АСГ;
в)** проходит через середину отрезка MN перпендикулярно MN, где 

точки М и N — середины рёбер А^ hAD.
12 .* В основании правильной треугольной пирамиды SABC лежит 

равносторонний треугольник АВС со стороной 2, боковые рёбра пира­
миды равны 3. Найдите расстояние от вершины А до плоскости SBC.

13 .* В основании правильной четырёхугольной пирамиды SABCD 
лежит квадрат со стороной 2, боковые рёбра пирамиды равны 5. Найдите 
расстояние от середины ребра АВ до плоскости SCD.

14 .* В кубе с основанием ABCD и боковыми рёбрами А4р ВВѴ ССр 
DDX на ребре ССХ выбрана точка Е так, что СЕ = 2С1Е. Через диагональ 
B1D1 верхнего основания и точку Е проведена плоскость ос. Найдите 
расстояние от вершины А до этой плоскости, если длина ребра куба 
равна 1.

15 .** В кубе A1B1C1D1ABCD точка М — середина ребра А1В1, точка 
К — середина ребра A1D1. Можно ли в трапецию MKDB вписать окруж­
ность?

16 .** Найдите множество всех точек пространства, равноудалённых 
от двух данных точек.

17 .** Найдите на данной плоскости множество всех точек, удалённых 
на заданное расстояние от данной точки, лежащей вне плоскости.

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Сколько рёбер куба перпендикулярны одной из его граней?
1)2 2)4 3)6 4)8
1.2. Сколько всего различных прямых можно провести через вершины 

кубаАВСВА1В1С1В1 перпендикулярно плоскости АВ^С^У!
1)4 2)6 3)8 4)12
1.3. Сколько рёбер четырёхугольной пирамиды могут быть одновре­

менно перпендикулярны основанию?
1)одно 2) два 3)три 4) четыре
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1.4. Чему равна высота правильной треугольной пирамиды, у которой 
боковые рёбра попарно перпендикулярны и равны Ѵб?

1) Ѵ2 2) ѴЗ 3) 2^2 4) 2 Ѵз

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Если одна прямая перпендикулярна к плоскости, а другая парал­

лельна этой плоскости, то:
1) эти прямые всегда пересекаются
2) эти прямые могут быть скрещивающимися
3) эти прямые перпендикулярны
4) третья прямая, перпендикулярная одной из этих прямых, парал­

лельна другой прямой
2.2. Дан куб АВСВА}В^ВС}И}. Какие из плоскостей перпендикулярны 

прямой АС^
1)ААХВ 2)АгВВ ЗУВ^С ^ВВ^
2.3. Какие пары прямых в правильном тетраэдре АВСВ перпендику­

лярны?
1) АВ и СВ 2) АВ и АВ 3)АСиВВ А) АВ и ВС
2.4. Какие из указанных прямых перпендикулярны ребру АА1 куба 

АВСВА^С^?
1)СВ 2) ВС З^В 4)В1В1

§ 2. СВОЙСТВА ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТИ ПРЯМОЙ ■ 
И ПЛОСКОСТИ

2.1. Пример построения перпендику­
ляра к прямой в пространстве. Напомним, 
что прямая а называется перпендикулярной 
плоскости ос, если а перпендикулярна каждой 
прямой, которая проходит в плоскости ос через 
точку пересечения прямой а с плоскостью ос. Это 
определение содержит одно из самых важных и 
часто используемых свойств взаимно перпенди­
кулярных прямой и плоскости.

Пример 1. В кубе АВСВА1В1С1В1 из середины 
ребра А1В1 провести перпендикуляр к прямой АС.

Вспомним пример, который мы рассматривали в пункте 1.6. В этом 
примере была построена плоскость, которая перпендикулярна АС и про­
ходит через середины рёбер АВ, АВ, АуВѵ АХВХ (рис. 1).
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Рис. 2

По определению перпендикулярности пря­
мой и плоскости каждая прямая плоскости 
ММ^К^К, проходящая через точку Р пересе­
чения ММ^К^К и АС, перпендикулярна АС. 
В частности, М^Р ± АС. Искомый перпендику­
ляр к прямой АС сразу получен.

Вопрос. Как доказать, что отрезок М^М пер­
пендикулярен плоскости АВСВ (рис. 1)?

2.2. Перпендикулярность прямой к 
параллельным плоскостям. В этом пункте 
докажем следующее свойство.

Если прямая перпендикулярна к одной из 
двух параллельных плоскостей, то она перпен­
дикулярна и к другой плоскости.

Обозначим прямую через а, а плоскости — 
через аир. Пусть а ± а и а || р. Проведём через 
прямую а две различные вспомогательные 
плоскости у и 5. Тогда плоскость у пересечёт 
плоскости а и р по параллельным прямым т и 
т^, а плоскость 5 пересечёт плоскости а и Р по 
параллельным прямым п и пг (рис. 2). Так как 
а 1 а, то а 1 т и а 1 п. Поэтому а ± т^^и а 1. пѵ 
Следовательно, прямая а перпендикулярна 
двум пересекающимся прямым в плоскости р,

откуда а 1 р.
Пример 2. Рассмотрим пирамиду ЗАВС, у которой ребро ЗА перпенди­

кулярно основанию АВС (рис. 3). Докажем, что плоскость, проходящая 
через середины рёбер ЗА, ЗВ, ЗС, перпендикулярна прямой ЗА.

Пусть точки М, N ,К — середины рёбер ЗА, ЗВ, ЗС. Тогда МЫ — сред­
няя линия треугольника ЗАВ, поэтому МЫ || АВ. Аналогично МК || АС. 
Поэтому плоскость МЫК параллельна плоскости основания АВС. Так 
как прямая ЗА перпендикулярна плоскости АВС, ЗА перпендикулярна 
также плоскости МЫК.

Сформулируем свойство, обратное к свойству, рассмотренному в этом 
пункте:

если прямая перпендикулярна к двум различным плоскостям, то эти 
плоскости параллельны.

Вопрос. Что можно сказать о двух прямых на плоскости, которые 
перпендикулярны третьей прямой этой плоскости?
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2.3. ** Параллельность плоскостей, перпендикулярных к одной 
прямой. Докажем, что если прямая а перпендикулярна к двум различ­
ным плоскостям ос и р, то а || |3.

Доказательство. Предположим, что плоскости ос и р не параллельны, 
то есть пересекаются. Тогда существует общая точка М этих плоскостей, 
и мы получаем, что через точку М проходят две различные плоскости, 
перпендикулярные прямой а. Но плоскость, которая проходит через дан­
ную точку перпендикулярно заданной прямой, определяется единствен­
ным образом. Так как предположение о том, что плоскости ос и Р пересе­
каются, приводит к противоречию, ОС || р.

Вопрос. В каком случае через две данные точки можно провести плос­
кость, перпендикулярную заданной прямой?

2.4. Перпендикулярность прямых, которые параллельны двум 
перпендикулярным прямым. В пространстве взаимно перпендикуляр­
ные пересекающиеся прямые обладают следующим свойством.

Если две пересекающиеся прямые аиЬ перпендикулярны и соответ­
ственно параллельны двум пересекающимся прямым тип, то прямые т 
и п также перпендикулярны.

Первый случай. Пусть прямые а, Ь и т лежат в одной плоскости ос. 
Тогда прямая п имеет общую точку с плоскостью ос и параллельна пря­
мой Ь этой плоскости. Отсюда следует, что прямая п также лежит в плос­
кости ос. Поэтому все четыре прямые а, Ь, т, п содержатся в одной плос­
кости, и мы получаем перпендикулярность прямых тип как следствие 
свойства углов на плоскости с соответственно параллельными сторо­
нами.

Второй случай. Пусть прямые а и Ь лежат в 
плоскости ос, прямые тип лежат в плоскости р, 
а плоскости ос и Р различны. Так как а || т и Ь || п, 
по соответствующему признаку ос || р.

Обозначим точку пересечения прямых а и 
Ь через А, точку пересечения прямых тип 
через М (рис. 4). Рассмотрим плоскость, содер­
жащую параллельные прямые а и т. Выберем 
на прямой а точку В и проведём через точку В 
прямую параллельно АМ, пересекающую пря­
мую т в точке ^. Получим параллелограмм 
АВИМ, откуда АВ = МП и ВИ = АМ. Затем рас­
смотрим плоскость, содержащую параллельные прямые Ь и п. Выберем 
на прямой Ь точку С и проведём через точку С прямую параллельно АМ,
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пересекающую прямую п в точке К. Получим параллелограмм АСКМ, 
откуда АС = МК и СК =АМ.

После этого рассмотрим точки В, С, М, К. Так как ВЫ || АМ и СК || АМ, то 
ВК || СК. Так как ВЫ =АМ и СК =АМ, то ВЫ = СК. Следовательно, четырёх­
угольник ВСКМ — параллелограмм. Поэтому ВС = КК. В результате про­
ведённых построений получаем, что в треугольниках АВС и МКК равны соот­
ветственно стороны АВ и МЫ, АС и МК, ВС и КК. Поэтому эти треугольники 
равны. Но так как по условию КВАС = 90°, из равенства треугольников полу­
чаем, что ККМК = 90°. Это значит, что прямые тип перпендикулярны.

Вопрос. Какими свойствами обладают на плоскости углы с соответ­
ственно параллельными сторонами?

2.5. Перпендикулярность параллельных прямых к одной плос­
кости. Докажем следующее свойство.

Если одна из двух параллельных прямых перпендикулярна плоскости, 
то и вторая прямая перпендикулярна этой плоскости.

Обозначим прямые через а и Ь, а. плос­
кость — через а. Пусть а ± а и а || д. Проведём 
через параллельные прямые а и Ь вспомога­
тельную плоскость р, пересекающую плос­
кость а по прямой т (рис. 5). Так как а ± а, то 
а Кт, а поэтому и Ь К т. Затем в плоскости а 
через точки А и В пересечения прямых а и Ь 
с плоскостью а проведём две параллельные 
прямые пик. Тогда а К п. Так как прямые а 
и п соответственно параллельны прямым Ь и 
к, по свойству из предыдущего пункта Ь К к.

Рис. 5

В результате получаем, что Ь К т, Ь Кк, а поэтому & ± а по основному при­
знаку перпендикулярности прямой и плоскости.

Вопрос. Пусть аиЬ — две прямые, а и Р — две плоскости. Как дока­
зать, что если а || Ь, а || р и а К а, то Ь К р?

2.6. Построение перпендикуляра к плоскости. Способ 2. Дока­
занное в предыдущем пункте свойство приводит к одному из способов 
построения прямой, которая проходит через данную точку перпендику­
лярно заданной плоскости.

Пример 3. В основании пирамиды 8 АВ С В лежит квадрат АВСВ, а 
основание высоты 8Н совпадает с центром квадрата. Провести из сере­
дины ребра 8С перпендикуляр к плоскости АВСВ.

Рассмотрим плоскость АЗС, содержащую высоту 8Н пирамиды и сере­
дину М ребра 8С. Проведём через точку М прямую параллельно 8Н и
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обозначим точку её пересечения с 8С через 
К (рис. 6). Так как МК || 8Н и 8Н 1АВСБ, 
то МК ± АВСЭ. Точка К лежит в плоскости 
АВСВ, поэтому искомый перпендикуляр МК 
построен.

Теперь покажем, как в общем случае 
через точку А провести прямую, перпен­
дикулярную плоскости а, если известна 
некоторая прямая т, которая перпендику­
лярна плоскости ос. Проведём через точку А 
и прямую т плоскость Р и найдём прямую I 
пересечения плоскостей ос и Р (рис. 7). После 
этого в плоскости [З проведём через точку А 
прямую а параллельно прямой т. Так как 
а II т и т ± ос, по свойству из пункта 2.5 полу­
чаем, что а ± ос.

Вопрос. Как на рис. 7 указать точку пере­
сечения прямой а с плоскостью ос?

2.7. Единственность прямой, прохо­
дящей через заданную точку и перпенди­
кулярной заданной плоскости. Докажем, 
что через данную точку можно провести 
единственную прямую, перпендикулярную 
заданной плоскости.

Предположим, что через точку А проходят 
две различные прямые анЬ, перпендикуляр­
ные плоскости ос. Проведём через прямые аиЬ 
вспомогательную плоскость Р, которая пере­
секает плоскость ос по прямой т (рис. 8). Так 
как а ± ос, то а ± т. Аналогично: так как Ыа, 
то д ± т. В результате в плоскости р получаем 
две различные пересекающиеся прямые а и 
Ь, перпендикулярные одной прямой т. Это 
противоречит единственности перпендику­
ляра, который можно провести через точку А 
к прямой т в плоскости р. Таким образом, 
предположение о существовании двух раз­
личных прямых, перпендикулярных к плос-

Рис. 6

Рис. 7

Рис. 8
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кости а и проходящих через точку А, приводит к противоречию. Следова­
тельно, такая прямая единственна.

Вопрос. Пусть в пирамиде SABC ребро AS перпендикулярно грани 
SBC. Как из середины ребра АВ опустить перпендикуляр к плоскости 
SBC?

2.8. Параллельность прямых, перпендикулярных одной плос­
кости. В пункте 2.5 мы доказали, что если одна из двух параллельных 
прямых перпендикулярна плоскости, то и вторая прямая перпендику­
лярна этой плоскости. Верно также обратное утверждение.

Две различные прямые, перпендикулярные одной плоскости, парал­
лельны.

Обозначим прямые через аиЬ,а плоскость — через а. Тогда по условию 
а 1 аи На. Пусть прямая b пересекает плоскость а в точке В. Проведём 
через точку В прямую с, параллельную прямой а. Тогда с ± а по свойству 
из пункта 2.5. В силу единственности прямой, которая проходит через 
точку В и перпендикулярна плоскости ос, прямая с совпадает с прямой Ъ. 
Так как а || с, то и а || Ь.

Вопрос. Как доказать, что в пространстве не существует четырёх 
попарно пересекающихся и взаимно перпендикулярных прямых?

2.9. Расстояние между параллельными плоскостями. Рассмот­
рим две параллельные плоскости а и р. Выберем две произвольные 
точки А и В плоскости ос и опустим из них перпендикуляры АН и ВК к 

плоскости р (рис. 9). Тогда АН || ВК по свой­
ству из предыдущего пункта. Поэтому отрезки 
АН и ВК равны как отрезки параллельных 
прямых между двумя параллельными плос­
костями. Отсюда следует, что расстояние от 
каждой точки плоскости ос до плоскости Р 
одно и то же и не зависит от выбора точки. 
Это позволяет определить расстояние между 
двумя параллельными плоскостями следую­
щим образом.

Расстоянием между двумя параллельными 
плоскостями называется длина отрезка 
общего перпендикуляра, заключённого меж­
ду этими плоскостями.

Вопрос. Чему равно расстояние между параллельными гранями 
куба?
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2.10. Высота призмы. Рассмотрим про­
извольную призму, например пятиугольную 
призму с основаниями ABODE и AlBJC1DlE1 
(рис. 10). Возьмём в плоскости основания 
A1B1C1D1E1 некоторую точку М и построим 
перпендикуляр МК к плоскости ABODE. Каж­
дый такой отрезок МК называют высотой дан­
ной призмы. Длина отрезка МК равна рассто­
янию между плоскостями оснований призмы 
и не зависит от выбора точки М. Длину высоты 
призмы также называют её высотой.

Среди призм особо выделяют такие призмы, 
у которых боковые рёбра перпендикулярны 
основаниям.

Призма называется прямой, если её боко­
вые рёбра перпендикулярны основаниям.

У прямой призмы в качестве высоты удобно 
выбирать одно из боковых рёбер.

Среди прямых призм особо выделяют пра­
вильные призмы.

Правильной призмой называется прямая 
призма, основаниями которой являются пра­
вильные многоугольники.

На рис. 11 изображена правильная шести­
угольная призма.

Вопрос. Какие свойства правильной тре­
угольной призмы вы знаете? Рис. 11

Контрольные вопросы и задания ■

1. Докажите, что если прямая перпендикулярна к одной из двух парал­
лельных плоскостей, то она перпендикулярна и к другой плоскости.

2. ** Докажите, что если прямая перпендикулярна двум плоскостям, 
то эти плоскости параллельны.

3. Докажите, что если одна из двух параллельных прямых перпен­
дикулярна плоскости, то и вторая прямая перпендикулярна этой плос­
кости.

4. Как построить прямую, перпендикулярную заданной плоскости и 
проходящую через данную точку этой плоскости?
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5. Докажите, что через данную точку можно провести единственную 
прямую, перпендикулярную заданной плоскости.

6. Докажите, что если две прямые перпендикулярны одной плоскости, 
то такие прямые параллельны.

7. Какие способы построения перпендикуляра к плоскости вы знаете?
8. Как определяется расстояние между параллельными плоскос­

тями?
9. Что такое призма?
10. Что называют высотой призмы?
11. Какая призма называется прямой?
12. Какая призма называется правильной?

■ Задачи и упражнения

1. Ребро куба ABCDA1B1C1D1 равно 6. Найдите расстояние:
а) от середины ребра В1С1 до плоскости A^CD^,
б) от середины отрезка C^D до плоскости ABC^D^,
в) от вершины Сг до плоскости B^D^,
г) от середины ребра DDr до плоскости А^С^;
д) от вершины А до плоскости B1CD1.
2. В основании пирамиды SABCD лежит квадрат со стороной 3, реб­

ро SB перпендикулярно основанию и равно 4. Найдите расстояние:
а) от середины ребра SD до плоскости ABCD;
б) от середины ребра SD до плоскости BSC;
в) от вершины В до плоскости SCD;
г) от середины ребра ВС до плоскости SAD;
д)* от вершины В до плоскости SAC;
е)** от вершины D до плоскости SAC.
3 .* Вершины А, В, С правильного треугольника расположены по одну 

сторону от плоскости а и удалены от плоскости ос соответственно на расстоя­
ния а, Ь, с. Найдите расстояние от центра треугольника АВС до плоскости а.

4 .* Докажите, что шесть плоскостей, проходящих через середины 
рёбер правильного тетраэдра перпендикулярно этим рёбрам, пересека­
ются в одной точке.

5 .** Докажите, что в правильном тетраэдре все четыре высоты пере­
секаются в одной точке. В каком отношении делится каждая высота этой 
точкой?

6 .** Известно, что в треугольной пирамиде ABCD высоты, проведён­
ные из вершин А и D, имеют общую точку. Докажите, что тогда высоты, 
проведённые из вершин В и С, также имеют общую точку.

176



§ 2. Свойства перпендикулярности прямой и плоскости ■

7 .* В основании правильной треугольной пирамиды лежит правильный 
треугольник со стороной 2л/3, боковые рёбра пирамиды равны 2^7. Найдите 
расстояние от центра основания пирамиды до плоскости боковой грани.

8 .* В основании правильной четырёхугольной пирамиды SABCD 
лежит квадрат ABCD, все рёбра пирамиды равны 1. Найдите расстояние 
от вершины А до плоскости грани SCD.

9 . В правильной треугольной призме АВСА1В1С1 диагональ АС1 боко­
вой грани АА^^С в два раза длиннее ребра основания. Чему равно отно­
шение площади боковой грани призмы к площади основания?

10 .* В основании прямой треугольной призмы АВСА1В1С1 лежит пря­
моугольный треугольник АВС с катетами АВ = 4, ВС = 3. Найдите высоту 
призмы, если известно, что расстояние от вершины А до прямой В^

13 равно —.

11 .* В правильной треугольной призме с ребром основания Ѵз сущест­
вует точка, одинаково удалённая от всех граней призмы. Найдите высоту 
призмы.

12 .** Все рёбра правильной треугольной призмы АВСА1В1С1 с основа­
нием АВС и боковыми рёбрами А4р ВВр ССг равны 1. Через середину М 
отрезка АВХ перпендикулярно прямой АВг проведена плоскость а. Най­
дите расстояние от вершины С до плоскости а.

13 .** В правильной треугольной пирамиде SABC ребро основания АВС 
равно 2, SA = 6. Точки К и М — середины рёбер АВ и SC соответственно. 
Через середину отрезка МК проведена плоскость ос, перпендикулярная 
прямой МК. Найдите расстояние от середины ^ ребра АС до плоскости ос.

14 .** В основании параллелепипеда лежит параллелограмм ABCD, 
в котором острый угол А равен 60°, а длины сторон АВ и ВС — соответ­
ственно а и 2а. Боковые рёбра А4р ВВѴ ССр DD} параллелепипеда пер­
пендикулярны основанию, а их длины равны а. Докажите, что пря­
мая CD} перпендикулярна плоскости AB1D1.

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Чему равна высота правильной четырёхугольной пирамиды, все 

рёбра которой равны 4?
1)^2 2) 2 3)2^2 4)1
1.2. Сколько различных высот можно провести в тетраэдре?
1) 1 2)3 3)4 4)6
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1.3. Если прямая перпендикулярна одной из двух параллельных 
плоскостей, то:

1) она принадлежит другой плоскости
2) она перпендикулярна и второй плоскости
3) она параллельна другой плоскости
4) она не перпендикулярна второй плоскости
1. 4. При каком соотношении между длинами рёбер основания и дли­

нами боковых рёбер правильной треугольной призмы существует точка, 
одинаково удалённая от всех граней призмы?

1)^2 :Ѵз 2)1:ѴЗ 3)ѴЗ:1 4)2л/2:Ѵз

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Расстояние от данной точки до данной плоскости это:
1) расстояние от данной точки до любой из точек данной плоскости
2) минимальное расстояние от данной точки до точек данной плоскости
3) длина отрезка, соединяющего данную точку с точкой на плоскости и 

перпендикулярного двум пересекающимся прямым на данной плоскости
4) длина перпендикуляра, опущенного из данной точки на прямую, 

лежащую в данной плоскости
2.2. Пусть ЗАВСБ — правильная четырёхугольная пирамида, точки 

М и К — середины рёбер АВ и СИ соответственно. Какие из следующих 
утверждений верны?

1) ребро 8А перпендикулярно плоскости 8СВ
2) плоскость 8МК перпендикулярна ребру АВ
3) прямая АС перпендикулярна плоскости 8ВВ
4) прямая МК перпендикулярна плоскости 8АВ
2.3. Чему равно расстояние между параллельными плоскостями?
1) расстоянию между произвольными точками, лежащими на этих 

плоскостях
2) длине общего перпендикуляра к этим плоскостям
3) расстоянию между произвольными параллельными прямыми, при­

надлежащими этим плоскостям
4) минимальному расстоянию между точками, лежащими на этих 

плоскостях
2.4. В правильной четырёхугольной призме может быть:
1) в основании ромб с углом 60°
2) все боковые грани равны между собой
3) все боковые грани представляют собой квадраты
4) все рёбра равны между собой
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§ 3. ТЕОРЕМА О ТРЁХ ПЕРПЕНДИКУЛЯРАХ ■

3.1. Перпендикулярное проектирование.
Пусть точка А не лежит в плоскости ос. Напомним, 
что перпендикуляром, опущенным из точки А 
на плоскость ос, называется отрезок АН пря­
мой а, которая перпендикулярна плоскости ос, 
где Н — точка пересечения прямой а с плоскос­
тью ос. Точку Н — основание перпендикуляра — 
называют также перпендикулярной проекцией 
точки А на плоскость а. Перпендикулярные про­
екции различных точек пространства получаются 
при параллельном проектировании, направление 
которого перпендикулярно данной плоскости.

Перпендикулярной проекцией фигуры Р на плоскость а называется 
параллельная проекция этой фигуры в направлении, перпендикуляр­
ном плоскости а.

Перпендикулярное проектирование на плоскость называют также 
ортогональным проектированием. В этом случае говорят об ортогональ­
ной проекции фигуры на плоскость.

Вопрос. В каком случае при перпендикулярном проектировании пря­
мая проектируется в точку?

3.2. Свойства перпендикулярного проектирования. Перпендику­
лярное проектирование на плоскость является параллельным проекти­
рованием в особо выбранном направлении. Поэтому при перпендикуляр­
ном проектировании сохраняются основные свойства, присущие любому 
параллельному проектированию.

1. Пусть прямая а не перпендикулярна плоскости а. Тогда перпенди­
кулярной проекцией прямой а является прямая.

2. Перпендикулярные проекции параллельных прямых парал­
лельны: если а у Ь и их проекциями являются прямые а1 и Ъѵ то а11| Ьу

3. Если точки А, В, С лежат на одной прямой и проектируются в раз­
личные точки А1? Вѵ Ср то АВ : ВС = А.^ : ВгСГ

4. При перпендикулярном проектировании общие точки двух фигур 
проектируются в общие точки их проекций.

Иногда для краткости перпендикулярную проекцию фигуры на плос­
кость называют проекцией этой фигуры.

Часто при проектировании пространственной фигуры выделяют про­
екции некоторых вспомогательных линий этой фигуры. Например, при
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изображении проекции многогранника изображают и проекции его 
рёбер.

Вопрос. Как доказать, что медианы треугольника проектируются в 
медианы проекции треугольника?

Рис. 2

Рис. 3

Рис. 4

3.3. Теорема о трёх перпендикулярах. 
Часть 1. Рассмотрим важное свойство перпен­
дикулярного проектирования.

Пусть прямая а пересекает прямую Ь плос­
кости а и перпендикулярно проектируется на 
плоскость а в прямую аѵ Тогда если а ± Ь, то 
а^ ± Ь.

Выберем на прямой а точку А, отличную от 
точки В пересечения прямых а и Ь, и опустим 
перпендикуляр АН на плоскость а. Затем через 
точку В проведём прямую т параллельно АН 
(рис. 2).

Так как АН ± а и ти || АН, то т 1 а. Поэтому 
тА-Ь. По условию аІЬ. Значит, Ыа,Ь 1.т, а поэ­
тому прямая Ь перпендикулярна плоскости р, 
содержащей прямые ант (рис. 3).

Так как прямые т и АН параллельны и 
точка А лежит в плоскости р, точка Н также 
лежит в плоскости р. Поэтому Ь ± ВН, то есть 
Ь ± аг

Доказанное в этом пункте свойство формули­
руют также следующим образом.

Если наклонная перпендикулярна прямой Ь 
плоскости а, то проекция наклонной также пер­
пендикулярна прямой Ь.

Пример 1. Рассмотрим куб АВСВА1В1С1В1 
и построим проекцию прямой АС на плоскость 
ВС^).

Заметим, что прямая АС перпендикулярна 
прямой ВБ плоскости ВС^ (рис. 4). Поэтому 
проекция прямой АС также перпендикулярна 
прямой ВИ. Чтобы построить проекцию пря­
мой АС, рассмотрим треугольник ВС^. Так как 
ВВ = В^ = ВСѴ треугольник ВС±В — равносто-
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ронний. Следовательно, его медиана СХН является перпендикуляром к 
ВБ. Это значит, что прямая С}Н является проекцией прямой АС на плос­
кость ВСД).

Вопрос. Как, имея прямую а и её перпендикулярную проекцию на 
плоскость ос, построить перпендикуляр к плоскости ОС?

3.4. Теорема о трёх перпендикулярах. Часть 2. Рассмотрим 
утверждение, обратное доказанному в предыдущем пункте.

Пусть прямая а пересекает прямую Ь плоскости а и перпендикулярно 
проектируется на плоскость а в прямую аѵ Тогда если а1 ± &, то а ± Ь.

Доказательство. Из точки А прямой а 
опустим перпендикуляр АН на плоскость ос. 
Затем через точку Н проведём прямую п парал­
лельно прямой Ь (рис. 5). Так как АН ± ос, то 
АН 1 п. По условию Ь 1. аѵ а так как п || Ь, то 
п аѵ В результате п 1. аѵ п 1.АН, а поэтому 
прямая п перпендикулярна плоскости Р, содер­
жащей прямые ах и АН. Но так как Ь || п, то 
Ь 1 р. Поэтому Ь 1.а, так как прямая а лежит в 
плоскости р.

Утверждения, доказанные в этом и преды­
дущем пунктах, иногда объединяют в одной 
формулировке и называют теоремой о трёх 
перпендикулярах.

Если наклонная перпендикулярна прямой Ь плоскости а, то проекция 
наклонной также перпендикулярна прямой Ь. Обратно: если проекция 
наклонной перпендикулярна прямой Ь плоскости а, то и наклонная пер­
пендикулярна прямой Ь.

Пример 2. В кубе АВСВАД^СДД на 
ребре АДД выбрана точка М так, что 
АХМ : МИ1 = 2:1; точка К лежит на ребре СХВХ 
и СХК : КИ1 = 1:2 (рис. 6). Построить перпенди­
куляр из точки В на прямую МК.

Перпендикулярной проекцией точки В на 
плоскость А1В1С1В1 является точка Вѵ Поэ­
тому проекцией на плоскость АХВДД)Х любой 
прямой, проходящей через точку В, является 
прямая, проходящая через точку Вх. Проведём 
в плоскости АХВХСХВХ отрезок ВХР перпендику­
лярно МК. Так как проекцией прямой ВР на плоскость АХВХСХВХ является
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прямая В^Р и В^Р ± МК, то ВР ± МК. Тем самым 
нужный перпендикуляр построен.

Вопрос. В пирамиде 8АВС ребро 8А явля­
ется высотой. Как с помощью теоремы о трёх 
перпендикулярах построить высоту 8М грани 
ВВС?

3.5. Построение перпендикуляра к плос­
кости. Способ 3. Опираясь на теорему о трёх 
перпендикулярах, можно предложить ещё один 
способ построения перпендикуляра к плос­
кости.

Пусть даны точка А, не проходящая через неё 
плоскость а и прямая Ь плоскости а. Проведём 
через точку А и прямую Ъ плоскость Рив этой 
плоскости построим отрезок АМ, перпендику­
лярный прямой Ь (рис. 7). Затем в плоскости а 
проведём через точку М прямую с перпендику­
лярно прямой Ь (рис. 8).

По теореме о трёх перпендикулярах прямая с 
является проекцией прямой а на плоскость а. 
Поэтому точка А проектируется в такую точку Н 
прямой с, что АН ± с (рис. 8). Таким образом, 
мы получим перпендикуляр к плоскости ос, если 
построим АН ± с.

Пример 3. Рассмотрим куб АВСВА1В1С1В1 с 
ребром а и расположим точку М на ребре А1В1 и 
точку К на ребре С1В1 так, что А^М: МВ1 = 2:1 и 
С^К : КВХ = 1:2. Найдём расстояние от точки В± 
до плоскости ВМК.

В примере из пункта 3.4 показано, что если 
проведём В^Р ± МК, то тогда и ВР ± МК (рис. 9). 
Следовательно, прямая ВР является перпенди­
кулярной проекцией прямой В^Р на плоскость 
ВМК. Поэтому если проведём ВгН перпенди­
кулярно ВР, то получим перпендикуляр из 
точки В{ к плоскости ВМК.

Для вычисления длины В^Н сначала рас­
смотрим плоскость А1В1С1В1 (рис. 10). Из подо­
бия треугольников МВ^К, С^ХК, А^М полу-
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Рис. 11

чаем С}Х = ^, А^"^’ а поэтому ВгХ = ^, В^У = ^. По теореме 

Пифагора

ХУ2 = В1Х2 + В1У2 = ^^а2, ХУ ^^ 
1 1 36 6

Из подобия треугольников В}РХ и В^ХУ 
вытекает

В^В^ Ча 7а 6 7а 7у/б „
1 ХУ 6 3 Ча& Зч/5 15

Теперь рассмотрим прямоугольный тре­
угольник ВВ^Р (рис. 11). По теореме Пифагора

ВР2 = ВВ2 + В1Р2 = а2 + -^-а2 = -^а2, ВР^^,
1 1 9 5 9 5 зѴб

Из подобия треугольников В^НР и В^ВР получаем

В Н - ВВі ^і^ - а^а 3^5 _ 7а
1 " ВР “ Зл/5 2а>І2Л~ 2^2В'

Таким образом, расстояние от точки Вх до плоскости ВМК равно 
7а _^21 

2721" 6

Вопрос. Как доказать, что треугольник ВВ^ прямоугольный?

3.6. Перпендикулярность скрещивающихся прямых. Напом­
ним, что угол между двумя скрещивающимися прямыми равен 90°, если 
соответственно параллельные им пересекающиеся прямые перпендику­
лярны. Такое определение не зависит от выбора пересекающихся пря­
мых, параллельных данным скрещивающимся прямым.

Для удобства две скрещивающиеся прямые называют перпендикуляр­
ными, если угол между ними равен 90°. Перпендикулярность скрещива­
ющихся прямых также обозначают с помощью знака ±.

Определение перпендикулярности скрещивающихся прямых позво­
ляет установить следующее свойство.

Если прямая а перпендикулярна плоскости а, то прямая а перпенди­
кулярна любой прямой плоскости ос.

Доказательство. Пусть прямая а пересекает плоскость а в точке А. 
Рассмотрим произвольную прямую Ь плоскостное и проведём через
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Рис. 14

точку А прямую т, параллельную Ь (рис. 12). 
Тогда прямая т лежит в плоскости ос и прохо­
дит через точку А, а поэтому а 1. т. Отсюда сле­
дует, что прямые аиЬ перпендикулярны.

Пример 4. Рассмотрим куб АВСВА1В1С1В1 
(рис. 13). Раньше было установлено, что плос­
кость АА^С перпендикулярна прямой ВВ. Поэ­
тому прямая ВВ перпендикулярна каждой пря­
мой плоскостиAAfi.fi. В частности, А1С1 ± ВВ.

Вопрос. Как доказать, что высота пирамиды 
перпендикулярна каждому ребру основания?

3.7. Обобщение признака перпендику­
лярности прямой и плоскости. Основной при­
знак перпендикулярности прямой и плоскости 
допускает обобщение.

Если прямая а перпендикулярна двум пересе­
кающимся прямым плоскости а, то а перпенди­
кулярна плоскости а.

Доказательство. Пусть а А. Ь и а 1 с. Через 
произвольную точку А прямой а проведём пря­
мые тип, параллельные прямым Ь и с соответ­
ственно. Прямые тип различны, а поэтому через 
них можно провести единственную ПЛОСКОСТЬ Р 
(рис. 14). Так как т || Ь и п || с, то р || ос. Далее, так 
как а 1 Ь, то а 1 т, и аналогично получаем, что 
а V п. Следовательно, по определению а 1 р. Но 
так как а || р, то а ± ос, что и требовалось доказать.

Пример 5. Рассмотрим куб АВСВА1В1С1В1 
и его главную диагональ А1С. Так как плос­
кость А1ВСВ1 перпендикулярна прямой СД), то 
АгС ± С^В. Аналогично, так как плоскость А1В1СВ

перпендикулярна прямой ВСѴ то А±С ± ВСГ В результате получаем, что 
прямая АгС перпендикулярна двум пересекающимся прямым ВС} и С^ 
плоскости ВС^В, а поэтому АгС ± ВСД).

Вопрос. Как построить высоту наклонной призмы ABCAfi.fi ѵ если 
известно, что АВ = ВС =АС иАА^ ± ВС?

3.8. ** Новое доказательство теоремы о трёх перпендикуля­
рах. Рассмотрим ещё одно доказательство теоремы о трёх перпендику­
лярах.
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Первая частъ. Пусть прямая ВС лежит в плос­
кости а (рис. 16), прямая АВ перпендикулярна 
прямой ВС и точка Н — проекция точки А на 
плоскость ос.

Так как АП 1 ВСН, то АН 1 ВС. Поэтому 
ВСІ АН, ВС 1 АВ, откуда ВС 1 АВН. Отсюда 
ВС 1 ВН, что и требуется доказать.

Вторая частъ. Пусть прямая ВС лежит в плос­
кости ос, точка Н — проекция точки А на плос­
кость ос и НВ ± ВС (рис. 16). Так как АН ± ВСН, то 
АН 1 ВС. Поэтому ВС 1 АН, ВС 1 ВН, откуда ВС 
LABH. Отсюда ВС LAB, что и требуется доказать.

Вопрос. Как доказать, что в правильной тре­
угольной пирамиде противоположные рёбра 
попарно перпендикулярны?

Контрольные вопросы и задания ■

1. Что называют перпендикулярным проек­
тированием?

2. Как получить ортогональную проекцию 
фигуры на заданную плоскость?

3. Какие свойства параллельного проектирования вы знаете?
4. Какие свойства ортогонального проектирования вы знаете?
5. Сформулируйте теорему о трёх перпендикулярах.
6. * Докажите теорему о трёх перпендикулярах.
7. Как из данной точки провести перпендикуляр к заданной плос­

кости?
8. Как определяется перпендикулярность скрещивающихся прямых?
9. ** Сформулируйте обобщение признака перпендикулярности пря­

мой и плоскости.

Задачи и упражнения ■
1 . Дан куб ABCDA1B1C1D1 с ребром а. Найдите расстояние: 
а) от вершины Вг до прямой СМ, где М — середина ребра АВ; 
б) от вершины D до прямой А^К, где К — середина ребра В^^, 
в) от середины ребра В1С1 до прямой BD.
2 . Дан куб ABCDA1B1C1D1 с ребром а. Найдите расстояние: 
а) от вершины В до плоскости В^СМ, где М — середина АВ;
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б) от вершины Dx до плоскости A^KD, где К — середина В^^,
в) от середины ребра ВС до плоскости BDN, где N — середина ВХСГ
3 . В правильной пирамиде SABCD высота SH = 8, рёбра основания 

ABCD равны 4. Найдите расстояние от вершины D до плоскости АВМ, где 
М — середина ребра SC.

4 . В правильной пирамиде SABCD высота SH = А^2, рёбра основания 
ABCD равны 2. Точки М nN — середины рёбер SB и SD. Найдите:

а) расстояние от вершины С до плоскости AMN;
б)* расстояние от вершины D до плоскости AMN.
5 . Дан правильный тетраэдр ABCD с ребром а. Найдите:
а) расстояние от середины ребра AD до медианы ВМ грани АВС;
б)* расстояние от середины медианы АК грани АВС до медианы ВМ 

грани ABD.
6 . В кубе ABCDA1B1C1Dl с ребром а найдите расстояние между парал­

лельными плоскостями АВ^С иА^В.
7 .* В правильной пирамиде SABCD высота SH = ѴЗО, рёбра основания 

ABCD равны 4. Точка М расположена на продолжении ребра DC так, что 
угол СВМ равен 15°. Найдите расстояние от основания Н высоты до плос­
кости BSM.

8 .** В основании пирамиды SABCD лежит прямоугольник ABCD со 
сторонами АВ = 3, ВС = 4. Боковые рёбра пирамиды имеют одинаковую 

длину, ее высота равна —. Плоскость ос проходит через прямую SA парал­

лельно диагонали BD основания. Найдите расстояние от вершины С до 
плоскости а.

9 .** В основании прямой треугольной призмы АВСА^В^С^ лежит пра­
вильный треугольник АВС со стороной 2, боковые ребра А4р ВВг, СС± 
равны Ѵз. Точки М, N,P — середины рёбер ВС, ССѴ А1С1 соответственно. 
Найдите расстояние от вершины А до плоскости MNP.

10 .** Дан прямоугольный параллелепипед ABCDA^^Dv в основа­
нии которого лежит квадрат ABCD со стороной 3, боковые рёбра А4р ВВѴ 
ССѴ DD^ равны 5. Равносторонний треугольник расположен в пространс­
тве так, что одна его вершина совпадает с вершиной С параллелепипеда, а 
две другие расположены на прямых ВВХ и СгВг соответственно. Найдите 
сторону этого треугольника.

11 .* В пирамиде SABC ребро SA является высотой, SA = АВ = ВС = 
= АС = 1. Точка N одинаково удалена от всех граней пирамиды. Каково 
расстояние между точкой N и плоскостью BCS?
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12 .* Докажите, что если из трёх прямых а, Ь, с, проходящих через 
одну точку, прямая а образует с прямыми Ьис одинаковые острые углы, 
то её перпендикулярной проекцией на плоскость, содержащую прямые 
Ь и с, является прямая, содержащая биссектрису одного из углов между 
прямыми Ь и с.

13 .* Вершины А, В, С треугольника удалены от плоскости ос соот­
ветственно на а, Ь, с. Найдите расстояние между точкой пересечения 
медиан треугольника АВС и плоскостью ос, рассмотрев все возможные 
случаи.

14 . Пусть плоскость ос проходит через вершину угла АОВ с биссект­
рисой ОС. Верно ли, что перпендикулярная проекция луча ОС на плос­
кость а всегда является биссектрисой проекции угла АОВ на ту же плос­
кость?

15 .** Докажите, что если луч к образует равные углы с тремя 
лучами, лежащими в данной плоскости ос, то луч к перпендикулярен 
плоскости ос.

16 .* Докажите, что если ортогонально проектировать угол АОВ на 
плоскость, параллельную его биссектрисе ОС, то в проекции получим 
угол, биссектриса которого параллельна ОС.

17 . Спроектируем ортогонально прямой угол на плоскость, которая 
пересекает стороны угла. Докажите, что проекция представляет собой 
тупой угол.

18 . Спроектируем ортогонально прямой угол на плоскость, которая 
пересекает одну из сторон угла и продолжение другой стороны. Дока­
жите, что проекция представляет собой острый угол.

19 . Найдите множество всех проекций данной точки пространства на 
плоскости, проходящие через данную прямую.

20 .** В пространстве даны две скрещивающиеся взаимно перпенди­
кулярные прямые. Найдите множество середин всех отрезков данной 
длины сі, один конец которых лежит на одной из этих прямых, а другой 
конец — на другой из этих прямых.

Тесты ■
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Чему равно расстояние между плоскостями АВ^С иА^^ в кубе 

АВСВА1В1С1В1 с ребром а?

4 3
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1.2. Чему равно расстояние от вершины А до плоскости А-^ВВ в еди­
ничном кубе АВСВА^В^С^В^

4)4
1.3. Прямой угол ортогонально спроектирован на плоскость, которая 

пересекает стороны угла. Тогда проекцией этого угла может быть угол:
1)30° 2)45° 3)60° 4)120°
1.4. В правильном тетраэдре АВСВ с ребром 1 через вершину В прово­

дится сечение, перпендикулярное АО. Чему равна площадь сечения?

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Перпендикулярной проекцией двух пересекающихся прямых на 

плоскость могут быть:
1) точка 2) отрезок 3) прямая 4) пересекающиеся прямые
2.2. Перпендикулярной проекцией двух параллельных прямых на 

плоскость могут быть:
1)точка 2)две точки
3) прямая 4) пересекающиеся прямые
2.3. Какой может быть перпендикулярная проекция куба на некото­

рую плоскость?
1) треугольник 2) четырёхугольник
3) пятиугольник 4) шестиугольник
2.4. Сколько рёбер куба могут быть одновременно перпендикулярны 

некоторой плоскости?
1)2 2)3 3)4 4)5

■ § 4. ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПЛОСКОСТЕЙ

4.1. Перпендикулярность плоскостей. Стены зданий строят вер­
тикально по отношению к горизонтальной поверхности земли. Такая 
особенность во взаимном расположении двух плоских фигур в стерео­
метрии связывается с понятием перпендикулярности плоскостей.

Плоскость ос называется перпендикулярной плоскости р, если а содер­
жит прямую а, которая перпендикулярна плоскости р (рис. 1).

Тот факт, что плоскость а перпендикулярна плоскости Р, обозначают 
символом ос ± р.
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Пример 1. В кубе АВСВА1В1С1В1 точка М — 
середина ребра СВ. Построить плоскость, кото­
рая проходит через прямую АМ и перпендику­
лярна плоскости АВСВ.

Прямая ААг перпендикулярна плоскости 
АВСВ и содержит точку А, через которую 
нужно провести плоскость. Поэтому рассмот­
рим плоскость АА^М, которая пересекает 
куб так, как изображено на рис. 2. Так как 
плоскость АА}М содержит прямую, перпен­
дикулярную плоскости АВСВ, то АА^М^М 1 
1АВСВ.

Вопрос. Как в кубе АВСВА1В1С1В1 постро­
ить плоскость, проходящую через А и С и пер­
пендикулярную плоскости АВ^П?

4.2. Взаимная перпендикулярность плос­
костей. Докажем, что если ос и Р — плоскости и 
а ± Р, то и Р ± а.

Пусть а ± р. Это значит, что плоскость ос 
проходит через прямую а, перпендикулярную 
плоскости р. Обозначим через т прямую пере­
сечения плоскостей ОС И р. Проведём в плос­
кости р прямую Ь перпендикулярно прямой т 
так, чтобы прямая Ъ проходила через точку А 
пересечения прямой а с плоскостью Р (рис. 3). 
Так как а ± Р, то а ± Ь. Поэтому Ь .С а, Ь к т, а. 
значит, ріа.

Итак, плоскость р проходит через прямую Ь, 
которая перпендикулярна плоскости ос. Отсюда 
по определению из предыдущего пункта полу­
чаем, что Ь _і_а.

Вопрос. Как доказать, что в кубе АВСВА1В1С1В1 (рис. 2) плоскость 
А1В1С1В1 перпендикулярна плоскости АА-^М^МЧ

Рис. 1

4.3. Построение перпендикуляра к плоскости. Способ 4. Пер­
пендикулярные плоскости обладают следующим свойством.

Пусть плоскости ос и р перпендикулярны и пересекаются по пря­
мой т. Тогда, если в плоскости ос провести прямую р, перпендику­
лярную прямой т, то прямая р будет перпендикулярна плоскости р.
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Рис. 4

Доказательство. Так как плоскость ос пер­
пендикулярна плоскости Р, то а содержит 
прямую а, перпендикулярную плоскости Р 
(рис. 4). Но тогда прямая а перпендикулярна 
и прямой т, лежащей в плоскости р, то есть 
а Ѵт. Прямые аир содержатся в одной плос­
кости ос и перпендикулярны одной прямой т. 
Следовательно, а \\ р. Так как прямые аир 
параллельны и прямая а перпендикулярна 
плоскости р, тор ± р.

Доказанное свойство даёт ещё один способ 
построения прямой, перпендикулярной задан­
ной плоскости.

Пример 2. Пусть АВСАДЗДД — правильная 
треугольная призма. Построить перпендику­
ляр из точки В к плоскости АА1С1С.

Из определения правильной призмы сле­
дует, что АА1 ± АВС. Поэтому ААДДС ± АВС, 
так как плоскость ААгСгС содержит прямую, 
перпендикулярную плоскости АВС. Проведём 
из точки В перпендикуляр ВН к прямой АС 
(рис. 5). На основании свойства из этого пункта 
получим, что ВН ІАА^С.

Вопрос. Пусть плоскости а и Р перпенди­
кулярны. Как доказать, что если через точку А
плоскости ос провести прямую а, перпендику­
лярную плоскости р, то прямая а содержится 
в плоскости а?

4.4. Пересечение двух плоскостей, 
перпендикулярных к третьей плоскости. 
Прямая пересечения двух плоскостей, перпен­
дикулярных третьей плоскости, обладает сле­
дующим свойством.

Если плоскости аир пересекаются и перпен­
дикулярны плоскости у, то прямая пересечения 
плоскостей аир перпендикулярна плоскости у.

Доказательство. В плоскостях а и Р най­
дутся соответственно прямые а иЬ, такие, что а ± у и & ± у (рис. 6). Так 
как прямые аиЬ перпендикулярны плоскости у, то а || Ь.
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Рис. 7

Поскольку плоскость Р содержит прямую Ь, параллельную прямой а, 
то а II Р . Поэтому плоскость а, содержащая прямую а, пересекает плос­
кость Р по прямой т, параллельной прямой а (глава 4, пункт 2.2). Следо­
вательно, m ± у.

Вопрос. Как доказать, что если через прямую а проходит несколько 
различных плоскостей, перпендикулярных плоскости у, то а ± у?

4.5. Построение перпендикуляра к 
плоскости. Способ 5. Свойство из предыду­
щего пункта даёт ещё один способ построения 
прямой, перпендикулярной заданной плос­
кости.

Пример 3. В треугольной пирамиде SABC 
ребро SA = 4 и известно, что все углы граней 
при вершине А равны 60°. Найти высоту пира­
миды, проведённую из вершины S.

Сначала проведём в грани SAB перпендику­
ляр SM из вершины S к прямой АВ. Так как 
SA = 4 и ZSAB = 60°, то АМ = SAcos60° = 2, 
SM = 2л/3 . После этого в плоскости АВС через 
точку М проведём перпендикулярно АВ отре­
зок МР (рис. 7).

В результате получим SM 1 АВ, MP _L АВ, 
откуда АВ ± SMP. Но тогда плоскость АВС про­
ходит через прямую АВ, перпендикулярную 
плоскости SMP, а поэтому SMP 1АВС.

Затем аналогичные построения выпол­
ним, начиная с грани SAC: проведём SN А. АС 
и NQ 1АС (рис. 8). В результате получим, что 
SNQ1ABC.

Две построенные плоскости SMP и SNQ 
перпендикулярны плоскости АВС, а поэтому 
их прямая пересечения SH также перпенди­
кулярна плоскости АВС. Следовательно, отре­
зок SH является высотой пирамиды.

Для вычисления высоты вспомним, что 
SM = 2л/з , АМ = AN = 2, и рассмотрим плос­
кость АВС (рис. 9). Так как точки М и N, Р и Q

Рис. 9соответственно симметричны относительно
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биссектрисы угла ВАС, то МР и NQ пересекаются в точке этой биссект­
рисы. Поэтому АМАН = 30° и МН = АМ ■ tg 30° = -jL

л/3
Наконец, из прямоугольного треугольника SMH находим:

SH2 = SM2-MH2 = ^B-^ = ^, SH = A%.
0 0 VO

Вопрос. Как доказать, что рассмотренный в примере треугольник 
SMH прямоугольный?

■ Контрольные вопросы и задания

1. Как определяется перпендикулярность прямой й плоскости?
2. В каком случае плоскость а перпендикулярна плоскости Р?
3. Докажите, что если плоскость а проходит через прямую а, перпен­

дикулярную ПЛОСКОСТИ Р, ТО И ПЛОСКОСТЬ Р проходит через некоторую 
прямую, перпендикулярную плоскости а.

4. Пусть плоскости аир перпендикулярны. Как через точку плос­
кости а провести прямую, перпендикулярную ПЛОСКОСТИ Р?

5. Каким свойством обладает прямая пересечения двух плоскостей, 
перпендикулярных к третьей плоскости?

6. Какие способы построения прямой, перпендикулярной заданной 
плоскости, вы знаете?

■ Задачи и упражнения

1. Дан куб ABCDAyByCyDy. Докажите, что перпендикулярны плос­
кости:

a)AyBxCD и ВВ^С;
6)A1C1Z>hA1BCD1;
в)АМС и BByDyD, где М — середина ребра ВВ^,
г)* АКС{ и BByL, где К — середина ребра ВС, L — середина ребра С^г
2. Дана правильная четырёхугольная пирамида SABCD с вершиной S. 

Докажите, что перпендикулярны плоскости:
a)ASCnBSD;
6)ASB и SMN, где М — середина АВ, N — середина CD;
в ) BSD и BPQ, где Р — середина AS, Q — середина CS.
3 .* Дана правильная четырёхугольная пирамида SABCD с верши­

ной S, у которой все рёбра равны. Через прямую SC параллельно пря­
мой BD проводится плоскость а. Докажите, что плоскость а перпендику­
лярна плоскости: a)ASC; 6)ASD.
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4 .** Дана правильная четырёхугольная пирамида SABCD с верши­
ной S, точки МиК — середины рёбер BS и DS соответственно. Докажите, 
что плоскость, которая параллельна прямым АМ и СК, перпендикулярна 
плоскости ABCD.

5 . Дана правильная треугольная призма АВСА1В1СГ Докажите что:
а) перпендикулярны плоскости ВВ^С и ВМСѴ где М — середина 

ребра ААр
б)* плоскость, параллельная прямым АВХ и ВСѴ перпендикулярна 

плоскости АА^С^С.
6 . Дана правильная треугольная призма АВСА1В1С1, у которой все 

рёбра равны. Докажите, что перпендикулярны плоскости ВМС^ и В^МС, 
где М — середина ребра ААГ

7 . Плоскости а и Р перпендикулярны и пересекаются по прямой а. 
Точки А и В на прямой а, точка С в плоскости а и точка D в плоскости р 
расположены так, что AC 1АВ, BD LAB и АВ = 2, АС = 3, BD = 4. Найдите 
расстояние CD.

8 .* Приведите пример четырёхугольной пирамиды SABCD с верши­
ной В, у которой грани SAB и SCD перпендикулярны основанию ABCD.

9 .* В правильной треугольной призме АВСА1В]С1 плоскости АВ1С1 и 
АХВС перпендикулярны. Чему равно отношение бокового ребра к ребру 
основания у такой призмы?

10 .* В правильной четырёхугольной пирамиде SABCD с вершиной В 
грани SAB и SCD перпендикулярны. Чему равно отношение бокового 
ребра к ребру основания у такой пирамиды?

11 .* В правильной треугольной пирамиде SABC с вершиной S грани 
SAB и SBC перпендикулярны. Докажите, что грани SAB и SAC также 
перпендикулярны.

12 .* В основании прямоугольного параллелепипеда лежит прямо­
угольник ABCD со сторонами АВ = 1, ВС = 2. Боковые рёбра ААр ВВр ССѴ 
DD{ имеют длину 1. Через диагональ BDX проведена плоскость, перпен­
дикулярная плоскости BB^D^D. Найдите расстояние от точки А до про­
ведённой плоскости.

Тесты ■
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Если две плоскости перпендикулярны третьей, то:
1) они обязательно параллельны между собой
2) они обязательно пересекаются
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3) они могут быть перпендикулярны между собой;
4) они не могут быть перпендикулярны между собой.
1.2. Чему равно количество плоскостей, перпендикулярных данной 

плоскости и содержащих данную наклонную к этой плоскости?
1) 1 2)2 3)3 4) более 3
1.3. Сколько рёбер имеет пятиугольная призма?
1) 10 2)15 3)20 4)25
1.4. Чему равно расстояние между серединами скрещивающихся 

рёбер правильного тетраэдра с ребром 6?
1)3^2 2)2>/з З)3л/3 4)2^6

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Дан куб ABCDA1B1C1D1. Укажите пары перпендикулярных плос­

костей:
1) A^CD и ВВ^С 2)АВСиАВ1С
3) A^D и A1BCD1 4) ABD пАВ^С
2.2. Дан Ky6ABCDA1B1C1D1. Точка М — середина ребра ВВѴ К — сере­

дина ребра ВС, L — середина ребра С1В1. Укажите пары перпендикуляр­
ных плоскостей:

1) АХС и АА^С 2)АМСиАА1С1С
^АКСХ и ВВ^ ^АКМ и BBXL
2.3. Дана правильная четырёхугольная пирамида SABCD с верши­

ной S. Укажите пары перпендикулярных плоскостей:
l)ASCnBSD 2) ASC и BSC 3) ASC и ABC 4)ASCnASB
2.4. Дана правильная четырёхугольная пирамида SABCD с верши­

ной S. Точка М — середина ребра АВ, точка N — середина ребра CD, 
точка Q — середина ребра CS. Укажите пары перпендикулярных плос­
костей:

1) ASM и SMN 2)ASB и SMN
3) BSD и SMN 4) ASC и BQD

■ Мини-исследования к главе

Мини-исследование 13
Найти на заданной плоскости а точку, для которой разность расстоя­

ний от неё до двух данных точек А и В наибольшая, если:
а) точки А и В расположены по одну сторону от плоскости а;
б) точки Аи В расположены по разные стороны от плоскости а.
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Мини-исследование 14
В пространстве даны две скрещивающиеся взаимно перпендикуляр­

ные прямые а и Ь. Рассматриваются всевозможные отрезки АВ данной 
длины (і, для которых точка А лежит на прямой а, точка В лежит на пря­
мой Ь.

а) Найти множество всех таких точек М отрезков АВ, что АМ : МВ = к, 
где к — фиксированное число.

б) Найти множество всех таких точек М, расположенных на продол­
жениях отрезков АВ, что АМ : МВ = к, где к — фиксированное число.
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Глава
ПОКАЗАТЕЛЬНЫЕ
И ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

В этой главе мы напомним определения и основные свойства степени с раци­
ональным показателем, введём понятие степени с действительным показате­
лем, определим показательные и логарифмические функции и рассмотрим их 
основные свойства.

■ § 1. СТЕПЕНЬ С РАЦИОНАЛЬНЫМ ПОКАЗАТЕЛЕМ

1.1. Свойства степеней с натуральными показателями. Напом­
ним, что степень числа а с натуральным показателем п, большим 1, 
определяется как произведение п одинаковых сомножителей, равных а. 
Степень ап можно определить и по индукции: а1 = а; если степень ак уже 
определена, то ак+1 = ак-а.

Операция возведения в натуральную степень имеет следующие свой­
ства.

1. ат-ап = ат+п.
2. (ап)т = атп.
3. (аЬ)п = апЬп. 

ап4. — = ап т , если а ^ 0 и п > т. 
ат

5. 1 =—, еслиЬ^О.
Ы Ьп

6. Если 0 < а < Ь, то ап < Ьп.
7. Если 0<а<1ип>т, тоап<ат.
8. Если а > 1 и п > т, то ап > ат.
Вопрос. Как с использованием основных свойств доказать, что если 

О <а<ЬипЕ ^, то — > —?
ап Ъп

1. 2.* Доказательства свойств степени с натуральным показате­
лем. Основные свойства степеней с натуральными показателями доказы­
ваются с помощью математической индукции. Покажем, как доказыва­
ется свойство 1, что атап = ат+п при любых натуральных тип.

I. Пусть и = 1. Тогда ат ах = ат а = ат+1 при любом натуральном т по 
определению степени с натуральным показателем.
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II. Предположим, что при некотором натуральном к равенство ат-ак = 
= ат+к выполняется. Тогда приЛ + 1 имеем ат ■ ак+1 = ат ■ (ак■ а) = (ат ■ ак) ■ а = 
_ (рп+к. ^1 _ о^т + ку+І _ ^т+(к+1)

Таким образом, из равенства ат-ак = ат+к следует равенство ат-ак+1 = 
_ ат+(к+і)' да основании принципа математической индукции свойство 1 
доказано.

Вопрос. Как доказать свойство 3?
1.3. Свойства степеней с целыми показателями. Степень с целым 

показателем определяется только для ненулевых чисел а, причём таким 
образом, чтобы выполнялись свойства 1-7 для степеней с натуральными 
показателями, записанные в пункте 1.1. Напомним, как это делается. 
Пусть а*0и к — целое число. Тогда:

если к = п, где п — натуральное число, то ак = ап;
если к = 0, то ак - а0 - 1;
если к = -п, где п — натуральное число, то ак = а~п = — .

а
При таком определении сохраняется прежний смысл степени с целым 

положительным показателем и вводятся степени с нулевым и целыми 
отрицательными показателями.

Перечислим основные свойства степени с целым показателем.
1. ат-ап = ат+п.
2. (ап)т = атп.
3. (аЬ)п = ап ■ Ьп.

4. ^ = ап~т . 
ат

Ы Ьп'

6. Если а > 1 и п > т, то ап > ат.
7. Если 0<а<1ип>т,тоап<ат.
Вопрос. Что больше, (0,5)“100 или (0,5)“200?

1.4. * Доказательства свойств степени с целыми показателями. 
Основные свойства степеней с целыми показателями доказываются с 
использованием свойств степеней с натуральными показателями путём 
перебора всех возможных случаев знаков у показателей степеней. Пока­
жем, например, как доказывается свойство 2, что (ап)т = атп при любых 
целых тип.

Первый случай. Пусть т > 0, п > 0. Тогда числа тип — натуральные и 
равенство (ап)т = атп уже известно.
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Второй случай. Пусть т = 0. Тогда для произвольного целого числа п 
имеем (ап)т = (ап)° = 1 = а° = а° п = атп.

Третий случай. Пусть п = 0. Тогда для произвольного целого числа т 
имеем (ап)т = (а°)т = 1т = 1 = а° = ат ° = атп.

Четвёртый случай. Пусть п > 0, т < 0. Тогда т = -к, где п, к — нату­
ральные числа. Поэтому

'апГ = {апУк = -^ = 4г = а~пк = а^п = а™- 
(ап) аП

Пятый случай. Пусть ц < 0, т > 0. Тогда п = -к, где т, к — натуральные 
числа. Поэтому

т т Л 1_ 1 п-тк _ п(-к)т _ п тп

Шестой случай. Пусть п<0, т<0. Тогда п = -к, т = -р, где к,р — нату­
ральные числа. Поэтому

(а’)"=(ачГ = Ш’ = -4 = 1:Щ = акр = а1^^ = ат".
\а ) а р \а р)

В результате рассмотрены все возможные случаи, а 
поэтому свойство 2 для целых показателей доказано.

Вопрос. Как доказать свойство 3 для целых пока­
зателей?

1.5. Степенные функции с натуральным пока­
зателем. Рассмотрим функцию вида у = хп, где п — 
натуральное число. Она определена на всей числовой 
прямой.

При п = 1 функцияу = хп имеет вид у = хи является 
линейной функцией. Её график есть прямая (рис. 1).

При п = 2 функция у = хп имеет вид у = х2и является 
квадратичной функцией. Её график есть парабола 
(рис. 2).

При п> 2 можно составить таблицу значений фун­
кции у = хп и схематически изобразить её график. На 
рис. 3, 4, 5 приведены соответственно графики функ­
ций у = X3, у = X4, у = X5.

Из свойства 8 степени с натуральным показателем 
следует, ЧТО при 0 < Хг < Х2 имеем Уі = х[ <у2 = х2. Это 
означает, что на промежутке [0; ©о) функция у = хп при 
пе N возрастает.
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На промежутке [-«>; 0) функция у = хп в зависимости от показателя п 
ведёт себя по-разному: при чётном п убывает, при нечётном п возрастает. 
В итоге получаем, что при каждом нечётном п функция у = хп является 
возрастающей на всей числовой оси.

Вопрос. При каких натуральных значе­
ниях п функция у - хп чётна и при каких п 
нечётна?

1.6. Степенные функции с целым 
неположительным показателем. Рассмот­
рим теперь функции вида у = хк, где к — целое 
число, меньшее 1. В этом случае степень опре­
деляется только при х ^ 0.

При ^ = 0 получаем функцию у = х°, кото­
рая определена при х^0иг/ = х°=1по опре­
делению степени с нулевым показателем. На 
рис. 6 приведён график этой функции.

При £ = -1 получаем функцию у = —, опре- 
х

делённую при х ^ 0. Её график изображён на 
рис. 7 и называется гиперболой.

При целых к<-1 можно составить таблицу 
значений функции у = хк и схематически 
изобразить её график. На рис. 8, 9, 10 приве­
дены графики функций у = х~2, у = х-3, у = х"4 
соответственно.

Рис. 7
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Функция у = х~п при пе N на промежутке (0; °°) убывает.

Рис. 9

Вопрос. При каких натуральных значениях п функция у = хп чётна и 
при каких п нечётна?

1.7. ** Непрерывность функций. При целом значении к функция 
у = хк непрерывна в своей области определения. Это означает, что если 
выбрать любое число х0 из области определения и рассмотреть произволь­
ную последовательность чисел хп, приближающихся к х0, то значения 
уп = хк будут приближаться к значению у0 = х^.С помощью понятия пре­
дела такое свойство можно выразить в следующем виде:

если Іітхп = х0, то Іітуп = Іітхк=х^= у0-
В общем случае непрерывность определяется следующим образом.
Функция/(х) называется непрерывной в точке х0 области определения, 

если для каждой последовательности хп из области определения такой, 
что хп -» х0 при п-^оо, последовательность уп = /(хп) сходится к/(х0).

Функцию/(х) называют непрерывной в области определения, если она 
непрерывна в каждой точке области определения.

Непрерывные функции обладают важными свойствами, благодаря 
которым понятие непрерывности оказывается очень полезным в матема­
тике. Например, благодаря непрерывности графики изучавшихся выше 
функций на промежутках из области определения изображаются нераз­
рывными линиями.

В дальнейшем без доказательства мы будем использовать теорему о 
промежуточном значении.

Пусть функция Дх) определена и непрерывна на отрезке [а; Ь] и 
/(а) = А, /(Ъ) = В. Тогда для каждого числа С, заключённого междуЛ и В, 
на отрезке [а; Ъ\ найдётся такое число х0, что/(х0) = С.

Вопрос. Как доказать, что прямая у = 2 пересекает график функции 
у = х4 в двух точках?
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1.8. ** Критерий непрерывности. Для доказательства непрерыв­
ности некоторых функций мы будем использовать (без строгого обоснова­
ния) следующее утверждение.

Пусть функция /(х) определена на промежутке [а; Ь], монотонна и 
принимает все промежуточные значения между /(а) и /(Ь). Тогда /(х) 
непрерывна в каждой точке отрезка [а; Ь].

Пример 1. Рассмотрим функцию/(х) = х2 на отрезке [0; а]. На этом 
отрезке функция/(х) строго возрастает и непрерывна. Поэтому множес­
твом значенийДх) является отрезок [0; а2]. На таком отрезке определена 
обратная функция у = 4х. Функция у = у/х строго возрастает на отрезке 
[0; а2], и множеством её значений является отрезок [0; а]. На основании 
приведённого выше свойства функция у = у/х непрерывна в каждой точке 
отрезка [0; а2]. Так как число а можно взять произвольным, функция
у = у/х непрерывна на луче [0; ©о).

Вопрос. Как доказать, что Ііт іД =1 ? 
п

1.9. ** Выпуклость. Функция у = /(х), определённая и непрерывная 
на промежутке (а; Ь), называется выпуклой вниз на этом промежутке, 
если для любых двух точек хг и х2 из промежутка (а; Ь) выполняется нера-

венство / ( х1 + х2у/(х1) + /(х2)
I 2 2 то есть ордината кривой у =/(х) в сере-

дине отрезка [ху х2] не превосходит среднего арифметического ординат в 
концах этого отрезка.

Вопрос. Как доказать, что функция у = х2 выпукла вниз на проме­
жутке (-оо; +~), а функция у - х3 выпукла вниз на промежутке (0; ~)?

1.10. Арифметический корень. Пусть п — натуральное число. 
Рассмотрим функцию у - хп на промежутке [0; ~). Заметим, что функ­
ция у — хп при х > О строго возрастает и принимает все неотрицательные 
значения. Поэтому для каждого неотрицательного числа А найдётся 
такое единственное число х0 > 0, для которого Хд = А. Это позволяет на 
промежутке [0; °°) определить функцию у-у/х, обратную к функции

у = хп.
Функция у = у/х определена на луче [0; ~), строго возрастает, и мно­

жеством её значений также является луч [0; «>). Напомним, что при 
а > 0 значение у/а называется арифметическим корнем п-й степени из
числа а.
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Рис. 11

Из определения арифметического корня выте­
кает:

1. у/а определяется для а > 0;
2. ^ = 0;

3. л/а > 0 при а > 0;
4. (Ѵа) = а',
5. л/а" = а, если а > 0.

График функции у = Ѵх симметричен графику
функции у = хп относительно прямой у = х. На рис. 11 цветной линией 
изображён график функции у = ^х.

Вопрос. Какие значения имеет у[х\ если х < 0?
1.11. ** Функция у = ^ при нечётном значении п. Функция у = х2т-1, 

где т е Ы, строго возрастает на всей числовой прямой и непрерывна. При­
меняя теорему о промежуточном значении, можно показать, что функция 
у = х2"1’1 принимает все действительные значения. По свойству из пункта 1.8
на всей числовой прямой определена обратная к данной непрерывная фун­
кция. Для этой функции принято обозначение у = 2т~у[х. В соответствии с 
определением можно написать, например, равенство Ѵ-8 = -2.

Вопрос. Какой вид имеет график функции у = у/х, определенной на
всей числовой прямой?

1.12. Степень с рациональным показателем. При а > 0 и п е N 
по определению выполняется равенство (Ѵа) =а. Обозначая число у/а

1 ( 1
через ап, можно записать \ап) =ап = а =а.

т / 1\т 1 і-----
Аналогично равенствами ап = \ап) = (ат)п = у ат определяется степень

положительного числа а с дробным показателем —, где т — целое, п — 
пнатуральное число.

Ранее было показано, что степени числа а с равными дробными пока­
те р

зателями равны, то есть если — - £, то а п =а9. Но это означает, что для 
п д

рационального г число аг определяется однозначно.
Операция возведения в рациональную степень имеет такие же свой­

ства, как и перечисленные в пункте 1.3 свойства степеней с целыми пока­
зателями. Напомним ещё раз основные свойства, обозначая буквами а и Ь
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§ 1. Степень с рациональным показателем ■

произвольные положительные числа, а буквами г и 8 — произвольные 
рациональные числа.

1. аг ■ а8 = аг+8.
2. (аг)8 = аг8.
3. (аЬ)г = аг-Ьг.

5. М = —• 
Ы Ьг

6. Если а > 1 и г > 8, то аг > а8.
7. Если 0 < а < 1 и г > 8, то аг < а8.
Вопрос. Как доказать, что у/а^/ь = ^а^ ?

Контрольные вопросы и задания ■

1. Как определяется степень с натуральным показателем?
2. Какие свойства степени с натуральным показателем вы знаете?
3. Как определяется степень с целым показателем?
4. Какие свойства степени с целым показателем вы знаете?
5. Какие свойства функции у = хп при чётном натуральном п вы знаете?
6. Какие свойства функции у-хп при нечётном натуральном п вы знаете?
7. Какие свойства функции у = х~п при натуральном п вы знаете?
8. ** Как определяется непрерывность функции в точке её области 

определения?
9. Как определяется арифметический корень п-й степени из неотрица­

тельного числа?
10. Как построить график функции у = у[х?
11. Как определяется рациональная степень положительного числа?
12. Какие свойства степени с рациональным показателем вы знаете?

Задачи и упражнения ■

1. Вычислите:
Л25)3-45 л,_81!_. 32-274 .4596 .129187

86 ’ } 32-94 ‘ 93-81 ’ б9 ’ 3611 ’
д)** (2 • 22 • 23 •... • 2102): (4 42•43•... 472).
2. Какое из чисел больше, 23000 или З2000?
3. Постройте график функции:
а)у = |х3; 6)./ = ^; в^ = ^ ^У = ^'
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4. ** Докажите, что при х > 0 функция у = — выпукла вниз. 
х

5. Запишите в виде степени с рациональным показателем:
а) х^х4х; -2 /----- 

б)а 3-\1а3;
з 5

в) т5 :т7;
3

г)“і; д)^.^;
^а 

6.* Постройте график функции:

е) \ух5 • / .

а)у = 2^х ; ё)у = ^2х\ в)у = у/х + 2;
г)у = л/х-1; д)у = уГх; е)у = ^1-х-,
ё) у = у/1-4х; ж) у = 1-^х-1', з) у = 1-^'1-х
7. Без помощи калькулятора сравните два числа и укажите большее

из них:
а) Ѵз и 1,8;

г)*\/3±3 и1д.
4

б)Ѵ2и1|;

д)**Ѵз + Уб и 4;

1 3в)* —7=— и —;
75-1 4’

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Чему равно ^6?

I)1® 2)Й 3)^8 4)Й6

1.2. Чему равно произведение ^ -725?
1)^25 2)7125 3)^5^ 4)^5*

1.3. Какому из чисел равно произведение Ѵз • 7э ?
іі

1)36 2) З12 3) 37 4)3*2 2
1.4. Какому из чисел равно произведение 23- 45?

И 3 2 17
1)215 2) 28 3) 215 4) 215

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из указанных функций являются чётными?
1)у = х6-1 2)у = (^+1)4 3)гА + 1 4)У = —1-^ 

* (х-2)
2.2. Какие из указанных функций являются нечётными? 

-12 3
1)г/ = х + 2 2)у = х3-х З)^^- 4)у^ х

\ X Х /
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§ 2. Показательная функция ■

2.3. Какие из указанных функций возрастают на каждом из проме­
жутков области определения?

1)/(х) = -х-2 2)/(х) = -х‘3 3)/(х) = -х4 4)/(х) = -х-5
2.4. Какие из указанных функций убывают на промежутке (0; сю)?

1)/(х) = х3 2)/(х) = х 3 3)/(х) = х3 4)/(х) = х 3

§ 2. ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ ■

2.1. Пример степени с действительным показателем. В пун­
кте 1.12 мы напомнили определение степени положительного числа с 
рациональным показателем. Распространим понятие степени на произ­
вольный действительный показатель так, чтобы сохранились все свойства 
степени, перечисленные в пункте 1.12.

Для примера возьмём положительное число а = 2 и показатель сте­
пени х = и. Десятичными приближениями с недостатком числа л явля­
ются члены последовательности х0 = 3; х1 = 3,1; х2 = 3,14; х3 = 3,141; 
х4 = 3,1415; ... .

Составим последовательность чисел вида 2х":
2Х° = 23 = 8 < 24 = 16; 2Х1 = 2ЗЛ = ^ < 24 = 16; 2Хг = 2344 = 10^2^ < 24 = 16;

2^з = 23’141 = юо^зйі < 24 = 16; 2Х4 = 2ЗЛ415 < 24 = 16
и так далее. Последовательность действительных чисел 2Х°, 2Х1, 24 ... воз­
растает и ограничена сверху числом 16. Поэтому существует 1іт2х". Этот П—>оо
предел по определению полагают равным степени числа 2 с показателем 
л и обозначают символом 2я.

Вопрос. Пусть х'п — последовательность десятичных приближений 
числа л с избытком. Как ведёт себя последовательность 2х"?

2.2. Степень числа 2 с действительным показателем. Анало­
гично тому, как для числа л было определено число 2я, для каждого дей­
ствительного х можно определить число 2х.

Пусть (хп) — последовательность десятичных приближений с недо­
статком действительного числа х. Тогда предел возрастающей и ограни­
ченной сверху последовательности (2Хп) называется степенью числа 2 с 
показателем х и обозначается через 2х.

В результате каждому действительному х можно сопоставить число 2х. 
Тем самым определена показательная функция у = 2х с основанием 2. Фун­
кция у = 2Х строго возрастает на всей числовой прямой и принимает все
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положительные значения. Доказательство этого утверждения непростое, 
и мы не будем его приводить. График функции у = 2х изображён на рис. 1.

Вопрос. Как доказать, что 2 х = ^- ?
2

2.3. ** Непрерывность функции у = 2х. Опре­
делённая в предыдущем пункте функция у = 2х непре­
рывна на всей числовой прямой. Это означает, что для 
каждого числа Ь и для всякой последовательности (ап) 
такой, что а ^ Ь при п имеет место равенство 
1іт2а"=26.

В общем случае доказательство непрерывности 
функции у = 2х сложно и рассматривается в курсах 
математического анализа. Тем не менее докажем одно 
важное, но частное утверждение.

1 1 оПусть Ь = 0 и а„ = — . Тогда, с одной стороны, 2п >2-1 при любом п. 
п і

С другой стороны, если обозначить 2л=1 + ал, то тогда из неравенства 
1 і

Бернулли следует, что 2 = (1 + ап)п > 1 + пап, ап = 2Л -1 < —. Следовательно, 

- 1 / 1 \1<2Л<1 + — при всех натуральных п. Так как Ит 1 + — =1, по теореме о 
П п—>оо\ П/

1
пределе промежуточной последовательности 1іт2п = 1.

Вопрос. Как, используя непрерывность функции у = 2х, доказать, что 
2х-2^ = 2Х+^?

1
2.4. Степень числа-=- с действительным показателем. При а = и

2 мы определили показательную функцию у = ах. Возьмём теперь а = —.

Для произвольного числа х последовательность (хп) его десятичных при-
ближений с недостатком возрастает. Но так как ^<1, последовательность 

/і\хі /1\Х2
— , — , — убывает, причём все члены этой последовательности поло- 

\ 3 / \ 3 /
жительны. Следовательно, существует Ііт 1 Г"— . Этот предел называется 

3 /
степенью числа а = — с показателем х и обозначается | —
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В результате каждому действительному числу х можно сопоставить

число — . Тем самым определена показательная функция у = 
\ 3 /

с

основанием — Оказывается, что, в отличие от функции у = 2х, функция

г/ = — строго убывает на всей числовой прямой.

График функции у = изображён на рис. 2.

Вопрос. Как доказать, что X?
3х’

2.5. Степень числа 1. При а = 1 для произволь-
ного числа х также можно рассмотреть последова­
тельность (хп) его десятичных приближений с недо­
статком. Последовательность 1Х1, 1Х2, 1Хз, ... состоит
из одних единиц и 1іт1Хл =1- Поэтому полагают Iх = 1 
при любом действительном х. Графиком функции 
у = Iх является горизонтальная прямая, проходящая 
через точку (0; 1).

Функция г/ = Iх не является ни строго возрастающей, ни строго убы­
вающей. Поэтому функцию г/ = Iх не считают показательной функ­
цией.

Вопрос. Какое название можно дать функции у = Iх?
2.6. Свойства степеней. Аналогично тому, как определялись сте­

пени чисел 2 и 1
3’

для каждого положительного а и произвольного дей-

ствительного х можно определить число ах. При этом для всех действи­
тельных чисел хѵі у выполняются следующие основные свойства.

1. ахаѵ = ах+у.
2. (ах)у = аху.
3. (аЬУ = ах Ьх.
4. — = ах~у . 

ау
5. И Ж

\Ь] Ьх
6. Если а> 1 и х> у, то ах > ау.
7. Если 0<а<1их>у, то ах<ау.
Вопрос. Как доказать, что число 2Ѵ больше 4?
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2.7. Показательная функция. Пусть а > 0 и а * 1. 
Функция у = ах, определённая на всей числовой прямой, 
называется показательной функцией с основанием а.

При любом а > 0, а ^ 1 показательная функция у = ах 
принимает все положительные значения.

При а > 1 функция у = ах строго возрастает; при 0 < а < 1 
функция у = ах строго убывает.

На рис. 3, 4, 5, 6 изображены соответственно гра­
фики функций у = 10х, у = (1,5)х, у = (0,6)х, у = (0,2)х.

Вопрос. Как из графика функции у = 2х получить гра­

фик функции у =

2.8. Уравнения вида ах = Ь. При а > 0 и а ^ 1 фун­
кция у = ах строго монотонна. Поэтому для каждого 

положительного числа Ь найдётся единственное число х такое, что ах = Ь. 
Другими словами, уравнение ах = Ъ при а>0, п^1и&>0 имеет единствен­
ный корень.

Рассмотрим несколько примеров.
Пример 1. Решить уравнение 4х = 64.
Вычисляя натуральные степени числа 4, находим 43 = 64. Поэтому 

х = 3 — единственный корень данного уравнения.
Ответ: 3.
Пример 2. Решить уравнение ^ = Ѵ9 .

Имеем уЗх = (3х)3 = З3, Ѵ9 = 92 = (З2)2 = З1. Поэтому уравнение можно 

переписать в виде 33=3\ откуда в силу монотонности показательной 
функции ^ = 1, х = 3.

Ответ: 3.
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Пример 3. Решить уравнение 8^+1 = 32 • 2^^.
Положим Ѵ2х + 1 = 2. Тогда 82 = (23)2 = 232, 32 22 = 25 22 = 25+2. Поэ­

тому уравнение можно записать в виде 232 = 25+2, откуда За = 5 + г, 2г =
5 і------- 5 25 21 21= 5, г = —. Из уравнения <2x4-1 = —получим 2x4-1 = —, 2х = —, х = —-
2 22 2 4 4 8

Ответ: -5-.
О

Вопрос. Каково множество решений уравнения ах = Ь при а = 1?
2.9. Решение простейших показательных неравенств. Показа­

тельная функция у = ах при а > 1 строго возрастает, при 0 < а < 1 строго 
убывает. Это свойство позволяет находить все решения неравенств вида 
ах >т,ах> т, ах <т, ах < т.

Пример 4. Решить неравенство 3х > 9.
Перепишем неравенство в виде 3х > З2. Так как 3 > 1, в силу строгого 

возрастания показательной функции с основанием 3 при х > 2 выпол­
няется неравенство 3х > З2; при х = 2 выполняется равенство 3х = З2; при 
х < 2 выполняется неравенство 3х < З2. Таким образом, множеством реше­
ний данного неравенства является интервал (2; °®).

Ответ: (2; °°).
Пример 5. Решить неравенство 10х <0,1.
Имеем 0,1 = ^ = 10 ^ Поэтому неравенство можно переписать в виде 

10х < 10-1. Так как 10 > 1, отсюда получим, что х < —1, и множеством реше­
ний данного неравенства является луч (-°®; -1].

Ответ: (-®®; -1].
Пример 6. Решить неравенство (0,2)* >

5
2 1Имеем 0,2 = — = —. Поэтому неравенство можно переписать в виде 

10 5
/1 ? 1— ^ — • Так как — < 1, в силу строгого убывания показательной функ- 

\ 5 / \ 5 / 5
ции с основанием — получим х < 1, и множеством решений данного нера- 

5
венства является луч (-®®; 1].

Ответ: (-°®; 1].
Вопрос. Какие решения имеет неравенство — > -27?

Контрольные вопросы и задания ■

1. Сформулируйте теорему о пределе монотонной и ограниченной 
последовательности.

209 ■
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2. Как определяется число, равное 2^?
3. Какой вид имеет график функции у = 2х?

4. Какой вид имеет график функции у =

5.* Какое неравенство называют неравенством Бернулли?
6. Сформулируйте основные свойства степени с действительным пока­

зателем.
7. Какая функция называется показательной?

■ Задачи и упражнения
1. Постройте график функции:
а)г/ = 4х; б)1/ = 2х; в)1/ = Ш ;

д)г/ = 22х; е)г/ = 3~2х; ё)1/ = 2х+1;
з)г/ = 21-х; и)г/ = 3'“2х.

г)*/ = (М;
ж)# = Зх ^

2. Решите уравнение: 
а)3’ = 27; 6)2» = ^;

3. Решите уравнение:
в) 5х = 625; г)7х = —.

а)8х=16; б)7-49х=1;
4. Решите уравнение:
а) 2х + 2х+1 = 768;
в) 4х-1 + 22х+1 = 18;
5 .* Решите уравнение:
а) 49х2-4х+2 = Т7;
В) 52х2-4х+3=5^;

6 .* Решите уравнение:
а) 42х = 2х-1;
в) 36х-1 = 2Х+1 Зх+1;

в)25х = Ѵ5; г)(2#=64.

б) 3х-3х’1 = 54;
г) 100 х2 - 1()2х5 = 9.

б)27Зх2+6х-2 = 9;

г)4х2+х+1=2^#

б) 5Х = 25Х+2;
г) 144х+3 _ 1бх-1.492Х-2

7. Решите неравенство:
а) 4х >2;

д)| 6«>2;
О

6)3 3х <1;

ё) 4х >2^2;

г)253х<125;

ж) (0,1)х> 10.

8. Решите неравенство: 
а)25«>52- б)Д<А; в) 4х-1 > 8х-2;
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г) (0,2)^ < (0,04)^;

ё)(^Г3>(М’2;

Д>1 9'+М 3 
о 2

ж)—Ц-<—7 4*+1 gx-l
Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Какое из указанных чисел является 

(ЖМ^ГЧ^Г1?
1)3 2)4 3)5 4)6
1.2. Какой из предложенных функций соот­

ветствует график, указанный на рис. 7?
1)і/ = 2х 2)г/ = (і) 3)у = 2х-1 4)і/ = (і) +1

1.З. * Сколько корней имеет уравнение 2х + 3х + 
+ 4Х = 5?

корнем уравнения

1) нет корней 2) один корень Рис. 7
3) два корня 4) больше двух корней
1.4. Какое из указанных множеств является множеством решений 

неравенства 2х < 4Х+1?
1)(-оо;2) 2)[-2;оо) З) (_оо;-2] 4) (-2;-)

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из указанных функций убывают?
1)/(х) = 22+х 2)/(х) = 22х 3)/(х)-32-х 4)/(х) = 3~2х
2.2. ** На каких рисунках изображён эскиз графика функции вида 

у = А- 2~х\ где А — произвольное положительное число?

2. З.* Какие из указанных функций являются строго убывающими?

2)/(х) = 22-
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3)^« «^И^ПГ
г-х2-1

2. 4. Выберите корни уравнения 4х • <2 = 1.

1)1 + 77 2)75-2 з)і-7ї 4)-(2+Тб)

■ § 3. ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ

3.1. Логарифмы. Показательная функция у = ах, где а > 0 и а ^ 1, 
принимает все положительные значения и строго монотонна. Это озна­
чает, что для каждого положительного числа Ь найдётся единственное 
число 2, для которого аг = Ь. д з з

Например, пусть а = 100 м Ь = 1000. Тогда Ь = ІО3 = 1022 = (100)2 = а2.
3

Поэтому в данном примере при г = — имеем а2 = Ь.

В общем случае для показателя степени, в которую нужно возвести 
данное число а, чтобы получилось число Ь, вводится название логарифм.

Логарифмом положительного числа Ь по основанию а, где а > О и а # 1, 
называется такое число г, что а2 = Ь.

Логарифм числа Ь по основанию а обозначают через іо§аЬ. Например, 
1оё1001000 = |

Вопрос. Как найти log265536?
З.2. * Примеры логарифмов. Значение логарифма может быть раци- 

- 7ональным. Например, ^28у2 =^222 = —• Однако во многих случаях 
2

логарифм числа по заданному основанию является иррациональным
числом.

Пример 1. Докажем, что число log102 иррационально.

Пусть log1n2 = —, где ряд — целые числа, причём д > 0. Тогда имеет 
д 

р
место равенство 107 =2, откуда НУ = 27. Так как д > 0, то 27 > 1, а поэтому 
р> 0. Отсюда получаем, что КУ и 27 — это натуральные степени чисел 10 
и 2. В десятичной записи каждое число вида КУ оканчивается цифрой 0. 
Но число вида 27 может оканчиваться только одной из цифр: 2, 4, 6, 8. 
Поэтому равенство НУ = 27 при натуральных р мд невозможно.

Таким образом, предположение о том, что число log102 рационально, 
приводит к противоречию. Поэтому число log102 иррационально.

Вопрос. Как доказать, что число log23 иррационально?
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3.3. Логарифмическая функция. Пусть число а > 0 и а ^ 1. Тогда для 
каждого числа х > О существует logax.TeM самым на множестве положи­
тельных чисел определена логарифмическая функция у = logax. Эта фун­
кция является обратной к функции ах, то есть

у = ах в том и только в том случае, когда х = iogay, где у >0.
График функции у = logax симметричен графику функции у = ах отно­

сительно прямой у = х. На рис. 1—4 цветной линией изображены соот­
ветственно графики функций у = log2 х, у = log10 х, у = log хх, у = log т х.

Обратная к возрастающей функции — также возрастающая функция, 
поэтому при а > 1 функция у = logax возрастает (рис. 1 и 2).
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Обратная к убывающей функции — убывающая функция. Поэтому 
при 0 < а < 1 функция у = logax убывает (рис. 3 и 4).

Вопрос. Какой вид имеет график функции у = log г{-хѴ

3.4. ** Монотонность логарифмической функции. Монотонность 
логарифмических функций можно доказать, исходя из свойств показа­
тельных функций.

Первый случай. Пусть a > 1. Возьмём произвольные числа 0<Xj< х2. 
Положим и = log/p ѵ = logax2. Тогда хг = аи, х2 = аѵ и аи < аѵ по условию. 
Так как показательная функция с основанием, большим 1, строго возрас­
тает, из неравенства аи < аѵ следует неравенство н < ѵ, то есть

Іогл^ч^г-
Второй случай. Пусть 0 < a < 1. Возьмём произвольные числа 0 <хг < х2. 

Положим и = logaxp ѵ = logax2. Тогда хг = аи, х2 = аѵ и аи < аѵ. Но так как 
показательная функция с основанием, меньшим 1, строго убывает, в этом 
случае из неравенства аи < аѵ следует неравенство и > ѵ, то есть 

lo^xplog^y
Вопрос. Как доказать, что логарифмическая функция непрерывна в 

своей области определения?
3.5. Основные логарифмические тождества. Пусть а > 0, а * 1. 

Функции ах и logflx являются взаимно обратными друг к другу. Следо­
вательно, если для произвольного числа х соответствующее ему число у 
равно ах, то logay = logaax = х. Отсюда получаем первое основное логариф­
мическое тождество'.

logaax = х при всех хе R. (1)
Аналогично, если для произвольного положительного х число у равно 

logax, то ау = ах°ёаХ = х. Отсюда получаем второе основное логарифмичес­
кое тождество'.

с^^ах = х при всех х > О. (2)
Рассмотрим примеры применения этих логарифмических тождеств.

Пример 2. log42x = log4(V4) =log442 =^.

Пример 3. 3log9x = (^)10g9X = 9JIoS9* = (9log9x)2 = х| = ^ .

Вопрос. Как упростить выражение log2 (log4 8х)?

3.6. Сумма логарифмов. Свойства показательной функции позво­
ляют получить несколько важных логарифмических формул. В этом пун­
кте рассмотрим следующую формулу.

logaх + loga у = logaху при всех х > 0, у > 0. (3)
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Это свойство можно сформулировать также в следующем виде.
Логарифм произведения двух положительных чисел равен сумме 

логарифмов сомножителей.
Доказательство. Пусть и = logax, ѵ = logay. Тогда из равенств х = аи, 

у = аѵ получаем, что ху = аиаѵ = аи+ѵ. Отсюда по формуле (1) из пункта 3.5 
имеем logaху = logaаи+ѵ = и + ѵ- logaх + loga с/.

Пример 4. Доказать, что log2 (х2 -1) - log2 (х - 1) = log2 (х + 1) при х > 1.
При х > 1 числа х - 1 и х + 1 положительны, поэтому log2(x2 - 1) - 

- log2(x - 1) = log2(x - 1)(х + 1) - log2(x - 1) = log2(x + 1) + log2(x - 1) - 
- ^2(х- 1) = ^2(х + 1).

Вопрос. Чему равна сумма log20,2 + log25?
3.7. Разность логарифмов. Для логарифма частного справедлива 

формула, аналогичная формуле (3).

loga - = loga х - loga у при всех X > О, I/ > 0. (4)

Это свойство можно сформулировать также в следующем виде.
Логарифм частного двух положительных чисел равен разности между 

логарифмом делителя и логарифмом делимого.
Вопрос. Как доказать формулу (4)?
3.8. Логарифм степени. Для логарифма степени имеется следую­

щая формула.
logaxa = aloga х при всех х > 0 и произвольных а. (5)

Это свойство можно кратко сформулировать в таком виде.
Логарифм степени равен произведению показателя степени на лога­

рифм основания степени.
Доказательство. Пусть и = logax. Тогда х = аи, откуда ха = (аи)а = аиа. 

Поэтому logaх“ = loga аиа = иа = аи = аlogaх, что и требовалось доказать.
г 2+- - 5Пример 5. logax2^/x =logax 2 =logax2 =:^logax.

Вопрос. Как доказать, что loga -1= = - —loga х?
а Ух 2

З.9. * Условия применимости логарифмических формул. В част­
ном случае при ос = 2 формула (5) имеет вид logax2 = 21ogax. Заметим, что 
область определения левой части и область определения правой части 
этого равенства различны. Данное равенство справедливо только при 
х > 0. Если рассмотреть только левую часть равенства, то получим выра­
жение logax2, которое определено при всех х ^ 0. Поэтому применение 
формулы (5) изменяет область определения выражения logax2, что может 
приводить к ошибкам при решении задач. В данном случае правильное
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преобразование левой части формулы (5) возможно с использованием 
равенства х2 = |х|2. Тогда 1о£ах2 = loga|x|2 = 21oga|x|. При таком преобра­
зовании получаем тождественное равенство во всей области определения 
левой части.

Вопрос. Как найти все решения уравнения log2x2 = 4?
3.10. Формула перехода к новому основанию логарифмов.

В этом пункте рассмотрим важную формулу перехода к новому основа­
нию логарифмов:

log, х
log х = -—-— при всех а > 0, b > 0, х > 0, а ^ 1, b ^ 1.

“ logba (6)

Доказательство. Положим и = logax. Тогда х = аи. Логарифмируя по 
основанию Ь обе части этого равенства, получаем logbx = logдau = и • logba = 
= ^ах-^&а. Разделив обе части на ненулевое число 1оёьа, придём к 
искомой формуле (6).

Примере. ^ч5 = ^^ - --- -----1о^3 1о^3

Пример 7.

log ѣ4х = ^WsV*) = 1оё28 + 1оё2Ух = 3+2log2* = 6 + log2x 
log2(4x) log24 + log2x 2 + log2x 2(2 + log2x)’

Полученное в этом примере равенство выполняется на всей области 
определения, то есть при х > 0 и 4х ^ 1.

Вопрос. Как доказать, что loga3 х = ^logaх?

3.11. Десятичные логарифмы. Исторически логарифмы появились 
как удобное средство для приближённого выполнения трудоёмких опера­
ций умножения и возведения в степень. Для этих целей часто применя­
лись логарифмы с основанием а = 10. Логарифмы по основанию 10 назы­
вают десятичными логарифмами и вместо log10x пишут ^х.

Для вычислений составлялись четырёхзначные, пятизначные, вось­
мизначные таблицы десятичных логарифмов и с помощью таких таблиц 
производились приближённые расчёты. С развитием вычислительной 
техники роль логарифмических таблиц в вычислениях заметно снизи­
лась. Поэтому мы ограничимся лишь одним примером.

Пример 8. Найдём количество цифр в десятичной записи числа 2100, 
зная, что ^2 равен 0,3010 с точностью до ІО-4.

Заметим, что ^2100 = 100-^2 < 100 - 0,3010 = 30,10 с точностью до ІО-2. 
Поэтому 30 < ^2100 <31. Отсюда 1030 < 2100 < ІО31. Следовательно, число 
2100 содержит 31 цифру в своей десятичной записи.
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Вопрос. Как выразить log2 3 через десятичные логарифмы?
3.12. Примеры логарифмических уравнений и неравенств.

В заключение параграфа приведём основные свойства логарифмов и рас­
смотрим несколько примеров простейших логарифмических и показа­
тельных уравнений и неравенств.

1. loga ах = х при всех хе R (а > 0, а ^ 1).
2. а1ог°х = х при х > 0 (а > 0, а ^ 1).
3. \о^аху = log(7х + \о&ау, если х>0, у>0 (а> 0, а*1).

4. log — = log x-log г/, если х > 0, у > 0 (а > 0, а ^ 1). 
У

5. logaха = alogaх при х > 0 и произвольном а (а > 0, а ^ 1).
6. log & = І2^(а>0,Ь>0,с>0иа^1,с^1).

а к>ёса
7. При а > 1 неравенство х>у >0 равносильно неравенству logaх>logaг/.
8. При 0 < а < 1 неравенство х> у >0 равносильно неравенству loga х < іо§ау.
Пример 9. Решить уравнение 2х = 15.
Нужно найти показатель степени, в которую следует возвести число 2, 

чтобы получилось 15. По определению логарифма имеем х = log215.
Ответ: log215.
Пример 10. Решить уравнение (0,2)х = 10.
По определению логарифма х = log0 210. Преобазуем ответ:

х = logilO = log^ 10 = -log510 = -(1 + log52).
5

Ответ: -(1 + log52).
Пример 11. Решить уравнение log5 х = -2.
Так как -2 = log5 5“2, то log5х = log5 5-2. Отсюда х = 5-2 = ^ .

Ответ: .25
Пример 12. Решить уравнение log2(5 - 2х) = 1.
Так как 1 = log2 2, данное уравнение принимает вид log2 (5 - 2х) = log22 

и равносильно уравнению 5 - 2х = 2, откуда 2х = 3, х = —.
Ответ:

2
Пример 13. Решить неравенство log3x > 2.
Левая часть неравенства определена при х > 0. Далее, 2 = log39, поэ­

тому наше неравенство можно переписать в виде log3x > log39. Так как 
основание 3 больше 1, логарифмическая функция у = log3x монотонно 
возрастает. Отсюда следует, что неравенство верно для х > 9. Все такие
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значения х входят в область определения. Значит, множеством решений 
неравенства является числовой луч (9; ©о).

Пример 14. Решить неравенство log5 х < —.

Левая часть неравенства определена при х > 0. Перепишем неравенство і і
в виде log5x < log5510. Так как основание 5 больше единицы, х < 510. При 
этом х должен быть положительным. Значит, множество решений нера­
венства имеет вид (О; 5^]. Найденные решения можно записать также в 
виде 0 < х < 1Ѵб .

Ответ', (о; ^j •

Пример 15. Решить неравенство logx х < logr
5 5 25

Заметим, что основание — логарифмической функции меньше 1. Лога- 
5

рифмическая функция с таким основанием строго убывает. Значит, дан­
ное неравенство будет верным, если х>^. Все такие значения входят в

область определения. Следовательно, множество решений — луч

Ответ 1
.25

_25’
Пример 16. Решить неравенство 3х < 5.
Перепишем неравенство в виде 3х < 31оез5. Так как основание 3 показа­

тельной функции больше 1, она монотонно возрастает, откуда х < log3 5.
Ответ'. (-°©; 1<^з 5).
Вопрос. Какие решения имеет неравенство (log3x)2 >1?

■ Контрольные вопросы и задания
1. Как определяется логарифм числа по заданному основанию?
2. * Докажите иррациональность числа log2 3.
3. Как определяется логарифмическая функция?
4. Какие свойства функции у = logax при а > 1 вы знаете?
5. Какие свойства функции у = logax при 0 < а < 1 вы знаете?
6. * Какими условиями задаётся область определения функции, зна­

чения которой вычисляются по формуле у = loga/(x)?
7. К каким тождествам приводит условие взаимной обратности функ­

ций ах и logax?
8. Чему равен логарифм произведения двух положительных чисел?
9. Чему равен логарифм отношения двух положительных чисел?
10. Чему равен логарифм степени положительного числа?
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§ 3. Логарифмическая функция ■

11. Запишите формулу перехода к новому основанию логарифмов.
12. Как обозначаются десятичные логарифмы?

Задачи и упражнения ■
1. Постройте график функции:
a)z/ = log^x; 6)i/ = log^x; B)i/ = -log3x;
г) і/ = log! х; Д)* г/ = - -I ; е)** у = log 2.

з log2x
2. Найдите область определения функции:

a) i/ = log2x(3x); 6)^ = logr2(Vx); в) ^ = lOg^2 (2х4);

r)i/ = logx_1(x-2); д) t/ = logx+1(2x+1); е)* z/ = logx2+x(x2-x).

3. Постройте график функции:

a) z/ = logi(2x); 6)t/ = log3 ^ ; в) i/ = log4V^;

г^ = 1оёДіб(^); д)** t/ = logx3(x2) •

4. Упростите выражение:
a)log9(3x); б) log^llOO^); в) log24x + log 2х;/
r)log39x + log|9x; fl)log^4x-log4(V2)X; е) log2(log2TW);

ё) log3(log3VW).

5. Упростите выражение:
а)510^ б)(^)І<'‘І; в) Др”; г)421^«;

д)610^х; е)**^10^2*.
6. Упростите выражение:
a)log3 ——| + 1оц3~—|-^3(х-3) прих>3; 

X — Д X — о
б) log4(х2 - 4) + log4(х2 + 2х + 4) - log4(х3 - 8) при х > 2;
в) log3 Ѵх^І +log3 >/х + 1-^3(х2-1) при х > 1;

г)** log2 (х2 + х + 1) - log2 (х4 + х2 + 1) при всех х.
7. Известно, что log102 приближённо равен 0,3010. Найдите прибли­

жённое значение: a) log10 5; б) log1020; в) log10160.
8. Выразите через а = log2 3 и b = log2 5 число:
a)log445; б) log ^75; B)log615; r)log630;
fl)log18100; e)log8060; 6)log75432.
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■ Глава 7. Показательные и логарифмические функции

9. Докажите, что log hc = І2Іа£І^£.
logac + log6c

10. * Упростите выражение loga+6 т + loga & m - 21oga+b m • loga 6 m, если 
известно, что m2 = a2- b2.

loff X11. Докажите, что - -й— = l + log„b. При каких значениях а, Ь, х обе 
bg^x

части этого равенства определены?
12. Упростите выражение:
а) (loga b + log&a + 2) • (loga b - logad b} • logba - 1;

6)* lg(x + 2i/)-^lgX“lgi/ при условии х>0,г/>0их2 + 4i/2 = 12xz/;

в) log2 3 • log3 4 • log4 5 ... log99100;

r)** .yiogT^+kST^ при условии ^ > 1,
n > 1.

13. Решите уравнение:
a)log4(2-x) = |; 6) log3(2x + 1) = 3;

r)log2(l-x) = |; д) 31og8(5x - 1)= 1;

14. Решите уравнение:
а) 3х = 8; б) 5х = 2^2;

в) logi(x + 4) = 2;
5

e) log4(2x + 3) = log25.

д)*2^1 + Ѵ2;

в) log4x< 2;

r)(^f = 25;

15. Решите неравенство: 
a)log2x>-; 6)log01x<3;

r)logix>0; fl)log9x<^;
5 2 e)* ^Ѵг-і^1-

■ Тесты
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Чему равен log2(V16 •45)?

1)11,3 2)^ 3)6 4)10

1.2. * Какова область определения функции logx(2 - х)?
1)[0;оо) 2)[0;2] 3) (0; 1) и (1; 2) 4) (0; 2)
1.3. Какому из указанных выражений равно выражение 21о^2^1ое4 8 )?
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Мини-исследования к главе ■

1)2" 2)|х 3)22 4)^х

1.4. Какому из указанных выражений равняется произведение 
log2+x2(x2-l)log2(x2 + 2)?

1) log^ 2 2) log2 (х2 -1) 3) ^^ 4) ^t^

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из указанных выражений равны 2?
l)log10210 2) 910g34 3) 310g94 4)log934
o o ~ - log 2 х2.2. Выберите выражения, равные а а .
1)Ѵх 2)| 3)а!1І«-' 4)Ѵ^"

2.3. Значения каких выражений равны log2 7?
1) log2 3 + log2 4 2) log2 3 • log3 5 • log5 7
3) log. 3 log. 4 4)12®^

log5 2
2. 4. Какие числа являются решениями неравенства log0 2(3х) > -2?
1)0 2)4 3)8 4)16

Мини-исследования к главе ■
Мини-исследование 15
Когда хп — последовательность десятичных приближений числа л с 

недостатком, то последовательность 2х" возрастает, ограничена и имеет 
предел, который мы обозначили как 2Л. Отметим, что если хп — после­
довательность десятичных приближений числа л с избытком, то после­
довательность 2х” убывает и ограничена, а поэтому также имеет предел. 
Показать, что этот предел также равен 2я.

Мини-исследование 16
Показательные функции могут быть как возрастающими, так и убы­

вающими. Предлагается исследовать показательные функции на выпук­
лость.

(В результате исследования должно получиться, что каждая показа­
тельная функция выпукла вниз.)

Мини-исследование 17
Рассматривая натуральные числа т и п и их разложения на простые 

множители, выяснить, при каких условиях число lognm является рацио­
нальным, а при каких — иррациональным.
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Глава 8
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ
ФУНКЦИИ ЧИСЛОВОГО АРГУМЕНТА

В этой главе будет введена радианная мера угла, определены тригонометри­
ческие функции числового аргумента и рассмотрены основные тригонометри­
ческие формулы.

■ § 1. ПЛОЩАДЬ КРУГА И ДЛИНА ОКРУЖНОСТИ

1.1. Площадь единичного круга и число я. Напомним, что для 
вычисления площади круга радиуса R используется формула 8 = пВ2, 
где л — иррациональное число, приближённое значение которого с недо­
статком 3,14159265.

Площадь круга, ограниченного окружностью С радиуса R, можно
вычислить как предел последовательности площадей вписанных в окруж­
ность С или описанных около неё правильных тг-угольников, когда п 
стремится к бесконечности.

Рассмотрим окружность радиуса R = 1. Впи­
шем в неё правильный п-угольник, который 
можно представить в виде объединения п равных 
равнобедренных треугольников с боковыми сто­
ронами длиной 1 (рис. 1). Так как сумма углов
при вершинах всех треугольников равна полному
углу в 360°, у каждого из равнобедренных тре- 

360° угольников угол при вершине равен----- .п
Площадь одного такого равнобедренного тре-

угольника вычислим по формуле 5Д= | Qb sin Ф,

где аиЬ — длины двух сторон, а ф — угол между ними. Получим
о 1 12 360° 1 . 360°S = - • I2 • sin = о • Sin------ . д 2 п----- 2 п

Значит, площадь Sn правильного n-угольника, вписанного в данную 
с п . 360° „окружность, равна Sn = — sin----- . Следовательно, площадь So круга равна

«о = 1ІШ ^sin*
,2 п
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§ 1. Площадь круга и длина окружности

Как известно, площадь круга единичного радиуса равна л соответству­
ющих единиц площади. Поэтому действительное число, равное пределу 

с п • 360°последовательности S = —sin----- , и есть число л. Можно считать, что л 2 п

л — это краткое обозначение для Ііш п . 360°Sin------
.2 п

Вопрос. На сколько отличается площадь круга единичного радиуса от 
площади вписанного в него правильного шестиугольника?

1.2. Площадь круга радиуса R. Рассмотрим окружность радиуса R и
повторим рассуждения, аналогичные приведённым в предыдущем пункте.

Впишем в окружность правильный м-уголь- 
ник и представим его в виде объединения п рав­
ных равнобедренных треугольников с боковыми 
сторонами длины Кис углами при вершинах, 

360° правными----- . Площадь одного такого треуголь- 
п

ника равна
8А4й!8Іп—.

А 2 п
Поэтому площадь вписанного тг-угольника есть 

с п„2 . 360° 8 = —К эіп------ .
п 2 п

Следовательно, площадь 8 круга равна

8 = lim[^K2sin^^^ = K2lim[^-sin^^M = K2-л = лК2 • 
п—>оо \2 П I пч~\2 п /

Вопрос. Какие свойства площади вы знаете?

1.3. Площадь частей круга. Предположим, что площадь полукруга 
радиуса R определена и равна х. Так как круг
можно составить из двух равных полукругов 
(рис. 2), площадь круга, с одной стороны, равна 
2х, а с другой стороны равна лК2. Поэтому 2х =

лК2 , откуда х = .

Допустим теперь, что площадь четверти круга 
радиуса R определена и равна у. Так как круг 
можно составить из четырёх секторов, каждый 
из которых равен четверти круга (рис. 3),

4у = лК2, откуда у = .



■ Глава 8. Тригонометрические функции числового аргумента

Рассуждая аналогично, мы получим, что если круг радиуса R разбит 

на п равных секторов, то площадь одного сектора равна —лВ^.
п

Например, площадь сектора с углом в 1° равна лВ2.
360

Вопрос. Чему равна площадь сектора радиуса R с углом в 18°?
1.4. Площадь сектора с углом а. Для вычисления площади сектора 

радиуса R с углом в а° используется формула

5=^Л (1)

Например, по этой формуле площадь сектора с углом в 24° равна —- пR2.

Вопрос. Как вычислить площадь кругового сегмента с углом а0 = 120°?
1.5. ** Площадь сектора для рационального значения а. Рассмот­

рим сектор Т радиуса R с углом в а°, причём а = —, где рид — натуральные 

числа. Тогда а = • р = ^^ • р, где п = 36 Од. Из пункта 1.3 следует,
360д п

что площадь сектора с углом в ^^ градусов равна —nR2, а площадь 8 дан-
п п

360 с Р гного сектора с углом в----- • р градусов равна 8 = —лВ^. Следовательно, 
п-п

8 = ^-лВ2 = лВ2 = лВ2. 
п 360д 360

Тем самым формула (1) из пункта 1.4 доказана при рациональных а.
Вопрос. На высоте равностороннего треугольника со стороной а как на 

диаметре построен круг. Чему равна площадь части треугольника, лежа­
щей вне этого круга?

1.6. ** Площадь сектора для иррацио­
нального значения а. Рассмотрим теперь сек­
тор АОВ радиуса R с углом в а0, где а — ирра­
ционально. Построим последовательности (осД 
и (ап') десятичных приближений числа а снизу 
и сверху. Затем для каждого натурального п 
построим два сектора АОВп и АОВ'п с углами 
а ° и (а/)° так, как указано на рисунке 4. Пусть 
8п — площадь сектора АОВп, 8п' — площадь сек­
тора АОВ'д и Во — площадь сектора АОВ. Тогда

8„<80<8„- и 8„ = ^ ^, 8П' = ^ ^. Поэтому ^ ^< Яо< ^ ^.
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§ 1. Площадь круга и длина окружности ■

Так как 1іш(аД = 1іш(а/) = а, по теореме о пределе промежуточной 
И—>оо П—>оо

последовательности $0 = —^—тіВ2. Тем самым формула из пункта 1.4 дока- 
оОизана.

Вопрос. На сколько отличается площадь круга единичного радиуса от 
площади правильного «-угольника, описанного около окружности еди­
ничного радиуса?

1.7. Длина окружности. Длину окружности 
можно вычислить как предел последователь­
ности периметров вписанных в окружность пра­
вильных «-угольников.

Рассмотрим окружность радиуса R. Впишем в 
неё правильный «-угольник. Для вычисления сто­
роны АВ этого многоугольника соединим концы 
стороны с центром окружности и получим равно­
бедренный треугольник АОВ с боковыми сторо- 

360° нами длины R и углом при вершине----- (рис. 5). 
п

Отсюда
Рис. 6

Т П 1 о • 180°) 1 |1 О • 360'1іт Р. = пт \2n-R эіп----- = 2Р • ііт — • 2« • эт——
п—»°° п-+°°\ П / п->“\2 2п

оо |1 • 360°\ о „= 2В • Ііт — • «г 8іп----- = 2В • л: = 2лЯ.т-4»\2 «7 /
В результате получаем, что длина окружности радиуса R вычисляется 

по формуле Ь = 2тВ.
Вопрос. Чему равна длина кривой, изображённой на рис. 6?
1.8. Длина дуги окружности. Разделим окружность радиуса R на п 

равных дуг, например, на семь. Предположим, что длина каждой дуги 
определена и равна х. Длина окружности равна сумме длин составляю- 
щих ее дуг, а поэтому 7х = 2тш, откуда х = _ ■■.
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■ Глава 8. Тригонометрические функции числового аргумента

Аналогичные рассуждения верны при произвольном натуральном п.
Например, длина дуги окружности радиуса R с угловой мерой в 1° равна

12лГ?ттту-, так как эта дуга составляет 77x77 часть всей окружности.360 Зои
Вопрос. Чему равна длина дуги окружности радиуса R с угловой мерой 

в15°?

1.9. Длина дуги с угловой мерой а. Для вычисления длины дуги 
окружности радиуса R с угловой мерой в ос0 справедлива формула

<2>
Например, по этой формуле длина дуги с угловой мерой в 12° равна

15 ^^

Вопрос. За какое время конец минутной стрелки часов пройдёт путь в 
1 м, если длина стрелки равна 2 см?

1.10. ** Случай рационального значения а. Рассмотрим дугу R 
р

окружности радиуса R с угловой мерой в ос0, причём ос = —, где р и д — 
гр 360 360натуральные числа. Тогда а = • р =------ • р, где п = 360д.

Из пункта 1.8 следует, что длина дуги с угловой мерой в ^^ граду-

1 Рсов равна — 2лЯ. Но тогда длина Ь дуги Г равна — 2л7?. Следовательно, 
п п

Ь = — ■ 2л7? = —^— 
п 360^

• 2лВ = « 2лД _ _ос_
360 180

Тем самым формула (2) из пункта 1.9 доказана при рациональном а.
Вопрос. Как доказать формулу (2) при иррациональном ос?

■ Контрольные вопросы и задания

1. Какие приближённые значения числа л вы знаете?
2. Как найти площадь круга радиуса R?
3. По какой формуле вычисляется площадь круга?
4. По какой формуле вычисляется площадь сектора?
5. Как найти длину окружности радиуса R?
6. По какой формуле вычисляется длина окружности?
7. По какой формуле вычисляется длина дуги окружности?
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§ 1. Площадь круга и длина окружности

Задачи и упражнения ■

1. Круг площади 100 разделили на 100 равных секторов, которые с 
чередованием цветов покрасили в два цвета — синий и красный. Чему 
равна площадь всех секторов, покрашенных в красный цвет?

2. В равносторонний треугольник со стороной 6 вписан круг. Чему 
равна площадь той части треугольника, которая лежит вне этого круга?

3. В квадрате со стороной 10 описанная и вписанная окружности огра­
ничивают кольцо. Чему равна площадь этого кольца?

4. * Каждая сторона равностороннего треугольника поделена на три 
равные части и через все точки деления проведена окружность. Найдите 
площадь части треугольника, лежащей внутри этого круга, если сторона 
треугольника равна 12.

5. ** На высоте равностороннего треугольника со стороной а как на 
диаметре построена окружность. Найдите площадь части треугольника, 
лежащей внутри этой окружности.

6. На стержень цилиндрической формы с диаметром сечения 8 намо­
тали в один ряд 300 витков тонкой проволоки. Найдите длину всей намо­
танной проволоки.

7. Около правильного шестиугольника со стороной 5 описана окруж­
ность. Найдите длину этой окружности.

8. В правильный шестиугольник со стороной 20 вписана окружность. 
Найдите длину этой окружности.

9. Найдите длину границы сектора радиуса 6 с углом в 50°.
10. * Найдите длину границы кругового сегмента радиуса 12 с углом 

120°.

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
21.1. Чему равна площадь круга с радиусом — ?

4 711) 4л 2)4 3)- 4) 2лл
1.2. Чему равна площадь сектора круга с радиусом 12 см и углом 60°?
1) 12л см 2) 24 см 3) 48л см 4) 24л см2 2 2 2

2
1.3. Чему равна длина окружности с радиусом — метров?
1) —м 2) 2л м 3)— см 4) 400 см л л
1.4. Чему равна длина полуокружности с радиусом 6 см?
1)3лсм 2) 6л см 3)9лсм 4) 12л см
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■ Глава 8. Тригонометрические функции числового аргумента

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Чему равна площадь круга с радиусом 3 километра?
1)9 км2 2) 9 000 000дм2 3) 9000 м2 4) 9л км2
2.2. Чему равна площадь сектора круга с радиусом 8 см и углом 135°?
1) 24 см2 2)24л см2 3)32л см2 4)2400 мм2
2.3. Чему равна длина дуги окружности с радиусом 24 м и угловой 

мерой в15°?
1) 200л см 2) Зл м 3) 2л м 4) 300 л см
2.4. Чему равна длина пути конца часовой стрелки за 300 часов, если 

её длина равна 1,5 см?
1) 250л мм 2) 75л см 3) 25л см 4) 0,75л м

■ §2. РАДИАННОЕ ИЗМЕРЕНИЕ УГЛОВ

2.1. Понятие радианной меры. До сих пор мы измеряли углы в гра­
дусах. При этом за единицу измерения был выбран угол в 1°, равный

части прямого угла. Каждый градус делится на 60 минут, а минута на
60 секунд. В этом параграфе вы познакомитесь с новой системой измере­
ния углов — радианной.

Изобразим на координатной плоскости 
окружность единичного радиуса с центром в 
начале координат. Такую окружность принято 
называть тригонометрической окружностью. 
Пусть а — угол с вершиной в начале координат 
(см. рис.). Радианной мерой угла ос называется 
длина той дуги тригонометрической окруж­
ности, которая заключена внутри данного угла. 
Если длина этой дуги равна Ь выбранным еди­
ницам длины, то говорят, что радианная мера 
угла ос составляет Ь радиан (сокращённо «рад»).

В частности, прямому углу отвечает дуга длиной поэтому его радиан-
ТСная мера равна — радиан (рад). Развёрнутому углу отвечает дуга длиной л,

значит, его радианная мера составляет л радиан (рад). Полному углу 
отвечает вся тригонометрическая окружность, длина которой равна 2л. 
Следовательно, полный угол измеряется 2л радианами. Угол в 1 радиан 
можно получить, если на тригонометрической окружности отложить 
дугу единичной длины.

Вопрос. Чему равна радианная мера угла в 45°?
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2.2. Соответствие градусной и радианной мер. Соответствие 
между градусной и радианной мерами одного и того же угла мы будем 
указывать при помощи двойной стрелки. Например, 360° н 2л (рад).

Установим правило перевода градусной меры углов в радианную. Рас­
смотрим центральный угол тригонометрической окружности, градусная 
мера которого равна а0. По формуле (2) предыдущего параграфа, этот 
угол опирается на дугу длиной —• л. Следовательно, lol)

а (градусов) <-> (рад). (1)
Так,например,

17 ^ ” °’297 (рад)’10 ^ пЬ = 0,017 (рад).
loU loll

Вопрос. Чему равна радианная мера угла в 30°?

2.3. Перевод радианной меры в градусную. Установленное соот­
ветствие между радианной и градусной мерами позволяет получить 
правило перевода радианной меры в градусную. Пусть х — радианная, 
ау — градусная мера одного и того же угла. Как было показано в преды-
дущем пункте, справедливо соотношение у° <->

Отсюда если х = ул 
180’ ТО Z/— 180х 

л

18ЇЇ (рад)'

Таким образом,

х(рад)о 180х 
л (градусов). (2)

Например, 3 (рад) «-> = 171,887°.л
180°Углу в 1 радиан соответствует ------ , что составляет приблизительнол

57°17'45".
Вопрос. Чему равна градусная мера угла величины — (рад)?

2.4. Перевод градусной меры в радианную. С помощью правил пере­
вода градусной меры в радианную можно составить таблицу соответствия 
между градусной и радианной мерами для часто встречающихся углов.

У° 0° 15° 30° 45° 60° 75° 90° 180° 270° 360°

х (рад) 0
л
12

5
6

л
4

л
3

5л
12

л
2 л Зл 

2 2л
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7СВопрос. Чему равна градусная мера угла в - радиан? 
У

2.5. Площадь сектора при измерении угла в радианах. С помощью 
радианной меры удобно записывать формулу для площади кругового сек­
тора.

Рассмотрим круговой сектор с углом в Р радиан. Угол Р соответствует 
180 mуглу — • р градусов. Так как площадь сектора с углом в а вычисляется

ОСпо формуле S = nR, площадь заданного сектора равна

Вопрос. Чему равна площадь кругового сектора радиуса 1 с углом в 
3 9— радианаі

2.6. Длина дуги при измерении угла в радианах. Рассмотрим дугу 
окружности радиуса R, угловая мера которой равна р радиан. Угол р соот- 

180ветствует углу----- • Р градусов. Так как длина дуги с угловой мерой в а0
ОСвычисляется по формуле Ь = л/?, длина данной дуги равняется

Іои

Вопрос. Какой радиус имеет окружность, если её дуга длиной 0,36 стя­
гивает центральный угол в 0,9 радиана?

2.7. Радианная мера направленного угла. Формулы (1) и (2) позво­
ляют определить радианную меру не только для углов, величина которых 
заключена в интервале от 0° до 360°, но и вообще для любого направлен­
ного угла.

Возьмём произвольный направленный угол, величина которого 
равна а0. Радианной мерой такого угла по определению считается число, 
связанное с ос формулой (1), то есть —радиан.

Іои
Например, радианная мера угла в 540° составляет Зл радиан, а радиан- 

ная мера направленного угла величиной (-90°) равняется Гп .

Вопрос. Какова градусная мера направленного угла в радиан?
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Контрольные вопросы и задания ■

1. Определите угол в 1 радиан.
2. Чему равна радианная мера угла:
а) в 30°; б) в 45°; в) в 60°; г) в 90°; д) в 180°; е)в270°?
3. Чему равна длина дуги окружности радиуса R, которую стягивает 

центральный угол в ос радиан?
4. По какой формуле вычисляется площадь кругового сектора?
5. Как определяется радианная мера произвольного направленного 

угла?

Задачи и упражнения ■

1. Найдите радианную меру угла, выраженного в градусах:
а) 15°; б) 120°; в) 150°; г) 210°; д) 75°; е) 18°; ё) 140°; ж) 1020°.
2. Найдите градусную меру угла, выраженного в радианах:
а)^ б)?; а»1’5; г>2-

3. Длина минутной стрелки равна 3,5 см. Какой путь проходит конец 
этой стрелки за 5 минут?

4. Найдите величины углов треугольника в радианах, если они:
а) относятся как 2:3:4;
б) составляют арифметическую прогрессию с разностью d.
5. Чему равен в градусной и радианной мерах угол правильного пяти­

угольника?
6. Выразите в радианах и в градусах центральный угол, опирающийся 

на дугу, длина которой равна двум радиусам.
7. Найдите площадь сектора круга радиуса R, если соответствующий 

этому сектору центральный угол равен:
а) 40°; б) 90°; в) 300°.

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Какой угол в радианах соответствует углу в 75°?
1 \ ^5 о 7л .ч 4л

} 9 } 12 } 12 } 9 Зк
1.2. Какой угол в градусах соответствует углу в — радиан?
1)54° 2)48° 3)64° 4)56°
1.3. Какому из промежутков принадлежит значение, соответствующее 

углу в 1,5 радиан?
1)(60°;70°) 2) (70°; 80°) 3) (80°; 90°) 4) (90°; 100°)
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1.4. Какова радианная мера угла в 72°?
ч \ Д 2д Зд . ч Зд1)-радиан 2) — радиан 3) — радиан 4) — радиан

5 5 Ю 5
Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Сумма каких углов в радианах соответствует углу в 90°?
ч х Д д д Д Д Д лх 5д 7д1) — и — 2)- и- 3) - и - 4) — и —7 15 5 7 6 3 4 6 24 24
2.2. Разность каких углов в градусах соответствует углу в - радиан? 

4
1)555° и 510° 2) 320° и 275° 3)411° и 376° 4) 209° и 166°
2.3. Укажите все верные соответствия:

180°1)1 (рад) соответствует 2) 1 (рад)соответствует
Іои

3) 2 (рад) соответствует 120° 4) 3 (рад) соответствует
2.4. Сумма каких двух углов равна 360°?

1) д (рад) и 180°

3) ^ (рад) и 120°

2)5 (рад) и 270°

4) — (рад) и 60°
О

■ § 3. СИНУС, КОСИНУС, ТАНГЕНС И КОТАНГЕНС 
ЧИСЛОВОГО АРГУМЕНТА

3.1. Синус числа. Возьмём произвольное число х. Сопоставим этому 
числу направленный угол, радианная мера которого равняется х радианам.

Рис. 1

В градусной мере такому углу соответствует 
180ха= ------ градусов. Значение синуса угла в а°д

принимают соответственно за значение синуса 
числа х.

Синусом числа х называется синус направ­
ленного угла, соответствующего х радианам.

Таким образом, по определению

эіпх = эіп

Функция у = эшх определена для любого дей­
ствительного числа х.

На рис. 1 изображено значение функции у = эіпх при х = 2. Оно равно орди­
нате точки В на тригонометрической окружности, определяющей дугу АВ 
длины 2, которая соответствует центральному углу АОВ в 2 радиана.

Вопрос. Что такое синус единицы?
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3.2. Синусоида. Вспомним формулу sin (а0 + 360°) = sin а0.
При измерении углов в радианах эта формула приобретет другой вид: 

sin (х + 2л) = sinx.
Отсюда следует, что функция у = sinx принимает одинаковые значе­

ния в точках х, х + 2л, х - 2л, х + 4л, х - 4л и так далее. Поэтому для 
построения графика функции у = sinx сначала достаточно построить 
часть графика на отрезке от 0 до 2л.

Один из способов построения графика функции у = sinx на отрезке 
[0; 2л] таков. Разделим отрезок [0; 2л] на 12 равных частей. Центр три­
гонометрической окружности выберем в точке (- 1; 0). Затем разделим 
окружность также на 12 равных частей.

Ординаты точек на окружности — это синусы соответствующих
углов 0, и так далее. Отложим эти ординаты от соответствующих 

6 3 2
точек отрезка [0; 2л]. Соединяя полученные точки плавной кривой, полу­
чим часть графика функции у = sinx на отрезке от 0 до 2л (рис. 2).

Передвигая полученную часть графика влево и вправо вдоль оси Ох 
на расстояния 2л, 4л, 6л и так далее, мы сможем построить весь график 
функции у = sinx (рис. 3).

Рис. 3
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График функции у = sinx называется синусоидой.
Вопрос. Как нарисовать график функции у = sin х +

3.3. Косинус для радианной меры угла и его график. Косинус дей­
ствительного числа определяется аналогично тому, как был определён
синус.

Косинусом числа х называется косинус направленного угла, соответ­
ствующего х радианам.

(180 V—-х . Тем самым функ-
71 /

ция у = cosx определена для любого действительного числа.
Вспомним формулу cos ос0 = sin (а° + 90°).
При измерении углов в радианах эта формула примет вид

COSX = SIRІХ + — І •

Следовательно, значение косинуса в произвольной точке х равно зна­
чению синуса в точке х + ^. Это означает, что график косинуса можно 

получить из графика синуса параллельным переносом на расстояние

S
I
N

влево вдоль оси Ох. Поэтому графиком функции у = cosx является сину­
соида, расположенная так, как изображено на рис. 4.

Вопрос. В каких точках график функции у = cosx пересекает ось 0x2
3.4. Тангенс и его график. Функцию «тангенс»определяют для таких

ТС чисел х, для которых cosx ^ 0, то есть для чисел х / - + пп, где п е Z. По
X sinx определению tgx = ------ .cosx

На рис. 5 изображены две ветви графика функции і/ = tgx из бесконеч­
ного их числа.

Вопрос. Какой знак имеет tg4?
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3.5. Котангенс и его график. Функцию 
«котангенс» определяют для таких чисел х, 
для которых sin х ^ 0, то есть для чисел х ^ ли, 
где п е Z. По определению ctgx = cos х .

sinx
График функции у = ctgx имеет примерно 

такой вид, как на рис. 6, и тоже содержит бес­
конечно много ветвей.

( 11л \Вопрос. Чему равен ctgl—— I ?

Контрольные вопросы и задания ■

1. Что называется синусом числа х?
2. Изобразите график функции у = sinx.
3. Как называется кривая, являющаяся 

графиком функции у = sinx?
4. Что называется косинусом числа х?
5. Изобразите график функции у = cosx.
6. Как определяется тангенс числа х?
7. Для каких чисел х определена функция 

У= tgx?
8. Нарисуйте график функции у= tgx.
9. Как определяется котангенс числа х?
10. Для каких чисел определена функция 

у = ctgx?
11. Какой график имеет функция у = ctgx?

Задачи и упражнения ■
1. Найдите знаки чисел:
a) cos 2; б) sin 3,1; в) cos 3,1;
2. Докажите неравенство: 
a)0<tg(0,5)<l; 6)tgl>l;
3. Вычислите:

• Л j лsin —-созл + tg — 
а>—^—ъЛ 

2sin^-sin —
6 2

r)tgl,5; д)tg2.

в) tg 2 > —1.

2sinJ-3cos^ 
б)------ - ----------— •о . 2л л ’З sin Q + cos —

О о

B)3tg^-sin2^ + cos2^;
4 3 о

2tg--tg-

cos л о
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4. Определите знак числа:
х / 5л\ • 5л \ 7к \ ч , 5лa)cos -— ; 6)sin —; b)cos —; r)tg -^ ; fl)ctg—.

\ 7 / 4 о \ 4 / 4

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.

1.1. Чему равно значение sin f_ 47л)?
\ 6 /

1)1 2)^ 3)4)-^
7 2 7 2 7 2 7 2

1.2. Чему равно значение cos

1)1 2)^ 3)4)-^
7 2 7 2 7 2 7 2

1.3. Сколько раз функция у = sinx принимает значение 0,5 на проме- 

гтке | —; 14л ?

1)13 2)15 3)17 4)19

1.4. Чему равняется tg - + ctg-?
6 6

1)4 2) ^ 3) 4- 4) ^
Ѵз 4 Ѵз 7 2

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из указанных чисел больше ^?

_л„5л 11л - 21л 4\ 11лl)sin— 2) cos— 3)sin — 4) cos—

2.2. На каких из указанных промежутков функция у = cos х убывает? 
1)[л;2л] 2) [4л; 5л] 3) [21л; 22л] 4) [56л; 57л]
2.3. Какие из указанных чисел больше нуля?

1) sin ^ 2) cos^ 3) tg 4) tg ^
3 о \ 5 / 7

2.4. При каких значениях х функция у = ctgx принимает значение, 
равное ctg(-^) ?

1)х = -^ 2)х = -^ 3)х = ^ 4)х = ^
7 7 7 7
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§ 4. Основные тригонометрические формулы ■

§4. ОСНОВНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ ■

(1)

А В

Рис. 1

4.1. Некоторые формулы для тригонометрических функций.
В курсе математики 9 класса изучались некоторые формулы, связыва­
ющие тригонометрические функции направленных углов. В этом параг­
рафе мы рассмотрим аналогичные формулы для числовых значений аргу­
мента.

Синус и косинус числа х связаны тождеством 
sin2x + cos2x = 1.

С помощью этого тождества по значению 
одной из тригонометрических функций числа X 
можно вычислить значения остальных.

Пример 1. Найти площадь треугольника
АВС со сторонами АВ = х/21, ВС = ^22, АС = у/23

(рис. 1).
Обозначим угол АВС через ос. По теореме коси­

нусов получим АС2 = АВ2 + ВС2 - 2АВ • ВС cos ос 
или 23 = 21 + 22 - 2у/21у/22 cos ос.

Отсюда cos ос = 10
ѴИѴ22’

sin2 ос = 1- cos2 ОС = 362
21 22’

Так как 0 < ос < л, то sin ос =
Ѵ362

Ѵ21Ѵ22'
Следовательно,

S^U^BCsinaUVM.^^

Ответ: ^62
2

Пример 2. Вычислить tgx, если известно, что - 
Так как cosx < 0, из тождества (1) получаем

1л и sinx = -. 
о

• 2 н 1 2\2COSX = -yl-sin X = -. 1~ — =---- .

Следовательно, tgx = = X •
cosx 3

Ответ: —
2x12

______ 1

I 3 ) 2^2’
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■ Глава 8. Тригонометрические функции числового аргумента

Приведём другие формулы для тригонометрических функций числа х:
1+tg2x = —где x * £ + nrc, n g Z, 

cos X z
sin(-x)= - sinx, 
cos(-x) = cosx,

tg(_x) = - tgx, где Я * 2 + ПЯ, ПЕ Z.
7CВопрос. Чему равен sinx, если известно, что 0<x<-ntgx = 3?

(2)

(3)
(4)

(5)

4.2. Формулы сложения для тригонометрических функций. Фор-
мулы сложения для тригонометрических функций имеют вид: 

cos (x + y) = cosx- cosy-sinx- siny, 
sin (x + у) = sinx • COS I/ + cosx • siny,

v 1-tgxtgy

где x + y*^ + кл, x^~ + тп, y*^ + пп; к, m, пе Z. 
Z a

(6)
(7)

(8)

С помощью этих формул можно вычислять значения тригонометри­
ческих функций для суммы чисел.

Пример 3. Известны стороны АВ = 5, ВС = 6, 
CD = 7, AD = 8 и диагональ АС = 9 четырёхуголь­
ника ABCD. Найти диагональ BD.

Положим ABAC = a, ACAD = [3 (рис. 2). 
Из треугольника АВС по теореме косину­
сов находим ВС2 = АВ2 + АС2 - 2АВ • AC cos а, 

7 
36 = 25 + 81 - 90 • cos а. Отсюда cos а = —, 

/— У
sina = д . Аналогично из треугольника ACD 
имеем CD2 =AD2 +АС2 - 2AD • AC cosp, 49 - 64 +

2+ 81 - 144 • cos p. Поэтому cos P = —, sinP = . Таким образом,
„ „ 3n_7 2 V§2

cos Z BAD = cos (a + p) = cos a • cos p - sin a ■ sin p 9 3 9 3"" 27
BD2 =AB2 + AD2 - 2AB AD cos A BAD =25 + 64-80 — 4^ = 1283 + 320V10 

27 27

Следовательно, BD = 1283 + 320^0
27

Ответ: /1283 + 32О\/Ї0 
V 27
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Заменяя в формулах (6), (7), (8) число у на число (-у) и используя фор­
мулы (3) и (4), получим формулы, по которым можно вычислять значе­
ния тригонометрических функций для разности аргументов:

cos (х- у) = cosx • cosy + sinx • sin г/, (9)
sin(x -у)= sinx • cosy - cosx • siny, (10)

гдеx-y*^ + kn, x^^ + тп, у^^+ пл; к,т,пє Z. 
£ £ A

Пример 4. Найти sin и sin .
Так как — = - - -, по формуле синуса разности получим: 12 3 4

. л - л л л . л 7з V2 1 V2 Vc
Sini2 ~ Sin 3 C°S 4 COS3Sin4~ 2 2 2 2“ 4

л 7л л . л . 5л . 7лАналогично, воспользовавшись равенствами -=- + -, эіп— = 13111 То и 

формулой для синуса суммы, можно получить, что

Smi2 4
Вопрос. Как из формул (6) и (7) вывести формулу (8)?
4.3. Формулы приведения. Из формул сложения легко получать 

формулы приведения, выражающие тригонометрические функции 
аргументов ^ ± х, л ± х, ^ ±х через тригонометрические функции аргу­

мента х. Например,
Зл/Зл \ Зл , . Зл . п •cos —-х = cos — -cosx + sin — sinx = 0 cosx + (-l) sinx-- sinx.2

Особо выделим следующие две формулы приведения:

cos ^-хІ = sinx,

• /л \sinl —-х =cosx.

(12)

(13)

Пример 5. Найти cos и cos .

Так как та = т _ та, формула приведения (12) приводит к равенствам:

5л - л д/б-л/2COS — = sin — = -—  .12 12 4
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Аналогично можно показать, что

cosir
V6+V2

4
Напомним также важные формулы, отражающие периодичность три­

гонометрических функций:
cos (х + 2л) = cos х, (14)
sin (х + 2л) = sin х, (15)

tg(x + л) = tgX, гдех^^+пл, ПЕ Z. (16)

Вопрос. Для каких значений х верна формула ctg (х + л) = ctgx?

■ Контрольные вопросы и задания

1. Докажите тождество cos2 х + sin2 х = 1.
2. Перечислите формулы сложения.
3. Для каких числовых значений х верна формула 1 + tg2x = —V-?

, к cos X
4. Докажите тождество cos 11+ х Г ~ sin х'

5. Как из формул сложения получить формулы для тригонометричес­
ких функций от разности аргументов?

6. Какие формулы приведения вы знаете?
7. Какие формулы отражают периодичность тригонометрических фун­

кций?
8. ** Докажите формулу cos (х +1/) = cosx • cosy - sinx • sinz/.

■ Задачи и упражнения
1. Упростите выражение:

cos (х - л) • ctg IХ 4“ I • sin (4л - х)
а)------------1—\—;

sin (Зл + х) ■ ctg у - х

sin 5 - х • tg (л - х) - ctg (х - л) • sin (х - 2л)
б) .

cos (х + л) ■ cos (х - л) + sin (л + х) • sin (2л - х) ’
2. Докажите формулу:

a) sinРг + х =cos ?-х ;
\4 / \4 /

б) sin —-х =cos —+ х ;\4 / \4 /
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в) tg^-xj-tg^ + x^l;

г) cosx • (1 - tgx) • (sinx + cosx) = cos4x - sin4x;
д) 2sin2 X - COS2 X • (tg2 X + ctg2 x) + (tg x - ctg x)2 = tg2 X - 1.

3. Известно, что sinx = -“И-^<х<0. Найдите cosx.

3 к4. Известно, что tgx = -^H-<x< л. Найдите sinx.
5. Вычислите:

ctglx-^l l sinlx- —4-sin(n-x) I
a) 1 V '

tg (я + x) • (cos (x + 2л) - sin (x - 2л))
6) 1 -11"1^2*)2.

sin2 x-cos2 X tg2x

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Чему равняется cos (ос + 20)?
1) cos ос sin 20 + sin ос cos 20 2) cos ос sin 20 - sin ос cos 20
3) cos ос cos 20 + sin ос sin 20 4) cos ос cos 2^ - sin ос sin 20
1.2. Чему равняется sin(3oc - 20)?
1) cos Зое sin 20 + sin Зое cos 20 2) cos Зое sin 20 - sin Зое cos 20
3) cos Зое cos 20 + sin Зое sin 20 4) sin Зое cos 20 - cos Зое sin 20
1.3. Известно, что sin х = ^. Чему равняется |tgх|?

1) V2 2) 3) 2^2 4) -4=
Ѵ2 2>/2

1.4. Известно, что tgx = ^. Чему равняется cos^^-x) ?

«I 2’t 3>t 4>1
Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. В каких случаях утверждения являются неверными? 

. 11) если sinx = —, ТО COSX - -7—
1 . 2 32) если COS X = —, ТО Sinz X = j 

• 1 л/з3) если sin X = - —, ТО COS X = —
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4) если COS X = - то sin2 X = -г2 4
2.2. В каких случаях утверждения являются верными?

• 1 , ѴЗ1) если sinx = 7, ТО tgX = --7— 4 3
3) если sin х = - ^, то tg2X = ~

2) если cos х = —, то tg2x = 3

4) если COSX = - ^, ТО ctg2X = “

2.3. * В каких случаях утверждения являются неверными?

1) sin Х + ^ = COSX

(ТІ і
х + — = -sinx

2)tg x + ^ =-ctgx

4) ctg х-^ =tgx

2.4. * В каких случаях утверждения являются верными?
1) зіп(х-5л) = cosx

3) cos (х-8л) = cosx

2) cos (х +5л) =-cosx
/ 7 л \4) sin х + — =-sinx

■ §5. ФОРМУЛЫ двойного
И ПОЛОВИННОГО АРГУМЕНТА

5.1. Формулы двойного аргумента. Из формул сложения (6), (7) 
и (8) предыдущего параграфа при х = у получаются формулы двойного 
аргумента:

cos 2х = cos2 х - sin2 х, (1) 
sin 2х = 2 sin х • cos x, (2)

tg 2x = , где x ^ ^ + /пл, x ^ j + ^ n; m, n є Z.
l-tg2x 4 z

(3)

Рис. 1

Пример 1. В равнобедренном треугольнике 
АВС с основанием АС = 10 радиус вписанной 
окружности равен 3. Найти боковые стороны
треугольника.

Пусть О — центр вписанной окружности. 
Тогда точка О лежит на высоте ВН треуголь­
ника АВС и на биссектрисе угла С (рис. 1). 
Обозначим а = А ОСН. Тогда ZBCH = 2а. Из 
прямоугольного треугольника ОСН получаем
ОС = Ѵб2 + 32 = Ѵ34, sina = ^ = ^=. Далее, 

ОС
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cos ZВСН = cos 2а = cos2a - sin2a = 1 - 2sin2a = ^.

Поэтому ВС =---- %--- =
cos ZBCH 17 8

Вопрос. Как из формул сложения получить формулы (1) — (3)?
5.2. Формулы половинного аргумента. Из формулы (1) также сле-

дует, что
cos2i/ = 1 - 2sin2j/ = 2cos2i/ - 1.

Заменяя переменную у на —, будем иметь:

. 2Х 1-COSX 81П — = —-—
2 2

2Х 1 + COSX 
COS «-----2 2

(4)

(5)

(6)

Эти формулы можно использовать для вычисления значений тригоно­
метрических функций половинного аргумента.

Пример 2. Найти радиус окружности, впи­
санной в треугольник АВС со сторонами АВ = 5, 
ВС = 6, АС = 7.

Пусть О — центр вписанной окружности, ОМ, 
ON и ОК — радиусы, проведённые в точки её 
касания со сторонами треугольника. Из условий 
АМ = АК, ВМ = BN, CN = СК получаем, что 
СК= ^(АС + ВС-АВ) = 4.

Положим ААСВ = а (рис. 2). По теореме коси­
нусов получаем АВ2 = АС2 + ВС2 - 2АС • ВС cos а 

5 
или 25 - 49 + 36 - 2 • 7 6 ■ cosa. Отсюда cosa = —. 
Поэтому 

и /і + cosa /6 cos ЛОСК = cos- = ---- ------ = Jy,

sinAOCK = ^, tgZOCK = ^.

Значит, ОК = КС tgZOCK = 4 =2л/б 
ч/б з

Пример 3. Вычислить sin^, не пользуясь таблицами. 
О
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■ Глава 8. Тригонометрические функции числового аргумента

„ 1-cos^ 1-4 ,_ /5
Имеем sin2 — =---- -—— = —^- = —^~

8 2 2 4

Так как 0 < 5 < 5, то sin^ = 
о 2 о

2-V2
2

Вопрос. Как вычислить cos —, применяя формулу половинного аргу­
мента?

5.3. *Формулы для tg—. Разделив, при cos — неравном нулю, почленно

\ 2 X 1 COSXравенство (5) на равенство (о), получаем: tg — = ---------- .2 1 + cosx
Из последнего равенства можно вычислять tg^, зная cosx. Однако тан- 

гене половинного аргумента — лучше выражать через cosx и sinx:

v sin^ 2sin^cos^ • v
H==i^’где x * "^+'Иe z-z cos^ 2cos2f 1 + cosx

Аналогично, когда произведение sin | ■ cos^ не равно нулю, получаются 
равенства:

. X
X Sin9 tg- =------ = ё 2 x

C0S2

2sin2^
о . X X 2 sin— cos—

_ 1-cosx 
sinx

Однако, в отличие от предыдущего, в этом случае область определения 
, х Л sinxвыражения tg — отлична от области определения i + cosx»

Пример 4. Найти tg и tg

Из равенства, приведённого в пункте, следует, что

tg-= ё 12
1-cos^

о

і-4
2

Аналогично можно получить, что 
tg^ = 2+^3.

Вопрос. Как вычислить tg— без помощи таблиц? 
О
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Контрольные вопросы и задания ■

1. Докажите формулы для косинуса и синуса двойного угла.
2. Докажите формулу для тангенса двойного угла.
3. Как вычислять синус и косинус половинного угла?
4. * Докажите формулу tg2 — = -—cosx. Для каких значений х эта фор- 

о 2 1 + cosxмула верна?
5. * Докажите формулу tg — = —^^—. для каких значений х эта фор- 

_ 2 1 + cosxмула верна ?

Задачи и упражнения ■

1. Докажите равенство:

б)Ыф = с032х;
1 + tg Xa)rSH“^

в) cos4x - 6cos2x ■ sin2x + sin4x = cos4x;

r)
1 + sin 2x.
1 - sin 2x ’

e)cos2

. l-cosx + cos2x
Д) —r-z------- 7-----------= Ctgx;sin 2x - sin x

gx cos2x _ cos x-sin X .
7l + sin2x cosx + sinx’

ж) tg^ + 2зіп2| • ctgx = 8ІПХ.

2. Докажите равенство 71 + 8Іп2х = Іэіпх + соех|. Приведите пример, 
который показывает, что знак модуля в правой части опустить нельзя.

3. Синусы двух острых углов треугольника равны соответственно — и
—. Найдите косинус третьего угла.
5

4. Вычислите без помощи таблиц и калькулятора:
ч . 7л . л лa)tg —; б)зіп — сое .

5. * Выразите sin3x и cos3x через sinx и cosx.

Тесты ■
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Чему равно выражение 2эіп2х - 1?
1) сов2х 2) - соэ2х 3) эіп2х 4) - эіп2х
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1.2. Чему равно выражение sin — - cos — /

1) cosx 2) - cosx 3) sinx 4) - sinx
1.3. Чему равно выражение 2sinx cosx cos2x?
I)^sin2x 2) 2sin2x 3)ysin4x 4) 2sin4x

1.4. Чему равно выражение 1 + 2cos2x?
1) 3cos2x - sin2x 2) 3cos2x + sin2x
3) cos2x - 3sin2x 4) cos2x + 3sin2x

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2. 1. При каких значениях х из указанныхвыполняется равенство

. X 
sin2 “

1-cosx ?
2

1)х=^ 2)х = ^ 3)х = ^ 4)х=^

2.2.* При каких значениях х из указанных выполняется равенство
, х
tg2 =

1-cosx ?
1 + cosx ’
9л 8л 17л 38л1)х=у 2)х=— 3)х = — 4)х = —

2. 3.* Найдите выражения, равные tg| при 
переменной.

sinx 2) sinx ™ 1 + cosx 4) 1-cosx
7 1 + cosx 7 1-cosx sinx sinx

допустимых значениях

2. 4.** Найдите выражения, равные ctg^ при допустимых значениях 
переменной.

n sinx 2) sinx $) 1 + cosx 4) 1-cosx
7 1 + cosx 7 1-cosx sinx sinx

■ § 6. ФОРМУЛЫ ПРОИЗВЕДЕНИЙ 
И СУММ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

6.1. Преобразование произведения sin х cos у. Запишем тригоно­
метрические формулы (7) и (10) из § 4:

sin(x + у) = sinx • cosy + cosx • sin г/,
sin(x - у) = sinx • cosy - cosx • siny.

Почленным сложением приходим к равенству
sin(x + у) + sin(x - у) = 2sinx • cost/.
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Отсюда
sin X • cos у = ^ (sin(x + у) + sin(x - у)). (1)

Эта формула оказывается полезной при выполнении преобразований 
тригонометрических выражений. Например,

Вопрос. Как из приведённых вычислений найти sin — ?

6.2. Преобразование произведений cosx cosy и sinx siny. Запи­
шем тригонометрические формулы:

cos(x - у) = cos х • cos у + sin х • sin г/,
cos(x + y) = cosx • cosy - sinx • sini/.

Почленным сложением получаем равенство
cos(x + у) + cos(x ~ у) = 2cosx ■ COSl/.

Отсюда
COSX • COS у = i(cos(x + у) + cos(x - у)). (2)

Почленное вычитание тех же формул даёт
sin х • sin у = ^ (cos (х-у)- cos (х + у)). (3)

Формулы (1), (2) и (3) называются формулами преобразования произ­
ведений синусов и косинусов.

Вопрос. Как вычислить произведение sin ■ sin ?

6.3. Формулы для преобразования сумм в произведения. В пунк­
тах 6.1 и 6.2 мы рассмотрели формулы преобразования произведений три­
гонометрических функций в сумму. В некоторых случаях полезны и обрат­
ные преобразования сумм тригонометрических функций в произведения.

Для того чтобы получить соответствующие формулы, запишем X и у в 
виде

_х + у х-у _х+у х-у
2 2 ,У~ 2 2 ’

По формулам сложения для синуса имеем: 
. х+у х-у , х+у . х-у

2 2 2 2
. х+у х-у х+у . х-уsin у = sin —~ ■ cos —- cos —• sin ——

Z Z Z Z
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Отсюда почленным сложением получаем равенство
sinx+siny = 2sin^^cos^-^, (4)

а почленным вычитанием — равенство
sinx-sin^ = 2cos^^sin^^ (5)

Аналогично по формулам сложения для косинуса имеем:
х + у х-у . х + у . х-уcos х = cos ——• cos ——- sin ——• sin ——, 2 2 2 2
x + y x-y . x+y . x-ycos у = cos ——• cos —+ sin —• sin -~-. y 2 2 2 2

Почленным сложением этих равенств получаем равенство
, о х+и х-уCOS X + COS Z/= 2 cos —• COS —х^-,

а почленным вычитанием — равенство
(6)

о . х+у . х-у о . х+у . У-Хcos х - cos у =-2 sin ——^ • sin ——^- = 2 sin ——^ • sin ^—. * 2 2 2 2
Пример 1. Преобразуем сумму в произведение.

sin х + sin Зх + sin 5х + sin 7х = (sin х + sin Зх) + (sin 5х + sin 7х) = 
= 2sin 2х • cos х + 2sin 6х • cos х = 2cos х • (sin 2х + sin 6х) =

2cosx- • 2х + 6х 2х-6х\2 sin—  cos—-— 
\ 4j /

4 cos х • sin 4х • cos 2х.

Вопрос. Как доказать, что 2 sin Х + у 
, 2

Х V + у = sin х - cos у ?
2 4/ у

6.4. Формулы преобразования. Формулы (4), (5), (6) и (7) называ­
ются формулами преобразования сумм и разностей синусов и косинусов. 
Для запоминания их иногда формулируют кратко в следующем виде:

Сумма синусов двух чисел равна удвоенному произведению синуса их
полусуммы на косинус полуразности первого и второго чисел.

Разность синусов двух чисел равна удвоенному произведению коси­
нуса их полусуммы на синус полуразности первого и второго чисел.

Сумма косинусов двух чисел равна удвоенному произведению коси­
нуса их полусуммы на косинус полуразности первого и второго чисел.

Разность косинусов двух чисел равна удвоеному произведению синуса
их полусуммы на синус полуразности второго и первого чисел.

Вопрос. Как можно кратко сформулировать формулы преобразования 
произведений синусов и косинусов?

6.5. * Формулы преобразования для суммы тангенсов. Найдём 
формулы для преобразования суммы и разности тангенсов.

tgX + tgZ/ = sinx sini/ _ sin X cos у + cos x sin у _ sin(x+!/) 
cosx cosy COS X cos у COS X cos у'
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Следовательно,
tgx+tgy = sin(x + i/) 

COS X cos у’ (8)
Аналогично получается формула

tgx-tgy = sin(x-0 . 
COS X cos у' (9)

Вопрос. Для каких хи у справедливы формулы (8) и (9)?

6.6. ** Вычисление суммы + соэх + соэ2х + ... + СОБЛХ. С помо­
щью формул преобразования произведений и сумм можно упрощать 
некоторые суммы, связанные с тригонометрическими функциями.

Пример 2. Докажем, что если sin— ^0, п е А, то

sin(2»±l)x
Sn = ^ + cosx + cos2x + ... + cosnx =-------- - ---- .

2 2sin^

Преобразуем произведение 2(sin—) • S :2 n

2sinf A X I 1= 2 sin — • — + cosx + cos2x + ... + cosnx

= sin^ + 2sin^cosx + 2sin^cos2x + ... + 2sin^-cosnx =
2 2 2 2

= sin — + sin — - sin — + sin — - sin —+••• +2 1 2 2/1 2 2 /
. . (2n + l)x . (2n-l)x\ . (2n + l)x+... + sin -——---- sin -—- - - = sin -— — ■ .1 2 2 / 2

Следовательно, 2 sin ^ • Sn = sin .

sin(2n±l)x
Отсюда Sn =--------- 2----- , что и требовалось доказать.

2 sin 5

Вопрос. Чему равна сумма Sn = sin х + sin 2х +... + sin пх?

Контрольные вопросы и задания ■
1. Выведите формулу преобразования произведения синуса и коси­

нуса.
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2. Выведите формулу преобразования произведения синусов.
3. Выведите формулу преобразования произведения косинусов.
4. Выведите формулу преобразования суммы синусов.
5. Выведите формулу преобразования разности синусов.
6. Выведите формулу преобразования суммы косинусов.
7. Выведите формулу преобразования разности косинусов.
8. * Чему равна сумма тангенсов?
9. * Чему равна разность тангенсов?

■ Задачи и упражнения

1. Вычислите без таблиц и калькулятора:
a) cos 75° • cos 105°;
б)** sin 20° • sin 40° • sin 60° • sin 80°.
2. Преобразуя произведение в сумму, а затем сумму в произведение

докажите равенство sin • cos = sin + sin . о о 4 2
3. Преобразуйте в произведение:
a) cos 1-cos 5; б) sin 17° + cos 29°.
4. Докажите равенство i (cos 2х + cos 2г/) = cos(x + у) cos(x - у).

5. * Докажите равенство:

a)“T^-4sin70° = 2;sin 10
б) 2 cos 24° - cos 12° - cos 36° = 4cos 24° • sin2 6°;

v 1-COS50° _х_9ко.B)^40^"tg25’ = 2tg2x.

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.

1.1. Чему равно выражение 2sinxsin

1) cos 2х 2) - cos 2х 3) sin 2х 4) - sin 2х

1.2. Чему равно выражение cosl0xcos^-6xj
1) cos (л + 16x) 2)sin(n + 4x) 3)зш(л-16х)
1.3. Чему равно выражение sin Зх • sin 5х?

-Юх cos6x?
4) cos (л - 4x)

1) i (sin 2x - sin 8x) 2) i (sin 8x - sin 2x)
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3) (cos 8х - cos 2х) 4) — (cos 2х - cos 8х)

1.4. Чему равно выражение cos 5х - cos Зх?
1) 2sin х sin 4х 2) -2sin х sin 4х
3) 2sin х cos 4х 4) 2cos 4х cos х

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Найдите выражения, равные Vl-sin2x при всех значениях пере­

менной.
l)sinx + cosx 2)sinx-cosx
3) I sin x + cos x I 4) I sin x - cos x I
2.2. Найдите, какие из двух заданных выражений тождественно равны 

при всех значениях переменных.
1) cos (Зх + 2г/) • cos (Зх - 2г/) + sin (Зх - 2г/) • sin (Зх + 2г/) и cos 4г/
2) sin (14х + 5г/) ■ cos (14х - 5г/) + cos (14х + 5г/) • sin (14х - 5г/) и sin 9г/
3) sin (5х + Зг/) • sin (5х - Зг/) - cos (5х - Зг/) • cos (5х + Зг/) и cos Юх
4) cos (х + 2г/) • sin (х - 2г/) - cos (х - 2г/) • sin (х + 2г/) и (-sin 4г/)
2.3. * Найдите выражения, которые равны выражению sinx + sin3x 

при всех допустимых значениях переменной.

I)2sin2xcosx 2)^-^ 3) sinx cos 2х 4)4sinxcos2x
sinx

2.4. * Найдите выражения, которые равны выражению tg3x - tgx при 
всех допустимых значениях переменной.

1) sin2x 2) sin4x $) 2 sin 2х ^ sin2x
7 cosxcos3x 7 cosxcos3x 7 cos2x + cos4x 7 cos2x + cos4x

Мини-исследования к главе ■

Мини-исследование 18
Установите, насколько отличается площадь круга, ограниченного 

окружностью радиуса R’.
а) от площади вписанного в эту окружность правильного шестиуголь­

ника;
б) от площади вписанного в эту окружность правильного восьмиуголь­

ника;
в) от площади вписанного в эту окружность правильного двенадцати­

угольника.
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Мини-исследование 19
Установите, насколько отличается площадь круга, ограниченного 

окружностью радиуса R'.
а) от площади правильного шестиугольника, описанного вокруг этой 

окружности;
б) от площади правильного восьмиугольника, описанного вокруг этой 

окружности;
в) от площади правильного двенадцатиугольника, описанного вокруг 

этой окружности;
г) от площади правильного шестнадцатиугольника, описанного вок­

руг этой окружности.

Мини-исследование 20
Основная часть тригонометрических формул верна при всех значениях 

переменных. Пример исключения дают формулы, содержащие тангенс и 
котангенс. Предлагается выяснить, при каких условиях определены сле-
дующие формулы: 

l)tg (x + n) = tgx;
2)tg(x+y) = -^^-, 

І-tgxtgz/
3) ctg (x + л) = ctgx;

4) ctg(x + z/) = ctgxctgz/-! 
ctgx • ctgz/

Мини-исследование 21
По аналогии с приведённым в пункте 6.6 выводом формулы для суммы 

косинусов найти суммы:
1) sinx + sin2x + ... + sinnx;
2) sinx + sin (x + d) + sin (x + 2d) + ... + sin (x + nd);
3) cosx + cos (x + d) + cos (x + 2d) + ... + cos (x + nd).
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Глава
СЕЧЕНИЯ

В этой главе мы напомним некоторые способы построения сечений много­
гранников, рассмотрим общие подходы к построению сечений. Вы узнаете о 
применении сечений на практике.

■ § 1. ПОСТРОЕНИЕ СЕЧЕНИЙ ПО ТРЁМ ТОЧКАМ

1.1. Задачи, возникающие при построении сечений. Мы неод­
нократно рассматривали примеры задач на построение сечений много­
гранников некоторой плоскостью. Заметим, что решение каждой такой 
задачи представляет собой последовательное решение частных вспомога­
тельных задач. Среди них можно выделить задачи следующего вида:

а) построить точку пересечения двух прямых;
б) построить точку пересечения прямой и плоскости;
в) построить линию пересечения двух плоскостей.
В этом параграфе мы на примерах покажем, что решение каждой из 

перечисленных основных задач неразрывно связано с остальными зада­
чами.

Вопрос. Какой многоугольник может получиться при пересечении 
четырёхугольной пирамиды плоскостью?

1.2. Пересечение прямых. При построении в пространстве точки 
пересечения двух прямых желательно представить плоскость, содержа­
щую эти прямые, то есть представить некоторое сечение, в котором пря­
мые расположены.

Пример 1. В основании четырёхуголь­
ной пирамиды 8АВС Б лежит квадрат АВС В. 
Точка К — середина ребра 8В, точка В — сере­
дина ребра 8С. Построить точку пересечения 
прямых АЕ и ВК.

Так как КВ || ВС и ВС || АВ, то КВ || АВ. 
Отсюда следует, что прямые КЬ и АВ лежат в 
одной плоскости. Эта плоскость пересекает дан­
ную пирамиду так, что в сечении получается 
трапеция АКЬВ (рис. 1). Следовательно, АВ и 
ВК пересекаются в точке Р как диагонали тра­
пеции АКВВ. Из подобия треугольников АРП и
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КРЬ находим, что АР : РЬ = 2:1. Это позволяет 
точно представить положение точки пересече­
ния прямых АР и БК.

Вопрос. Пусть АВСВА1В1С1Р1 — куб, 
точкам — середина АБ, точка^ — сере­
дина СБ (рис. 2). Как построить точку пересече­
ния прямых А^ и СГМ?

1.3. Скрещивающиеся прямые. Заме­
тим, что в некоторых случаях попытки найти 
плоскость, содержащую две данные прямые, 
могут оказаться неудачными. Тогда, опираясь 
на признаки скрещивающихся прямых, можно 
попробовать доказать, что данные прямые не 
пересекаются.

Пример 2. Пусть дана четырёхугольная 
пирамида 8АВСВ. На рис. 3 изображения 
прямых 8В и ВС пересекаются. Однако в про­
странстве эти прямые не пересекаются. Дей­
ствительно, рассмотрим плоскость основания 
АВСВ, содержащую прямую ВС. Прямая 8В не

лежит в этой плоскости и пересекает плоскость АВСВ в точке В. Так как 
точка В не лежит на прямой ВС, по соответствующему признаку прямые 
8В и ВС — скрещивающиеся, а поэтому не пересекаются.

Вопрос. Какие признаки скрещивающихся прямых вы знаете?
1.4. ** Построение прямой, пересекающей две заданные пря­

мые. В этом пункте разберём одну задачу.
Пример 3. Дан куб АВСВА1В1С1В1 с ребром а, точка М — середина 

ребра СВ. Через точку М проводится прямая, пересекающая прямые АВ] 
и ВСГ в точках Р иQ. Найти PQ.

Пересекающиеся прямые всегда 
содержатся в одной плоскости. Поэ­
тому искомая прямая и, например, 
прямая АВг должны лежать в одной 
плоскости. Эта плоскость содержит 
точки М, А, Вг Представим её на 
рис. 4. Заметим, что прямые ВСХ и В^Х 
лежат в плоскости ВВ-^С, а поэтому 
пересекаются в точке, которую обо­
значим через Q. Проведя в плоскости
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АВ^ прямую MQ, сможем найти точку Р её пересечения с прямой АВ1
(рис. 5). Прямая MQ — искомая, так как пересекает и прямую ВСѴ и пря­
мую АВ1.

Вопрос. Чему равна длина отрезка PQ?

1.5. Пересечение плоскостей. Построе­
ние линии пересечения двух плоскостей свя­
зано с нахождением их общих точек. Для этого 
рассматривают в заданных плоскостях неко­
торые вспомогательные прямые и находят их 
точки пересечения.

Пример 4. В кубе АВСВА1В1С1В1 построить 
прямую пересечения плоскостей АВ^С и ВС^.

Сначала рассмотрим прямую ВГС плоскости 
АВ^С и прямую ВС} плоскости В^СВ. Эти пря­
мые лежат в плоскости ВВ-^С и пересекаются в 
точке Е как диагонали квадрата (рис. 6).

Затем рассмотрим прямую АС плоскости 
АВгС и прямую ВВ плоскости ВС^. Эти пря­
мые лежат в плоскости АВСВ и пересекаются в 
точке Е как диагонали квадрата (рис. 7).

Таким образом, плоскости АВ1С и ВСХВ пере­
секаются по прямой ЕЕ, проходящей через цен­
тры граней ВВ-^С и АВСВ (рис. 8).

Рис. 6
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Рис. 8

Рис. 9

Рис. 11

Вопрос. Как доказать, что в кубе 
АВСВА1В1С1В1 плоскости АВ^ и АХСХВ не 
пересекаются?

1.6. Пересечение прямой с плоскос­
тью. Нахождение точки пересечения прямой 
с плоскостью чаще всего требует дополнитель­
ных построений. Дополнительные построе­
ния можно выполнять по-разному, при этом 
решения одной и той же задачи по сложности 
могут заметно различаться.

Пример 5. В кубе АВСВА1В1С1В1 точка М — 
центр грани ААХВХВ, точка N — центр грани 
СС^^В. Построить точку пересечения пря­
мой ММ с плоскостью грани ВВ^С.

Первое решение. Построим вспомогатель­
ную плоскость а, проходящую через середины 
рёбер А4р ВВХ, ССХ, ВВХ (рис. 9). Плоскость 
а содержит точки М, N и пересекает плос­
кость грани ВВ^С^С по прямой ®В. Следо­
вательно, прямые ММ и QR пересекаются в 
некоторой точке X. Так как X принадлежит и 
прямой ММ, и плоскости ВВХСХС, требуемая 
точка построена.

Для определения положения точки X рас­
смотрим рис. 10. Установив равенство тре­
угольников ММ8 и ХМВ, получаем

ПХ = М8 = ^Р8 = ^В.

Второе решение. Построим вспомогатель­
ную плоскость Р, проходящую через середины 
рёбер АВ, АХВХ, СВ, СХВХ (рис. 11). Плос­
кость Р содержит точки М и N.

Найдём пересечение плоскостей ВВХСХС и р. 
Для этого построим в плоскости АВС В точку Р 
пересечения прямых ЕН и ВС, а в плоскости 
А1В1С1В1 — точку Q пересечения прямых ЕС 
и ВХСХ (рис. 12). Прямая PQ — пересечение 
плоскостей Р и ВВ^^С.
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Построив плоскость Р и её пересечение PQ 
с плоскостью ВВ^С^С, проведём прямую МЫ 
и найдём точку X её пересечения с прямой 
PQ. Полученная точка X — это та же точка, 
которая была построена при первом реше­
нии.

Вопрос. Почему прямая МЫ не пересека­
ется с плоскостью грани АВСВ?

1.7. * Построение сечения, проходя­
щего через три точки. При построении сече­
ния, проходящего через три точки, иногда 
приходится находить вспомогательную точку 
пересечения прямой и плоскости.

Пример 6. В кубе АВ С ВА1В1С1В1 с ребром а 
точки М, Ы, К расположены соответственно на 
рёбрахА^р ССрАОтак, что АХМ=ЗМВѵ СХЫ= 
= 2ЫС, АК = КВ (рис. 13). Построить сечение 
куба плоскостью МЫК.

Сначала найдём точку пересечения прямой 
МЫ с плоскостью АВСІ). Для этого рассмотрим 
вспомогательную плоскость МСС1 (рис. 14). 
Плоскость МССХ пересекает плоскость осно­
вания АВС2) куба по прямой ЬС, параллельной 
прямой МСѴ Поэтому АВ = МВ. Точка Р пере­
сечения прямых МЫ и ЬС будет ещё одной точ­
кой плоскости сечения, лежащей в плоскости 
АВСВ. Для точного определения положения 
точки Р рассмотрим подобие треугольников 
МРЬ и ЫРС, в силу которого ЬР : РС = МЬ . ЫС = 
= С1С:ЫС = 3:1.

Найдя точку Р, рассмотрим плоскость 
АВСВ. Прямая РК пересекает ребро СВ в 
точке Е и продолжение ребра АВ в точке X 
(рис. 15). Для определения положения точек Е 
и X проведём отрезок КЕ параллельно АВ, пере­
секающий ЬС в точке Т. Так как ВВ = —АВ, 

4
111 7тоЕТ -^-ВВ-—АВ-^-аиКТ - а. Из условия 
2 8 8 8

Рис. 13
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ЕС : РС = 3:1 находим, что ЬС : СР = 2:1. Так как ЬТ = ТС, то ЬТ = ТС = СР. 
Далее из подобия треугольников ТРК и СРЕ получаем СЕ : ТК = СР : ТР =

17 7 9= 1:2, откуда СЕ = ±ТК = A-a^ED = а- —а = —а.Из равенства треуголь-

о 
ников KDE иАКХ находим AX' = DE = —а.

Получив точки X и Е, принадлежащие 
секущей плоскости, уже нетрудно построить 
сечение. Для этого найдём точку F пересече­
ния прямой ХМ с ребром ААѴ точку У пере­
сечения прямых ХМ и ВВ} и точку G пере­
сечения прямой YN с ребром В1С1 (рис. 16). 
Шестиугольник MGNEKF — сечение куба 
плоскостью MNK.

Для определения положения оставшихся 
вершин сечения сначала рассмотрим плос­
кость АА^^ (рис. 17).

Так как AAFX ~ ХА^М,

AF:AF = AX: АМ = = 3:4.
1 1 16 4

Отсюда AF-^а и A1F = ^a. Так как 

XYB^ ~ AA^MF, то УВГ A^F =1:3. Отсюда 

YB1=^A1F = ±a.

рис 17 Наконец, рассмотрим плоскость ВВ^^
на рис. 18. Так как AB^YG ~ AC^G, то 
B1G:GCl = B1Y.C1N = -£-a:la = 2:7. Отсюда 

B1G = ^anC1G = ^a.
1 9 1 9

Вопрос. Как доказать, что MG || KE, GN || KF 
и MF (I NE?

■ Контрольные вопросы и задания
1. Какие вспомогательные задачи прихо­

дится решать при построении сечения много­
гранника?
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2. Приведите пример задачи, в которой требуется найти точку пересе­
чения двух прямых в пространстве.

3. Что можно сказать о двух прямых в пространстве, если известно, 
что эти прямые пересекаются?

4. Приведите пример задачи, в которой требуется найти точку пересе­
чения прямой и плоскости.

5. Что можно сказать о прямой и плоскости, если они не пересека­
ются?

6. Приведите пример задачи, в которой требуется найти линию пере­
сечения двух плоскостей.

7. Что можно сказать о двух плоскостях в пространстве, если известно, 
что эти плоскости не пересекаются?

Задачи и упражнения ■

1. В треугольной пирамиде 8АВС точки К, Ь, М, N — середины 
рёбер АВ, АС, 8В и 8С соответственно. Докажите, что:

а) прямые КЬ и МЫ параллельны;
б) отрезки КМ и МЬ в точке пересечения делятся пополам.
Найдите площадь четырёхугольника КЬММ, если 8АВС — правиль­

ный тетраэдр с ребром 3.
2. В треугольной пирамиде 8АВС точка М — середина ребра АС.
а) Докажите, что прямые С8 и ВМ — скрещивающиеся;
б) через точку А проведите прямую, которая пересекает скрещиваю­

щиеся прямые 8С и ВМ, и докажите, что существует только одна прямая, 
которая проходит через точку А и пересекает прямые 8С и ВМ;

в)* пусть М — середина ребра 8А; докажите, что если существует пря­
мая, проходящая через точку М и пересекающая прямые С8 и ВМ, то она 
лежит в плоскости АС8;

г)* докажите, что не существует прямой, которая пересекает пря­
мые 8С и ВМ и проходит через точку М.

3. В четырёхугольной пирамиде ЗАВСВ основание АВСВ — квадрат, 
точка М — середина ребра 8А, точка N — середина ребра 8В.

а) Найдите точку Р пересечения прямых СМ и ВМ;
б) найдите отношение СР : РМ;
в)* докажите, что прямые СМ и ВМ пересекаются.
4. Рассмотрим прямоугольный параллелепипед АВСВА1В1С1В1, у 

которого АВ = 2,АВ = 3,АА1 = 1. ТочкаМ — середина ребра АВ, точка ^ — 
середина ребра СВ.

а) Найдите точку пересечения прямых А^М и СгМ;
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б) докажите, что прямые А1С1 и ММ параллельны;
в) найдите точку пересечения прямых А^ и СуМ;
г) найдите, в каком отношении отрезки А^М и С}М делятся в точке 

пересечения;
д)* докажите, что прямые ВВ и С^М — скрещивающиеся.
5 .** Дан куб с основанием АВСВ и боковыми рёбрами А41, ВВѴ ССѴ 

ВВѴ Точка N — середина ребра АВ, точка М — середина ребра ВВѴ О — 
точка пересечения диагоналей грани ВСС^у Через точку О проведена 
прямая, пересекающая прямые АМ и СМ в точках В и Q. Найдите длину 
отрезка PQ, если длина ребра куба равна 1.

6 .* В основании АВС треугольной пирамиды 8АВС лежит пра­
вильный треугольник со стороной 1. Ребро ВС пирамиды перпендику­
лярно плоскости основания и длина его равна 1. Точка М — середина 
ребра 8А.

а ) Докажите, что АС8 и ВС8 — равнобедренные прямоугольные тре­
угольники, АВ8 — равнобедренный треугольник;

б ) проведите через середину отрезка ВМ прямую, которая пересе­
кает скрещивающиеся прямые С8 и АВ в точках Р и Q. Найдите длину 
отрезка PQ.

7 .** Дан куб АВСВА1В1С1В1 с основанием АВСВ и боковыми рёбрами 
ААѴ ВВг, ССѴ ВВѴ ТочкаМ — середина высоты АО треугольника АВВ, 
КЬ — средняя линия грани АА-^В, параллельная ребру АВ. Через 
точку М проведена прямая, пересекающая прямые КЬ и ВХСХ в точках Р 
и Q. Найдите длину отрезка PQ, если ребро куба равно 1.

8 .** Основанием четырёхугольной пирамиды 8АВСВ является рав­
нобедренная трапеция АВСВ. Длина основания СВ трапеции равна 1, 
длины всех остальных рёбер пирамиды равны 2; СМ — высота боковой 
грани ВВС, КЬ — средняя линия треугольника 8СВ, параллельная сто­
роне СВ. Через точку А проходит прямая, пересекающая прямые КЬ и 
СМ в точках Р и Q. Найдите длину отрезка PQ.

9 .** В основании прямой призмы АВСА1В1С1 (боковые рёбра А41, ВВѴ 
ССг перпендикулярны плоскости основания) лежит правильный тре­
угольник АВС. Все рёбра призмы имеют длину 1. Отрезок ММ — средняя 
линия грани ВССгВѵ параллельная ВС. Через центр треугольника АВС 
проходит прямая, пересекающая прямые АВг и ММ в точках Р и Q. Най­
дите длину отрезка PQ.

10 .** В основании правильной четырёхугольной пирамиды 8АВСВ 
лежит квадрат АВСВ, все рёбра пирамиды имеют одинаковую длину 1. 
Точка М — середина ребра 8А, 8М — высота треугольника ВВС. Через
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§ 1. Построение сечений по трём точкам ■

точку М проходит прямая, пересекающая прямые ЗЫ и ВВ в точках Р 
и Q. Найдите длину отрезка PQ.

11. В треугольной пирамиде ЗАВС точки М, N и К — середины 
рёбер АВ, ВС и ЗВ соответственно.

а) Найдите прямую, по которой пересекаются плоскости ASN и СЗМ;
б)* найдите прямую, по которой пересекаются плоскости ЗМЫ и 

ЗАС;
в) докажите, что плоскости МЫ К иАСЗ параллельны;
г) найдите прямую, по которой пересекаются плоскости СКМиАЗЫ;
д)* найдите длину отрезка, по которому прямая пересечения плоскос­

тей СКМ и АЗЫ пересекает пирамиду, если АВ = ВС = СА = 1, ВЗ = АЗ = 
= СЗ = 2.

12. Дан куб АВСВА1В1С1В1, в котором О — точка пересечения диаго­
налей, М — середина ребра АО, Ы лежит на ребре В1С1 и В^Ы = 2ЫСѴ

а) Найдите точку пересечения прямой МО и плоскости А1В1С1В1;
б) докажите, что прямая МО параллельна плоскости АА}В}В;
в) найдите точку пересечения прямой ЫО и плоскости АВСО;
г) найдите точку пересечения прямой ЫО и плоскости АА^^В;
д) найдите точку пересечения прямой МЫ и плоскости ВВ^С;
е) постройте сечение куба плоскостью, проходящей через точки М, 

О, Ы, и определите, какие рёбра куба пересекает плоскость сечения и в 
каком отношении делит эти ребра.

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. В треугольной призме АВСА1В1С1 сечение проходит через сере­

дины АА1 и А1С1 и через точку Ы ребра В1С1. В каком случае плоскость 
сечения содержит вершину В?

1) ВХЫ : Ы^ = 1:1 2) В^Ы : УС, = 2 : 1
3) В^Ы : ЫС± = 3:1 4) В^ : ЫСг = 4:1
1.2. * Какое наибольшее число рёбер треугольной пирамиды может 

иметь общие точки с некоторой плоскостью одновременно?
1)3 2)4 3)5 4)6
1.3. В треугольной призме АВСА1В1С1 плоскость проходит через сере­

дины рёбер АВ, ВС, СС1. Сколько ещё рёбер призмы пересекает эта плос­
кость?

1) 1 2)2 3)3 4)4
1.4. В правильной четырёхугольной пирамиде ЗАВСВ с основа­

нием АВСВ плоскость проходит через вершину В, середину М ребра ЗС
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и точку К на ребре 8В. В каком случае плоскость ВМК проходит через 
середину ребра АВ?

1) ВК : К8 = 1 : 2 2)ВК:К8 = 1:3
3)ВК:К8 = 2:3 4) ВК : К8 = 1 : 4

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. В треугольной пирамиде АВСВ плоскость проходит через точки М 

и М, расположенные на рёбрах АО и ВВ. Какие ещё рёбра одновременно 
может пересекать эта плоскость во внутренних точках рёбер?

1) АС и СВ 2) ВС и СВ 3) АС и ВС 4) АВ и ВС
2.2. В треугольной призме АВСА1В1С1 плоскость проходит через точки 

М и М, расположенные на рёбрах А^Ц и А1С1. Какие два ребра во внутрен­
них точках может пересекать эта плоскость?

1)АВ и ВС 2)ВВ1иВС 3)ВВ1иВ1С1 4)А1В1иВС
2.З. * Какие многоугольники могут получаться при сечении правиль­

ной шестиугольной пирамиды плоскостью?
1) шестиугольники 2) семиугольники
3) восьмиугольники 4) девятиугольники
2. 4.* В кубе АВСВА1В1С1В1 плоскость проходит через вершину В, 

точку М на ребре АА1 и точку N на ребре ССѴ В каких случаях плос­
кость ВММ не пересекает ребро ВВ^

1)АМ : МАг = 3 :1, СМ : МСГ = 1:4
2) АМ : МА± = 1:2, СМ : МСХ = 4:3
3)АМ : МАГ = 3:2, СМ : МСг = 3:4
А) АМ : МАг = 1:5,СМ:МС1 = 6:1

§ 2. ПОСТРОЕНИЕ СЕЧЕНИЙ, ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ ■ 
ПРЯМЫМ И ПЛОСКОСТЯМ

2.1. Построение прямой, параллельной заданной прямой. Мы 
неоднократно рассматривали примеры задач о построении сечений, 
параллельных либо одной прямой, либо двум прямым, либо плоскости. 
Главным в решении задач такого типа является умение провести через 
данную точку прямую, параллельную заданной прямой. Построение пря­
мой, параллельной заданной прямой, облегчается, если изобразить плос­
кость, содержащую обе прямые.

Пример 1. В призме АВСА1В1С1 с основанием АВС и боковыми рёб- 
рами А4р ВВр ССг точки М, М, К — середины рёбер А1С1, ВВХ и АВ соот­
ветственно. Через точку К параллельно прямой ММ проводится прямая I, 
пересекающая плоскость А41С1С в точке Ь. Найти КЬ, если ММ = 5.
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§ 2. Построение сечений, параллельных прямым и плоскостям ■

Сначала построим сечение призмы плоскостью ММК, которая содер­
жит как прямую ММ, так и параллельную ей прямую I. Для этого найдём 
точку X пересечения прямых МК иААѵ точку У пересечения прямых МК 
и А1В1, точку Е пересечения прямой МХ с ребром АС и точку Е пересече­
ния прямой МХ с ребром В^^ (рис. 1). Из равенства треугольников АКХ 
и ВКМ получим, что ХК = КМ.

Затем рассмотрим плоскость МХУ 
(рис. 2). Проведя КЬ || ММ, получим точку £ 
на отрезке МХ, лежащую также и в плос­
кости АА^С. Для вычисления длины отрезка 
КЬ достаточно заметить, что отрезок КЬ — 
средняя линия в треугольнике ХММ. Поэтому 
КЬ = ^ММ = ^-.

2 2
Вопрос. Почему в рассмотренном примере 

точка Е — середина отрезка МУ (рис. 1)?

2.2. Построение сечения, параллель­
ного прямой. Разберём задачу, в которой 
нужно провести сечение параллельно одной 
прямой.

Пример 2. В основании четырёхуголь­
ной пирамиды 8АВСВ лежит квадрат АВСВ, 
точки М и N — середины рёбер АВ и АВ. 
Построить сечение пирамиды плоскостью, 
проходящей через точки М и N и параллель­
ной прямой А8.

В плоскости основания АВСВ, содер­
жащей прямую ММ, найдём принадлежа­
щие секущей плоскости следующие точки: 
точку Е пересечения прямых ММ и СВ, 
точку Е пересечения прямых ММ и ВС, 
точку Н пересечения ММ и АС (рис. 3). 
В плоскости А8С через точку Н, принадле­
жащую секущей плоскости, параллельно 
А8 проведём прямую и отметим точку К её 
пересечения с ребром 8С. Плоскость ММК 
искомая, так как содержит прямую, парал­
лельную прямой А8.
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Рис. 4

Рис. 5

Рис. 6

Отметив точку Р пересечения прямой ЕК с 
ребром ЕВ и точку Q пересечения прямой ЕК 
с ребром ЕВ, получим все вершины сечения 
MQKPX (рис. 4).

Вопрос. В каких отношениях плоскость 
сечения делит рёбра пирамиды?

2.3. Построение сечения, параллель­
ного плоскости. Разберём задачу, в которой 
нужно провести сечение параллельно плос­
кости.

Пример 3. В кубе АВСВА1В1С1В1 через 
середину ребра А1В1 проведём сечение парал­
лельно плоскости А^С^В.

Сначала в плоскости А1В1С1В1 через 
точку М — середину А1В1, проведём прямую I 
параллельно А1С1 и отметим точку N пересе­
чения I с ребром В^, точку X пересечения I с 
прямой АД и точку У пересечения I с прямой 
С^ (рис. 5).

Затем в плоскости ВВ^С через точку У 
проведём прямую т параллельно С^В и отме­
тим точку К пересечения т с ребром ССг, 
точку Ь пересечения т с ребром СВ и точку Е 
пересечения т с прямой ВВ^ (рис. 6). Остав­
шиеся вершины Р и Q сечения получаются 
как точки пересечения прямой ХЕ с рёбрами 
АВ и АА1.

Вопрос. Как доказать, что плоскость ХУЕ 
параллельна плоскости А1С12)?

■ Контрольные вопросы и задания
1. Сколько существует прямых в пространстве, которые параллельны 

данной прямой МХ и проходят через данную точку А?
2. Сколько существует плоскостей в пространстве, которые парал­

лельны данной прямой МХ и проходят через две данные точки А и В? 
В каком случае таких плоскостей будет бесконечно много?

3. Сколько существует плоскостей в пространстве, параллельных дан­
ной плоскости КМХ и проходящих через данную точку А?
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Задачи и упражнения ■

1. Рассмотрим треугольную пирамиду 8АВС, в основании которой лежит 
правильный треугольник АВС со стороной 1, а боковые рёбра ВА, 8В, 8С 
равны 2. Точка М — середина ребра АС, точка N — середина отрезка 8М. 
Проведите через точку N прямую, параллельную прямой 8В, до пересече­
ния в точке К с плоскостью АВС. Найдите длины отрезков МК и ЫК.

2. Рассмотрим куб АВС ВА^В^С^В^ с ребром 1. Прямая, проходящая 
через точку Аг параллельно прямой В^, пересекает плоскость основания 
АВСВ в точке М. Найдите длины отрезков А^М и МВ.

3. В кубе АВСВА1В1С1В1 с ребром 1 точка М — середина АВ. Прове­
дите через точку М прямую, параллельную прямой В^В, до пересечения 
в точке К с плоскостью АА^В^В и в точке Ь с плоскостью ВВ^^; найдите 
длины отрезков МК и КЬ.

4. Рассмотрим прямоугольный параллелепипед АВСВА1В1С1В1, у 
которого АВ = 2, АВ = 4, ААг = 1, точкаМ — середина ребра АВ, точка 7Ѵ — 
середина ребра А1В1.

а) Проведите через точку Сг прямую, параллельную прямой МЫ, до 
пересечения в точке Р с плоскостью АВСВ; найдите длину отрезка СГР;

б) проведите через точку ^ прямую, параллельную прямой С^М, до 
пересечения в точке К с плоскостью ВВ^С; найдите длину отрезка ЫК;

в) проведите через точку М прямую, параллельную прямой АгС, до 
пересечения в точке £ с плоскостью ВВ^С^С, найдите длину отрезка МЬ.

5. Рассмотрим треугольную пирамиду 8АВС, у которой основание 
АВС — равносторонний треугольник со стороной 1, боковые рёбра 8А, 
8В, 8С равны 2, точки М и N — середины рёбер АС и АВ соответственно. 
Проведите через точки М и N сечение, параллельное прямой 8А, и най­
дите площадь получившегося сечения.

6. Дан куб АВСВА1В1С1В1 с ребром 1, точка М — середина ребра А1В1, 
точка N — середина ребра ССГ Через точки М и N проведите плоскость, 
параллельную прямой В^В. Найдите площадь получившегося сечения.

7. В правильном тетраэдре АВСВ с ребром 1 точка М — середина 
высоты грани АВВ, опущенной из вершины В. Найдите площадь сече­
ния, проходящего через точку М и вершину С и параллельного ребру АВ.

8. * На рёбрах АВ и ВС правильного тетраэдра АВСВ с ребром 3 взяты 
соответственно такие точки Ми К, что 2АМ = МВ, 2ВК = КС. Найдите пери­
метр сечения, проходящего через точки М и N и параллельного ребру ВВ.

9. Дан куб АВСВА1В1С1В1 с ребром 1, у которого точка М — середина 
ребра А1В1, точка N — середина ребра ССг. Найдите площадь сечения 
куба, проведённого через:
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а) точку М параллельно плоскости АА^С;
б) точку М параллельно плоскости АВгВ^ 
в)* точку В параллельно прямым АМ и В^; 
г)* точку М параллельно плоскости ВВ^.

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. В кубе АВСВА1В1С1В1 плоскость проходит через вершину Вѵ 

середину М ребра АВ и пересекает ребро ССХ в точке К. В каком случае 
плоскость В^МК параллельна прямой А^^

1) СК : КСг = 1 : 4 2) СК : КСѴ = 1 : 3
3) СК : КСг = 1 : 2 4) СК : КСГ = 1 : 1
1.2. * В правильной четырёхугольной пирамиде 8АВСВ ребро основа­

ния АВСВ равно 2 и высота равна 4. Какую наименьшую площадь может 
иметь сечение пирамиды плоскостью, проходящей через середины рёбер 
8А, 8В и пересекающей ребро ВС?

1)3 2)4 3)5 4)6
1.3. В треугольной пирамиде АВСВ известно, что АВ = 12, СВ = 16 и 

АВ ± СВ. Чему равна площадь сечения этой пирамиды плоскостью, про­
ходящей через середину ребра ВС и параллельной АВ и СВ?

1)36 2)48 3)72 4)96
1.4. * В треугольной пирамиде АВСВ известно, что АВ = 6, СВ = 8. Через 

точку М ребра ВС проводится плоскость, параллельная АВ и СВ. В каком 
случае сечением пирамиды этой плоскостью будет ромб?

1) ВМ :МС = 1:2 2)ВМ:МС = 2:3
3)ВМ :МС = ЗЛ 4)ВМ:МС = 4:5

Задание? 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. * В единичном кубе АВСВА1В1С1В1 плоскость проходит через 

вершину Сг и точки М и ^, расположенные на рёбрах АВ и СВ соответ­
ственно. В каких случаях плоскость СгМК параллельна прямой В^С?

l)AM = l,CN = l

3)АМ = ^, СК = ^ 
4 5

2)АМ = ^, СК = ^ 
3 4

4)АМ = ^,СЫ = ^ 
5 6

2.2. В правильной четырёхугольной пирамиде 8АВСВ с вершиной 8 
проводятся сечения, параллельные прямым АС и 8В. Какие многоуголь­
ники могут получаться в сечении?
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1) треугольники 2) четырёхугольники
3) пятиугольники 4) шестиугольники
2. 3. В треугольной пирамиде АВС Б на рёбрах АВ и СВ выбирают соот­

ветственно точки М и ^. В каких случаях прямая МЫ содержится в неко­
торой плоскости, которая параллельна прямым АО и ВС?

1)АМ :МВ = 1:2,СЫ:ЫВ = 2:1
2) АМ :МВ = 2Л,СЫ:ЫВ = 2:1
3)АМ :МВ = 2 :3,СЫ :ЫВ^З:2
4) АМ :МВ = 3:2,СЫ:ЫВ = 3:2
2.4. ** В правильной треугольной призме АВСА1В1С1 все рёбра равны 

4. Какую площадь могут иметь сечения этой призмы плоскостями, кото­
рые параллельны плоскости АВС^

1)9 2)10 3)11 4)12

§ 3. ПРАКТИЧЕСКИЕ ПРИЁМЫ ■ 
ИСПОЛЬЗОВАНИЯ СЕЧЕНИЙ

3.1. Применение сечений на практике. Изображение плоских сече­
ний пространственных фигур часто используют на практике. Например, 
для изготовления деталей заготавливают чертежи, на которых указыва­
ются сечения детали, проведённые в определённых местах. Пример сече­
ния фигуры, изображённой на рис. 1, приведён на рис. 2.

Рис. 1 Рис. 2

Вопрос. На столе лежит баранка. Какой вид могут иметь разрезы этой 
баранки, сделанные перпендикулярно столу?

3.2. Линии уровня. Изображение горизонтальных сечений земной 
поверхности применяется в географии, например на топографических 
картах.

Неровности земной поверхности изображаются на карте с помощью 
горизонталей. Горизантали — линии, соединяющие точки с одинаковой
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абсолютной высотой и отстоящие друг от друга 
на одинаковое расстояние по вертикали.

Чем ближе расположены горизонтали, тем 
круче склоны холмов и впадин.

Вопрос. На рис. 3 изображён рельеф участка 
местности. В каком направлении будут стекать 
талые воды при таянии снега?

З.З.* Применение вспомогательных сече­
ний. Вспомогательные сечения пространствен­
ной фигуры позволяют приближённо нарисовать 
более сложные сечения. Рассмотрим это на при­

мере изображения сечения боковой поверхности цилиндра наклонной 
плоскостью.

Пусть плоскость ос пересекает плоскость верхнего основания цилиндра 
по прямой а и плоскость нижнего основания цилиндра по прямой Ь так, 
как указано на рис. 4.

Проведём перпендикулярную прямым а и Ь, первую вспомогатель­
ную плоскость р, как на рис. 5. Эта плоскость пересекает цилиндр по 
прямоугольнику, а плоскость ос — по прямой А1В1. Но тогда точки М1 и 
Кх — это точки пересечения боковой поверхности цилиндра с плоскос­
тью а.

Затем параллельно плоскости Р проведём вторую вспомогательную 
плоскость у, как на рис. 6. Эта плоскость также пересекает цилиндр по 
прямоугольнику, а плоскость ос — по прямой. Поэтому точки М2 и К2 — 
это также точки пересечения боковой поверхности цилиндра с плоскос­
тью ос.
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Рис. 7 Рис. 8

Параллельно плоскости Р проведём ещё 
несколько сечений. Выполнив все эти построе­
ния на одном рисунке, мы получим точки Мѵ 
Кѵ М2, К2 и так далее (рис. 7). Соединив эти 
точки плавной линией, получим достаточно 
точный вид сечения цилиндра плоскостью ос 
(рис. 8).

Вопрос. Как в полевых условиях в каст­
рюлю цилиндрической формы налить половину 
объёма воды, который она может вместить?

3.4. ** Пересечение двух цилиндров. Рас­
смотрим две пересекающиеся цилиндрические 
трубы одинакового сечения, оси которых пере­
секаются и перпендикулярны (рис. 9). Если 
через оси цилиндров проведём плоскость ОС, то 
в сечении получим два прямоугольника одина­
ковой ширины. Следовательно, в данной плос­
кости пересечение труб будет выглядеть как 
квадрат (рис. 10). Если параллельно плоскости ос 
провести любое другое сечение, то в результате 
получим также два прямоугольника одинаковой 
ширины, и в такой плоскости пересечение труб 
будет также выглядеть как квадрат (рис. 11).

Это обстоятельство позволяет изобразить 
несколько сечений, параллельных плоскости ос,

Рис. 9
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и в результате дать некоторое наглядное представление о виде пересече­
ния данных цилиндрических труб (рис. 12).

Рис. 12

Вопрос. Рассмотрим пересечение цилиндра 
с шаром, центр которого расположен на боко­
вой поверхности цилиндра. Какой вид имеют 
сечения этой фигуры плоскостью, перпендику­
лярной оси цилиндра?

■ Контрольные вопросы и задания

1. Что такое линии уровня на топографичес­
кой карте?

2. Какой вид могут иметь сечения цилиндра 
плоскостью?

■ Задачи и упражнения

1 .* Какой вид могут иметь сечения треугольной пирамиды?
2 .* Какой вид могут иметь сечения четырёхугольной пирамиды плос­

костью?
3 .* Какой вид могут иметь сечения куба плоскостью?
4 .** Какой вид может иметь параллельная проекция куба?
5 .** Как доказать, что в сечении куба плоскостью не может полу­

читься семиугольник?

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Чему равна высота правильной четырёхугольной пирамиды с реб­

ром основания 6 и боковым ребром 5?
1)7з 2)75 3)^7 4)3
1.2. В основании правильной четырёхугольной пирамиды 8АВСВ 

лежит квадрат АВСЭ со стороной 3. Через точку М, расположенную на
ребре 8А, параллельно основанию проводится сечение. В каком случае 
площадь сечения будет равна 4?

1)АМ :М8 = 4:3 2) АМ :М8 = 3:4
3)АМ:М8 = 2:1 4)АМ :М8 = 1:2
1.3. Чему равно расстояние между серединами скрещивающихся 

рёбер правильного тетраэдра с ребром а?
ч 0'^2 СІ 0^/2 \ (іл[з

~2Г }~4~
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1.4. * В сечении куба с ребром Ѵз получается ромб, одна из диагоналей 
которого равна 3. Какую длину имеет другая диагональ этого ромба?

1)1 2)^2 3)^3 4)Ѵб

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какую длину может иметь боковое ребро правильной четырёх­

угольной пирамиды, у которой ребро основания равно 14?
1)8 2)9 3) 10 4)11
2.2. Какой вид могут иметь сечения правильной треугольной призмы 

плоскостями, параллельными ребру основания?
1) равнобедренный треугольник 2) прямоугольник
3) равнобедренная трапеция 4) прямоугольная трапеция
2.3. Какие многоугольники могут получаться при сечении правиль­

ной четырёхугольной пирамиды плоскостью, проходящей через одну из 
её вершин?

1) треугольник 2) четырёхугольник
3) пятиугольник 4) шестиугольник
2.4. Какие многоугольники могут получаться при сечении куба плос­

костью, проходящей через две его вершины?
1) треугольник 2) четырёхугольник
3) пятиугольник 4) шестиугольник

Мини-исследования к главе ■

Мини-исследование 22
В каких случаях сечения тетраэдра и шара любой плоскостью, парал­

лельной заданной плоскости ос, имеют одинаковую площадь?
Предлагается следующая схема исследования:
1. Существуют две «крайние» плоскости, параллельные плоскостное 

и имеющие общие точки с тетраэдром. Поэтому если существует шар, 
удовлетворяющий условию, то он также расположен между этими двумя 
плоскостями и его диаметр равен расстоянию между ними. Обозначим 
диаметр шара через сі. Поскольку пересечение «крайней» плоскости с 
шаром состоит из одной точки и имеет нулевую площадь, то и тетраэдр 
пересекается с «крайней» плоскостью по вершине или ребру.

2. Пусть тетраэдр пересекается с «крайней» плоскостью а1 только в 
вершине. Тогда сечения тетраэдра параллельными плоскостями, доста­
точно близкими к плоскости ар являются подобными треугольниками, 
причём коэффициент подобия пропорционален расстоянию от плос-
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кости аг Площадь сечения в этом случае находится по формуле 8= А - х2, 
где х — расстояние от плоскости оср а А — некоторый коэффициент, зави­
сящий от тетраэдра. Сечением шара является круг, площадь которого, в 
свою очередь, определяется по формуле п ■ х ■ (<і - х). Очевидно, что они 
не могут быть равны при всех значениях х и, следовательно, «крайняя» 
плоскость может пересекаться с тетраэдром только по ребру.

3. Как установлено в предыдущем пункте, на каждой «крайней» плос­
кости лежат две вершины и все сечения тетраэдра являются параллело­
граммами, стороны которых параллельны двум скрещивающимся рёб­
рам тетраэдра. Обозначим через а, Ь длины этих рёбер и через у — угол 
между ними. Проверьте, что если а^зіпу= л • сі2, то площади соответству­
ющих сечений тетраэдра и шара одинаковы.

272



Глава 10
КАСАТЕЛЬНАЯ

Эта глава имеет важное значение. Здесь выявляются принципиальные свя­
зи между геометрическими объектами — кривыми и касательными к ним — и 
соответствующими этим геометрическим объектам функциями. Мы сформу­
лируем определение касательных к кривым и установим их простейшие 
свойства. Вы узнаете некоторые правила для получения уравнения касатель­
ной к графику функции. Материал данной главы составит основу для введения 
в дальнейшем понятий дифференциала и производной.

§ 1. ПОНЯТИЕ КРИВОЙ ■

1.1. Наглядное представление о непре­
рывной кривой. Предметом изучения в этой 
главе являются линии на плоскости. С некото­
рыми примерами линий вы уже познакомились 
ранее — это прямые, лучи, отрезки, ломаные, 
параболы, гиперболы, окружности и эллипсы. 
Однако этими примерами понятие о линиях не 
исчерпывается. В науке и практике приходится 
иметь дело с более общими криволинейными тра­
екториями или просто кривыми, наглядное пред­
ставление о которых можно получить, нарисовав 
график какой-нибудь функции, определённой на 
отрезке числовой оси.

Обратимся к рис. 1 и 2, где изображены гра­
фики двух различных функций. С первого 
взгляда заметно существенное различие между 
ними. График на рис. 1 состоит из одного куска, 
который можно нарисовать, не отрывая каран­
даша от бумаги. О таких графиках говорят, что 
они непрерывны. Напротив, график на рис. 2 
состоит из двух кусков, то есть имеет разрыв.

Разницу между этими двумя функциями 
можно описать и другим способом. В первом 
случае для «близких» друг другу значений аргу­
мента хг и х2 соответствующие значения функ­
ции /(х1) и Дх2) также будут «близки». Этого

Рис. 1

Рис. 2
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нельзя сказать о второй функции, значения которой «скачком» изменя­
ются при переходе аргумента х через точку с.

Функцию на рис. 1 принято называть непрерывной, а функцию на 
рис. 2 —разрывной. Понятие непрерывности чрезвычайно важно в мате­
матике, поэтому в следующих пунктах мы дадим ему строгое определе­
ние.

Вопрос. Известны ли вам какие-нибудь конкретные примеры функ­
ций, которые вы могли бы назвать разрывными?

1.2. Промежутки на числовой прямой. Пусть апЬ — действитель­
ные числа, причём а < Ь. Напомним, что промежутком на числовой пря­
мой с концами аиЬ называется множество всех действительных чисел х, 
удовлетворяющих одному из неравенств:

а<х<Ъ, а<х<Ъ, а<х<Ь, а<х<Ь.
Указанные числовые промежутки обозначаются через (а; Ь), [а; Ь), (а; 

Ь], [а; Ь] соответственно. Напомним, что квадратная скобка означает, что 
точка принадлежит промежутку, а круглая скобка означает, что точка не 
принадлежит промежутку. Например, для числового промежутка [а; Ь) 
точка а принадлежит [а; Ь), точка Ь не принадлежит [а; Ь).

Нам придётся рассматривать промежутки всех четырёх видов, поэ­
тому удобно ввести для них универсальное обозначение (а\ Ь). Если тип 
рассматриваемого промежутка не имеет принципиального значения, то 
вместо четырёх специальных обозначений мы будем использовать одно 
универсальное.

Числовыми промежутками принято также считать всевозможные 
лучи и даже всю числовую прямую целиком. Обозначения для таких мно­
жеств имеют вид: (-©°; а), (-©о; а], [а; ©©), (а; ©о), (-©°; ©©). Для этих числовых 
промежутков также может использоваться универсальное обозначение.

Множество, состоящее из одной точки а, также можно считать замкну­
тым промежутком вида [а; а], у которого начало и конец совпадают.

Вопрос. Что можно сказать о промежутке вида (а; а\, где а — фикси­
рованное число?

1.3. Непрерывность монотонных функций. Напомним, что 
функция /(х) называется возрастающей на множестве Л, если для 
любых значений хг < х2 из этого множества выполнено неравен­
ство /(хД < /(х2). Заменив последнее неравенство неравенством ДхД > 
- /(^гЬ МЬІ ПОЛУЧИМ понятие убывающей на Б функции. Если функция 
обладает на множестве Б одним из этих свойств — либо возрастает, либо 
убывает, — то она называется монотонной на множестве Б.
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Определение монотонности имеет смысл только тогда, когда множес­
тво I) содержит более одной точки. В дальнейшем предполагается, что 
если речь идёт о монотонности на некотором промежутке, то этот проме­
жуток не сводится к одной точке. В главе 7 было приведено определение 
непрерывности числовой функции, используя пределы. Для монотонных 
функций понятие непрерывности можно определить иначе.

Пусть функция /(х) монотонна на промежутке (а; Ь). Тогда она явля­
ется непрерывной на этом промежутке, если множество её значений 
также является промежутком.

Промежутки, о которых здесь идёт речь, могут быть какими угодно — 
замкнутыми или открытыми, ограниченными или неограниченными. 
При этом область значений, в отличие от области определения, может 
состоять из одной точки. Так бывает, если речь идёт о постоянной функ­
ции, все значения которой одинаковы.

Это определение отражает интуитивное представление о том, что гра­
фик непрерывной функции не должен содержать «скачков», а множество 
её значений — «пропусков» или «пробелов». Можно показать, что для 
монотонной функции определение непрерывности, приведённое в данном 
пункте, и определение непрерывности из главы 7 эквивалентны.

Приведённому определению непрерывности удовлетворяют многие 
известные функции. Например, всякая линейная функция вида Дх) = кх + Ь 
непрерывна на всей числовой прямой.

Квадратичная функция Дх) = х2 не является монотонной на всей чис­
ловой прямой. Но на каждом из лучей (-<»; 0] или [0; ~) по отдельности 
она монотонна. Множество её значений в обоих случаях — промежуток 
[0; оо). Следовательно, квадратичная функция непрерывна на каждом из 
указанных промежутков.

Аналогичный вывод можно сделать и для функцииДх) = — — на каж- х
дом из промежутков (-оо; 0) или (О; °°) эта функция непрерывна.

Важно отметить, что приведённое определение непрерывности моно­
тонных функций относится к опредёленному промежутку (а; Ь). Одна 
и та же функция может быть непрерывна на одних промежутках и раз­
рывна — на других. Например, функция, график которой изображён на 
рис. 2, является разрывной на промежутке {а; Ь}, но на каждом из проме­
жутков (а; с) и (с; Ь) она всё-таки непрерывна.

Вопрос. Что вы можете сказать о непрерывности функцииДх) = Ѵх?
1.4. Кривые на плоскости. Множеством на координатной плоскости 

Оху назовём элементарной монотонной кривой, если оно является графи-
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ком непрерывной и монотонной функции у =/(х), определённой на неко­
тором промежутке, или графиком непрерывной и монотонной функции 
х - §[у\ также определённой на некотором промежутке. Элементарными 
монотонными кривыми будут, например, график функции Дх) = 2х + 1 
на произвольном промежутке {а; Ь), часть параболыДх) = х2 на отрезке 
0 < х < 12,3, часть гиперболыДх) = - на интервале (-тг; 0), а также многие 

х
другие известные вам линии, например, прямая с уравнением х = 2.

Всюду в этой главе, если не оговорено противное, рассматриваются 
кусочно-элементарные кривые, то есть кривые, которые можно предста­
вить как объединение конечного числа элементарных монотонных кри­
вых, попарно не имеющих общих точек.

Пример 1. Простейший пример кусочно-элементарной кривой — гра­
фик функции Дх) = х2, определённой на всей числовой оси. Его можно 
представить в виде объединения двух элементарных монотонных кри­
вых: параболы Дх) = х2 на числовом луче (-~; 0) и параболы Дх) = х2 на 
замкнутом числовом луче [0; <»). Понятно, что эти элементарные моно­
тонные кривые не имеют общих точек.

Пример 2. Кусочно-элементарной кривой является также множество 
точек, координаты которых удовлетворяют уравнению х=у2. Эту кривую 
можно представить в виде объединения двух элементарных монотонных 
кривых: графика функции у = 4х на замкнутом числовом луче [0; «>) и 
графика функции у = - Ѵх на луче (0; °о). Рассмотренная кривая является 
параболой.

Пример 3. Гипербола Дх) = -, определённая при всех х/0, является 
X

кусочно-элементарной кривой, составленной из двух элементарных
монотонных кривых — графиков функцииДх) = - на интервалах (-оо; 0) 
и (0; оо). х

Пример 4. Окружность О с уравнением х2 + у2 = г2 — также кусочно­
элементарная кривая. В самом деле, множество О разлагается в объеди­
нение четырёх элементарных монотонных кривых — графиков функций:

Дх) = ^г2-х2 на промежутке [0; г);

/(х) = 4г2-х2 на промежутке [-г; 0);

/(х) = ^/г2-х2 на промежутке (-г; 0];

/(х) = -^г2-х2 на промежутке (0; г].
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Примерами кусочно-элементарных кривых являются любые много­
угольники, как фигуры составленные из отрезков, графики тригономет­
рических функций на конечных интервалах изменения аргументов и 
другие фигуры.

В дальнейшем в этой главе кусочно-элементарные кривые иногда 
будем называть кривыми.

Отметим, что в математической литературе слово «кривая» употреб­
ляется в столь разных смыслах, что каждый раз следует выяснять, что 
именно имеется в виду. В курсе высшей математики кривыми обычно 
называют более общие объекты, чем сказано в начале этого пункта. 
Однако для большинства прикладных исследований достаточно при­
ведённого выше определения.

Вопрос. Почему функция Дх) = \Jr2-x2 непрерывна на промежутке 
[0; г)?

Контрольные вопросы и задания ■

1. Какое множество называется промежутком на числовой прямой?
2. Какие функции называются монотонными?
3. В каком случае монотонная функция считается непрерывной?
4. Приведите примеры непрерывных функций.
5. Приведите примеры разрывных функций.
6. Что называют элементарной монотонной кривой?
7. Какое множество называется кусочно-элементарной кривой?
8. Приведите примеры известных вам кусочно-элементарных кривых.
9. ** Как объяснить, что график функции у = sinx, определённой на 

всей числовой оси, не является элементарной кривой?

Задачи и упражнения ■
1. Может ли промежуток на числовой прямой содержать ровно две 

различные точки?
2. Найдите промежутки монотонности функции/(х) = х2 + 2х - 1.
3. Проверьте определение непрерывности для функции/(х) = 2х + 1.
4. Докажите, что функция/(х) =

[1; °°).
— (х2-1) непрерывна на промежутке 
3

5. ** Докажите, что функция/(х) = Зх - 2 при х < 0 и /(х) = х + 1 при х > 0 
не является непрерывной на всей числовой прямой.

6. ** Докажите, что функция/(х) = х2 + 1 при х < -1 и /(х) = -2х при х >
-1 непрерывна на промежутке (-2; 0).
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7.* Докажите, что функцияДх) = х3 -1 при х < 1 и Дх) = 2х при х > 1 не 
является непрерывной на промежутке [0; 3].

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Какова область определения функции Дх) = - 9 ?

x2 — 1
1) (-oo; -1) u (1; oo) 2) (-oo; -1) U (-1; oo)
3) (-oo; 1) U (1; oo) 4) (-oo; -1) u (-1; 1) u (1; ~)
1.2. На каком из указанных промежутков функция /(х) = sin (х - л) не 

является монотонной?
л. Зл: 

.2’ 2 3) [л - 1; л + 1] 4) (л - 2; л + 2)

1.3. Пусть Дх) = х2 - 4х + 3. При каком значении а уравнение вида 
Дх) = а имеет хотя бы один корень?

1)а = -3 2)ц = -2 3)п = -1,5 4)ц = -0,5
1.4. * Чему равно значение выражения бэіп^?

1)4 2)5 3)6 4)7

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Областъопределения каких функций состоит из одной точки? 
1)Дх) = >Дх2 2) Дх) = 71-х2

3) Дх) = 7зтх-1 4) Дх) = 71-в1пх
2.2. Какие из указанных функций всюду определены?
1)/(х)=® 2’л-)=Д^

3)^» = Й"15 ^‘^^
2.3. Графики каких из указанных функций, определённых на всей 

числовой прямой, можно представить в виде объединения конечного 
числа элементарных монотонных кривых?

1) /(x) = sin^-xj 2) /(x) = cos^-xj

3) Дх) = |х - 1| + |х + 1| 4)Дх) = |х-1|-|х+1|
2.4. На каких промежутках функция і/ = х2 + 2х является монотон-

1)(-3;-1) 2)(-2;0) 3)(-1;1) 4)(0;2)
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§ 2. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ ПОДХОД ■ 
К ОПРЕДЕЛЕНИЮ КАСАТЕЛЬНОЙ

2.1. Наглядные представления о касательной. В практической 
деятельности часто приходится иметь дело с касательными к некоторым 
кривым, поэтому у каждого человека складывается своё интуитивное 
представление о касательной. Приведём несколько примеров, которые 
дают приближённые представления о касательных.

Если предположить, что фара мотоцикла светит строго по направле­
нию вперёд, то можно рассматривать луч света от фары как часть прямой, 
которая соприкасается с траекторией перемещения фары.

Натянутая нить, один из концов которой намотан на цилиндр, направ­
лена по касательной к сечению этого цилиндра плоскостью, содержащей 
натянутую часть нити, то есть является частью прямой, которая соприка­
сается с сечением цилиндра.

В рассмотренных примерах указанные прямые можно считать каса­
тельными к соответствующим кривым: в первом примере к траектории 
перемещения фары, во втором примере — к границе сечения цилиндра.

Вопрос. Какие примеры касательных вам известны?
2.2. Свойства касательной к окружности. Напомним, что всякая 

прямая, имеющая с окружностью единственную общую точку, называ­
ется касательной к этой окружности.

Всякая прямая, имеющая с окружностью более одной общей точки, 
называется секущей. Отметим, что всякая секущая содержит две точки 
окружности. Попробуем понять, чем ещё отличается касательная от секу­
щей, кроме числа общих точек с окружностью.

Пусть прямая I касается окружности О в точке А. Проведём через 
точку А две секущие, то есть две прямые — ВЕ и СЕ. Выберем пару вер­
тикальных углов, образованных прямыми ВЕ и СЕ так, чтобы касатель­
ная I целиком содержалась в этих вертикальных 
углах (рис.1).

Секущие ВЕ и СЕ содержат точку А окруж­
ности О. Обозначим через Е и С вторые точки 
пересечения окружности О с прямыми ВЕ и СЕ 
соответственно. Дуга РАС окружности О будет 
целиком расположена в тех же самых вертикаль­
ных углах ВАС и ЕАЕ, где содержится касатель­
ная I. Тем более в тех же самых вертикальных 
углах будет расположена дуга этой окружности,
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которая находится в круге с центром А и радиусом длины г, где положи­
тельное число г меньше каждого из расстояний АР и AG (рис. 2).

Таким образом, рассмотренная пара верти­
кальных углов, содержащих касательную, содер­
жит все точки исходной окружности О, удалён­
ные от точки А на расстояние, меньшее г. Иногда 
в этом случае говорят, что данная пара вертикаль­
ных углов содержит все точки исходной окруж­
ности, достаточно близкие к точке А (близость 
определяется выбранным числом г).

В результате установлено следующее утверж­
дение, которое назовём характеристическим 
свойством касательной к окружности.

Пусть прямая I касается окружности О в 
точке А. Тогда для каждой пары вертикальных углов с вершиной в 
точке А, целиком содержащей прямую I, найдётся такое положительное
число г, что эта пара вертикальных углов содержит все точки окруж­
ности О, удалённые от точки А на расстояние меньшее г.

Характеристическое свойство касательной иногда формулируют по-
другому.

Если прямая I касается окружности О в точке А, то всякая пара верти­
кальных углов с вершиной А, целиком содержащая прямую I, содержит 
все достаточно близкие к А точки данной окружности.

Вопрос. Какие свойства касательной к окружности вам известны?
2.3. ** Отличие секущей от касательной. Отметим вначале, что 

всякая секущая к окружности О делит эту окружность на две дуги, одна 
из которых находится в одной полуплоскости относительно секущей к 
выбранной окружности, а другая дуга расположена в другой полуплос­
кости относительно этой секущей (рис. 3).

Пусть прямая т, проходящая через точку А 
окружности О, не является касательной к этой 
окружности и Н — вторая точка пересечения пря­
мой т с окружностью. Секущая т делит окруж­
ность О на две дуги с концами Аи Н, лежащие в 
различных полуплоскостях относительно пря­
мой т. Выберем на одной из этих дуг точку Р, а на 
другой дуге точку О так, чтобы соответственно 
точка Р лежала внутри одной из этих дуг, а 
точка О — внутри другой из этих дуг. В резуль-
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тате получим, что точки F и G принадлежат раз­
личным полуплоскостям относительно секу­
щей т (рис. 4), и прямая т целиком расположена 
в паре вертикальных углов, образованных пря­
мыми AF и AG.

Множество всех внутренних точек дуги AF, 
содержащейся в той же полуплоскости относи­
тельно прямой т, что и точка F, обозначим через рис 4
dF. Множество всех внутренних точек дуги AG, 
содержащейся в той же полуплоскости относительно прямой т, что и 
точка G, обозначим через dG.

Получим, что множество dF и угол FAG лежат в разных полуплоскос­
тях относительно прямой AF, а поэтому dF и угол FAG не имеют общих 
точек.

Вершина угла FAG лежит на окружности, а его стороны пересекаются 
с окружностью в точках F taG. Стороны угла, вертикального к углу FAG, 
не пересекаются с этой окружностью, потому что прямая с окружностью 
не может иметь более двух общих точек. Следовательно, множество dF и 
угол, вертикальный к углу FAG, также не имеют общих точек.

Значит, все точки множества dF окружности О не содержатся в паре 
вертикальных углов, образованных прямыми AF и AG, в частности, точки 
множества dF, достаточно близкие к точке А.

Аналогично в паре вертикальных углов, образованных прямыми AF и 
AG, не содержатся и все точки множества dG окружности О, в частности, 
достаточно близкие к точке А.

В результате получено следующее утверждение.
Если прямая т проходит через точку А окружности О и не является 

касательной к этой окружности, то найдётся такая пара вертикальных 
углов, целиком содержащая прямую т, что для некоторого положитель­
ного числа г эта пара вертикальных углов содержит не все точки окруж­
ности О, удалённые от точки А на расстояние меньшее г.

Отсюда следует, что секущая окружности не обладает характеристи­
ческим свойством касательной.

Это позволяет сделать следующий вывод.
Пусть прямая I проходит через точку А окружности О и обладает свойс­

твом: для каждой пары вертикальных углов с вершиной в точке А, цели­
ком содержащей прямую I, найдётся такое положительное число г, что эта 
пара вертикальных углов содержит все точки окружности О, удалённые 
от точки А на расстояние меньшее г. Тогда прямая I является касательной.
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Вопрос. Как измеряется угол между касательной и секущей, про­
ведёнными через одну точку на окружности?

2.4. Определение касательной к кривой. Опираясь на характерис­
тическое свойство касательной к окружности, дадим определение каса­
тельной к кривой.

Прямая I называется касательной к кривой К в точке А, если для каж­
дой пары Р вертикальных углов с вершиной в 
точке А, целиком содержащей прямую I, най­
дётся число г > 0 такое, что пара Р содержит 
все точки кривой К, удалённые от точки А на 
расстояние меньшее г.

Это определение иногда формулируют иначе.
Прямая I называется касательной к кри­

вой К в точке А, если каждая пара вертикаль­
ных углов с вершиной в точке А, целиком 
содержащая прямую I, содержит также все 
точки кривой К, достаточно близко располо­
женные к точке А.

Слова «все точки кривой К, достаточно 
близко расположенные к точке А» обозначают 
совокупность всех точек кривой К, отстоящих 
от А не более чем на некоторое положительное 
число г. Конкретная величина числа г зави­
сит от выбора соответствующих вертикальных 
углов и может быть любой, хотя бы и очень 
маленькой (рис.5). Главное, чтобы такое число 
существовало для всякой пары вертикальных 
углов с вершиной А, содержащей прямую I.

Если найдётся какая-нибудь пара верти­
кальных углов с вершиной А, которая содержит 
прямую т, но содержит не все точки кривой, 
достаточно близкие к А, то прямая т не будет 
касательной к кривой К в точке А (рис. 6).

Пример 1. Рассмотрим кривую К, составленную из половин двух 
окружностей, касающихся друг друга внешним образом в точке А (рис. 7). 
Касательной к кривой К в точке А будет общая касательная I к тем самым 
окружностям, из половин которых составлена линия К.

Вопрос. Как объяснить, что прямая I на рис. 7 удовлетворяет опреде­
лению касательной в точке А по отношению к кривой К?
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2.5. ** Единственность касательной. 
Покажем, что в каждой точке кривой может 
быть не более одной касательной.

Пусть две различные прямые I и т проходят 
через точку А кривой К. Рассмотрим две пары 
вертикальных углов с вершиной А, первая из 
которых содержит прямую I, а вторая — пря­
мую т. Величины этих углов всегда можно 
выбрать настолько малыми, что они не будут 
иметь кроме А никаких других общих точек 
(рис. 8).

В этом случае никакая часть кривой К не 
может одновременно располагаться и в первой 
паре вертикальных углов, и во второй паре. 
Следовательно, определение касательной не 
может выполняться одновременно для двух 
различных прямых I и т.

Поэтому двух различных касательных к 
кривой в данной точке не существует.

Вопрос. Какой вид имеют касательные к 
отрезку, проведённые в точках этого отрезка?

2.6. ** Линия, не имеющая касательной 
в некоторой точке.

Пример 2. Рассмотрим график функции 
у = \х\, изображённый на рис. 9. Никакая пря­
мая, проходящая через точку (0; 0), не явля­
ется касательной к этому графику.

В самом деле, если прямая I не совпадает 
ни с одной из ветвей графика, то всегда можно 
указать пару вертикальных углов с вершиной 
в начале координат, которая целиком содер­
жит I, но не включает ни одной точки графика, 
кроме самого начала координат (рис. 10).

Пусть I совпадает с одной из ветвей гра­
фика, например, имеет уравнение у = х. Тогда 
существует пара вертикальных углов с вер­
шиной в начале координат (рис. 11), которая 
содержит прямую I, но не включает ни одной 
точки левой ветви данного графика, кроме

Рис. 9

Рис. 10

Рис. 11
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начала координат. Как бы мы ни выбирали положительное число г, точки 
левой ветви, кроме начала координат, удалённые от начала координат 
менее чем на г, никогда не попадут в указанные углы.

Аналогичное рассуждение показывает, что прямая у = -х тоже каса­
тельной не является. Таким образом, график функции у = \х\ не имеет 
касательной в точке (0; 0).

Вопрос. При каких значениях х точки параболы у = х2 удалены от 
точки А (0;0) не более чем на 2л/б ?

■ Контрольные вопросы и задания

1. Что называется касательной к окружности?
2. Какие примеры касательных к кривым вы знаете?
3. ** Может ли прямая иметь с кривой единственную общую точку, но 

не быть касательной?
4. Сформулируйте характеристическое свойство касательной к окруж­

ности.
5. Каково общее определение касательной к произвольной кривой?
6. Как вы понимаете фразу «все точки кривой, достаточно близкие к 

данной точке»?
7. ** Можно ли провести несколько касательных к произвольной кри­

вой в одной и той же точке?
8. ** Может ли кривая не иметь касательных в некоторых точках?

■ Задачи и упражнения

1. Окружность с центром О касается прямой т в точке А. Прямая п 
проходит через точку А, образует угол в 1° с прямой т и пересекает 
окружность в точке В. Найдите величину угла АВО.

2. ** Дан угол в 60° с вершиной А. Окружность 8 касается сторон этого 
угла в точках В и С. Прямая п проходит через точку А, образует угол в 2° с 
прямой АВ и пересекает окружность 8 в точках М и К. Найдите величину 
угла МСК.

3. Через точку А окружности проведены касательная т и прямая п, 
образующая угол в 5° с прямой т и пересекающая окружность в точке В. 
В каком отношении делят длину окружности точки А и В?

4. На окружности с центром О отмечены точки А и В так, что угол АО В 
равен 1°. Найдите угол:

а) между касательной к окружности, проведённой в точке А, и хор­
дой АВ;

б) между касательными, проведёнными к окружности в точках А и В.
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5. Через точку А окружности проведена касательная т и две пря­
мые — пик, образующие с прямой т угол в 1°. Какую часть окружности 
содержат острые вертикальные углы между прямыми пик?

6. ** К окружности в точке А проведена касательная т. Под каким 
углом к прямой т нужно провести через точку А две прямые — пик, 
чтобы острые вертикальные углы между прямыми пик содержали тысяч­
ную часть окружности?

7. Окружность радиуса 1 м касается прямой т в точке А. Точка В 
окружности находится на расстоянии 1 см от прямой т. Найдите рассто­
яние АВ.

8. ** Докажите, что прямая У = ^х не является касательной к пара­

боле у = х2 в точке (0; 0).
9. ** Объясните, почему прямая у = 0 является касательной к параболе 

у = х2 в точке (0; 0).

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. ** В какой из перечисленных точек функция у = |х + 1| + 2 |х| не 

имеет касательной?
1)-2 2)-1 3)1 4)2
1.2. Какая из прямых является касательной к кривой, заданной урав­

нением х2 -\- у2 - 2х = 0?

1)у = х 2)у = 0 3)у = -х 4)х = 0

1.З. * Через какую из указанных точек не проходит ни одна из каса­
тельных к графику функции у = х - 1?

1)(0;0) 2)(1;0) 3) (0;-1) 4)(-1;-2)
1.4. Для какой из указанных окружностей прямая, задаваемая урав­

нением у = х, является касательной?
1)(х- 1)2 + (г/ + 1)2=1 2)(х- 1)2 + (і/ + 1)2 = 2
3) (х + I)2 + (г/ + I)2 = 2 4) (х - I)2 + (г/ - I)2 = 1

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Каким может быть число касательных, которые можно провести 

через данную точку к данной окружности в зависимости от их взаимного 
расположения?

1)0 2) 1 3)2 4)3
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2.2. Сколько общих точек могут иметь кривая и касательная к ней? 
1)0 2) 1 3) 2 4) бесконечное множество
2.3. Сколько точек касания может быть у данной кривой и данной 

прямой?
1)0 2) 1 3) 3 4) бесконечное множество
2.4. Сколько всего общих касательных может быть проведено к двум 

различным окружностям, имеющим хотя бы одну общую точку?
1) ни одной 2) 1 3) 2 4) 3

■ § 3. УРАВНЕНИЕ КАСАТЕЛЬНОЙ

3.1. Уравнение прямой. Выберем на плоскости прямоугольную сис­
тему координат с началом О и осями Ох, Оу. Пусть I — любая прямая, не 
параллельная оси Оу. Тогда её уравнение можно записать в виде:

у = кх + Ь. (1)
Наоборот, всякое уравнение вида (1) задаёт некоторую прямую, не 

параллельную оси Оу.
Коэффициент к в уравнении (1) имеет наглядный геометрический 

смысл. Рассмотрим две любые различные точки Р(хг; у^) и ^(х2; у^, при­
надлежащие прямой I. Их координаты удовлетворяют уравнению (1). 
Иными словами, уг = кхх + Ь, у2 = кх2 + Ь.

Вычитая первое равенство из второго, получим 
у2-у1 = кх2-кх1.

Так как хг^х2, отсюда находим, что 
к = ^^. (2)

С другой стороны, обозначим через а угол, 
отсчитываемый против часовой стрелки и 
образованный положительным направлением 
оси Ох с прямой I.

Если этот угол острый (рис. 1), то он равен 
углу ОРЯ в прямоугольном треугольнике 
РОЛ. Так как разность (у2 - у^) равна длине 
катета ОР, а разность (х2 - хг) — длине 

катета РН, то ѣ§а = ^§ = ——— = к, по фор- 
РН х2 — х1

муле (2) коэффициент к совпадает с тангенсом угла а.
Если угол а тупой (рис. 2), то он равен углу, смежному с углом ОРР. 

Так как в этом случае ОР = у2~ УРР = х1- х2 углу,
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^^РП = ^-^, 

откуда

tg а = - tg ЛОРН = ——— = к. 
^2 ^1

Таким образом,
коэффициент к в уравнении (1) равен тан­

генсу угла а, образованного положительным 
лучом оси Ох с прямой I и отсчитываемого 
против хода часовой стрелки.

В связи с указанным свойством коэффициент к называют также угло­
вым коэффициентом, коэффициентом наклона или просто наклоном 
прямой I.

Вопрос. Какой вид имеет уравнение прямой, проходящей через точки 
(2; 1)и(-1;2)?

3.2. Составление уравнения прямой. Если известны наклон к неко­
торой прямой I и лежащая на ней точка А(х0; у0), то нетрудно восстано­
вить уравнение прямой. В самом деле, это уравнение должно иметь вид 
(1), где число к задано. Подставив в него координаты точки А, найдём 
число Ь:

У о = кх0 + Ь,Ь = у0-кх0.
Следовательно, искомое уравнение прямой I записывается в видеу-кх + 

+ у0- кх0, поэтому:
У-Уо = Кх-хо). (3)

Вопрос. Чему равняется наклон прямой с уравнением у = 72
3.3. Связь между угловыми коэффициентами нескольких пря­

мых. Пусть через точку А(х0; у0) проведена прямая I с уравнением
у-у0 = к(х- х0).

Возьмём любую такую пару вертикальных углов с вершиной А(х0; у^, 
целиком содержащую прямую I, что наклоны прямых /х и 12, содержащих 
стороны вертикальных углов, имеют тот же знак, что и знак наклона пря­
мой I (рис. 3). Через кг и к2 обозначим угловые коэффициенты прямых, 
образующих стороны этих углов. Для определённости будем считать, что 
^1 < к2. Прямая I заключена между прямыми Іх и /2, поэтому величина 
угла наклона прямой I заключена между величинами углов наклона пря­
мых Іг и /2. Отсюда угловой коэффициент к прямой I окажется больше, 
чем кѵ и меньше, чем к2, то есть кг< к< к2. Полученное неравенство озна­
чает, что число к принадлежит промежутку (кг; к^.
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Рис. 3

Рис. 4

Рис. 5

Вопрос. Рис. 3 иллюстрирует случай, когда 
угловые коэффициенты прямых положи­
тельны. Как будут выглядеть рисунок и рас­
суждения, когда угловые коэффициенты пря­
мых отрицательны?

3.4. Угловой коэффициент касательной 
как предел угловых коэффициентов секу­
щих. Рассмотрим кривую К на координатной 
плоскости. Выберем на К точку А(х0; у^, в 
которой касательная не параллельна оси Оу, и 
найдём уравнение касательной в этой точке.

Допустим, что I — касательная. Возьмём 
такую пару вертикальных углов с вершиной А, 
целиком содержащую прямую I, что наклоны ^1 
и к2 прямых 1} и /2, содержащих стороны верти­
кальных углов, имеют тот же знак, что и знак 
наклона прямой I (рис. 4). Для определённости 
будем считать, что кг< к2.

Тогда в силу предыдущего пункта:
кг<к<к2. (4)

Полученное неравенство означает, что 
число к принадлежит промежутку (к^, к^.

Поскольку I — касательная, то взятая пара 
вертикальных углов должна содержать каж­
дую достаточно близкую к А точку Р(х; у) на 
кривой К. Секущая АР также содержится в 
указанной паре вертикальных углов (рис. 5). 
Её угловой коэффициент ^3 опять окажется 
больше, чем кѵ и меньше, чем к2. Вычислив 
коэффициент к2 по формуле (2), получим

к<У^Уо<к (5)
1 х-х0 2

Таким образом, мы пришли к свойству каса­
тельной:

если прямая I касается кривой К в точке А, то всякий числовой про­
межуток, которому принадлежит угловой коэффициент прямой I, содер­
жит также угловой коэффициент каждой прямой, проходящей через 
точку А и через достаточно близкую к ней точку данной кривой.

288



§ 3. Уравнение касательной ■

Как и ранее, слова «все достаточно близкие к А точки данной кривой» 
означают совокупность всех точек кривой К, отстоящих от А на рассто­
янии не большем, чем некоторое положительное число г. Величина г 
зависит от выбора промежутка (^1; к2). При изменении этого промежутка 
значение г также может меняться. Важно лишь, чтобы такое число г 
существовало для каждого промежутка, содержащего число к.

1 2Вопрос. Как указать промежуток длины ——, содержащий число —? Юи о
З.5. * Необходимое условие существования касательной. Сопос­

тавляя неравенства (4) и (5) из предыдущего пункта, заключаем, что 
угловые коэффициенты обеих прямых — I и АР принадлежат проме­
жутку (к^, к^. Значит, модуль разности угловых коэффициентов кык3 
прямых I и АР меньше длины данного промежутка. Обозначив длину 
промежутка (к^, к2) через е, получим, что \к3~к\< \кг-к21, то есть

У~Уо к 
х-х0 <£. (6)

Поскольку длина промежутка (^; к2) могла быть какой угодно, то 
и е также может быть любым положительным числом. Когда прямая с
угловым коэффициентом к касается кривой К, неравенство (6) должно 
выполняться для всех точек Р(х;у) кривой К, достаточно близких к 
точке А(х0; у^. Получаем следующий результат.

Пусть к — угловой коэффициент касательной к кривой К в точке 
А(х0; у0). Тогда для любого положительного числа £ всегда най­
дётся такой круг с центром А(х0; у0) и радиусом г > 0, что неравенство

х -х0
< є выполняется для всех точек Р (х; у) кривой К из этого круга.

В таких случаях число к называют пределом угловых коэффициентов 
прямых АР при стремлении точки Р к точке А вдоль кривой К.

Отметим, что выбор радиуса г, вообще говоря, зависит от точки А(х0; у0) 
и от того, какое число Е рассматривается.

Таким образом, существование данного предела необходимо для сущес­
твования касательной, не параллельной оси Оу.

Можно показать, что существование предела угловых коэффициентов 
прямых АР при стремлении точки Р к точке А вдоль кривой К является 
также и достаточным условием наличия в точке А касательной, не пара- 
лелльной оси Оу.

Вопрос. Как сформулировать необходимое условие существования 
касательной в виде теоремы: «Если ..., то ...»?
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3.6. ** Достаточное условие существования касательной. Пусть 
для точки А(х0; у0) кривой К число к обладает свойством, что для каждого 
положительного числа £ найдётся такой круг с центром А(х0; у^, что нера­
венство (6) выполняется для всех точек Р (х; у) кривой К из этого круга. 
Тогда прямая I с угловым коэффициентом к, проходящая через точку А, 
является касательной.

Для обоснования покажем, что прямая I удовлетворяет определению 
касательной из пункта 2.4. Рассмотрим два любых числа к1 и к2 таких, 
что кг < к < к2, и обозначим через є наименьшую из разностей к - кѵ к2 - к.

Для этого £, согласно свойству, по которому выбрано число к, най­
дётся соответствующий круг с центром в точке А. Если взять в этом круге 
любую точку Р(х; у), лежащую на кривой К, то для её координат х и. у

будет выполнено неравенство ^^-к 
х-х0

< Е. Отсюда

-£< Ѵ—Уа.-к <£ ик-г<-—^-<к + £-

Из полученных неравенств, в частности, вытекает следующая цепочка
соотношений:

——— > к-£>к-[к-к^ = кѵ У-Уо
Х-Хц <к + £<к + (к2-к) = к2.

Следовательно, угловой коэффициент секущей АР заключён в интер­
вале (кѵ к2), а это значит, что для прямой с уравнением у ~ у0 = к(х - х0) 
выполняется определение касательной из пункта 2.4.

Вопрос. Как доказать, что если предел угловых коэффициентов пря­
мых АР при стремлении точки Р к точке А вдоль кривой К существует, то 
такой предел — единственный?

З.7. * Пример нахождения касательной.
Пример. Рассмотрим параболу с уравнением у = \х2 и на ней точку

А(2; 2). Найдём угловой коэффициент к касательной в этой точке по пра­
вилу из пункта 3.4. Соединим точку А с произвольной, отличной от А, 
точкой Р(х; у) на данной кривой и вычислим угловой коэффициент к2 
прямой АР:

к _У-Уо_у-2_2 _(х + 2)(х-2)_х + 2_(х-2) + 4=2| 1/
3 х-х0 х-2 х-2 2(х-2) 2 2 2 ’

Заметим, что выражение 2 + —(х - 2) мало отличается от 2, когда выра- 
1жение — (х - 2) мало отличается от нуля. Поэтому число А:= 2 удовлетворяет
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свойству углового коэффициента касательной. В самом деле, возьмём два 
произвольных значения ^1 < 2, ^2 > 2 и положим для них е = тт(2 - ^1; 
к2 - 2). Приближая точку Р к точке А, можно сделать величину |х - 2| 
сколь угодно малой. В частности, для всех близких РиА можно обеспе­
чить неравенство

-е <^(х-2)<е.

Но тогда
^-2-(2-^)<2-£<2 + У^^2 + ^<2 + £<2 + ()12-2)^2.

Значит, угловой коэффициент ^3 прямой АР попадает в интервал (кх; к?) 
и свойство углового коэффициента касательной из пункта 3.4. выполня­
ется.

Согласно формуле (3) предыдущего параграфа, уравнение касательной 
к графику функции у - —х2 в точке А(2; 2) имеет вид

2 і/-2 = 2(х-2).
Вопрос. Как доказать, что все точки графика функции у -^х2 лежат 

выше касательной у -2 = 2(х - 2)?

Контрольные вопросы и задания ■

1. Как выглядит уравнение произвольной прямой, не параллельной 
оси ординат?

2. Что называется угловым коэффициентом прямой?
3. Как найти угловой коэффициент прямой, если известны две её точки?
4. Как найти уравнение прямой, зная угловой коэффициент и точку 

на ней?
5. * Как при помощи угловых коэффициентов сторон данного угла и 

некоторой прямой, проходящей через его вершину, узнать, внутри угла 
или вне его лежит эта прямая?

6. В чём состоит свойство касательной, выражаемое при помощи угло­
вых коэффициентов?

7. Что означают слова «все достаточно близкие кА точки данной кри­
вой » ?

8. * Каков точный смысл утверждения, что касательная является пре­
делом секущих?

9. ** Как доказать, что существование предела секущих достаточно 
для существования касательной?
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10. Как определить касательную при помощи угловых коэффициентов 
прямых?

11. Какое уравнение имеет касательная к параболе у = ах2 в точке с 
абсциссой х0 при а = 0,5?

■ Задачи и упражнения
1. Найдите уравнение прямой, проходящей через точки:
а)А(3;2), В(-1;-4);
в)А(-5;6),В(-2;3);
д)А(ѴЗ;1),в(2ѴЗ;3);

б)А(-2; 1), В(1;4);
г)А(4;7),В(-2;5);
е)*л(2; -Т2),В(-2Ѵ2; 2).

2. Найдите угловой коэффициент прямой, проходящей через точки:
а)А(4;3),В(-2;1); б)А(-3;7),В(5;-1);

ЇЇ; 2-Зд/5).
3. * Найдите уравнения медиан треугольника с вершинами:
а) А(0; 0), В(0; 4), С(3; 3); б) А(-2; -1), В(6; 3), С(2; 5);
в)А(1;3),В(-3;1),С(-1;-3).
4. Найдите тангенс угла, который образует прямая с положительным 

лучом оси Ох, если прямая имеет уравнение:
а) 2у + 3 = Зх - 2;
г) 2^3 у + 2х -1 = 0;

б) 2х + 4г/= 1; в) х-Зі/-5 = 0; 
д) 2г/-2>Йх + 1 = 0.

5. Напишите уравнение прямой с угловым коэффициентом 5уЗ , про­
ходящей через точку (-1; 2).

6. ** Найдите тангенс угла между прямыми:
а) у = х-1иу = 43х +1;

в) у = х + 1 и у = 2х + 1;
7. Изобразите несколько

б)у = -х-2иу = Д= х +1;
ѵ 3

г) у = Зх и у = 4х - 1.
прямых, проходящих через начало коорди-

нат, угловой коэффициент которых находится между угловыми коэффи­
циентами прямых:

а) і/ = 2х, у = Зх; б) у = 2х, у = -Зх; в) і/ = -2х, у = Зх; г)у = -2х, у = -Зх.

8 .* Через точки А(2; 4) и В 2 + — 
л п

графика функции у = х2

проводится секущая при каждом п е N. Найдите предел последователь­
ности угловых коэффициентов этих секущих.

9 .* Через точки А(1; 1) и В„| 1-—; 
I п

'1-1 
п

графика функции у = \1х

проводится секущая при каждом п е N. Найдите предел последователь­
ности угловых коэффициентов этих секущих.
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10 .* Через точки А 2; — | и В ] графика функции у = —
\ 2/ \ п 2п + 1/ х

проводится секущая при каждом п е N. Найдите предел последователь­
ности угловых коэффициентов этих секущих.

11 .* Составьте уравнение касательной к параболе у = ах2 в точке с абс­
циссой х0, если:

а)« = 2, х0 = 3; б)а = 3,х0 = -2; в)а = -1, х0 = -3;
г)а = -|,х0 = 3; д)а=рХ0 = 2>/2.

12 .** Какое уравнение имеет касательная к параболе у = ах2 в точке с 
абсциссой х0?

13 .** Найдите точки пересечения осей координат и касательной, про­
ведённой к параболе у = ах2 в точке с абсциссой х0, если:

а)а = -1,х0 = 2; б) а = 2, х0 =--.

14 .** Касательная к параболе у = ах2 в точке А пересекает ось Ох в 
точке В и ось Оу в точке С. Докажите, что АВ = ВС.

15 .** Через точку А параболы у = ах2 проведена касательная I. Дока­
жите, что середины отрезков, отсекаемых параболой на прямых, парал­
лельных I, лежат на луче с вершиной А.

16 . Составьте уравнение касательной к параболе в точке с абсциссой х0: 
а)* і/ - 5 = 2(х - I)2, х0 = 3; б)* г/ = 4 - (х + З)2, х0 = -5;
в)** У = %2 + х + 1, х0 = 2.

Тесты ■
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Чему равен угловой коэффициент касательной к графику функ­

ции і/ = |х| + 1 при х = -1?
1)-2 2)-1 3)1 4)2
1.2. Чему равна абсцисса точки, в которой касательная к графику 

функции у = ^25-х2 параллельна прямой у = - ^х ?

1) 1 2)2 3)3 4)4
1.З. * Для какого значения параметра а график функции у = 4х лежит 

в двух острых углах, образованных прямыми у = ах и у = -ах?
1)ц=| 2)ц=| 3)а = 2 4)а = 6

о 2

1.4. * Через точки А(2; 4) и В 2 + — ; 2 + — графика функции у = х2
п \ п) )

проводится секущая для каждого натурального числа п. Какому из пере-
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численных ниже чисел равен предел последовательности угловых коэф­
фициентов этих секущих?

1) 1 2)2 3)3 4)4
Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. ** Пусть функция у = /(х) задана условиями: у = 0, если |х| > 1; 

у = у/1-х2, если |х| < 1. В точках с какими абсциссами график функции 
у = /(х) не имеет касательной?

1)-1 2)0 3)1 4)2
2.2. * На координатной плоскости изображена парабола у = х2 и про­

ведены две прямые у = у^ и у = -^. Для каких промежутков на оси Ох 

соответствующие им точки параболы лежат внутри острых углов, образо­
ванных этими прямыми?

1) (-0,1; 0,1) 2) (-0,02; 0,02) 3) (-0,01; 0,01) 4) (-0,005; 0,005)
2.3. Какие из указанных прямых являются касательными к графику 

функции у = уІ25-х2, рассматриваемой на промежутке [-5; 5]?

1)? = -Ь + т 2)у=|х + ^ 3)у = 5 4)У = -5

2.4. Заданы две пересекающиеся прямые 2х-г/+1 = 0и4х + і/-1 = 0. 
Какие из перечисленных ниже прямых целиком лежат в двух острых 
углах, образованных заданными прямыми?

1) Зх - і/+ 1 = 0 2)5х + 2(/+1 = 0 3) 9х + 2у - 2 = 0 4) Зх + у - 1 = 0

■ Мини-исследования к главе

Мини-исследование 23
Найдите уравнение касательной:
а) к кривой, задаваемой уравнением у = ах3, проходящей через точку с 

абсциссой х0 (а — фиксированное ненулевое число);

б) к гиперболе у = —, проходящей через точку с абсциссой х. (а — фик- X 1
сированное ненулевое число);

в) к графику функции у = —„, проходящей через точку с абсциссой х. 
(а — фиксированное ненулевое число).

Мини-исследование 24
2 2

Найдите уравнение касательной к эллипсу с уравнением ^ + ^ = 1, где 
аЪ ^ 0, проходящей через точку (х0; у0) этого эллипса. а
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Глава 11
СОБЫТИЯ И ВЕРОЯТНОСТИ

В этой главе вы ознакомитесь с основными определениями и формулами эле­
ментарной теории вероятностей.

§ 1. ВЕРОЯТНОСТИ СОБЫТИЙ И МЕРЫ МНОЖЕСТВ ■

1.1. Случайный выбор элемента из конечного множества. Напом­
ним, что теория вероятностей изучает вероятности событий, встречаю­
щихся в явлениях со случайными исходами. Такие явления называют 
экспериментами со случайными исходами или, для краткости, экспери-
ментами.

Пример 1. Ученик, первым пришедший сдавать экзамен, выучил 
20 билетов из 25, лежащих на столе у учителя. Какова вероятность, что 
этот ученик вытащит билет, который он выучил?

Отношение количества выученных билетов (благоприятных исходов 
эксперимента) к общему количеству билетов (всех возможных исходов 

х 20 ~эксперимента) равно отношению — . Следовательно, один из 20 выучен-
20 4 ных билетов будет выбран с вероятностью — = — .

5
Напомним классическое определение вероятности.
Пусть эксперимент состоит в выборе с равной вероятностью некото­

рого элемента из непустого множества О, содержащего N(^1) элементов. 
Тогда вероятность Р(А) события, состоящего в том, что выбранный эле­
мент окажется одним из элементов множества А, находится по формуле 

Р(А) = ВД’ ГДе ^^ — число элементов в множестве А.
В примере 1 в качестве множества £2 всех возможных исходов нашего 

эксперимента берётся множество всех экзаменационных билетов, лежа­
щих на столе, а в качестве А — множество тех билетов, которые выучил
ученик.

Вопрос. В корзине лежит п красных, т жёлтых и к зелёных шаров. 
Какова вероятность вынуть шар не зелёного цвета?

1.2. Случайный выбор точки из множества на плоскости или 
в пространстве. При изучении экспериментов со случайным выбо­
ром точки из множества на плоскости предполагается, что вероятность 
выбора точки равномерно распределена во множестве □. Это означает,
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что вероятность каждого события, состоящего в попадании случайно 
выбранной точки в любое подмножество А множества Q, зависит лишь от 
площади 8(A) подмножества А, где бы это подмножество А ни находилось 
во множестве Q.

Пусть эксперимент состоит в случайном выборе точки из множес­
тва Q ненулевой площади S(Q) > 0 с равномерным распределением 
вероятности выбора точки в этом множестве. Тогда вероятностью Р(А) 
события, состоящего в попадании выбираемой точки в подмножество А, 
имеющее площадь S(A), называют число Р(А) = .

Пример 2. Вокруг квадрата ABCD описана окружность. В круге, огра­
ниченном этой окружностью, выбирается точка. Какова вероятность 
того, что эта точка окажется внутри квадрата ABCD?

Пусть г — радиус круга, тогда площадь круга равна лг2, а площадь
2 г2 

квадрата равна 2г2. Поэтому искомая вероятность равна отношению — 
2

то есть равна —. 
л

Пусть эксперимент состоит в случайном выборе точки из множе­
ства Q ненулевого объёма V(Q) > 0 с равномерным распределением 
вероятности выбора точки в этом множестве. Тогда вероятностью Р(А) 
события, состоящего в попадании выбираемой точки в подмножество А 
объёма Ѵ(А), называют число Р(А) =

В этом случае полагают, что вероятность выбора точки равномерно 
распределена во множестве Q, если вероятность каждого события, состо­
ящего в попадании случайно выбранной точки в любое подмножество А 
множества Q, зависит лишь от объёма Ѵ(А) подмножества А, где бы это 
подмножество А ни находилось во множестве Q.

Вопрос. Внутри куба с ребром 2 случайным образом выбирается точка. 
Какова вероятность того, что эта точка от центра куба будет удалена не 
более чем на 1?

1.3. Случайный выбор точки на отрезке или на окружности.
Пусть эксперимент состоит в случайном выборе точки из отрезка Q 

длины L(Q) с равномерным распределением вероятности выбора точки 
в этом множестве. Тогда вероятностью Р(А) события, состоящего в попа­
дании выбираемой точки в объединение А конечного числа непересе- 
кающихся промежутков с суммой длин L(A), называют число Р(А) = —

В этом случае также полагают, что вероятность выбора точки равно­
мерно распределена в множестве Q, если вероятность каждого события,
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состоящего в попадании случайно выбранной точки в любое объедине­
ние А конечного числа непересекающихся промежутков из множества Q, 
зависит лишь от суммы длин L(A) этих промежутков и не зависит от того, 
как эти промежутки расположены в множестве Q.

Пример 3. Из сверхчистого металла сделали сверхтонкую проволоку 
длины I. При наматывании проволока порвалась в одном месте из-за слу­
чайно попавшей в металл одной частички недопустимой примеси. Какова 
вероятность, что разрыв произошёл на расстоянии менее 0,2 / от одного 
из концов проволоки?

Для получения ответа на этот вопрос надо заметить, что интересующее 
нас событие происходит только в двух случаях: если частичка примеси 
попадает в начальный интервал проволоки длины 0,2 / либо в конеч­
ный интервал длины 0,2 /. Следовательно, искомая вероятность равна 
Р(А) = 2У =м = |.

Аналогично определяются эксперименты и с равномерным распреде­
лением вероятности выбора точки на окружности. В этом случае также 
полагают, что вероятность выбора точки равномерно распределена в мно­
жестве Q, если вероятность каждого события, состоящего в попадании 
случайно выбранной точки в любое объединение А конечного числа непе­
ресекающихся дуг окружности Q, зависит лишь от суммы длин L(A) этих 
дуг и не зависит от того, как эти дуги расположены на окружности Q.

Пусть эксперимент состоит в случайном выборе точки на окруж­
ности Q длины L(Q) с равномерным распределением вероятности 
выбора точки на этой окружности. Тогда вероятностью Р(А) события, 
состоящего в попадании выбираемой точки в объединение А конеч­
ного числа непересекающихся дуг с суммой длин L(A), называют число 
Р(А) = ^.

ѵ 7 L(^)
Вопрос. Пусть на окружности с центром О отмечены различные точки А 

и В и рассматриваются два эксперимента: первый — со случайным выбором 
точки на окружности, второй — со случайным выбором точки в круге, огра­
ниченном этой окружностью. Как связаны между собой вероятности двух 
событий: при первом эксперименте — попадание точки на меньшую дугу 
АВ, при втором — попадание точки в меньший сектор АОВ?

1.4. Мера и вероятность. Подведём некоторые итоги и перечислим 
предположения, которые использовались в примерах из предыдущих 
пунктов.

Предположение 1. Рассматриваемый эксперимент состоит в случай­
ном выборе точки, либо из некоторого конечного множества, либо из
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некоторого множества в пространстве, на плоскости, на прямой или на 
окружности. Множество, из которого выбирается точка, называется мно­
жеством всех возможных исходов эксперимента.

Предположение 2. Пусть А — некоторое подмножество множества О 
всех возможных исходов рассматриваемого эксперимента. Если выбран­
ная в результате эксперимента точка оказалась одной из точек множес­
тва А, то говорят, что произошло событие А.

Предположение 3. Вероятность события А каждый раз определяется 
как отношение меры множества А к мере множества £2, то есть Р(А) = 

Ц(А) Л=----- , где мера ц выбирается, исходя из условии проведения экспери-
Н(^)

мента.
Задача становится строго математической только после того, как эта 

мера ц выбрана и ц(^) > 0. Подчеркнём, что при решении каждой конк­
ретной задачи мера ц подбирается, исходя из условий этой задачи.

Действительно, объём множества — это наиболее часто встречающа­
яся мера множеств в пространстве, площадь плоских множеств — это 
наиболее естественная мера множеств на плоскости, длина — это естест­
венная мера множеств на прямой и окружности, а число элементов в мно­
жестве — это естественная мера для конечных множеств.

Вопрос. Изменится ли ответ в примере 3, если мы длину проволоки 
будем измерять не в миллиметрах, а в дюймах?

1.5. Новый пример меры множеств. Рассматривая разнообразные 
примеры, мы установили общую формулу, позволяющую находить веро­
ятность событий с помощью меры, которая наиболее точно соответствует 
интересующему нас конкретному эксперименту. В принципе, могут рас­
сматриваться и другие меры. Ещё одним примером меры, отличной от 
перечисленных выше, может служить вес.

Так, в примере 4 может оказаться, что проволока неоднородна по тол­
щине. Принимая за меру вес выбираемой части проволоки, вероятность 
того, что частичка примеси попадёт в заданную часть проволоки, можно 
считать равной весу этой части, делённому на вес всей проволоки. В этом 
случае полагают, что вероятность выбора точки в проволоке равномерно 
распределена, если вероятность каждого события, состоящего из попада­
ния случайно выбранной точки в часть проволоки, зависит лишь от веса 
этой части и не зависит от того, где расположена часть проволоки такого 
веса.

Вопрос. После безуспешных поисков бриллианта, потерянного в 
снегу, этот снег был сложен в виде сугроба, имеющего форму конуса с
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площадью основания 5, причём вершина этого конуса находилась над 
5центром круглой клумбы площадью —. Какова вероятность, что брилли- 4

ант окажется на клумбе после того, как снег растает?

Контрольные вопросы и задания ■

1. Что называют экспериментом со случайным исходом?
2. Что такое множество всех исходов эксперимента?
3. Что называют событием в экспериментах со случайными исходами?
4. Как вычислять вероятность события в случае равновероятных исхо­

дов при выборе элементов из конечного множества?
5. Как определяется вероятность события при равномерном распреде­

лении вероятностей выбора точки в некотором множестве пространства?
6. Как определяется вероятность события при равномерном распреде­

лении вероятностей выбора точки в некотором множестве плоскости?
7. Как определяется вероятность события при равномерном распределе­

нии вероятностей выбора точки в промежутке прямой или на окружности?
8. Какие примеры мер на некоторой совокупности подмножеств 

какого-то множества вы знаете?

Задачи и упражнения ■

1 . В игре «Спортлото 6 из 49» шары последовательно выбираются из 
барабана, в котором находится 49 шаров с номерами от 1 до 49. Каковы 
вероятности, что номер первого вынутого шара:

а) совпадёт с одним из номеров: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23;
б) делится на 5; в) при делении на 7 даст остаток 5?
2 . В барабане перемешаны 36 шаров четырёх разных цветов: крас­

ного, белого, чёрного и синего. На 9 шарах каждого из цветов написано 
по одной цифре от 1 до 9. Каковы вероятности, что первый вынутый шар:

а) будет белым шаром с чётным номером;
б) будет либо белым шаром, либо шаром с номером 7;
в) будет либо не белым шаром, либо шаром с номером 7;
г) будет либо белым шаром, либо шаром с чётным номером?
3 . Внутри квадрата случайным образом выбирается точка. Найдите 

вероятность того, что эта точка окажется внутри квадрата с вершинами в 
серединах сторон заданного квадрата.

4 .* На отрезке длиной 5 случайным образом выбирается точка, кото­
рая делит отрезок на два произвольных отрезка. Найдите вероятность 
того, что модуль разности длин этих отрезков не меньше 2.
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5 .* На координатной плоскости в круге с центром в начале системы 
координат случайным образом выбирается точка. Найдите вероятность 
того, что ордината этой точки положительна и больше абсциссы.

6 .** В урне содержатся только белые и чёрные шары, причём извес-
2

тно, что вероятность случайного выбора белого шара равна —. После того 
как в урну добавили несколько чёрных шаров, вероятность выбора белого 

шара стала равной —. Какое наименьшее число шаров могло быть добав­
лено в урну?

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. В барабане лежит п шаров, из которых т — белых, а остальные — 

других цветов. Какова вероятность вынуть шар белого цвета?
1)^ 2) т 3)—^— 4)^—^ 

п т + п т + п п
1.2. Тесто, в которое бросили маковое зёрнышко, раскатали в виде 

круглого блина площадью S. После этого из теста вырезали корж, кото­
рый является квадратом, вписанным в окружность, ограничивающую 
этот круг. Какова вероятность того, что маковое зёрнышко окажется 
внутри коржа?

1)- 2)^ 3)^ 4)-
я я ля

1.3. Круг разделён на 37 секторов, причём 36 секторов с номерами от 1 
до 36 равны, а сектор с номером 0 отличается от каждого из предыдущих. 
Пусть сектор с номером 0 опирается на дугу длиной 16 см, а каждый из 
остальных секторов опирается на дугу длиной 4 см. Какова в этом слу­
чае вероятностьр0 того, что случайно выбранная в этом круге точка ока­
жется в секторе с чётным номером?

1) 18 2) — 3) — 4) —
7 37 7 20 7 37 7 20

1 .4. После безуспешных поисков бриллианта, потерянного в снегу, 
этот снег был сложен в виде сугроба, имеющего форму цилиндра с ради­
усом основания ЗЯ. Этот цилиндр стоит на круглой клумбе радиуса R. 
Какова вероятность того, что бриллиант окажется на клумбе после того, 
как снег растает?

1) I 2) 1 3)1 4) 1
7 9 7 9 7 9 7 9
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Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Пусть эксперимент состоит в выборе одного из 36 шаров с номе­

рами от 1 до 36 включительно. Какие из указанных событий возможны 
при проведении этого эксперимента?

1) номер выбранного шара — отрицательное число
2) номер выбранного шара больше 18
3) номер выбранного шара больше 10, но меньше 11
4) номер выбранного шара — квадрат натурального числа
2.2. Рассмотрим эксперимент по бросанию двух одинаковых куби­

ков, на гранях каждого из которых расставлены все числа от 1 до 6. 
Какие из указанных событий возможны при проведении этого экспери­
мента?

1) сумма выпавших очков — трёхзначное число
2) произведение выпавших чисел делится на 7
3) сумма выпавших очков меньше Ѵб
4) сумма выпавших очков равна 7
2.3. Пусть эксперимент состоит в выборе одного из 36 шаров с номе­

рами от 1 до 36 включительно. Какие два из указанных событий А и В 
равновероятны?

1) событие А — «Номер выбранного шара больше 10, но меньше 20», 
событие В — «Номер выбранного шара больше 20, но меньше 30»

2) событие А — «Номер выбранного шара меньше 10», событие В — 
«Номер выбранного шара больше 30»

3) событие А — «Номер выбранного шара чётный», событие В — 
«Номер выбранного шара нечётный»

4) событие А — «Номер выбранного шара при делении на 5 даёт оста­
ток 1», событие В — «Номер выбранного шара при делении на 5 даёт оста­
ток 2 »

2. 4. Рассмотрим эксперимент по бросанию двух одинаковых кубиков, 
на гранях каждого из которых расставлены все числа от 1 до 6 включи­
тельно. Какие два из указанных событий А и В равновероятны?

1) событие А — «Сумма выпавших чисел равна 2», событие В — 
«Сумма выпавших чисел равна 3»

2) событие А — «Сумма выпавших чисел равна 5», событие В — 
«Сумма выпавших чисел равна 9»

3) событие А — «Сумма выпавших чисел больше 7», событие В — 
«Сумма выпавших чисел меньше 7»

4) событие А — «Сумма выпавших чисел чётна», событие В — «Сумма 
выпавших чисел нечётна»
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■ § 2. ОПЕРАЦИИ НАД СОБЫТИЯМИ

2.1. Операции над множествами. Каждое событие рассматрива­
ется как множество тех случаев, в которых оно происходит. Поскольку 
события суть множества, то операции над множествами мы можем теперь 
применить к событиям.

В частности, многие сложные события, встречающиеся в вероятност­
ных задачах, можно выразить через простые события при помощи опера­
ций объединения, пересечения и дополнения.

Вопрос. Из карточной колоды вытаскивается одна карта. Какие 
пары из следующих четырёх событий могут произойти одновременно, а 
какие — нет:

Аг — вынутая карта — пиковой масти;
Вх — вынутая карта — туз;
А2 — вынутая карта — бубновой масти;
В2 — вынутая карта — король?
2.2. Пересечение событий. Пусть Аг и А2 — два события. Рассмот­

рим примеры, в которых события Аг и А2 происходят одновременно, то 
есть тогда и только тогда, когда происходит событие Ат п А2. Это событие 
будет записываться также в виде Аг Аз или А^.

Пример 1. Два школьника учили малень­
кого мальчика попадать мячом в цель. На пря­
моугольной стене они нарисовали два круга 
(рис. 1). Первый школьник пообещал маль­
чику конфету, если он попадёт в нарисован­
ный им круг Ар а второй пообещал мальчику 
пряник в случае попадания в круг А2. В каком 
случае мальчик получит и конфету, и пряник 
одновременно?

Нетрудно понять, что мальчик попадёт мячом 
одновременно И В круг Ар и в круг А2 в том и 

только том случае, когда он попадёт в пересечение Аг п А2 этих кругов.
Пример 2. Двое игроков в спортлото 5 из 36 загадали каждый свой набор 

номеров. В каком случае они оба угадают номер первого вынутого шара?
Обозначим через А1 множество номеров, загаданных первым игроком, 

а через А2 — загаданных вторым. Чтобы они оба угадали номер первого 
шара, нужно, чтобы этот номер одновременно принадлежал и множес­
тву Ар и множеству А2, то есть нужно, чтобы номер шара принадлежал 
множеству Аг п А2.
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Вопрос. Допустим, что в примере 1 к двум 
школьникам подошёл третий школьник и нари­
совал на стене круг А3, пообещав маленькому 
мальчику мармеладку в случае попадания в этот 
круг (рис. 2). В какое множество должен попасть 
мячом мальчик, чтобы одновременно получить 
и конфетку, и пряник, и мармеладку?

2.3. Объединение событий. Рассмотрим 
примеры, в которых происходит хотя бы одно из 
событий А1 и А2, то есть когда произойдёт собы­
тие Ат и А2.

Пример 3. В примере 2 из пункта 2.2 по крайней мере один из игро­
ков угадает номер первого вынутого шара только в том случае, когда 
этот номер или из множества Ар или из множества А2 (или из обоих 
множеств). Это событие может произойти только в том случае, когда 
номер первого вынутого шара содержится в объединении Аг и А2 этих 
множеств.

Вопрос. При каком условии в примере 1 из пункта 2.2 мальчик полу­
чит или конфету, или пряник?

2.4. Произведение и сумма событий. Сформулируем теперь в 
общем случае определения, разобранные выше на примерах.

Пусть А1? ..., А^ — произвольный набор событий.
Определение 1. Пересечением событий Ар ■ ■■, Ап называется событие 

А} п А2 п ... о Ап, которое происходит тогда и только тогда, когда про­
изойдёт каждое из событий Ар --^А^

В теории вероятностей пересечение событий называют также произве­
дением этих событий и записывают в виде Аг А2-А3-... -Ап.

Определение 2. Объединением событий Ар ..., Ап называется событие 
А1 и А2 и ... ^ Ап, которое происходит тогда и только тогда, когда про­
изойдёт хотя бы одно из событий Ар ...,Ап.

В теории вероятностей объединение событий называют также суммой 
этих событий и записывают в виде А, + А„ +А„ + ... +А .

Вопрос. Пусть Ар А2, А3 — три события. Как показать, что выполня­
ется равенство А. -Ао + А„ - А = (А. + А„) • А„?

2.5. Несовместные события. Иногда оказывается, что два события 
не могут произойти одновременно. В этом случае события называются 
несовместными.
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Пример 4. Пусть в примере 1 из пункта 2.2 круги Ах и А2 не пересека­
ются. В этом случае маленький мальчик никогда не сможет после одного 
броска мяча получить одновременно и конфету, и пряник.

Пример 5. Пусть в примере 2 из пункта 2.2 первый игрок в спортлото 
загадал номера 1,3,5, 7, 9, а второй — 2, 4, 8, 16, 32. В этом случае они не 
смогут одновременно угадать номер первого вынутого шара.

В общем случае имеет место следующее 
утверждение.

Свойство несовместных событий. События 
А и В не могут произойти одновременно в том и 
только в том случае, когда А Г\ В = 0.

По этой причине несовместные события мы 
будем называть также непересекающимися 
событиями.

Вопрос. Предположим, что круги Ар А2, А3 
расположены так, как на рис. 3. Рассмотрим три 
события, состоящие в попадании мячом в круг 

Ар в круг А2 и в кругА3 соответственно. Какие два из этих трёх событий 
несовместны?

Рис. 4

2.6. Дополнение к событию. Для каждого события А обозначим 
через А событие, состоящее в том, что не произошло событие А.

Пример 6. На прямоугольной стене £2 нари­
сован кругА (рис. 4). Пусть событие А означает, 
что мяч, попавший в стену £1, попадёт в множес­
тво А. В каком случае не произойдёт событие А?

Это событие не произойдёт в том случае, когда 
мяч не попадёт в множество А, то есть когда он 
попадёт в одну из точек множества £2, не принад­
лежащих А (на рис. 4 это множество заштрихо­
вано и обозначено А).

В общем случае, каково бы ни было подмно­
жество А множества £2 всех элементарных исходов рассматриваемого 
случайного эксперимента, условимся через А обозначать множество, 
состоящее из тех и только тех элементов из £2, которые не принадлежат 
множеству А. Множество А называется дополнением множества А до мно­
жества £2.

Из определения дополнения получаем следующее свойство.
Свойство дополнения. Из двух событий А и А всегда происходит одно 

и только одно.
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В частности, из этого свойства вытекает, что Ап А = 0, А и А = С!.
Вопрос. Как можно описать событие, состоящее в том, что не произой­

дёт событие А?
2.7. Невозможное событие. Какой бы эксперимент мы ни рассмат­

ривали, у нас всегда появляются два особых множества — пустое множес­
тво 0 и множество всех возможных исходов эксперимента О.

Поскольку множество 0 не содержит ни одного исхода, то событие 0 
никогда не происходит. По этой причине событие 0 иногда называют 
невозможным событием.

Поскольку множество £1 содержит все возможные исходы, то собы­
тие £2 происходит при каждом проведении эксперимента, и по этой при­
чине событие £2 иногда называют достоверным событием.

Множество £2 всех возможных исходов рассматриваемого экспери­
мента обычно называют пространством возможных или элементарных 
исходов. Слово «пространство» вместо слова «множество» в математике 
употребляется иногда в том случае, когда в рассматриваемой задаче все 
остальные множества являются подмножествами этого множества, кото­
рое мы назвали пространством.

Вопрос. Как можно описать события 0 и £2?

Контрольные вопросы и задания ■

1. Как определяется пересечение двух или нескольких множеств?
2. Как определяется объединение двух или нескольких множеств?
3. Когда происходит событие, являющееся пересечением двух или 

нескольких событий?
4. Когда происходит событие, являющееся объединением двух или 

нескольких событий?
5. В каком случае два события не могут произойти одновременно?
6. Какие два события называют несовместными?
7. Какое событие происходит, когда не происходит событие А?

Задачи и упражнения ■

1. Некто загадал одну из 10 цифр. Какова вероятность, что вы не уга­
даете эту цифру с одной попытки?

2. Какова вероятность, что вы вспомните семизначный номер теле­
фона друга, если вы:

а) забыли последнюю цифру номера телефона своего друга;
б) забыли две последние цифры этого номера;
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в) забыли предпоследнюю цифру, но помните, что она нечётная;
г) забыли вторую цифру, но помните, что она чётная и не ноль?
3. При случайном выборе натурального числа от 1 до 20 включительно 

рассматриваются два события: А — «число делится на 2»; В — «число не 
делится на 3». Найдите подмножество, которое составляет событие:

а)АВ; б)А + В; в)А; г)В;_ д)_АВ; е)АВ;
ё) А В; ж)А + В; з) А + В; и) А + В.
4. * На клетке «е4» пустой шахматной доски ставится чёрный король,

а на одно из остальных свободных мест случайным образом ставится 
белая фигура. Какова вероятность, что чёрный король находится под 
боем, если известно, что поставленная фигура — это:

а)слон; б)ладья; в) ферзь; г) конь?
5. Точка ставится в шаре радиуса В случайным образом. Какова веро- 

р
ятность того, что она не попадёт в шар радиуса —, имеющий тот же 

центр?

6. Точка ставится в круге, ограниченном окружностью 8. Какова веро­
ятность того, что точка окажется внутри правильного шестиугольника, 
вписанного в окружность 8?

7. В стоге сена конической формы потеряна золотая иголка. Какова
вероятность того, что иголка находится в части стога, расположенной от 
земли на расстоянии, большем половины высоты стога?

8. ** После безуспешных поисков бриллианта, потерянного в снегу, 
этот снег был сложен в виде сугроба, имеющего форму конуса с площадью 
основания 8, причём вершина этого конуса находилась над центром круг- 

лой клумбы площадью —. Какова вероятность, что бриллиант окажется 
на клумбе после того, как снег растает?

■ Тесты
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. При бросании двух одинаковых кубиков, на гранях каждого из 

которых расставлены все числа от 1 до 6 включительно, рассматриваются 
два события:

событие А — «Сумма двух выпавших чисел чётна»;
событие В — «Оба выпавшие числа чётные».
Какое из указанных событий равно сумме событий А и В?
1)А 2)В 3)А 4)В
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1.2. Пусть эксперимент состоит в случайном выборе однозначного 
натурального числа. Рассмотрим два события:

событие А — «Число делится на 3»;
событие В — «Число делится на 2».
Каково множество всех возможных исходов эксперимента, при кото­

рых происходит событие А + В?
1) {1,3, 6, 9} 2) {1,3, 5, 7,9}
3) {2, 3,4, 5, 6, 8, 9} 4) {1,3, 5, 6, 7,9}
1.3. Предположим, что при извлечении из барабана одного шара вероят-

. . 1 .1ность вынуть белый шар равна —, а вероятность вынуть синии шар равна — .
5 6

Какова вероятность вынуть либо белый, либо синий шар?
I)11

7 30 2) I5 3) —7 30 4)^
1.4. * При случайном выборе точки на отрезке АВ единичной длины 

рассматриваются два события:
событие Р — «Точка С расположена ближе к точке А, чем к точке В»',

событие Q — «Модуль разности длин отрезков АС и ВС больше — ».
1 $

При проведении эксперимента получилось, что АС = —. Какое из ука­
занных событий в этом случае произошло?

3)Р ^2)P + Q 4)Р 9

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. При забеге на ипподроме для трёх из участвующих в нём лошадей

А, В, С рассматриваются следующие возможные события:
событие Р1 — «Лошадь А выиграет у лошади В»;
событие Р2 — «Лошадь А выиграет забег»;
событие Р3 — «Лошадь С выиграет забег»;
событие Р4 — «Лошадь В выиграет у лошади С»;
событие Р5 — «Лошадь С выиграет у лошади А».
Какое наибольшее число из этих событий может произойти одновре­

менно?
1)2 2)3 3)4 4)5
2.2. Пусть А1, А2 — два события, относящиеся к одному эксперименту. 

В каких из указанных случаев два события являются дополнением друг 
друга? _ __ _____

1) А1 + А2 и А! + А2 2)Ах+А2 и Ах • А2

3) Ах А2 и Ах • А2 4)А1А2и Ах + А2

307 ■



■ Глава 11. События и вероятности

2.3. Какие два из указанных событий несовместны независимо от 
выбора событий А и В?

1)АпВиАпВ 2)АиВиАиВ
3)А<^ В п Аг>В 4)АпВиАпВ
2.4. ** Известно, что события А п В и С п В несовместны. Какие из 

двух указанных событий могут оказаться совместными при некоторых 
событиях А, В, С, В?

1)АиС 2)АиВпВ 3)ВиСпВ 4)АиВиСиВ

■ § 3. ЗАКОН СЛОЖЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

3.1. Три свойства вероятностей. Сформулируем три важных свой­
ства вероятностей.

Свойство 1. Всегда Р(£1)= 1.
Свойство 2. Для любого события А верно неравенство Р(А) > 0.
Свойство 3. Если события А и В несовместны, то Р(А и В) = Р(А) + Р(В).
Проиллюстрируем на примере идею доказательства.
Пример 1. Один шар случайным образом вынимается из барабана, 

в котором находятся шары разных цветов, причём каждый шар покра­
шен каким-то одним цветом. Пусть событие А состоит в том, что выну­
тый шар — синий, а событие В — что вынутый шар белый. В этом случае 
О — множество всех шаров, А — множество синих шаров, В — множество 
белых шаров, С = А и В — множество тех шаров, которые либо белые, 
либо синие.

Рассматриваемые множества являются конечными и выборы каж­
дого шара равновероятны, поэтому, по классическому определению 
вероятности, вероятность того, что вынутый шар окажется одним из 
шаров множества В, равна Р(В) = 
множестве В.

^^, где М(В) — число шаров во

В частности, Р(&) = = 1, что доказывает свойство 1. Так как число

шаров неотрицательно, справедливо и свойство 2.
Чтобы доказать свойство 3, напомним, что события А и В несовместны 

тогда и только тогда, когда множества А и В не пересекаются.
По условию шары не могут быть синими и белыми одновременно. Это 

означает, что множества А и В не пересекаются, а поэтому Ы(С) = ^А) + 
-I- N(3). Следовательно,

р(г} _ ^(AuB) _ ^(A) + ^(B) _ ^(A) , ^(B) р( - р( рч
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Вопрос. Предположим, что в примере 1 известно, что вероятность 

вынуть белый шар равна а вероятность вынуть синий шар равна —.
3 о

Можно ли в этом случае определить вероятность вынуть либо белый, либо 
синий шар, если неизвестно, каково точное число шаров каждого цвета в 
барабане?

3.2. Попарная несовместность событий. События Ар А2, ..., Ап 
называются попарно несовместными, если любые два из этих событий — 
несовместны.

Пример 2. На прямоугольной стене £2 нарисованы три круга Ар А2, А3. 
Попадание мячом в кругА. назовём событием А, где і = 1, 2, 3. В этом слу­
чае события Ар А2, А3 попарно несовместны тогда и только тогда, когда 
никакие два круга не имеют общих точек.

Если события Ар Л2, ..., Ал попарно несовместны, то не могут одновре­
менно произойти никакие два из этих событий. Следовательно, при каж­
дом т< пне могут одновременно произойти события Вт =А4 иА2 и ... ^Ат 
и А ±., то есть события В и А .несовместны.

Вопрос. Пусть известно, что события Ар А2, А3, А4 попарно 
несовместны. Как доказать, что события Аг и А3 и А2 и А4 также несов­
местны?

3.3. Закон сложения вероятностей. Свойство 3 для вероятностей 
обобщается на случай нескольких событий.

Теорема (Закон сложения вероятностей). Если события Аѵ А2, ... Ап 
попарно несовместны, то

Р(Аг и А2 и... и Ап) = Р^) + Р(А2) + ... + Р(Ап).
При каждом т < п события В = А. и Ао и ... и А иА ,. несовместны, а т 1 Л т т + і 7

поэтому
Р(А1 иЛ2 и ... иАт+1) = Р^ иА2 и ... иА„) + Р(Ааі1).

Используя полученное равенство последовательно при т = п-1,т = п-2, 
..., т = 1, будем иметь:

Р^ и А2 и ... иАп) = Р(А4 иА2 и ... иАп_4) + Р(Ап) =
- Р(^ и А2 и ... иАл_2) + Р(Ап_1) + Р(Ап) =

- Р(Аг и А2 и ... и Ап_к) + Р(Ап_к^ + ... + Р(Ап) =...
...=Р(А1) + Р(А2) + ...+Р(Ап).

Таким образом, закон сложения вероятностей можно считать обосно­
ванным при любом п.
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Вопрос. Предположим, что при извлечении из барабана одного шара 
вероятность появления шара белого цвета равна ^, красного цвета равна 

— и синего цвета равна —. Какова при этом вероятность появления шара, 
о 4
цвет которого отличен от белого, красного и синего?

3.4. Вероятность дополнения к событию. Приведём несколько 
следствий из свойств 1, 2 и 3 вероятностей.

Свойство 4. Для любого события А верно равенство
Р(А) = 1-Р(А).

События Аи А несовместны, иО = А +А, поэтому 1 = Р(й) = Р(А) + р(а). 
Отсюда Р (А) = 1 - Р (А).

Свойство 5. Если событие А является подмножеством события В, то 
Р(А)<Р(В).

Пусть событие С состоит в том, что событие В произойдёт, а собы­
тие А — не произойдёт. В этом случае события А и С — несовместны и 
В^АиС. Поэтому Р(В) = Р(А о С) = Р(А) + Р(С) > Р(А).

Вопрос. Чему равна вероятность события А, если вероятность допол­
нения к А равна 0,3?

3.5. ** О» мерах и вероятностях. В теории вероятностей рассматри­
вают меры, которые обладают двумя важными свойствами.

Свойство неотрицательности мер. Мера ц каждого множества А 
неотрицательна, то есть ц(А) > 0.

В частности, всегда неотрицательны и длина, и площадь, и объём, и 
вес, и число элементов во множестве.

Закон сложения мер. Если множества А и В не пересекаются, то для 
любой меры ц верно равенство

ц(АоВ) = ц(А) + ц(В).
Например, если ц(С) = N(C) — число элементов в конечном множес­

тве С, то МА и В) = МА) + N(3) при А п В = 0.
Указанные свойства мер позволяют провести доказательства свойств 

1, 2иЗ.
Из определения вероятности события А справедливо равенство

Р(А) = ’ гДе И — соответствующая мера. Отсюда имеем следующее.

1. При А = С1 получаем Р (О) = = 1, что доказывает свойство 1.
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2. Так как ц(О) > 0 и ц(А) > 0 по свойству неотрицательности меры, 
Р(А) = У^2 > О, что доказывает свойство 2.

3. Пусть А п В = 0. Тогда по закону сложения мер получаем: 

риив)=іЦ^=йА^=^+4л=р(А)+/,(в)’ 

что доказывает свойство 3.
Вопрос. Как доказать, что мера пустого множества 0 равна О?

Контрольные вопросы и задания ■

1. Чему равна вероятность достоверного события?
2. Чему равна вероятность невозможного события?
3. Как вычислить вероятность события, являющегося дополнением к 

данному событию?
4. * Что можно сказать о вероятности события, которое содержится в 

другом событии?
5. В каком случае несколько событий называют попарно несовмест­

ными?
6. Сформулируйте закон сложения вероятностей.
7. При каком условии вероятность объединения нескольких событий 

равна сумме вероятностей этих событий?

Задачи и упражнения ■

1. В выборах участвовали два кандидата: Иванов и Петров. Опрос 
общественного мнения, проведённый перед выборами, дал следующие 
результаты:

Событие За Иванова За Петрова Против 
всех

Не буду 
голосовать

Вероятность 0,30 0,40 0,05 0,25

Какова вероятность того, что случайно выбранный участник опроса 
явится на выборы?
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2. По результатам многолетних наблюдений в одном городе состав­
лена таблица вероятностей выпадения осадков 1 октября.

Событие Снег 
с дождём

Снег 
без дождя Дождь Без осадков

Вероятность 0,15 0,05 0,3 0,5

Какова вероятность, что в этом городе 1 октября текущего года выпа­
дет снег?

3. В урне лежат 11 шаров, из которых 5 белых, 3 чёрных и 3 красных. 
Наудачу извлекается один шар. Какова вероятность, что он окажется 
белым или чёрным?

4. Какова вероятность того, что при бросании игральной кости в 
виде кубика с занумерованными гранями от 1 до 6 выпадет число очков: 
а) делящееся на 3; б) равное 5 или чётное; в) равное 5 или нечётное?

5. В школьном вечере участвовали 200 учеников из физико-матема­
тической школы, 250 из гимназии и 100 из педагогического колледжа. 
Какова вероятность того, что ученик, с которым вы случайно заговорили, 
учится в физико-математической школе или в гимназии?

6. На межшкольных соревнованиях по бегу участвуют 200 школь­
ников, причём их спортивная квалификация одинакова. От некоторой 
школы в соревнованиях участвуют 10 человек. Какова вероятность того, 
что первое место займёт ученик этой школы?

7. Телефонная линия, соединяющая пункты А и В, расстояние 
между которыми равно 2 км, порвалась в неизвестном месте. Какова 
вероятность того, что линия порвалась:

а) не далее чем в 500 м от середины этой линии;
б) не далее чем в 500 м от пункта А?
8. В урне лежат 3 белых и 5 чёрных шаров. Не глядя в урну, вынимают 

сразу 2 шара. Какова вероятность того, что оба вынутые шара окажутся: 
а) чёрными; б) белыми; в) разных цветов?

9. В игре «Спортлото 6 из 49» шары последовательно выбираются из 
барабана, в котором находится 49 шаров с номерами от 1 до 49. Предпо­
ложим, что первый вынутый шар имел номер 33, а вторым вынули шар с 
номером 5. Каковы в этом случае вероятности, что номер третьего выну­
того шара: а) чётный; б) не делится на 3; в) делится на 3 или на 5?

10. В барабане перемешаны 27 шаров трёх разных цветов: крас­
ного, белого и синего. На 9 шарах каждого из цветов написано по одной
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цифре от 1 до 9. Предположим, что первый вынутый шар оказался 
белого цвета с номером 8. Каковы вероятности, что второй вынутый 
шар:

а) будет белым или синим шаром с чётным номером;
б) будет либо белым шаром, либо красным шаром с номером 2;
в) будет либо не белым шаром, либо не шаром с номером 2;
г) будет либо белым шаром, либо синим шаром с чётным номером?
11. Точка выбирается на окружности радиуса R с центром в начале 

координат. Какова вероятность того, что проекция этой точки на ось абс- 

цисс находится от начала координат на расстоянии, большем ^—?

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Предположим, что при извлечении из барабана одного шара веро­

ятность появления шара белого цвета равна 0,3, красного цвета равна

0,24, синего цвета равна 0,21. Какова при этом вероятность появления

шара, цвет которого отличен от белого, красного и синего цвета?

^ 2>1 зН 4’1
1.2. В магазине продаются электролампы, поступившие с двух заво­

дов в равных количествах по 1500 штук. Известно, что при покупке элек- 
тролампа может оказаться бракованной, причем с вероятностью она

3сделана на первом заводе, и с вероятностью ^— она сделана на втором

заводе. Какова вероятность, что при покупке одной электролампы эта 
лампочка будет нормальной?

1)0,99 2)0,98 3)0,97 4)0,96
1.3. В урне 7 красных и 4 белых шара. Вынимают 2 из них. Какова 

вероятность, что оба красные?

п1 2)В 3)4 44
1.4. Пусть А и В — два события. Какое из перечисленных событий 

является событием А+В?

1)А В 2)А + В 3)А В 4)А + В
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Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Пусть события А, В, С, В возможны и попарно несовместны. Какие 

из двух указанных событий также несовместны?
1)АиВ<и С и В 2)АиВиСиВ
3)АиСиСиВ 4) Аи В и В и С и В
2.2. Пусть события А, В возможны. Какие из указанных событий 

являются невозможными?
І)Ап(ВиВ) 2)(АпА)пВ
3) А и (В п В) 4) (А п А) п (В п В)
2.3. Среди 1000 опрошенных горожан 300 сказали, что обязательно 

пойдут на праздник Дня города, 500 уедут на огород, а 200 не определи­
лись: половина из них придёт, половина — нет. Какова вероятность, что 
случайно выбранный из опрошенных горожанин придёт на праздник?

1)0,35 2)0,4 3)0,45 4)0,5

2.4. ** Пусть А и В — два события. Известно, что Р(А) =|’Р^=Г
Какие из указанных значений может иметь вероятность Р(А • В) события 
АВ?

Ч 2>1 з>1 4>1
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Глава 12
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ

В этой главе вы познакомитесь с тригонометрическими уравнениями и спо­
собами их решения. Будет введено также общее понятие обратной функции, 
рассмотрены некоторые свойства и графики обратных тригонометрических 
функций.

§ 1. ПРОСТЕЙШИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ ■

1.1. Решение уравнения cosx = -—. Рассмотрим тригонометричес­
кое уравнение 2

уз cosx = А— 2 (1)
Один из корней этого уравнения можно указать сразу по таблице зна­

чений косинуса основных углов. Действительно, cos—= —, а поэтому 
6 2

число х0 = — является одним из корней уравнения (1). о
Зная один из корней уравнения (1), можно найти все его корни. Для 

этого сначала вспомним определение косинуса числа —. Изобразим на 
6

рис. 1 тригонометрическую окружность, то есть

окружность единичного радиуса с центром в 
начале координат, и построим направленный 
угол ЛОВ величины — радиан. Абсцисса точки В 

6
пересечения стороны ОВ угла АОВ с окружное-

ТСтью равна cos—. Если через точку В перпендику- о
лярно оси Ох провести прямую т, то прямая т 

Уз
пересечёт ось Ох в точке К с абсциссой

Теперь заметим, что прямая т содержит все
Рис. 1

Узточки координатной плоскости, абсциссы которых равны ^—. Поэтому,
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■ Глава 12. Тригонометрические уравнения

используя общие точки В и С прямой т и окружности, можно указать

Точка В соответствует следующим направленным углам: — (рис. 2), 
6

—+ 2л (рис. 3), —+ 4л (рис. 4), —-2л (рис. 5) и вообще любому направлен- 
6 6 6

Точка С соответствует следующим направленным углам: -— (рис. 6), 
3

-5 +2л (рис. 7), -5 +4л (рис. 8), -—-2л (рис. 9) и вообще любому направ- 
6 6 6

ленному углу величины -—+ 2л^ где к — целое число.
6

Таким образом, уравнение (1) имеет бесконечное множество корней. Все
эти корни можно записать в следующем виде: х = — + 2лт, х = - — + 2л^, где 

6 6
тик — произвольные целые числа. Для краткости эти две записи часто

объединяют в одну: х = ± — + 2лп, и е Z. 
6
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§ 1. Простейшие тригонометрические уравнения ■

Аналогично решаются и некоторые другие уравнения. Например, зная,
5л Ѵ2(ѴЗ-1) что cos—= -^—
12 4

Ѵ2(Ѵз-і)——   можно
4

, все корни уравнения cosx =

записать в виде: х = ±----н 2лп, ne Z.
12 г-

Вопрос. Какие корни имеет уравнение cosx = -—?

1.2. Решение уравнения sinx = --—. Рассмотрим тригонометричес­
кое уравнение 2

sinx = - /2 
2 (2)

По таблице значений тригонометрических функций можем найти, что 
число х0 = -— является одним из корней уравнения (2).

Для отыскания всех корней этого уравнения изобразим тригоно-
метрическую окружность и построим направ­

ленный угол АО В величиной -— радиан 
4

(рис. 10). Затем через точку В перпендику­
лярно оси Оу проведём прямую п, которая

пересечёт ось Оу в точке Ь с ординатой -—.
2

Прямая п содержит все точки координатной 
плоскости, ординаты которых равны -^-. 

Используя этот факт, нетрудно найти величины 
всех направленных углов, синусы которых

равны _'2 *
Один из направленных углов, соответствую­

щих точке В, был найден в начале этого пункта. 
Он равен -—. Все углы, которым соответствует 

4
точка В, имеют вид -—+ 2лт, где т — произ- 

4
вольное целое число.

Один из направленных углов, соответству-

ющих точке С, равен-----(рис. 11). Величины 
4

Рис. 11
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■ Глава 12. Тригонометрические уравнения

всех направленных углов, которым соответствует точка С, имеют вид 
Зя-—+М, где к — произвольное целое число.
4
Таким образом, уравнение (2) имеет бесконечное множество корней,

которые можно записать в следующем виде: х = ~— + 2лт, х = -— + 2пк, 
4 4

где тик — произвольные целые числа.
Вопрос. Какие корни имеет уравнение sinx = ^?

1.3. Решение уравнения tgx = -у=. Рассмотрим тригонометрическое 
уравнение

tgx = X. (3)

По таблице значений тригонометрических функций можем найти, что

число х0 = | является одним из корней уравнения (3).

Для получения всех корней этого уравнения изобразим тригонометри­
ческую окружность, ось тангенсов и построим направленный угол ЛОВ 
величиной — радиан (рис .12). Затем через точки О и В проведём прямую I, 

6
которая пересекает ось тангенсов в точке N с ординатой Точки В и 

Ѵз
С пересечения прямой I с окружностью соответствуют направленным 
углам, тангенсы которых равны

Один из направленных углов, соответствующих точке В, был найден

в начале этого пункта и равен —. Все направленные углы, которым соот- 6
ветствует точка В, имеют величины — + 2лт, где 

6
т — произвольное целое число.

Один из направленных углов, соответствую­
щих точке С, равен — + л. Все углы, которым соот- 

6

ветствует точка С, имеют величины —+ л +2лп, 
\6 /

где п — произвольное целое число.
Таким образом, уравнение (3) имеет бесконеч­

ное множество корней, величины которых можно
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§ 1. Простейшие тригонометрические уравнения ■

записать в виде: х = J + 2лт, х = ^ + 2пп, где тип — произвольные целые

числа. Для краткости эти две записи объединяют в одну: х = — + пк> к е Z. 
6

Вопрос. Какие корни имеет уравнение tg х = —к?

1.4. Решение уравнения ctgx = —-^. Рассмотрим уравнение 

ctgx = —L (4)
ѵ 3

Числа вида х = пп, х = ^ + пп, где п е Z, не являются корнями этого

уравнения. Поэтому с помощью формулы ctg х = — уравнение (4) можно 
tgx

заменить на равносильное ему уравнение -^—= или tgx=-V3. 
tgx ѵз

Одним из корней последнего уравнения является число -—. Поэтому
3

аналогично рассмотренному в предыдущем пункте найдём все корни:
х = ~- + тіп, пе Z.

Вопрос. Как решить уравнение tgx = О?

Контрольные вопросы и задания ■

1. Что такое радианная мера направленного угла?
2. Как определяется косинус числа?
3. Как решить уравнение вида cosx = а, зная один из его корней?
4. Как определяется синус числа?
5. Как решить уравнение вида sinx = а, зная один из его корней?
6. Как определяется тангенс числа?
7. Как решить уравнение вида tgx = а, зная один из его корней?
8. Как решить уравнение вида ctgx = а, зная один из его корней?

Задачи и упражнения ■
1. Решите уравнение:
a) cosX = |; б)* cosх = ^^^ + ^ ;

х/з х/2г) cosx = д)соэх = ^-;

ё) cosx = 0.

В)* cosx-^1^- 
4

е) cosx = 1;
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■ Глава 12. Тригонометрические уравнения

= 1;

2. Решите уравнение: 
х 1 • л/2(л/3+1) \a)cosx = -—; o)*sinx = --—Bjsinx

ч . 42 . 42(1-4з) ч .г) Sin X = Д)* Sin X = ——’ е) sin х
§)sinx —0; ж)зшх = -1.
3. Решите уравнение:
a)tgx = l; 6)tgx = V3; B)tgx = -V^ i
д)* tgx = -2-V3; e)*tgx = V3-2; ë)tgx = O.
4. Решите уравнение:
a)sin3x = 0; 6)cos2x = -^; B)tg2x = —

Zu A
r)sin^ = ^; fl)*cos^ = ^^lb e)tg^ = l;

2 2 3 4 4
ё)зш2х = 1; ж)соз3х = 0; 3)tg5x = 0.
5. Решите уравнение:
a) cosjsx + jl = ; 6)cos(2x-^ = ^;

\ 2/ 2 \ 3/ 2
b)cos^+^ 

\2 3
) = -|; r)cos(o,ix-^+l = 0;

д) sin 2x + ?
\ 4^l = _^; е)™(&‘зН;

e)sinte-^
\ Z 0 >

ж) 2sin(o,lx + ^^ + l = 0;
'2 \ 4/

3)tg(3x-|j:= -l; n)*tg(|x + ^ = 2-^;

Й) tg^X-j) + ^ = 0; K)tg(0,lx + 0,3K) = V3.

2 ’

1 .~г= , 
/з

■ Тесты
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Какое множество корней имеет уравнение созх = --у?

1)х = ±“ + 2^Де/ 2) х = ±| + 2л^, /се Z

3)х = ±^ + 2лк,к^ г 4)х = ±^ + 2тік,к£ Z
3 6
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§ 1. Простейшие тригонометрические уравнения ■

1.2. Какое множество корней имеет уравнение эіпх = -^?

1) * = ? + л (2^ + 1), х = - —+ 2лш, к е 2, т е 2 
о 6

2) x = ^ + л(2^+l), х = -^ + 2лт, к е 7, т е 7
6 6

3) х = ^ + л(2£+1), х = -^ + 2лш, к е 7, т е 7 
О о

4) х = у + 7[(Ж + 1), х = -^ + 2лт, к е 7, т е 7

1. 3. Какое множество корней имеет уравнение ^х = -у-?

1) х = ~ + 2пк, к е 2 2) х = -— + пк, к е 2
6 о

3) х = -~ + 2лк, к е 2 4) х = -~ + тік, к е 2
О О

1. 4. Какое множество корней имеет уравнение ctgx = Ѵз?

1) х = -~ + пк, к е 2 2) х = ^ + лк, к е 2

3) х = ^ + 2пк, к е 2 4)х = ^ + лк,кЕ2
О о

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из указанных множеств являются множеством всех корней 

уравнения tgx = 1?
l)x = -^ + л^,^G Z 2)х = ^ + лк,к^ 2

3)х = ^ + лк,к^ 2 4)х = ^ + лк,кЕ Z
4 4

2.2. Какие из указанных множеств являются множеством всех корней 
уравнения sinx = О?

1) х = лк, кЕ 2
2) х = л + 2л^, кЕ 2
3) х = 2лк, х = л + 2лт, к е 2, т е 2
4) х = -2лк, х = -л + 2лт, к е 2, т е 2
2.3. Какие из указанных множеств являются множеством всех корней 

уравнения cosx = О?
1)х = лк,кЕ2 2) х = ±^ + 2лк, к е 2

3) х = ^ + лк, кЕ 2 4) х -^-2лк, х-~-2лт, к е 2, т е 2
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■ Глава 12. Тригонометрические уравнения

2.4. Какие из указанных множеств являются множеством всех корней
уравнения sinx = ^?

1) * = ? + 2я£, х = ^ + 2лт, к е Z, т е Z 
О о

2) х = ~ + 2пк, х = -^ + 2лт, к е Z, т е Z 
6 о

3) х = 5-2лЛ, х = ^-2лт, к е Z, т е Z 
6 6

4) х = + 2пк, х = + 2лт, к е Z, т е Z
6 6

■ § 2. КОРНИ ПРОСТЕЙШИХ
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

Рис. 1

Рис. 2

2.1. Вид решения уравнений cosx = а. Рас­
смотрим уравнение вида

cosx = а (5)
при различных значениях а. Для наглядного 
представления корней такого уравнения изобра-
зим тригонометрическую окружность, отметим 
на оси Ох точку с абсциссой а и проведём через 
эту точку прямую т перпендикулярно оси Ох. 
Точкам пересечения прямой т с окружностью
соответствуют все направленные углы, косинус 
которых равен а. В зависимости от значения а
возможны несколько случаев.

Первый случай. Пусть |а| > 1. Тогда прямая т
не пересекает тригонометрическую окруж­
ность (рис. 1), а поэтому уравнение (5) корней не
имеет. Например, множество корней уравнения

cosx = 1 + 75
2

пусто, так как —^—

Второй случай. Пусть а = 1. Тогда прямая т
пересекает окружность в единственной точке 
А(1; 0) (рис. 2). Величины всех направленных 
углов, которые соответствуют точке А, можно 
записать в виде х = 2пк, где к — любое целое число.
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§ 2. Корни простейших тригонометрических уравнений ■

Третий случай. Пусть а = -1. Тогда прямая т 
также пересекает окружность в единственной точке 
В(-1; 0) (рис. 3). Величины всех направленных 
углов, которые соответствуют точке В, записыва­
ются в виде х-п + 2тіт, где т — любое целое число.

Четвёртый случай. Пусть |п| < 1, например, 
а = -^. Тогда прямая т пересекает окружность в 

двух различных точках В и С (рис. 4). Если извес­
тен один из корней уравнения созх = -^, то все 

остальные корни можно найти точно так же, как 
это сделано в пункте 1.1.

Вопрос. Каково множество всех корней урав­

нения СО8Х - С037?
5

2.2. Арккосинус. Подобно тому, как понятие 
квадратного корня и обозначение 4ь вводятся 
для записи одного из корней уравнения х2 = Ъ, 
для записи одного из корней уравнения созх = а 
также вводятся новое понятие и соответствующее 
обозначение.

При |а| ^ 1 арккосинусом числа а называется 
такое число ср из промежутка [0; л], для которого 
со8ф = а.

Арккосинус числа а записывается в виде агссоэ а. 
Для изображения агссоза нужно рассмотреть верх­
нюю полуокружность тригонометрической окруж­
ности — максимальную дугу, лежащую в полуплос­
кости с неотрицательными ординатами (рис. 5).

Отметив на оси Ох точку с абсциссой а и про­
ведя через неё прямую т перпендикулярно 
оси Ох, в пересечении с отмеченной дугой окруж­
ности получим точку П. Величина наименьшего 
неотрицательного направленного угла в радианах, 
соответствующего точке В, совпадает с числом 
агссовп (рис. 6).

Приведём таблицу значений агсоэа для некото­
рых значений а (табл. 1).

Рис. 3

Рис. 4

Рис. 6
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Таблица 1

а 1
Уб +V2

4
Уз
2

^2 
2

1
2

Ѵб-Ѵ2
4 0 1

2 2
Ѵ|
2 -1

arccos а 0 л
12

я
6

л
4

л
3

5л
12

л
2

2л
3

Зл 
4

5л 
6

л

Подведём итоги этого пункта. Арккосинус числа а определяется только 
для чисел а из промежутка [-1; 1]. Для каждого такого числа а значение 
агссоза единственно и находится в промежутке [0; л].

Вопрос. Чему равен агссов| -^^^ | ?
( 4 ]

Рис. 7

2.3. Общее решение уравнения cosx = a. 
Вернёмся к уравнению cosx = а при |а| < 1. На 
рис. 7 точкам В и С соответствуют все направ­
ленные углы, косинус которых равен а. Величи­
ной одного из углов, соответствующих точке В, 
является arccos а. Число -arccos а является 
величиной одного из углов, соответствующих 
точке С.

Вследствие периодичности функции cosx все 
числа, отличающиеся от arccos а и -arccos а на 
2лм, п Е Z, также будут решениями уравнения

cosx = а. Других решений это уравнение не имеет.
Таким образом, при |а| < 1 общая формула корней уравнения cosx = а 

может быть записана в виде:
х = ± arccos а + 2лп, nEZ.

Например, множество корней уравнения cosx = -^ выражается фор-

мулой х = + arccos '„ ПЕ Z.
Вопрос. Как доказать, что при а = 1 и при а = -1 общая формула кор­

ней уравнения cosx = а даёт такие же множества корней, какие были 
получены в пункте 2.1?

2.4. Уравнение cost = 0. Множество корней уравнения cosi = 0 
можно записать в виде: t = ^ + пк, к е Z, то есть в более компактном виде, 
чем даёт общая формула.

Вопрос. Как доказать, что приведённая формула даёт множество всех 
корней уравнения cos t = 0?
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§ 2. Корни простейших тригонометрических уравнений ■

2.5. Арксинус. Для записи одного из корней 
уравнения sin х = а также вводится новое поня­
тие и соответствующее обозначение.

При |а| < 1 арксинусом числа а называется 
л лчисло ф из промежутка —; — , для которого 

8Іпф = а. 2 2_

Арксинус числа а записывается в виде 
агсэіпа. Для изображения агсэіпа рассмотрим 
правую полуокружность тригонометрической 
окружности — максимальную дугу, лежащую 
в полуплоскости с неотрицательными абсцис­
сами (рис. 8). Отметив на оси Оу точку с орди­
натой а и проведя через неё прямую п перпен­
дикулярно этой оси, в пересечении с указанной 
дугой получим точку В. Величина наимень­
шего по модулю направленного угла в радиа­
нах, который соответствует точке В, совпадает 
с числом агсэіпя (рис. 9).

В табл. 2 приведены значения агсвіпа для 
некоторых значений а.

Рис. 9

Таблица 2

а 1
Ѵб+Ѵ2 

4
Уз 
2

Ѵ2 
2

1
2

Ѵб-72 
4 0 1

2
_^2 
’ 2

_Уз 
" 2 -1

arcsin а я
2

5л
12

л
3

л
4

л
6

л
12

0 _л
6

л
4

_п 
3

-л

Подведём итоги этого пункта. Арксинус числа определяется только 
для чисел из промежутка [-1; 1]. Для каждого такого числа а значение
arcsina единственно и находится в промежутке л

2.

Вопрос. Как вычислить агсвш!I ?

2.6. Общее решение уравнения этх = а. Рассмотрим уравнение 
вида

sinx = а (6)
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■ Глава 12. Тригонометрические уравнения

при различных значениях а. Для наглядного представления корней 
такого уравнения начертим тригонометрическую окружность, отметим 
на оси Оу точку с ординатой а и проведём через эту точку прямую п пер­
пендикулярно оси Оу. Точки пересечения прямой п с окружностью ука-

Рис. 11

зывают все направленные углы, синус которых 
равен а. Рассмотрим в зависимости от значе-
ния а несколько случаев.

Первый случай. Пусть |а| > 1, например, 
7

п = -—. Тогда прямая п не пересекает тригоно- 

метрическую окружность (рис. 10), а поэтому 

уравнение зшх =— корней не имеет. Анало- 
5

Ѵ2-7 гично уравнение sin х = -— имеет пустое мно­

жество корней, так как V2-7
2

Второй случай. Пусть а = 1. Тогда прямая п 
пересекает окружность в единственной точке 
.0(0; 1) (рис. 11). Поэтому все корни уравнения

sin х = 1 можно записать в виде х = — + 2лА, к е Z.

Третий случай. Пусть а = -1. Тогда прямая п 
пересекает окружность в единственной точке 
С(0; -1) (рис. 12). Поэтому все корни уравнения
sinx = -1 можно записать в виде х = -^ + 2пк, 
кЕ Z. 2

Четвёртый случай. Пусть |а| < 1, например, 
оа = -—. Тогда прямая п пересекает окружность в

двух различных точках ВиС (рис. 13).
Арксинус числа а равен величине одного из 

направленных углов, который соответствует 
точке В. Вследствие периодичности функции sinx 
все углы, отличающиеся по величине от arcsina 
на 2тік, к Е Z, также будут решениями уравнения 
sinx = а. Таким образом, числа arcsina + 2лк, 
кЕ Z, дают часть решений уравнения (6).
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§ 2. Корни простейших тригонометрических уравнений ■

Синусы чисел ф и л - ф равны: sin ф = sin (л - ф). Поэтому число л - arcsina 
равно величине одного из направленных углов, который соответствует 
точке С. Вследствие периодичности функции sin х все углы, отличающиеся

по величине от л - агсзша на 2лт, те 7, также будут решениями уравне­
ния зшх = а. Таким образом, формулы

х = агсзша + 2лк, х = л - агсзша + 2лт, к, теX,
дают все решения уравнения sinx = а.

Рассмотрим, например, уравнение sinx = —. По общим формулам 
4

можно сразу записать: х = arcsin —+ 2л^; х = л-arcsin —+ 2лт, к, те Z.
4 4

Вопрос. Как доказать, что при а = 1 и при а = -1 
общие формулы корней уравнения sinx = а при­
водят к верному ответу?

2.7. Уравнение sin t = О. Все корни уравнения 
sin ^ = О можно найти по формуле t = лт, те Z.

Вопрос. Как доказать, что приведённая фор­
мула даёт множество всех корней уравнения 
sin ^ = О?

2.8. ** Другая форма записи решений 
уравнения sinx = а. В справочниках по матема­
тике можно встретить следующую формулу для 
всех корней уравнения sinx = а при |а|< 1:

x = (-l)*arcsina + лк, keZ.
Вопрос. Каково множество всех корней уравнения sin х = sin -у-?

2.9. Арктангенс. Для записи одного из корней уравнения tgx = а 
также вводится новое понятие и соответствующее обозначение.

Для любого действительного числа а арктангенсом числа а называ-

(Л ЛI для которого tg9 = а.
Арктангенс числа а записывается в виде arctga. Таблица значений

тангенса некоторых углов и нечётность функции tgx позволяют запол­
нить табл. 3.

Таблица 3

а ^3 -1 _ 1
Ѵз

0 2-Ѵз
Ѵз

і Ѵз 2 + Тз

arctga _л
3

_л
4

я
6 0 л

12
л
6

л
4

л
3

5л
12
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■ Глава 12. Тригонометрические уравнения

Таким образом, арктангенс определяется для любого числа а, значе-

ние arctga единственно и находится в промежутке --; — .
Вопрос. Как вычислить arctg ----?

■у 3 — 2
2.10. Общее решение уравнения Ідх = а. Уравнение 1§х = а имеет 

решения при любом значении а, которые можно находить по формуле:
х = arctga + пп, nEZ.

Вопрос. Как решить уравнение tgx = 4?
2.11. Решение уравнения с1дх = а. Решение уравнения ctgx = а при 

а ^ О легко сводится к решению уравнения вида 1§х = Ь. Действительно, 
так как а ^ 0, исходное уравнение равносильно уравнению tgx = —.

г- аПример. Решить уравнение ctg х = -у 3.
Данное уравнение равносильно уравнению tgx =—По фор- 

л/З
муле из пункта 2.10 получаем x = arctg|—4=1+ли, п е Z. Так как

arctg|—4= k-arctg-4 = 
І л/3 І л/З3

ТО Х = -^ + 71П, ПЕ Z.6 6

Ответ: х = - — + пп , п е Z.
6

Вопрос. Как решить уравнение ctg 2х = 1?

■ Контрольные вопросы и задания
1. Что называется арккосинусом числа а?
2. Докажите формулу для решений уравнения cosx - а при |п| < 1.
3. Какие решения имеет уравнение cosx = 0?
4. Что называется арксинусом числа а?
5. Докажите формулы для решений уравнения sinx = а при |а|<1.
6. Какие решения имеет уравнение sinx = 0?
7. ** Докажите формулу х = (-l^arcsin а + пк, к е Z, для решений урав­

нения sinx = а.
8. Что называется арктангенсом числа а?
9. Докажите формулу для решений уравнения tgx = а.

■ Задачи и упражнения

1. Вычислите: 
a) arccos^; б) arccos в) arcsin—;
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§ 2. Корни простейших тригонометрических уравнений ■

г) arcsin -^— I 2
д) arctgi; е) arctg(-l).

2.* С помощью таблиц или калькулятора найдите приближённое зна-
чение:

a) arcsin 0,3010; б) arccos 0,9440;
3. Решите уравнение:
a)cosx = ~; б)со8х = ^^^

4 5

в) arctg3.

в) cosx = 0,43;

г) sinx = —;

ё) tgx = -5;

д) sinx = л/2-1;

4. Решите уравнение:
а) 2соэх +Ѵз = 0;
в) Ѵз tgx-l = 0;

ж) tg х = 2^2;

е) sinx = -0,1;

з) tgx = 2,3.

б) 2sinx +Ѵ2 = 0;
г) V3ctgx-1 - 0;

д) sin(x + ^| = 0;
\ 4 /

е) cos2x = 0;

ё) V2 sin(x + ^j + l = 0; ж) tg t-х +1 = 0; 
\4 /

3) ctg 7 + х -4 = 0. \4 /
5.* Докажите тождество: агссоз(-х) = л - агссозх при всех х е [-1; 1].
6. Вычислите:
а) агсэіп ^ + агссоэ | |! б) arctg Ѵз + arctg 1.

7.* Докажите, что если -1 < а < & < 1, то:
а) агсэіп а < агсэіп &; б) агссоз а > агссоз д.

Тесты ■
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.

1.1. Какое из чисел равно агссоз

1 \ 5л о \ л о \ 5л л \ 1 3 л2 6 3 Т (Г

1.2* Известно, что число х = -- является одним из корней уравне-

Ѵ2 “л/бния зіпх = -——ї . Каково множество всех корней этого уравнения?
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1) х = ±-^ + я&, кЕ 7

3)х = (-1Л-^ + 2л£Де £

2)х = (-1)‘-^+лАДе г

4)х = (-1)Ы^+йДе £
А

1.3. Множеством всех корней уравнения tgx = -VI7 является:

1) х = arctg(-V17) + ^л, кЕ 7

2) х = ±arctg(-V17) + 2^л, кЕ 7

3) х = arctg(-V17) + 2^л, кЕ 7

4) х = (-1) ” • arctg(-V17)+ пл, кЕ 7
1.4. Укажите четверть, где расположен направленный угол, величина 

которого в радианах равна arctg(-^/229).
1)1 четверть
3) III четверть

2) II четверть
4)IV четверть

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из указанных множеств являются множеством всех корней 

уравнения соз2х = -^?

1) х = ^ + тг^, х = -| + лт, к е 7, т е 7

2) х = ^ + л&, х = ^ + лт, к е 7, т е 7 
О о

3)х = ±^ + л£, кЕ 7

4^Х= 6+Л^’ Х=з+Л7п’ кЕ 7, т е 7

2.2. Укажите четверти, в которых могут содержаться точки
(х; агсэіпх) при х ^ 0.

1) I четверть
3) III четверть

2) II четверть
4)IV четверть

2.3. * Какие из указанных множеств являются множеством всех кор­
ней уравнения tg4x = \/3 ?

1)х=|+7Де 2
Зух=^+^’кег

2) х = ^- + тік ,кЕ £
12

4'>х=^+^’кЕ 2
12 4
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2.4. * Какие из выражений равны 71 «^ 
2’

a) arcsin 1 + arccos 1

в) arccos

б) arccos (-1) + arcsin (-1)

г) arccos + arcsin 1
2

§ 3. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ, ■ 
СВОДЯЩИЕСЯ К ПРОСТЕЙШИМ

3.1. Тригонометрические уравнения и их решения. Тригономет­
рическим уравнением обычно называют уравнение, содержащее тригоно­
метрические функции от неизвестной величины. Каждое значение, при 
подстановке которого вместо неизвестного получается верное равенство, 
называется решением или корнем тригонометрического уравнения.

Решить тригонометрическое уравнение — значит найти все его корни 
или доказать, что уравнение корней не имеет.

Вопрос. Может ли множество решений тригонометрического уравне­
ния быть пустым?

3.2. Решение способом приведения к одному аргументу. В этом 
параграфе мы рассмотрим тригонометрические уравнения, которые тем 
или иным способом сводятся к простейшим. Одним из таких способов 
является приведение к одному аргументу. Поясним этот способ на следу­
ющем примере.

Пример 1. Решить уравнение sin 2х = 2 sin2 х.
Заменим sin2x на 2 sin х-cos х. Получим уравнение, содержащее триго­

нометрические функции лишь одного аргумента х:
sin х (cos х - sinx) = 0.

Решение этого уравнения сводится к решению двух уравнений: 
sinх = 0 и cosх - sinх = 0.

Первое уравнение sinx = 0 даёт серию корней хх = Tim, те Z.
Левую часть второго уравнения cos х - sin х = 0 преобразуем, например, 

следующим образом:

cosx-sinx = <2 cosх-sinX =I 2 2 J
= V2 [cosx-sin —+ sinx COS= ^2 sin[x + — 

\ 4 4 / \ 4 /
x + — = 0.4 / 

Отсюда получаем вторую серию решений х2 = —— + пп, ne Z. Поскольку
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к_л, то ЭТу серИЮ решений можно записать также в виде — + кп, 
4 4 4

п & Z.
Ответ: кт;— + ііп, т,пЕ Z.

4
Вопрос. Каким ещё способом можно решить уравнение cos х - sin х = О?
3.3. Решение способом приведения к одной функции. Другим 

способом сведения тригонометрических уравнений к простейшим явля­
ется приведение к одной тригонометрической функции. Поясним его на
следующих примерах.

Пример 2. Решить уравнение cos 2х = sinx.
Заменим cos2x на 1 - 2sin2x. Получим 2sin2x + sinx —1 = 0. Это урав­

нение содержит только функцию sinx. Полагая sinx = t, придём к квад­
ратному уравнению f2 + ^--^ = 0, решая которое получаем корни tr = -1

1 2 2
и ^ = -.

2 2
Таким образом, равенство 2sin2x + sinx -1 = 0 возможно лишь тогда, 

когда sin х = -1 или sin х = ^.

Если sin х = -1, то х: = -^ + 2ппц тЕ Z.

1 1 тсЕсли sinx = —, то х9 = arcsin —+ 2тт = —+ 2тт, пе Z;
2 2 2 6

Хо = K-arcsin4+2^ = к-^л-2кк-^-^2кк, kE Z.
3 2 6 6

Ответ: ~ + 2пт; ^ + 2лп; — + 2тік, т,п,кЕ Z.
^66

Пример 3. Решить уравнение 5 sin2х + 3 sin 2х - 3 cos2х = 4.
Перепишем уравнение в виде 5 sin2 х + 6 sin х • cos х - 3 cos2 х = 4(sin2 х + 

+ cos2 х). Отсюда sin2 х + 6 sin х • cos х - 7 cos2 х = 0. Заметим, что если число х 
таково, что cosx = 0, то sin2x = 1, а поэтому при подстановке такого числа 
в уравнение равенство не получается. Поэтому для корней заданного 
уравнения выполняется условие cosx ^ 0. Разделив обе части получен­
ного уравнения на cos2x, будем иметь tg2x + 6tgx -7 = 0. Это уравнение 
содержит только функцию tgx.

Пусть tg х = і. Тогда ^ + 6f - 7 = 0, откуда f = -3±79 + 7 = -3±4. Следова­
тельно, ^ = 1 или t2 = -7.

Остаётся решить простейшие тригонометрические уравнения tg х = 1 
и tgx = -7. Решениями первого из них является серия х, =^ + пт, т Е Z; 
решениями второго — серия х2 = arctg(-7) + лп, пе Z.
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Ответ’. ^ + nm; arctg(-7) + Tin, m,n e Z.

Вопрос. Почему в примере 3 при делении обеих частей уравнения на 
cos2 х не происходит потери корней?

3.4. Способ преобразования сумм и произведений синусов и 
косинусов. В этом пункте рассмотрим способ преобразования сумм и про­
изведений синусов и косинусов.

Пример 4. Решить уравнение sin 5х - sin 4х = 0.
Применив формулу для разности синусов, получим уравнение

2cos —х • sin—= 0. Приравнивая множители к нулю, получаем два урав-

нения: 2cos —х = 0 и sin—= 0. Решая первое из этих уравнений, найдём

^х = ^ + пт, х = ^ + пт\-. 
4 4 У \ Z /

дём — = пп, х = 2пп, п е Z.

л +2лт, т е Z. Решая второе уравнение, най- 
9 9

Ответ: И + ^Ш’ 2пп, т, пе Z. 
9 9

Пример 5. Решить уравнение sin х ■ sin Зх = —.

Произведение в левой части уравнения преобразуем в сумму и получим 
cos2x - cos4x = 1. Используя формулу для косинуса двойного аргумента, 
получаем

cos4x = 2cos22x- 1, cos2х — (2cos22х — 1) = 1 или cos2x(l - 2cos2x) = 0.
Таким образом, данное уравнение сводится к двум: cos2x = 0 hcos2x = ^.

Решая первое из этих уравнений, найдём 2хг = ^ + ііт, хг =11+™™, т е Z.
2 4 2

Решая второе уравнение, получим 2х2 = ±^ + 2лщ х2 = +^ + тсп, п е Z.

Ответ: ^ + ^т5 ±^ + пп, т, п е Z.

Пример 6. Решить уравнение cos х + sin х + 1 = 0.
Преобразуем тригонометрический двучлен cosx + sinx:

^ I Д= sin X + COS X
2 2

sin х • cos — + cos x • sin 4
sin
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Получим уравнение sin /2 71—. Отсюда х, + — = arcsin
2 4

+2лт=-- + 2лт, откуда х.=-- + 2тіт,те Z; х9+ 4 = л-arcsin
4 1 2 2 4 I 2

= л+—+ 2лп, х = л + 2лщ ne Z.
4 2

Ответ: л + 2пт; -—+ 2лп, т, п е Z.
2

Вопрос. Как решить уравнение из примера 6, используя формулу для 
суммы синусов?

3.5. * Решение способом подстановки. Наряду с рассмотренными 
способами часто используется способ подстановки, сводящий тригоно­
метрическое уравнение к алгебраическому. Такой способ в простейшем 
виде уже применялся в примерах из пункта 3.3, где были использованы 
подстановки sinx = £ и tgx = £. Возможны и другие подстановки.

Пример 7. Решить уравнение sin3 х + cos3 х = 1.
Введём подстановку sinx + cosx = t. Тогда t2 = (sinx + cosx)2 = sin2x + 

4.2 __  1

+ cos2x + 2sinx • cosx = 1 + 2sinx • cosx, откуда sinx cosx = —-—.

Применив формулу для суммы кубов, перепишем данное уравнение в 
виде (sinx 4- cosx)(l - sinx • cosx) = 1. Переходя к неизвестному £, будем

( £2-1иметь £ 1--------
I 2

f2-1= 1 или £-1---- —
2

•£ = 0, (/-1)-|1-^4| = 0. Приравни-

вая множители к нулю, получаем £-1 = 0, откуда £г = 1, и 1----— £ = 0,
£2 + £ - 2 = 0, откуда £2 = 1 = £р £3 = -2.

Далее нужно решить два уравнения:
sinх + cosх = 1 и sinх + cosх = -2.

Тригонометрический двучлен sinx + cosx в предыдущем пункте
был приведён к виду sinx + cosx = T2sin^x + ^. Поэтому полученные

уравнения запишутся в виде V2sin х + — =1 и V2sin х + — =-2 или 
\ 4/ \ 4/

sin(x + ^) = ^-H sin(x + ^j = -V2.

Решим первое из этих уравнений: х,+ —= —+ 2лт, х. = 2пт, т е Z, 4 4 1
х9 + ? = л-? + 2лп, х9 = 5 + 2лп, ne Z.

2 4 4 2 2
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Х-^ ^ ^ + лП^ х * Tin, п Е Z. Применение формулы tg X
6 2 \

Второе уравнение sin х + — = -^2 решений не имеет, так как -^2 > 1.
л ' 4 'Ответ: 2пт; — + 2тіп, т, пе Z.
2

Вопрос. Какой вид будет иметь уравнение sin2x + sinx = cosx, если 
выполнить подстановку г = cosx - sinx?

3.6. * Решение уравнения с применением формулы для тангенса 
суммы или разности углов. При использовании в процессе решения 
тригонометрических уравнений формулы тангенса суммы или разности 
двух углов следует быть особо внимательным, потому что применение 
этой формулы иногда может изменять области определения частей урав­
нения. В таких случаях, как правило, нужен дополнительный логичес­
кий анализ процесса решения.

Пример 8. Решить уравнение tg^x-^j = Ѵз-8ctgx.

Область определения данного уравнения является пересечением облас­
тей определения левой и правой частей уравнения и задаётся условиями:

' tgx-tg^

6 1 + tgxtg^
о

для тангенса разности приводит к изменению области определения левой 
части исходного уравнения - добавляется условие x^ + m,neZ. Поэ- 

тому при решении заданного уравнения рассматриваем два случая.
I. Пусть хФ^ + пп, п Е Z. Тогда с применением формулы тангенса

2 1tgX---° Ч і— 8разности уравнение преобразуется к виду ----- -—^- = ѴЗ——, откуда
І + Xtgx

Ѵз tg х 1 _ Ѵзtgх—8, ^tg2x-tgx = Ѵзtg2x-5tgx-8V3, tgx = -2V3. 
tgx + л/З tgx

Решениями являются числа х = arctg(-2Vs) +лп, п е Z, которые все вхо­
дят в область определения заданного уравнения.

II. Пусть х = ^ + тіп, п Е Z. Тогда ctgx = 0, tg|x- —) = tg| —+ лп) = Ѵз.
2 \ 6/ \3 /

Отсюда следует, что tg х-^ = 7з = 7з- 8 0 = 7з- 8 ctg х. Поэтому все зна- 
\ 6/

чения х = — + ип, п Е Z, также являются решениями заданного уравнения.
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■ Глава 12. Тригонометрические уравнения

Ответ: x = —
2

2~4/ ~
tgf-1 
__ 2__ ?
1 + tgf

3.7. ** Универсальная подстановка tg—=t. Подстановка tg—= i^ 

является универсальной для решения тригонометрических уравнений 
вида B(sinх, cosx, tgx) = 0, где левая часть получается из указанных три­
гонометрических функций при помощи четырёх арифметических дей­
ствий: сложения, вычитания, умножения и деления. Заменяя в таком 
уравнении тригонометрические функции выражениями

2t l-t2 . 2tSinX = ------7, COSX = - -----7, tg X = ——7, 
1 + t2 1 + ^ 1-i2

получим алгебраическое уравнение относительно t.
Однако решение тригонометрического уравнения с помощью подста­

новки tg—= ^ не всегда является наиболее простым. Эта подстановка 

может приводить к сложному алгебраическому уравнению.

Вопрос. Как выразить sinx и cosx через t = tg^?

■ Контрольные вопросы и задания

1. Какое уравнение называется тригонометрическим?
2. Какие способы сведения тригонометрических уравнений к простей­

шим вы знаете?
3. ** Для решения каких тригонометрических уравнений можно 

использовать универсальную тригонометрическую подстановку і = tg—?
2

■ Задачи и упражнения

1. Решите уравнение: 
a)2sin-—+ 1 = 0;4
в) cos2x - cosx = 0;
д) 4 cos2 x + sin x = 1;
ё) cos4 x - sin4 x = 1;

б) 2 sin2 2х - sin 4х = 0;

г) sin 2х - cos х = 0;
е) 3 sin2 х - 4 sin х • cos х + 3 cos2 x = 1;
ж) 2 cos 2x = 7 sinx.

2. Решите уравнение способом преобразований произведений и сумм:
a) cos 7х • cos Зх = cos 4х; б) cos 7х + cos х = cos 4х;
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в)** cos(5 + х) = cos 5х;

д) cos Зх - sin Зх = 0;

ё)* sin 2х - cos 2х + ^— = 0;

г)* sin Зх + sin 2х = — cos 2х;
2 2

е) sin Зх • cos х = sin 7х ■ cos 5х; 
ж)* sinfx + ylsin^-xj =

\ 4/ \4 / 4
3 .* Решите уравнение с помощью подстановки, указанной в скобках:

a) cosx + sinx + 1 = 0 tg^ = t ; б)—^^—= ctgx (cosx = fk
\ 2 / 1 + cosx

В) cosx = ^1^1 (tgx = O; 
sinx

г) sin2x = 12(sinx - cosx - 1) (/ = sinx - cosx).
4 .** Найдите все решения уравнения sin Зх - sin х + cos 2х = 1 на отрезке 

от 3 до 10.
5 .** Решите уравнение tg х + tg 2х = sin Зх • cos х.

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. ** К какому из уравнений приводится уравнение 2cosx + 2sinx = 1 

при замене ^ = tg^?

1) З/2 - 4/ - 1 = 0 2) 3^ - 4f + 1 = 0
3) Зі2 + 4Z + 1 = 0 4) З^2 + 4^ - 1 = О
1.2. К какому из уравнений приводится уравнение cos 2х = sin х + sin2 х 

при замене t = sinx?
l)3f2 + ^ + l = 0 2)3t2 + £-l = 0
3)зг2-г-1 = о 4)3^-t + i = o
1.3. Совокупности каких уравнений равносильно уравнение sin7x = 

= sin3x?
1) cos 2х = 0 и cos 5х = 0 2) cos 2х = 0 и sin 5х = О
3) sin 2х = 0 и sin 5х = 0 4) sin 2х = 0 и cos 5х = О
1.4. Какому из уравнений равносильно уравнение 4sin3x • cosx = 1?
1) 2sin4x - 2sin2x = -1 2) 2sin4x - 2sin2x = 1
3) 2 sin 4x + 2 sin 2x = —1 4)2 sin 4x + 2 sin 2x = 1

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2. 1. Каким из указанных уравнений равносильно уравнение sin2 2х = ^?

l)sin2x = ^U 2)cos2x = X 3)cos22x = i 4)cos4x = 0 
x/2 2
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■ Глава 12. Тригонометрические уравнения

2. 2. Каким из указанных уравнений равносильно уравнение 
cos 2х - sin 2х = О?

1) sin ^2х “ ^) - 0 2) sin ^2х + ^) = О

3) sin ^2х + yj = 0 4) cos ^2х + ^ j = О

2.3.* Укажите задачи, для которых множество корней совпадает с 
множеством корней уравнения sin 2х ■ sin Зх = sin 5х • sin 6х.

1) совокупность уравнений sin Зх = 0 и cos 8х = О
2) уравнение cos 1 lx = cos 5х
3) совокупность уравнений sin Зх = 0 и sin 8х = О
4) уравнение sin 1 lx = sin 5х
2. 4* Укажите уравнения, для которых замена * = ^ приводит к 

квадратному уравнению относительно неизвестной і.
1) 2sinx-3cosx = 1 2) 5cosx - sinx = 2
3) sin2x - 3cosx = 1 4) sinx • cosx - sinx = 0,5

■ § 4. ОБРАТНАЯ ФУНКЦИЯ

4.1. Условие обратимости функции. Пусть функция у = Дх) опре­
делена на множестве U. Выделим в U некоторое подмножество D. Будем 
говорить, что функция у = Дх) удовлетворяет в D условию обратимости, 
если разным значениям апЬ аргумента х из D соответствуют разные зна­
чения Да) и ДЪ) данной функции.

Условие обратимости можно символически записать в виде: 
ае D,b е D, а*Ь =>Да) ^ДЪ).

Пример 1. Функция у = 2х удовлетворяет условию обратимости в 
любом множестве D <zR, так как при а^Ь имеем также 2а ^ 26.

Пример 2. Функция Дх) = х2 не удовлетворяет условию обратимости в 
области определения (-©©; ©°), так как, например, числа а = -1 и Ь = 1 раз­
ные, но Да) = /(-1) = (-1)2 = 1 и ДЪ) = /(1) = I2 = 1 получаются равными. 
Однако если ограничиться множеством D = [0; ©°), то при а<Ь будем иметь 
а2 < Ъ2. Поэтому в D функция у = х2 удовлетворяет условию обратимости.

Вопрос. Какие из функций у = sinx, у = cosx и у = tgx удовлетворяют 
условию обратимости на отрезке -^ < х < — ?

4 4
4.2. Обратная функция и её график. Пусть функция у = Дх) удов­

летворяет условию обратимости в множестве D. Множество значений, 
которые она принимает в D, обозначим через Е. Определим в Е новую 
функцию у = g(x) следующим образом.

■ 338



§ 4. Обратная функция ■

Возьмём какое-либо число х из множес­
тва Е и найдём то единственное число у из Е, 
для которого /(у) = х. Положим g(x) = у. Опре­
делённая по такому правилу функция у = g(x) 
называется обратной для функции у = /(х) на 
множестве Е.

Связь между функцией у = /(х) и обратной 
функцией у = g(x) можно символически выра­
зить в виде

хе Е, у = g(x) ^уєЕ,х =/(у).
Геометрически это условие означает, что

точка (х; у) принадлежит графику обратной функции у = ^(х) тогда и только 
тогда, когда точка (у; х) принадлежит графику данной функции у = /(х). 
Поскольку точки (х; у) и (у; х) симметричны друг другу относительно пря­
мой у = х (рис. 1), то

график обратной функции симметричен графику данной функции 
относительно биссектрисы первого и третьего координатных углов.

Вопрос. Пусть функция у =/(х) удовлетворяет условию обратимости в 
множестве Е и Е — множество значений, которые она принимает в Е. 
Почему для числа х из множества Е найдётся только одно число у из мно­
жества Е, для которого /(у) = х?

4.3. Функция, обратная к функции у = 2х.
Мы уже видели, что функция у = 2х удовлетворяет 
условию обратимости и поэтому имеет обратную
функцию у = g(x). Найдём эту функцию.

В предыдущем пункте показано, что обрат­
ная функция должна быть связана с функцией 
у-2х условием у = g(x) ^ х- 2у. Следовательно, 
обратной является функция у = ^х.

Графиком функции у = 2х является пря­
мая, проходящая через начало координат и
точку (1; 2). Следовательно, графиком обрат­
ной функции

у 2
также является пря-

мая, проходящая через начало координат и точку (2; 1), симметрич­
ную точке (1; 2) относительно биссектрисы угла между осями Ох и Оу
(рис. 2). Прямые у = 2х и у = — х также симметричны относительно этой 
биссектрисы.

339 ■
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Вопрос. Как показать, что при ^ ^ 0 функция у = кх имеет обратную 
функцию у = уХІ

4.4. * Функции у = х2 и у = 4х. В пункте 4.1 было показано, что 
функция у = х2 не удовлетворяет условию обратимости на всей области 
определения, но удовлетворяет условию обратимости на множестве 
2) = [0; ©о). Так как функция у = х2 на промежутке [0; «О принимает все 
неотрицательные значения, обратная функция определена на множес­
тве Е = [0; оо) и принимает значения в множестве Е. Для записи обрат­
ной функции пришлось вводить новое обозначение. А именно: если 
Ь = а2 и а > 0, то а = ^Ъ. Такое обозначение позволяет записать в виде 
у = Ѵх функцию, обратную к функции у = х2 на множестве Е = [0; °°).

Вопрос. Какой график имеет функция у = Ѵх?

■ Контрольные вопросы и задания

1. При каком условии функция у=/(х) имеет обратную на множес­
тве Е?

2. Как определяется обратная функция у = g(x) для функции у = /(х), 
удовлетворяющей условию обратимости на множестве Е?

3. Докажите, что график обратной функции симметричен графику 
данной функции относительно биссектрисы первого и третьего коорди­
натных углов.

4. * На каком промежутке функция у = Ѵх является обратной к фун­
кции у = х2?

■ Задачи и упражнения

1 .* Выясните, какие из функций у = 3х + 4:,у = |х|, у = х3 удовлетворяют 
условию обратимости на промежутке (—ОО* оо),

2 .* Докажите, что если функция у = /(х) монотонна на отрезке [а;Ь], то 
она имеет обратную.

3 . Найдите обратную функцию для функции у = Зх + 4.
4 .* Покажите, что функция у = х4 имеет обратную на промежутке 

[0; оо), и найдите её.
5 . Найдите обратную функцию для функции у = -х.
6 .** Найдите обратную функцию для функции г/ = х3 и изобразите гра­

фики обеих функций на одном рисунке.
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Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Какая функция является обратной для функции у = 2х 4-1, опре­

делённой на множестве R?
1)у = 2х-1 2)г/ = |х-1 3)У = 2х + | 4)у = |х-|

1.2. ** Какая функция является обратной для функции у----- -, опре- 
делённой на множестве (-©©; -1) и (-1; ©©)?

1) г/ = Х^ на множестве (-©°; 0) и (0; °°) 

о_ %
2) у =------на множестве (-©о; 0) и (0; ©°)

2
3) і/ =---- т на множестве (-°©; 0) и (0; ©°) х —1

4) у = - на множестве (-©°; 0) и (0; ©°)
х

1.З. * Какая функция является обратной для функции у = 72х-1, опре­
делённой на промежутке [0,5; °©]?

1) і/= 2(77 + 1) на множестве [0; °©)
2)у = 2(х2 + 1) на множестве [0; °©)

3)// = на множестве [0; ©©)

х2 +14) ц = —-— на множестве [0; °©)

1.4. * Какой вид имеет функция, обратная к функции у = (х - I)2 + 1, 
рассматриваемой на промежутке (-©©; 1]?

1) у = 1 - 7х + 1 на множестве [-1; ©©)
2) г/ = -1 + 7771 на множестве [-1; ©©)
3) г/ = 1-7х-1 на множестве [1; ©о)
4) г/ = —1 + 7х-1 на множестве [1• °°)

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. ** Какие из указанных функций удовлетворяют условию обрати- 

мости на отрезке — < х < — ?
4 4

1)г/ = 81пх 2)у = созх 3)z/ = tgx 4)z/ = ctgx
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2.2. ** Какие из указанных функций удовлетворяют условию обрати­
мости на промежутке (-°°; о®)?

1)г/ = Зх2 + 4 2)і/ = х2-5х-1 3) г/= (х + I)3 4)г/-х3 + х
2.3. ** Какие из указанных функций, определённых на всей числовой 

прямой, имеют обратную?
1)г/ = 2|х|-х 2)г/ = |х| + 2х 3)г/ = 2х-|х| 4)г/ = -х-2|х|
2.4. ** Какие из указанных функций, определённых на всей числовой 

прямой, не имеют обратной?
1)г/ = -|х| 2)у = х-\х\ 3)г/ = -х-|х| 4)г/ = х2-|х|

■ § 5. ОБРАТНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

5.1. ** Функции у = sinx и у = arcsinx. Функция у = sinx возрас­

и, следовательно, удовлетворяет условию обра-
2’

тает на отрезке

Рис. 1

тимости: если -— < а <Ь <—, то sina ^ sind. 
2 2

Поэтому для функции у = sinx, рассмат­

риваемой на отрезке сущест­

вует обратная функция. Обратная функ­
ция у = g(x) определена на множестве 
значений синуса, то есть на промежутке 
[-1; 11, и связана с функцией у = sin х следую-

Рис. 2

щими условиями: если у = g(x), то <у<^ 
и х = sinz/.

Напомним, что арксинусом числа 
х е [-1; 1] называется такое число у, принад-
лежащее промежутку _л.

2’ 2J
что х = sinz/.

Значит, обратная функция для функции
у = sin х на отрезке -^; и есть у = arcsin х.

Если изобразить график функции у = sinx
на отрезке

2’ 2.
(рис. 1) и симметрично

отразить этот график относительно прямой 
у = х, получим график функции у = агсэіпх 
(рис. 2).
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Вопрос. Как найти обратную функцию к функции у = sinx, рассмат-
риваемой на отрезке Зл. 5л 

2 ’ 2
5.2. ** Функции у = cosx и у = arccosx.

Функция у = cosx убывает на отрезке [0; л] 
и поэтому удовлетворяет на этом отрезке 
условию обратимости: если 0 < а < b < л, то 
cos а ^ cosb. Следовательно, функция у = cosx, 
рассматриваемая на отрезке [0; л], имеет 
обратную функцию.

Обратная функция у = g(x) определена на 
множестве значений косинуса, то есть на 
промежутке [-1; 1], и связана с функцией 
у = cos х следующими условиями: если у = g(x), 
то0<у<лих- cos у. Вспомним, что арккосину­
сом числа х є [-1; 1] называется такое число у,
принадлежащее отрезку [0; л], что cosy = х. Таким образом, обратная для 
функции у = cos х на отрезке [0; л] есть функция у = arccos х.

График функции у = arccosx симметричен графику функции у = cosx 
на отрезке [0; л] относительно прямой у = х (рис. 3).

Вопрос. Как найти обратную функцию для функции у - cosx, рас­
сматриваемой на отрезке [л; 2л]?

5.3. ** Функции у = tgx и у = arctgx. Функция у = tgx возрастает на

интервале 2’ 2
и поэтому удовлетворяет на этом промежутке условию

обратимости: если -^ < а <Ь < —, то tga ^ tgb. Следовательно, функция 
2 2

y = tgx, определённая на промежутке , имеет обратную функцию.
Обратная функция у = g(x) определена на области значений у = tgx, 

то есть на всей числовой прямой, и удовлетворяет условиям: если у = g(x), 
то ~—<у<— и х = tgy. Значение функции у = ^х) удовлетворяет опреде- 

2 2
лению арктангенса числа х, а поэтому у = g(x) есть функция у = arctgx.

График функции у = arctgx симметричен относительно прямой у = х

ветви графика тангенса на промежутке М; (рис. 4).

Вопрос. Какой будет обратная функция для функции у = tgx, рас-

сматриваемой на интервале



■ Глава 12. Тригонометрические уравнения

5.4. ** Функции у = ctgx и у = arcctgx. Функция у = ctgx убывает на 
(0; л) и поэтому удовлетворяет на этом промежутке условию обратимости: 
если 0<а</)< л, то ctg х / ctg Ь. Следовательно, функция у = ctg х, определён­
ная на промежутке (0; л), имеет обратную функцию. Обратная функция 
у = g(x) определена на области значения у = ctgx, то есть на всей числовой 
прямой, и удовлетворяет условиям: если у = g(x), то 0 < // < л и х = ctg і/. Зна­
чение функции у = g(x) удовлетворяет определению арккотангенса числа х, 
а поэтому у = g(x) есть функция у = arcctg х.

График функции у = arcctg х симметричен относительно прямой у = х 
ветви графика функции у = ctgx на промежутке (0; л) (рис. 5).

Вопрос. Какой будет обратная функция для функции у = ctgx, рас­
сматриваемой на интервале (л; 2л)?
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§ 5. Обратные тригонометрические функции ■

5.5. ** Круговые функции. Обратные тригонометрические функции 
у = агсзіп х, у = агссоз х,у = arctgх,у = arcctg х иногда называют круговыми 
функциями. Эти функции позволяют по значениям тригонометрических 
функций находить в радианах величины соответствующих им направлен­
ных углов или соответствующие точки на тригонометрической окруж­
ности. Приближённые значения круговых функций можно находить либо 
с помощью вычислительной техники, либо с помощью специальных таб­
лиц.

Вопрос. Чему равно приближённое значение агсзіп 0,5001?

Контрольные вопросы и задания ■

1 .** Как определяется функция у = arcsinx?
2 .** Укажите область определения и область значений функции 

у = arcsinx.
3 .** Начертите график функции у = arcsinx.
4 .** Как определяется функция у = arccosx?
5 .** Укажите область определения и область значений функции 

у = arccosx.
6 .** Начертите график функции у = arccosx.
7 .** Как определяется функция у = arctgx?
8 .** Укажите область определения и область значений функции 

у = arctgx.
9 .** Начертите график функции у = arctgx.
10 .** Как определяется функция у = arcctgx?
11 .** Укажите область определения и область значений функции 

у = arcctgx.
12 .** Начертите график функции у = arcctgx.

Задачи и упражнения ■
1 .** Найдите обратную функцию для функции у = sinx, рассматрива­

емой на отрезке — • — .
L2 2 J

2 .** Найдите обратную функцию для функции у = cosx, заданной на 
отрезке [-л; 0].

3 .** Найдите область определения функции у = arcsin(2x - 1).
4 .** Найдите множество значений функции у = 2 arccos х + -^.
5 .** Изобразите график функции у = 2arctgx.
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■ Глава 12. Тригонометрические уравнения

6.** Изобразите график функции у = агсѣ^ х +

7 .** Вычислите значение функции у = агссоз х - arctg 2х при х = -—-•

8 .** На промежутке [-1; 0] найдите наибольшее и наименьшее значе-
ние функции у = агссоз х - агсзіп х.

9 .** Найдите область определения и множество значений функции 
у = агсѣ§ (агсзіп х).

10 .** На одном чертеже постройте графики функций у = агссозх 
и у = агссоз2х и по чертежу укажите, при каком значении х разность 
агссоз2х - агссозх должна быть наибольшей.

11 .** С помощью графиков функций у = агсзшх иу = агссозх найдите 
знак каждой из разностей:

а) агссоз 0,7- агссоз 0,5;
б) агсзш (^2 -1) - агсэш (Тб - 2);

в) агссоз -1 - агссоз (- 4 
\ 5/ \ 4

г) агссоз - агссоз

12.** Найдите наибольшее и наименьшее значение функции: 
а • і Ѵза) і/ = агсзіп х при изменении х от — до включительно;

б) і/ = агссоз (х + х2) при изменении х от ~ до 0 включительно.

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. ** Какая функция является обратной для функции у = Ѵ2х + 1, 

определённой на множестве [-0,5; ©о)?
1)г/ = ^(х2-1) на множестве [0; оо)

2)у = 2х2 - 1 на множестве [-0,5; ©о)
3) */ = 1(х2 + 1) на множестве [0; ~)

4)і/ = ^(х2-1) на множестве [-0,5; <»)

1.2. ** Какая функция является обратной для функции у= -^-х2, 
определенной_на множестве [0; 2]?

1) у = \І4-х2 на множестве [0; 2]
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§ 6. Свойства круговых функций ■

2)у = Л-х2 на множестве [-2; 0]
3) у=-Л-х2 на множестве [0; 2]
4) у=-Л-х2 на множестве [-2; 0]
1. 3.  Известно, что сое72° = ^~1. Какое значение имеет агссоэ^"^? 

4 4
**

1)-108° 2)108°
5

что1.4.** Известно,

1) 165° 2) ^

sinl65° = Какое значение имеет

3)^ 4)15°

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1.  Функция у - х2 + 2х - 2 рассматривается на указанных проме­

жутках. В каких случаях она является обратимой функцией?
**

1)[-2;0] 2)[0;2] 3)[-1;0] 4) [0; 1]
2.2.  Функция г/ = |х - 1| + |х + 1| рассматривается на указанных про­

межутках. В каких случаях она является обратимой функцией?
**

1)(—;-1] 2)(-оо;0] 3)[0;оо) 4) 11; оо)
2.3.  Какие из указанных функций являются нечётными?**
1)г/ = агсзіпх 2)г/ = агссозх 3)у = агсі£х 4)г/ = агссѣ£х
2.4.  Какие из указанных функций возрастают на всей области опре­

деления?
**

1) г/= агсзіп(1 - х) 2) у = агсзіп(2х + 3)
3) г/ = агссоз (2 + х) 4) у = агссоз (3 - х)

§ 6. СВОЙСТВА КРУГОВЫХ ФУНКЦИЙ ■

6.1 .** Простейшие свойства круговых функций. В этом параграфе 
мы рассмотрим некоторые соотношения, которым удовлетворяют триго­
нометрические и обратные тригонометрические функции.

Пусть sin г/ = х для уе —; — . Тогда x g [-1; 1] и z/ = arcsinx. Поэтому 
2 2 _

sin (arcsinх) = sin г/ и arcsin (sin z/) = arcsin x. Следовательно, 
sin (arcsin x) = x для xg[-1;1],

arcsin (sin у) = у для 5. л 
2’ 2_*
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■ Глава 12. Тригонометрические уравнения

Изменяя в последнем равенстве обозначения переменной у на перемен­
ную х, получаем

arcsin (sin х) = х для хе
. 2’ 2.’

Это два основных тождества, связывающие функции синус и арксинус.
Аналогично получаются следующие тождества:

cos (arccos х) = х 
arccos (cos х) = х 

tg(arctgx) = x 
arctg(tgx) = x

для хє[-1; 1],
для х є [0; л],
для xeR,
для ХЕ Л, 7С

_ 2’ 2.
Вопрос. Какие основные тождества связывают функции у = ctgx и 

у = arcctgx?
6.2. ** Значение cos(arcsinx). Вычислим cos (arcsinx) для хе [-1; 1].

Так как - 5 < arcsinx < 5
2 2

то cos(arcsin х) > 0. С помощью формулы sin2 а +

+cos2 а = 1 находим
cos (arcsin х) = 71 - (sin (arcsin x))2 = Vl-x2.

Таким образом, выполняется тождество
соэ(агс8Іпх) = л/ї-х^ для х є [-1; 1].

Вопрос. Как доказать, что віп(агссо8х) = 71-х2 для х є [-1; 1]?
6.3. ** Значение сід(агсідх). Вычислим ctg(arctgx) для х / 0.

С помощью формулы ctg а = — находим 
tga

^'^‘^^Ыій^^-
Таким образом, для х ^ 0 выполняется тождество 

ctg(arctgx) = — для х^О.

Вопрос. Как доказать, что tg (arcctgx) = — для х ^ 0? X

6.4. ** Равенство arcsinx + arccosx = ^. Установим для x e [-1; 1] 

равенство arcsin x + arccos x = |. Положим a = arcsin x и P = arccos x. Тогда 

x = sin а и x = cos p. Следовательно,

sina = cosP = sin
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§ 6. Свойства круговых функций ■

Так как р = arccos х, то 0 < р < л. Поэтому -л < -р < 0, откуда
Л Л R < ^ 

“ 2“Р" 2'
Поскольку ос = arcsinx, то

2 2
Таким образом, имеем равенство синусов чисел ос и — - р из промежутка2
л
2 ^ . Поэтому сами числа также равны: ос = ^~р. Отсюда а + Р = ^.2 J
Вопрос. Как доказать соотношение arctg х + arcctg х = - при х О?

Контрольные вопросы и задания ■

1 .** Какие тождества, связывающие тригонометрические функции и 
круговые функции, вы знаете?

2 .** Докажите соотношение агсвіп х + агссоэ х = —.

Задачи и упражнения ■

1 .** Докажите равенство:

а) sin(arctgх) = , х ; б) tg(arccosх) = — ■ х ■ для х 0;
71 + х2 х

в) tg (arcsin х) = , х дляхє (-1; 1).
Ѵ1-х2

2.** Вычислите:

a) sin I х/2б) tg arcsin-^ в) cos(arctg(-Ѵз)).

3.** Проверьте справедливость равенства:
ч . 15 8а) arcsin — = arccos — ;

17 17

б) arcsin - arctg

b) arccosI4 = л-arcsin4-. 
\ 41/ 41
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■ Глава 12. Тригонометрические уравнения

4.** Вычислите:
. 3 5arcsin — - arccos — 

5

б) tg( arctg^ 
\ 4

- arctg 5

(8 8 \arctg — - arcsin — ; 15 17 /

д) cos 2 arctg — + arccos — ;
\ 4 5/

arcsin2;—-arccos^— . 
3 3

5 .** Проверьте справедливость равенства: 
2 15a) arctg - + arctg - = arctg —;3 5 4

6) 2 arctg I + arctg = arctg

7 7 24в) arcsin — + 2 arccos — = л - arccos —;
25 25

r)4arctg|-arctg2|g = |

6 .** Постройте график функции:
a)y = |cos(2arccosx) дляхе[-1;1];

б) у = arcsin (sin х) для х & R.

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. ** Каково множество значений функции /(х) = агссоэ2х на всей 

области определения?

1)[0; л] л\ л, л
2 L 2’ 2_ 3) [-л; л] 4) [0; 2л]

1.2. ** Какова область определения функции/(х) = arcsin (2х + 1)?
1)[-2;0] 2)[-1;0] 3) [0; 1] 4) [-2; 0]

350



Мини-исследования к главе ■

arccosl-—1 I ?

1)^ 2)-^ 3)^ 4)-^
7 3 7 3 7 3 7 З

1.4. ** Какому из указанных чисел равняется cos ?

n 2^ 
5

9)275 
’ 5

41 ^^
3> 5 4)^>

5

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. ** Какие из указанных функций убывают на всей области опреде­

ления?
1) 1/= arctg(2x - 1) 2) г/= аг^(5 - 4х)
3)г/ = arcctg (Зх - 2) 4)г/ = arcctg (х + 2)
2.2. ** Какие из указанных функций являются обратимыми на всей 

области определения?
1) г/= (arctgx)  2) у = (агсвшх)2 2
3) г/ = (arcctg х)  4) г/ = (агссоэ х)2 2

2.3. ** Каким из указанных выражений равняется arcsin

1) ^-arccos 2) л-arccos^
5

43) -arccos —
5

4) -arctg —
4

2.4. ** Каким из указанных выражений равняется arccos

і \ л -21) — +arcsin —2 3 2) л-arccos — 3) л-arctg
Zu

4) л-arcsin^

Мини-исследования к главе ■
Мини-исследование 25
Предлагается доказать, что для уравнения sinx = а при |п| < 1 формулы 

из пунктов 2.6 и 2.8** определяют одно и то же множество чисел.

Мини-исследование 26
Предлагается рассмотреть решение простейших тригонометричес­

ких неравенств вида sinx > а и аналогичных неравенств по следующей 
схеме.
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■ Глава 12. Тригонометрические уравнения

1. На промежутке длиной в один период найти и отметить корни соот­
ветствующего уравнения.

2. На каждом из полученных промежутков определить знак разности 
sinx - а.

3. Выбрать промежутки, на которых эта разность неотрицательна.
4. Сдвигом на целое число периодов определить все остальные реше­

ния.

Мини-исследование 27
Предлагается выяснить, при каких значениях параметра а имеют 

решения следующие уравнения:
sinx + cos2x = а,
cosx + cos2x = а.

Мини-исследование 28
Вычисляя синус от суммы двух арксинусов, имеем следующее:

sin (arcsin х + arcsin у) = x-^l-y2 + y-\Jl-x2.

Если при этом известно, что 0 < arcsin х + arcsin у < 2 то приходим к

равенству arcsin х + arcsin у = arcsin (х • Д1 - у2 +у-\1-х2). Однако указан-

ные неравенства выполняются не всегда.
Предлагается доказать следующее общее соотношение:

arcsin х + arcsin у = £- arcsin (х -^1-у2 +у-уГІ-х^ + Х-п,
где

е = 1Д = 0, если х2 + у2 < 1 или ху < 0;
е = -1, X = -1, если х2 + у2 > 1, х <0, у <0;
Е = -1, Х = +1, если х2 + у2 > 1, х > 0, у > 0.

Мини-исследование 29
Предлагается доказать следующее общее соотношение:

X + и arctg х + arctg у = arctg  ----^- + £ • л, 
^--ху

где
£ = 0, если ху <1;
£ = -1, если ху > 1, х < 0, у < 0;
Е = 1, если ху > 1, X > 0, у > 0.
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Мини-исследования к главе ■

Мини-исследование 30
1. Показать, что arctg(^+l)x-arctg^x = arctg-—7~ту—тх-’ где ^ — 

натуральное число и х > 0.
2. Используя предыдущее равенство доказать, что

arctg + arctg + arctg + • • • + arctg----- -—7 = arctg (тг +1) - arctg 1.
3 7 13 1 + п + п

3. С помощью предельного перехода получить следующее равенство: 
arctg | + arctg | + arctg + arctg + arctg +... = у.

4. Придумать другие интересные соотношения с арктангенсами.

Мини-исследование 31
Предлагается рассмотреть многочлены, которые названы многочле­

нами Чебышёва в честь великого русского математика П.Л. Чебышёва 
(1821-1894).

1. Методом математической индукции доказать, что при любом нату­
ральном п функция у = ^з-соз(пагссо8х), определённая на отрезке [-1; 1], 

2"
является многочленом п-й степени от переменной X.

2. Изобразить графики многочленов Чебышёва при п - 1, п = 2, п = 3, 
п = 4.

3. Найти, сколько раз на отрезке [-1; 1] многочлен Чебышёва прини-

мает значение —и значение
2Л-1

1 
г”-1

4. Установить, что на рассматриваемом промежутке многочлен 
Чебышёва п-й степени имеет п различных корней, а значения этого мно­
гочлена по модулю не превосходят —уу.

2
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І Глава 13
УГЛЫ В ПРОСТРАНСТВЕ

В этой главе мы рассмотрим некоторые обобщения понятия угла, которые 
оказываются полезными при изучении пространства. Будут определены углы 
между скрещивающимися прямыми, углы между плоскостями, угол между 
прямой и плоскостью, а также двугранные, трёхгранные и некоторые другие 
углы.

■ § 1. УГОЛ МЕЖДУ ПРЯМЫМИ В ПРОСТРАНСТВЕ

1.1. Угол между пересекающимися прямыми. Напомним, что на

радианной мере.

плоскости величина угла между двумя пересе­
кающимися прямыми определяется как вели­
чина наименьшего из углов, образуемых 
лучами этих прямых с вершиной в точке пере­
сечения (рис. 1). Величина угла между пересе­
кающимися прямыми в пространстве равна
величине угла между этими прямыми на плос­
кости, содержащей данные прямые.

Иногда для краткости вместо слов «вели­
чина угла» говорят «угол».

Вопрос. Какие значения в радианах может 
принимать угол между двумя пересекающи­
мися прямыми?

1.2. Угол между прямыми в пространс­
тве. В пространстве между любыми двумя 
прямыми определяют угол, который может 
принимать значение из промежутка [0°; 90°] 
в градусной мере или из промежутка 0; — в 

2 _

По определению угол между двумя параллельными прямыми считают 
равным нулю. В частности, угол между совпадающими прямыми а и Ь
равен нулю.

Углом между двумя скрещивающимися прямыми называется угол 
между двумя пересекающимися прямыми, соответственно параллель­
ными заданным скрещивающимся прямым.

354



§ 1. Угол между прямыми в пространстве

Таким образом, если прямые а и Ь — скрещивающиеся, прямые т и 
п — пересекающиеся, т\\ а, п\\Ь, то угол между прямыми аиЪ равен углу 
между прямыми тип (рис. 2).

Величину угла между прямыми аиЬ иногда обозначают через (а; ь).

Пример 1. В KyQeABCBAfififi^ найти угол 
между прямыми Afi и Cfi (рис. 3).

Рассмотрим плоскость AfiBv пересекающую 
отрезок Cfi в точке Р — середине отрезков Cfi 
и CBV Проведём РК || Afi. В результате полу­
чим, что угол КРВ равен углу между прямыми 
Afi и Cfi. Затем рассмотрим прямоугольные 
треугольники ВКВХ и CfiBv Они равны, так 
как катет KD} — общий, a Bfi = Bfiv Поэтому 
KD = КСХ. Следовательно, треугольник ВКСХ 
равнобедренный, а значит, его медиана КР, про­
ведённая к основанию, является высотой, то есть 
РК± Cfi. Таким образом, прямые^С и Cfi пер­
пендикулярны, и значит, угол между прямыми 
Afi и Cfi равен 90°.

Вопрос. Чему равен угол между диагона­
лями АВ 1 и Afi граней куба?

1.3. Примеры нахождения углов. В этом 
пункте разберём следующую задачу.

Пример 2. В правильном тетраэдре ABCD 
отрезок MN соединяет середину ребра АС с 
центром грани BCD, а отрезок DE является

Рис. 3

Рис. 4

высотой грани ABD. Найти угол между прямыми MN и DE.
Пусть АВ = 1. Так как DE высота треугольника ABD, то Е — середина 

отрезка АВ. Поэтому ЕМ — средняя линия треугольника АВС. Построим
ЫК так, чтобы КК || ВСиКК = ^ВС = ^. Тогда КК || ЕМ и КК = ЕМ, значит, 

ЕМКК — параллелограм (рис. 4). Тогда ЕК || МК, а поэтому (МК; ЕВ) = 

= (ЕК; ВЕ). Из треугольника АВВ имеем ВЕ = —. Так как ВЫ ± СВ (| МК,
то BN 1NK. Значит, Z BNK = 90° и по теореме Пифагора КВ2 = BN2 + NK2 =

/3 
2

1 f 3 1 7
— I = ^ + — = — 'Пусть Р — середина ВВ. Из треугольника АСР

получаем:
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■ Глава 13. Углы в пространстве

cos ZACP = (АС2 + PC2 - АР2): (2АС ■ PC) =

Найдём MN из треугольника MCN: MN2=MC2 + NC2 - 2NC ■ МС • cos ZACP=

I2J (з 2 J ІЗ 2 ?
1 1 =1
2 ѴЗ 4’

откуда MN = — EK. Вычислив в тре­

угольнике DE К все стороны, находим:

cos ZDEK = (DE2 + ЕК2- DK2): (2DE • EK) =

5ѵЗОтсюда ZDEK = arccos—— .

Вопрос. Как изменится решение рассмотренной задачи, если через 
точку М проводить прямую, параллельную DE?

1.4. ** Корректность определения угла между прямыми. В главе 6 
при определении перпендикулярности скрещивающихся прямых было 
доказано, что если две пересекающиеся и перпендикулярные прямые а 
и Ъ соответственно параллельны двум пересекающимся прямым т и п, то 
m Zn. Аналогично можно доказать и общее утверждение.

Если две пересекающиеся прямые аиЬ соответственно параллельны 
пересекающимся прямым m и п, то угол между прямыми тип равен 
углу между прямыми аиЬ.

Из этого утверждения следует, что определение угла между скрещива­
ющимися прямыми корректно, то есть не зависит от выбора пересекаю­
щихся прямых, соответственно параллельных заданным прямым.

Вопрос. Как доказать утверждение, сформулированное в этом пункте?

■ Контрольные вопросы и задания

1. Как определяется величина угла между пересекающимися прямыми?
2. Какие прямые называются параллельными?
3. Чему равен угол между параллельными прямыми?
4. Какие прямые называются скрещивающимися?
5. Как определяется угол между двумя прямыми в пространстве?
6. Какие прямые в пространстве называются перпендикулярными?
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§ 1. Угол между прямыми в пространстве ■

Задачи и упражнения ■

1. Центр нижнего основания куба соединён прямыми с четырьмя вер­
шинами верхнего основания. Определите углы между парами этих пря­
мых.

2. Точка К — середина ребра А^ куба АВСВА1В1С1В1. Найдите угол 
между прямыми:

а)ВКиС1В; б) ВК и В^; в)ВКиА1С1.
3. Точка М — середина ребра ВВ правильного тетраэдра АВСВ. Най­

дите угол между прямыми А/И и ВС.
4. В правильной треугольной призме АВСА1В1С1 известно, что 

АВ = 4бАА1. Найдите угол между прямыми ВхАи С^В.
5. Точка М — середина ребра А1В1 куба АВСВА1В1С1В1, а точка N — 

центр грани АА^В^В. Найдите угол между прямыми МВ и СХ.
6. Пусть 8АВС — правильный тетраэдр, точка М — центр его осно­

вания АВС, точка К — середина ребра ВВ, точка Ь — середина ребра АС. 
Найдите угол между прямыми:

а) ВА и ВС; б) ВА и СМ; в) ВА и СК; г)АКи ВС; д)АКи ВЬ; е)АМи КЬ.
7 .* В правильном тетраэдре АВСВ отрезок МЫ соединяет середину 

ребра АО с центром грани ВСВ, а отрезок PQ соединяет середину ребра СВ 
с центром грани АВС. Найдите угол между прямыми МЫ и PQ.

8 .* Все рёбра правильной четырёхугольной пирамиды ВАВСВ имеют 
одинаковую длину. Найдите угол между прямыми:

а)АМ и ВЫ, где М VIN — середины рёбер ВВ и ВС соответственно;
б) ВР и ВЫ, где Р — середина ребра АВ.
9 . Прямые а и Ь пересекаются в точке Р под углом ф. Луч (1 с началом в 

точке Р образует с прямой а угол ос. Можно ли по этим данным найти угол 
между лучом (1 и прямой Ъ?

10 . Какую фигуру образуют лучи АХ, составляющие с фиксирован­
ным лучом АВ данный угол?

11 .** В тетраэдре АВСВ углы ВАВ и АВС прямые, угол между прямыми 
АВ и СВ равен ос, 2АВ = СВ = ВС. Найдите угол между прямыми АП и ВС.

12 .* На скрещивающихся прямых а и Ь даны соответственно точки А 
и С, В и В так, что а РАВ, Ь РАВ, 2АС = 2ВВ = 2АВ - СВ. Найдите угол 
между прямыми а и Ь.

13 .* Точки М и N — середины рёбер ВС и АВ тетраэдра АВСВ, в 
котором АС = ВВ, а угол между прямыми АС и ВВ равен ос. Какова 
величина угла между прямыми МЫ и АС? Найдите все решения этой 
задачи.
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■ Глава 13. Углы в пространстве

14 .* Пусть прямая с является проекцией прямой а на плоскость а, 
кроме того, прямая b лежит в плоскости ос. Пусть ф = (ц;&), Х = (щс), 
X = (b; с). Докажите, что совф = cos А, • cos/ .

15 .** Какую линию описывают середины равных отрезков, концы 
которых «скользят» по взаимно перпендикулярным прямым b и с?

16 .** Даны три попарно скрещивающиеся прямые. Существует ли 
прямая, пересекающая эти три данные прямые? Единственна ли такая 
прямая?

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Чему равен угол между диагоналями А^ВиВС^ кубаАВСВА^В-^В.  ̂
1)45° 2)60° 3)90° 4)120°
1.2. Чему равен угол между диагоналями А^В кАВу кубаАВСВА^^^^ 
1)30° 2)45° 3)60° 4)90°
1.3. Через точку О, не лежащую на прямой АВ, проводятся все воз- 

можные прямые, составляющие с АВ данный угол а, где 0 < ос < —. Какую 
фигуру образуют эти прямые?

1) полуплоскость 2) плоскость 3) конус 4) два конуса
1.4. Точка М — середина ребра ВВ правильного тетраэдра АВСВ. Чему 

равен косинус угла между прямыми АМ и ВС?
1)1 2) 1 3)1 4) 1

УЗ 2Ѵ2 2уЗ ЗУЗ

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Каким может быть угол между двумя скрещивающимися пря­

мыми?
1)85° 2)95° 3)^л 4)4л

2.2. Чему равен угол между двумя данными скрещивающимися пря­
мыми?

1) равен углу между любыми прямыми, параллельными данным
2) равен углу между любыми прямыми, перпендикулярными дан­

ным
3) может быть равен углу между прямыми, одна из которых парал­

лельна одной прямой, а другая перпендикулярна второй
4) может быть равен углу между прямыми, перпендикулярными дан­

ным
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§ 2. Двугранные углы ■

2.3. Угол между некоторыми скрещивающимися прямыми равен 45°. 
Каким может быть угол между прямыми, одна из которых перпендику­
лярна одной прямой, а другая перпендикулярна второй ?

1)30° 2)45° 3)90° 4)120°
2.4. Центр нижнего основания куба соединён прямыми с двумя вер­

шинами верхнего основания. Чему может быть равен угол между этими 
прямыми?

1)30° 2) arccos Ш 
\3/

3)60° 4) arccos 2)
3/

§2. ДВУГРАННЫЕ УГЛЫ ■

2.1. Двугранный угол. Выбирая в мно­
гограннике две соседние грани, имеющие 
общее ребро, мы получаем пространственную 
фигуру — часть двугранного угла. Например, 
в кубе АВСВА1В1С1В1 грани АВВ^ и АВСВ с 
общим ребром АВ образуют часть прямого дву­
гранного угла (рис. 1).

В общем случае двугранный угол определя­
ется следующим образом.

Фигура, образованная двумя полуплоскос­
тями аире общей границей а, называется дву-

Рис. 1

гранным углом.
В этом определении прямая а называется 

ребром двугранного угла, полуплоскости а и Р 
называются гранями двугранного угла.

Двугранный угол можно обозначить, указав 
сначала точку в одной грани, затем две точки 
на ребре и после этого точку во второй грани. 
Например, двугранный угол, изображённый на 
рис. 1, можно обозначить как А1АВС.

Двугранный угол, содержащий соседние 
грани треугольной пирамиды SABC с общим 
ребром АВ, образован двумя полуплоскостями,
содержащими грани САВ и SAB (рис. 2). Его называют двугранным 
углом пирамиды при ребре АВ и обозначают, например, SABC. Этот же 
угол можно назвать также двугранным углом между гранями SAB иАВС
пирамиды.
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■ Глава 13. Углы в пространстве

Плоскость с проведённой на ней прямой а можно считать «развёрну­
тым» двугранным углом с ребром а.

В отдельных случаях одну полуплоскость также удобно считать «нуле-
вым» двугранным углом с совпадающими гранями.

Вопрос. Сколько можно указать двугран­
ных углов, имея две различные пересекающиеся 
плоскости?

2.2. Линейный угол. Для измерения дву­
гранного угла используют его линейный угол.

Пусть аир — грани двугранного угла с реб­
ром а. Выберем на ребре а точку С и проведём пер­
пендикулярно прямой а в полуплоскости а луч СА 
и в полуплоскости р луч СВ (рис. 3). Построенный 
угол АСВ называется линейным углом данного 
двугранного угла.

Выбрать на ребре точку и провести из неё в 
гранях лучи перпендикулярно ребру можно по- 
разному (рис. 4). Можно доказать, что величина 
линейного угла не зависит от выбора его вершины 
на ребре.

Величина двугранного угла определяется как 
величина его произвольного линейного угла.

Пример 1. Дана правильная четырёхуголь­
ная пирамида SABCD с ребром основания АВ = 2 
и высотой SH = Ѵз. Найти величину двугранного 
угла между гранями SAB nABCD.

Проведём из точки Н перпендикуляр НМ к 
ребру АВ (рис. 5). Тогда по теореме о трёх пер­
пендикулярах имеем SM ± АВ. Следовательно, 
ZSMH — линейный угол двугранного угла пира­
миды с ребром АВ. Из прямоугольного треуголь­
ника SMH находим tg ф = tg ASMH = JU^L = ^/з. 

Отсюда ф = —.

Вопрос. Какую величину в рассмотренном 
примере имеет угол между гранями SAB и SCD?

2.3. Построение линейного угла. Рассмот­
рим ещё один способ построения линейного угла.
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Пусть дан двугранный угол с ребром а, отличный от развёрнутого дву-
гранного угла, и АМЫК — его линейный угол (рис. 6). Тогда МЫ ± а,
ЫК А. а, и поэтому плоскость МЫК перпендикулярна прямой а.

С другой стороны, возьмём двугранный угол 
и проведём перпендикулярно его ребру плос­
кость у. В пересечении плоскости у с гранями 
двугранного угла получим лучи, перпендику­
лярные ребру. Следовательно,

плоскость, перпендикулярная ребру дву­
гранного угла, пересекает двугранный угол по 
его линейному углу.

Таким образом, любой линейный угол дву­
гранного угла можно получить как угол, обра­
зованный при пересечении двугранного угла с 
плоскостью, перпендикулярной его ребру.

Вопрос. Как можно получить двугранный 
угол величиной в 90°?

2.4. О построении линейного угла. Нали­
чие перпендикуляра к одной из граней двугран­
ного угла, величина которого меньше 90°, часто 
упрощает построение линейного угла.

Пусть задан двугранный угол с гранями ос и р 
и ребром а. Допустим, что прямая т перпенди­
кулярна плоскости ос и пересекает грани ос и Р в 
различных точках М и К (рис. 7). Проведём из 
точки М перпендикуляр МН к прямой а. Пря­
мая МН является ортогональной проекцией 
прямой КН на плоскость ос, и так как МН ± а, 
то КН ± а. Следовательно, угол КНМ — линей­
ный угол данного двугранного угла.

Пример 2. В кубе АВСНА1В1С1Н1 с ребром а 
точка М — середина ребра СЙ. Найти величину 
двугранного угла С1АМВ.

Ребром искомого двугранного угла является пря­
мая АМ, а гранями — полуплоскости ос = АМС} и 
Р = АМВ с границей АМ (рис. 8). Заметим, что 
ребро СС^ перпендикулярно грани Р, причём пря­
мая СС1 пересекает полуплоскость ос в точке С1 и 
полуплоскость Р в точке С. Проведём СН А-АМ и,

Рис. 6

Рис. 7

Рис. 8
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соединив точки С1 и Н, получим линейный угол С^НС искомого двугран-

Рис. 11

Для вычислений рассмотрим плоскость АВСИ 
(рис. 9). Так как СН 1 АН, то ЛСМН ~ ^AMD, 
причём АМСН = АМАН. По теореме Пифагора

ам = 4аБчш^ = а, 1 + — = . Из подобия тре-
V 4 2

угольников следует, что СН: СМ=АН :АМ, поэтому

СН = ^АМ^ = —^Г~ = ГК* Т°гДа из прямоуголь-

2
ного треугольника С^НС находим, что для иско-

мого угла ф выполняется tgф = —у = уб, откуда 
СН

ф = arctg Ѵб.

Вопрос. Как доказать, что на рис. 8 угол С^МС 
не равен углу С^С?

2.5. ** Вычисление величины двугранного 
угла по перпендикулярам к граням. Вели­
чину двугранного угла можно определить, имея 
перпендикуляры к его граням. Для простоты 
рассмотрим случай, когда перпендикуляры к 
граням проводятся из точки ребра двугранного 
угла.

Пусть точка М лежит на ребре т двугранного 
угла с гранями аир (рис. 10). Построим луч МА 
перпендикулярно а и луч МВ перпендикулярно Р 
таким образом, что МА и Р расположены по раз­
ные стороны относительно а, МВ и а располо­
жены по разные стороны относительно р. Так как 
МА ± а, МВ ± р, то МА ± т, МВ ± т. Поэтому 
МАВ ± т. Отсюда следует, что плоскость МАВ 
пересекает грани а и Р по линейному углу ЬМК 
(рис. 11), причём МА ± МК и МВ ± МЬ. Значит, 
ХАМВ + ХКМЬ = 180°. Следовательно, вычислив

угол АМВ, мы можем найти и линейный угол двугранного угла.
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Вопрос. Как провести перпендикуляры к граням двугранного угла, 
чтобы угол между перпендикулярами был равен линейному углу?

2.6. Смежные и вертикальные двугран­
ные углы. Две различные плоскости аир, пере­
секающиеся по прямой а, разбивают множество 
всех точек пространства, не принадлежащих 
этим плоскостям, на четыре части. Поэтому 
можно говорить о четырёх двугранных углах, 
ограничивающих эти части.

Проведя плоскость у перпендикулярно пря­
мой а, в пересечении с плоскостями ос и Р мы 
получим пересекающиеся прямые тип, пер­
пендикулярные прямой а (рис. 12).

Лучи прямых т и п с началом А образуют линейные углы четырёх дву­
гранных углов, получившихся при пересечении плоскостей ос и р. При пере­
сечении прямых тип можно говорить о смежных и вертикальных углах.

Двугранные углы называют смежными, если соответственные линей­
ные углы с общей вершиной являются смежными.

Двугранные углы называют вертикальными, если соответственные 
линейные углы с общей вершиной вертикальны.

Вопрос. Чему равна сумма величин двух смежных двугранных углов?
2.7. Угол между плоскостями. В пространстве между любыми двумя

плоскостями определяют угол, величина которого может принимать зна-
чение из промежутка [0°; 90°] в градусной мере или из промежутка 0; —

2 _в радианной мере.
По определению величину угла между двумя параллельными плоскос­

тями считают равной нулю. Напомним, что две совпадающие плоскости 
также считаются параллельными. В остальных случаях величина угла 
между двумя плоскостями определяется следующим образом.

Величиной угла между двумя различными пересекающимися плос­
костями называется величина наименьшего из четырёх образовав-
шихся при пересечении двугранных углов.

Величину угла между плоскостями иногда называют углом между 
этими плоскостями. Угол между плоскостями ос и Р иногда обозначают 
через (ос; р).

Пример 3. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 заданы 
ребра АВ = 4, АВ = б,АгА = 1. Найти угол между плоскостями ArBD и C^BD.

Заметим, что величины двугранных углов ABDA1,A1BDC1, C^DC вместе 
составляют развёрнутый угол, поэтому сумма их величин равна 180°.
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Для вычисления величины двугранного угла АВВАг проведём АН ± ВБ 
(рис. 13). Тогда по теореме о трёх перпендикулярах А^Н ±ВВ. Следова­
тельно, угол А^НА — линейный для двугранного угла АВВА^, обозна-

Рис. 13

чим ZA^A через ф. Пусть ZABB = а. Тогда 

tgcc = 4n=P cos2a = -—= 77’ соза = -Д=, 
АВ 5 l + tg2a 41 741

since = Отсюда АН = AD sin а = Из 
V41 741

прямоугольного треугольника АА^Н находим

tg ААНА1 = tg ф = 4A,_Æ
АН 20 ’

Аналогично величина двугранного угла С^ВС также равна ф. 
Угол у между плоскостями А^ВВ и СХВВ равен 2ф или л - 2ф. Так как 
tgф = ^<^tg7 , то ф<^, 2ф<^, то Y = 2ф = 2arctg^^. Заметим,

« л 2tgx 20что л-2ф> —, тогда, учитывая, что tg2x = -—7-7— =--- 77=7, ответ

записывается в единственном виде. 120 у

Ответ: arctg .

Вопрос. Какой фигурой является множество биссектрис всех линей­
ных углов данного двугранного угла?

2.8. Перпендикулярность плоскостей. Изучая перпендикуляр­
ность плоскостей, мы определили, что плоскость а перпендикулярна 
плоскости Р, если а проходит через прямую а, перпендикулярную плос­
кости р. С помощью понятия угла между плоскостями можно дать другое 
определение перпендикулярности плоскостей.

Две плоскости называются перпендикуляр­
ными, если угол между ними равен 90°.

Вопрос. Пусть плоскость а проходит через 
прямую а, перпендикулярную ПЛОСКОСТИ Р, и 
пересекает Р по прямой т. Как построить линей­
ные углы образующихся двугранных углов?

2.9. ** Эквивалентность двух определе­
ний перпендикулярности плоскостей. Дока­
жем, что определения перпендикулярности
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плоскостей из пункта 4.1 главы 6 и из пункта 
2.8 данной главы эквивалентны.

I частъ. Пусть плоскость ос пересекает плос­
кость Р по прямой т и проходит через прямую а, 
перпендикулярную плоскости р. Проведём в 
плоскости Р прямую b перпендикулярно пря­
мой т (рис. 14). Так как alp, то a 1 d и a 1 m. Сле­
довательно, a -L m, Ы m, a поэтому прямые anb 
определяют линейные углы образующихся при 
пересечении плоскостей ос и Р двугранных углов. 
Из перпендикулярности прямых а иЬ следует, 
что угол между плоскостями ос и Р равен 90°.

II частъ. Пусть угол между плоскостями ос 
и Р равен 90°. Тогда в плоскостях а и Р можно 
провести прямые р и q перпендикулярно 
линии т пересечения ос и р. При этом р L q 
(рис. 15). Так как р 1 т и р 1 q, то р 1 р. Сле­
довательно, плоскость ос проходит через пря­
мую р, перпендикулярную ПЛОСКОСТИ р.

Вопрос. В каком случае через две данные 
точки можно провести единственную плос­
кость, перпендикулярную заданной плоскости?

2.10. Взаимное расположение прямых в 
перпендикулярных плоскостях. Когда пря­
мая т перпендикулярна плоскости ос, то т пер­
пендикулярна каждой прямой плоскости а. 
Иное наблюдается, если рассмотреть две вза­
имно перпендикулярные плоскости.

Пусть плоскости ос и р перпендикулярны и 
пересекаются по прямой т. Тогда из точки М 
прямой т можно так провести лучи соответ­
ственно В ПЛОСКОСТЯХ ОС И Р, что угол между ними 
принимает произвольное значение от 0° до 180°. 
Например, нарис. 16 изображён угол АМ В, вели­
чина которого мало отличается от 0°, а на рис. 17 
изображён угол CMD, величина которого мало
отличается от 180°. Таким образом, две произвольно выбранные прямые 
двух перпендикулярных плоскостей не обязаны быть перпендикулярными.
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Вопрос. Пусть прямая а лежит в плоскости ос, прямая b лежит в плос­
кости р и а ± р. Как доказать, что если а ± Ь, то либо аір, либо b ±а?

■ Контрольные вопросы и задания

1. Что такое двугранный угол?
2. Как определяется двугранный угол при ребре многогранника?
3. Какая фигура называется «нулевым» двугранным углом?
4. Как построить линейный угол двугранного угла?
5. Какие двугранные углы называются смежными?
6. Какие двугранные углы называются вертикальными?
7. Чему равен угол между параллельными плоскостями?
8. Как определяется величина угла между различными пересекающи­

мися плоскостями?
9. ** Докажите эквивалентность двух определений перпендикуляр­

ности плоскостей.

■ Задачи и упражнения

1 . Найдите величину двугранного угла между соседними гранями 
правильного тетраэдра.

2 . Найдите величину двугранного угла между основанием и боковой гра­
нью правильной четырёхугольной пирамиды, у которой все ребра равны.

3 . Найдите величину двугранного угла между соседними боковыми 
гранями правильной четырёхугольной пирамиды, у которой все рёбра 
равны.

4 . SABCD — правильная четырёхугольная пирамида, у которой 
высота SH равна 6, ребро АВ основания равно 4. Найдите величину дву­
гранного угла В SAC.

5 .* В правильной треугольной пирамиде угол между боковой гранью 
и плоскостью основания равен ф, ребро основания равно т. Найдите: 
а) расстояние от вершины пирамиды до основания; б) расстояние от вер­
шины основания до боковой грани.

6 . В кубе ABCDA1B1C1D1 через вершину В и середины рёбер ССг nA1D1 
проведена плоскость а. Найдите угол между плоскостями a nABCD.

7 .* Основание правильной треугольной призмы АВСА1В1С1 — тре­
угольник АВС со стороной 6, боковые рёбра равны 4. Точка Е лежит на 
ребре АА± и АЕ = 1, точка F лежит на ребре ВВ1 и BF = 2, точка G лежит на 
ребре ССг и CG = 3. Найдите угол между плоскостями АВС и EFG.
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8 .** Основание правильной четырёхугольной пирамиды SABCD — 
квадрат ABCD со стороной 2, высота пирамиды равна 4. Точки М и К — 
середины ребёр BS и CD. Найдите угол между плоскостями АМК и 
ABCD.

9 .* Как вычислить величины двугранных углов массивной треуголь­
ной призмы, если замеры можно делать только на её поверхности?

10 .* Дан тетраэдр. Как вычислить величины его двугранных углов, 
если доступна для измерения только внешняя поверхность тетраэдра?

11 . Пусть А и В — точки на ребре двугранного угла величиной в 120°, 
АС и BD — перпендикуляры к ребру, лежащие в разных гранях. Опреде­
лите длину CD, если АВ = 6, АС = 3, BD = 2.

12 .* В правильной четырёхугольной пирамиде SABCD сторона осно- 
ванияABCD равна 1, высота пирамиды равна 2. ТочкиМnN — середины 
рёбер SB и SD. Определите угол между плоскостями AMN и ABCD.

13 .* В основании треугольной пирамиды ABCD лежит правильный 
треугольник АВС со стороной 1. Ребро AD перпендикулярно плоскости 
основания, AD = 1. Точка М — середина ребра BD. Через прямую МС 
параллельно высоте АН треугольника АВС проведена плоскость а. Опре­
делите угол между плоскостями ос nABD.

14 .* Основанием прямой треугольной призмы АВСА1В1С1 служит тре­
угольник АВС, в котором АВ = a, АС = 2а, ABAC = 120°. Высота призмы 
равна а. Найдите площадь сечения призмы плоскостью, которая делит 
пополам двугранный угол с ребром АВ.

15 .** В основании четырёхугольной пирамиды SABCD лежит равно­
бедренная трапеция с острым углом в 60° и основаниями АВ = 2аи CD = а. 
Грань SCD перпендикулярна плоскости основания и является правиль­
ным треугольником. Через вершины А и С проведена плоскость ос, парал­
лельная SD. Определите угол между плоскостями ос и ABCD.

16 .** Через главную диагональ куба с ребром а проведена плоскость, 
составляющая угол в 60° с одной из граней. Найдите площадь сечения 
куба этой плоскостью.

17 .** Дан куб с ребром а, основанием ABCD и боковыми рёбрами ААѴ 
ВВѴ ССр DDV Через BD} проведена плоскость, образующая угол в 30° с 
плоскостью BB^D^D. Найдите площадь получившегося сечения.

18 .** В основании четырёхугольной пирамиды SABCD лежит квадрат 
ABCD со стороной 1, ребро SB перпендикулярно основанию, SB = 2. Через 
вершину D и середину М ребра AS проведена плоскость, пересекающая 
ребро А_В и образующая равные углы с плоскостями граней SAB и ABCD. 
Найдите величину этих углов.
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■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Чему равна величина двугранного угла между основанием и боко­

вой гранью правильной четырёхугольной пирамиды, у которой все рёбра 
равны?

1)агсзіп^- 2)агсзіп^ 3)60° 4)агсзіп^
О О о

1.2. Сколько всего плоскостей, составляющих угол в 30° с данной плос­
костью, можно провести через две точки, лежащие на этой плоскости?

1) 1 2)2 3)3 4) более 3
1.3. Какую величину имеют двугранные углы при рёбрах правильного 

тетраэдра?
агссоэ^ 2)агссоэ-^ 3)агссоэ^ 4)агссоэ^

1.4. В правильной четырёхугольной пирамиде SABCD ребро основа­
ния ABCD равно 2. При каком значении бокового ребра плоскости SAB и 
SCD перпендикулярны?

1)Æ 2)2 3)75 4)Æ

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Две плоскости пересекаются под углом 30°. Каким может быть 

угол между двумя прямыми, лежащими в этих плоскостях?
1)15° 2)30° 3)60° 4)120°
2.2. Чему равен угол между гранями двугранного угла?
1) углу между любыми лучами, параллельными граням угла
2) углу между некоторыми лучами, параллельными граням угла
3) углу между любыми лучами, перпендикулярными граням угла
4) углу между некоторыми лучами, перпендикулярными граням 

угла
2.3. В правильной треугольной пирамиде 8АВС с вершиной 8 точки 

М, N, К расположены на ребре АВ так, что АМ = M^ = ЫК = КВ. Какие из 
углов являются линейными для двугранного угла с ребром АВ?

1)АСМ8 2)АСЫ8 3}АСК8 А) АСВ8
2.4. Дан кубАВСВА1В1С1В1. Какую величину могут иметь двугранные 

углы, образованные с плоскостью АВСВ плоскостями, которые проходят 
через прямую АВх?

1)35° 2)45° 3)55° 4)65°
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§ 3. УГОЛ МЕЖДУ ПРЯМОЙ и плоскостью ■

3.1. Угол между прямой и плоскостью 
в особых случаях. При определении угла 
между прямой и плоскостью особо выде­
ляют два частных случая.

Первый случай. Если прямая а парал­
лельна плоскости ос (рис. 1), то угол между 
ними по определению равен 0°. В частности, 
угол между плоскостью и любой прямой в 
этой плоскости также равен 0°.

Второй случай. Если прямая а перпен­
дикулярна плоскости ос (рис. 2), то угол 
между ними по определению равен 90° или 
л - радиан.

Вопрос. Как определяется перпендику­
лярность прямой и плоскости?

3.2. Угол между наклонной и плос­
костью. Прямую а, которая не параллельна 
и не перпендикулярна данной плоскости ос, 
иногда называют наклонной. Ортогональ­
ной проекцией прямой а на плоскость ос 
является проекция прямой а в направлении, 
перпендикулярном плоскости ос. Из свойств 
параллельного проектирования следует, что 
ортогональной проекцией наклонной а на 
плоскость ос является прямая на плоскости ос 
(рис. 3).

Углом между наклонной прямой а и 
плоскостью а называется угол между пря­
мой а и её ортогональной проекцией на
плоскость а.

Пример 1. В кубе АВСВА1В1С1В1 точкаМ— середина ребра В^. 
Найти угол между прямой АМ и плоскостью ВВ^^В.

Обозначим ребро куба через а. Для построения проекции прямой АМ на 
плоскость ВВ^В^В построим проекцию точки А. Так как АС ± ВВ^^, 
проекцией точки А является точка Н пересечения АС и ВВ (рис. 4).
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После этого построим точку Г пересечения прямой АМ с плоскостью 
ВВ-^В-^В (рис. 5) как точку пересечения прямых АМ и В^В, расположенных

Проекцией прямой АМ на плоскость 
ВВ^В^В является прямая РН, угол ср = ЛАРН 
есть искомый угол, его можно найти из пря­
моугольного треугольника АРН (АН ± НР 
по теореме о трёх перпендикулярах). Далее 
проводим вычисления: АН = —АС = ^^-,

АМ2 =АА2 +АВ2 + В.М2 = —, АМ = - а, 1111 4 2
АР:РМ=АВ:ВгМ = 2:1, АР = ^АМ = а,

О

sin ср = AH I а<2

Ответ: 45°.
2

:а = ^.(р = 45° 
2 т

Вопрос. Откуда следует, что в рассмот­
ренном примере треугольник AFH прямо­
угольный?

3.3.* Пример вычисления угла между 
прямой и плоскостью.

Пример 2. В правильном тетраэдре SABC 
с ребром а плоскость ос проходит через вер­
шины S, С и середину М ребра АВ, плоскость р 
проходит через вершину В и середины А" и 
L рёбер SA и SC соответственно. Плоскости 
ос и Р пересекаются по прямой I. Найти угол 
между прямой I и плоскостью АВС.

Плоскость CMS пересекает плоскость 
АВС по прямой СМ, а плоскость BKL пере­
секает плоскость АВС по прямой т, парал­
лельной KL (рис. 6). Точка N пересечения 
прямых СМ и т является одной общей точ­
кой, точка L — другой общей точкой плос­
костей ос и р. Следовательно, прямая LN 
и есть прямая I пересечения плоскостей а

и р. Опустим из точки L перпендикуляр LP на плоскость АВС. Так как
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LP параллельна высоте SH тетраэдра, точка Р лежит на МС, причём
ср = ^сн = ^см.

2 3
Таким образом, угол ф = ZLNP есть искомый угол. Для его вычис-

ления находим: СМ = ^~-, СН - 
2 3 3

2 6 = NP = CN-CP =
3 6

3 ’ 
5аТз

6 ’

^Ф =

Ответ: arctg—.
5

Вопрос. Откуда следует, что в рассмотренном примере плоскость BKL 
пересекает плоскость АВС по прямой, параллельной КН?

3.4. ** Свойство угла между прямой и 
плоскостью. Докажем, что угол между наклон­
ной прямой а и плоскостью ос — наименьший из 
всех углов, которые прямая а образует с пря­
мыми плоскости ос, проведёнными через точку 
пересечения а и ос.

Пусть А — точка пересечения прямой а 
с плоскостью ос и В — произвольная точка 
прямой а, отличная от А. Проведём в плос­
кости ос через точку А произвольную пря­
мую т. Затем построим ВН 1 ос и ВМ 1 т 
(рис. 7). Заметим, что если прямая т не прохо­
дит через точку Н, то точка М не совпадает с точкой Н. Тогда отрезок ВМ
является наклонной к плоскости ос, а поэтому длиннее перпендику- 

ВМ ВНляра ВН. Следовательно, sin ZBAM = —А > = sin ZBAH. Так как при

определении угла между прямыми рассматриваются углы от 0 до ^, из

неравенства sin ZBAM > sin ZBAH следует неравенство ZBAM > ZBAH.
Вопрос. Пусть прямая а — наклонная к плоскости ос. Как построить в 

плоскости ос прямую Ь, образующую с прямой а наибольший угол?

Контрольные вопросы и задания ■
1. Что такое ортогональная проекция фигуры на данную плоскость?
2. В каком случае прямую называют наклонной к плоскости?
3. Как определить угол между наклонной прямой и плоскостью?
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4. Чему равен угол между плоскостью и прямой, если прямая: а) парал­
лельна плоскости; б) перпендикулярна плоскости?

5. ** Докажите, что угол между прямой а и плоскостью а — наимень­
ший из всех углов, образуемых прямой а с прямыми плоскости ос.

■ Задачи и упражнения
1 . Известны рёбра основания прямоугольного параллелепипеда а = 4, 

& = 3 и высота с = 5. Найдите его диагональ и угол, образуемый диагона-
лью с плоскостью основания.

2 . Под каким углом к плоскости надо провести наклонный отрезок, 
чтобы его проекция была вдвое меньше самого отрезка?

3 . Докажите, что если в правильной треугольной пирамиде высота 
равна стороне основания, то боковые рёбра составляют с плоскостью 
основания угол в 60°.

4 . Найдите угол между ребром правильного тетраэдра и плоскостью 
грани, не содержащей это ребро.

5 . Найдите угол между ребром четырёхугольной пирамиды и её осно­
ванием, если все рёбра пирамиды имеют равную длину.

6 . В правильной треугольной призме АВСА^^ рёбра АА^ и АВ 
равны. Найдите угол между диагональю АВг грани АА^В и плоскостью 
АА^^.

7 . В правильной четырёхугольной призме АВСВА1В1С1В1 боковое 
ребро ААг в два раза больше стороны основания АВСВ. Найдите угол 
между диагональю ВВХ и плоскостью ВС^.

8 . В правильной четырёхугольной пирамиде ВАВСВ боковое ребро ВВ
образует с плоскостью основания угол 
ром и плоскостью СВ В.

ТС—. Найдите угол между этим реб- 4
9 .* Из точки А по разные стороны от плоскости а проведены отрезки 

АМ и AN. Каждый из отрезков имеет длину а и образует с плоскостью 
угол ср. Угол между проекциями этих отрезков на плоскость ос равен 2р. 
Определите длину отрезка МЫ.

10 .* В плоскости ос расположен отрезок АВ = а. Из точек Ан В про­
ведены перпендикуляр АМ и наклонная ВЫ (по одну сторону от плос-

3 тскости), причём АМ = ВЫ = ~^а, MN = 2а, ААВМ = —. Найдите угол между

прямой ММ и плоскостью ОС.
11 .** Найдите правильную призму АВСВА1В1С1В1 с основанием АВСВ, 

у которой угол между прямой ВВ± и плоскостью ВС^В наибольший.
12 .* Плоскость равнобедренного треугольника образует с плоскос­

тью а, проходящей через его основание, угол ф. Угол при вершине тре-
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угольника равен 2р. Найдите угол между боковой стороной этого тре­
угольника и плоскостью а.

13 .* Через вершину А куба АВСВА1В1С1В1 проведена плоскость, 
параллельная диагонали ВВ1 куба и диагонали В^ его грани. Найдите 
угол между этой плоскостью и диагональю АС.

14 .* В кубе АВСВА1В1С1В1 плоскость ос проходит через вершины Вѵ Вг 
и А. Плоскость Р проходит через вершины Ар Сх и середину М ребра ВС. 
Плоскости ос и Р пересекаются по прямой I. Найдите угол между прямой I 
и плоскостью грани АВСВ.

15 .* Сторона основания АВСВ правильной четырёхугольной пира­
миды ВАВСВ равна 1. Высота пирамиды равна 2. Плоскость а проходит 
через вершины А, В и середину М ребра ВС. Плоскость Р проходит через 
вершину В и точки К и Ь — середины рёбер АВ и СВ. Плоскости ос и Р 
пересекаются по прямой I. Найдите угол между прямой I и плоскостью 
основания АВСВ.

16 . В кубе АВСВА1В1С1В1 точки М и К — середины рёбер АВ и В1С1. 
Найдите угол между прямой МК и плоскостью А^^В.

17 .* В основании пирамиды ВАВС лежит правильный треугольник АВС 
со стороной 2, ребро ВА перпендикулярно плоскости основания, ВА = Ѵз, 
точка К — середина ребра ВС. Плоскость ос проходит через прямую ВС и 
параллельна прямой АВ. Определите угол между прямой АК" и плоскостью ос.

18 .* В основании четырёхугольной пирамиды ВАВСВ лежит прямо­
угольник АВСВ со сторонами АВ = 3, ВС = 2. Боковые рёбра пирамиды 
имеют одинаковую длину, её высота равна 3. Определите угол между 
медианой ВМ грани ВС В и плоскостью грани В АВ.

19 .** В основании треугольной призмы АВСА1В1С1 лежит прямоуголь­
ный треугольник АВС, катеты АВ и АС которого равны а. Боковые рёбра 
ААр ВВр ССХ образуют с плоскостью основания угол 60°, а диагональ ВСХ 
боковой грани СВВ1С1 перпендикулярна ребру АС. Найдите расстояние 
между основаниями призмы, если ВС1 = аѴб.

20 .** Прямоугольный параллелепипед с высотой, равной а, имеет в осно­
вании прямоугольник со сторонами а и аѴз. Через одну из диагоналей осно­
вания проведена плоскость, составляющая угол в 30° со второй диагональю 
основания. Найдите площадь сечения параллелепипеда этой плоскостью.

Тесты ■
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Под каким углом к плоскости надо провести наклонный отрезок, 

чтобы длина отрезка была вдвое больше его ортогональной проекции?
1) 30° 2)45° 3)60° 4) 90°
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1.2. В правильной треугольной пирамиде боковые рёбра составляют с 
плоскостью основания углы по 60°. Чему равно отношение высоты пира­
миды к стороне основания?

1)3:2 2)2:1 3)1:1 4)1:2
1.3. Чему в правильной треугольной пирамиде с ребром основания 3 и 

боковым ребром 2 равен угол между боковым ребром и основанием?
1)15° 2)30° 3)45° 4)60°
1.4. Чему равен угол между главной диагональю куба и плоскостью 

одной из его граней?
11 1 л/21)агсзіп— 2)агсзіп—/= 3)агсзіп—т= 4)агсзт-т=
2 Ѵ2 ѴЗ ѴЗ

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Угол между прямой и данной плоскостью равен 45°. Каким может 

быть угол между этой прямой и прямой, лежащей на этой плоскости?
1)30° 2)45° 3)90° 4)120°
2.2. Угол между двумя прямыми равен 45°. Каким может быть угол 

между одной из них и плоскостью, содержащей вторую прямую?
1)30° 2)45° 3)90° 4)120°
2.З. * Из точки А по разные стороны от плоскости проведены отрезки 

АМ и АМ. Каждый из отрезков имеет длину 4 см и образует с плоскостью 
угол в 45°. Каковы возможные значения длины отрезка ММ?

1) 4 см 2) 6 см 3) 8 см 4) 10 см
2.4. Какие значения не могут быть длинами боковых рёбер правиль­

ной четырёхугольной пирамиды, у которой ребро основания равно 6?
1)2,5 2)3,5 3)4,5 4)5,5

■ §4. ТРЁХГРАННЫЕ УГЛЫ

Рис. 1

4.1. Трёхгранный угол. Выбирая в кубе 
три соседние грани, имеющие общую вершину, 
мы получим пространственную фигуру — часть 
трёхгранного угла (рис. 1).

В дальнейшем будем рассматривать трёхгран­
ные углы, каждый из которых можно построить 
следующим образом.

Сначала берём точку 8 — вершину трёхгран­
ного угла. Затем из вершины проводим три 
луча — 8А, вВ, 8С, не лежащие в одной плос­
кости. Получим рёбра трёхгранного угла (рис. 2).
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Для лучей ЗА и 8В рассмотрим плоский угол 
А8В, который меньше развёрнутого угла. Этот 
угол называют гранью трёхгранного угла. Иногда 
грань трёхгранного угла называют плоским 
углом трёхгранного угла. Аналогично определя­
ются две другие грани трёхгранного угла (рис. 3). 
Иногда грани трёхгранного угла называют плос­
кими углами трёхгранного угла.

Трёхгранный угол можно обозначить, указав 
сначала его вершину, а затем по одной точке на 
каждом из его рёбер. Например, изображённый на
рис. 1 трёхгранный угол можно обозначить ВАВ^.

Вопрос. Почему два ребра двугранного угла 
не могут быть частями одной прямой?

4.2. ** Пересечение трёх полупрос­
транств. Трёхгранный угол можно получить 
также как границу фигуры, являющейся пересе­
чением трёх полупространств.

Рассмотрим три различные, пересекающиеся 
в одной точке 3 плоскости — Рѵ Р2, Р3. Плос­
кость Р^ делит множество не принадлежащих ей 
точек пространства на две части —Аг и А2,.назы­
ваемые полупространствами с границей Рр плоскость Р2 делит множес­
тво не принадлежащих ей точек пространства на два полупространства —
Вг и В2 с границей Р2; плоскость Р3 делит множество не принадлежащих 
ей точек пространства на два полупространства — С^ и С2 с границей Р3.

Выберем одно из полупространств с границей Рр например Ар одно 
из полупространств с границей Р2, например Вродно из полупространств 
с границей Р3, например СР Пересечение множеств Ар Вр Сх является 
фигурой, граница которой — трёхгранный угол с вершиной 3.

Если выбрать, например, множества Ар В2, Сѵ то их пересечение явля­
ется фигурой, граница которой — ещё один трёхгранный угол с вершиной 3.

Гранями получающихся трёхгранных углов являются части плоскос­
тей Рр Р2, Р3.

Вопрос. Сколько различных трёхгранных углов можно задать тремя 
плоскостями, имеющими только одну общую точку?

4.3. Вычисление элементов трёхгранного угла. Зная плоские 
углы трёхгранного угла, можно найти любой его двугранный угол. Сде­
лать это можно способом, который рассмотрим на примере.
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Рис. 4

Пример. Трёхгранный угол ВАВС имеет плос­
кие углы: ЛАЯВ = 30°, /АВС = 45°, АВВС = 60°. 
Найти двугранный угол при ребре ВВ.

Для построения нужного линейного угла 
выберем на ребре ВВ точку М, например, так, что 
8М = 2. Затем проведём перпендикулярно М8 в 
грани А8В отрезок КМ и в грани ВВС отрезок 
ЬМ (рис. 4). Построенный угол КМЬ — линей­
ный для искомого двугранного угла с ребром ВВ. 
После этого находим:

= = MK = SMAg30° = -%=,
cos30° Ѵз Ѵз

SL = -^— = 4,ML = SMtg60° = 2V3. 
cos60° 6

Далее по теореме косинусов выразим отрезок KL из двух треугольни­
ков — SKL и MKL:

KL2 = SK2 + SL2-2SKSLcosZKSL = ^ + 16-2^-4^ = ^^^, 
3 Ѵз 2 3

KL2 = МК2 + ML2 - 2МК • ML cos ZKML =
= ^ + 12-2~-2^cosZKML.

3 Ѵз
Приравнивая найденные выражения, получаем

^^^ = | + 12-8 cosZ^ML, cosZKML = ^^.
3 3 3

~ 2^6-3Ответ: arccos——.

Вопрос. Как определить, острый или тупой угол получился в рассмот­
ренном примере?

4.4. Теорема косинусов для трёхгранного угла. В общем случае 
для трёхгранного угла SABC справедлива формула

cosy=cosacosp + sinasinpcosC, (1)
где a = ZBSC, Р = ZASC, у= ZASB и С — величина двугранного угла при 
ребре SC, противолежащем плоскому углу у.

Это утверждение известно как первая теорема косинусов для трёх­
гранного угла.

Вопрос. Чему равны величины двугранных углов трёхгранного угла, 
все плоские углы которого прямые?
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4.5. ** Доказательство первой теоремы 
косинусов для трёхгранного угла. Обосно­
вание теоремы можно получить, рассматри­
вая случаи, когда плоские углы трёхгранного 
угла — острые, прямые или тупые. Для при­
мера разберём только два случая.

Первый случай. Пусть аир — острые углы. 
Выберем на ребре SC точку М так, что SM = 1
(рис. 5). Затем проведём перпендикулярно SM рис> 5
в грани SAC отрезок МК и в грани SBC отрезок 
ML. Тогда

ML = tga, МК = tgp, SL = ^—, SK = 
cosa cosp

LK2 = ML2 + MK2 - 2ML ■ MK cos AKML =
= tg2a + tg2p - 2tga • tgp • cos C;

LK2 = SL2 + SK2 -2SLSK cos AKSL =
= -V + -^-2—----- Ц-cosy.

cos a cos p cos a cosp
Отсюда

tg*a + tg*p - 2tga■ tgp cosC= ^ + ^ '2^ ^

-^^L = ^-tg++ ^ -tg+^M^-cosC, 
cosacosp cos a cos p cosacosp

2cosy O1Osinasinp— * =2 + 2-----------£ • cos C,
cosacosp cosacosp

cosy= cosacosp + sinasinP • cosC.
Второй случай. Пусть a — тупой угол, Р — 

острый угол. Снова выберем на ребре SC точку М 
так, что SM = 1 (рис. 6). Затем проведём пер­
пендикулярно SM в грани SAC отрезок МК, а 
в плоскости грани SBC отрезок ML до пересе­
чения с продолжением ребра SB (рис. 6). Тогда 
AMSK = р, ZMSL = л - a, AKSL = ті - у, а угол 
KML является дополнительным до л к двугран­
ному углу при ребре SC, то есть AKML = я - С. 
Поэтому

Рис. 6

ML =-tga, MK = tg& SL =---- —, Ж = —Ц,
cosa cosp
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LK2 = ML2 + МК2 - 2ML ■ МК cos ZKML = tg2a + tg2₽ - 2tga • tgp • cos C;
LK2 = SL2 + SK2-2SL - SKcos ZKSL = “ 2 —------ Ц cosy,

cos a cos p cos a cosp

Отсюда, как и в первом случае, получается равенство 
cosy= cosacosp + sin ос sin р -cos С.

Вопрос. Как завершить доказательство первой теоремы косинусов 
для трёхгранного угла?

4.6. ** Вторая теорема косинусов для трёхгранного угла. Для 
каждого трёхгранного угла SABC можно построить полярный ему трёх­

гранный угол SPQR следующим образом. Из 
вершины S сначала проведём луч SP перпенди­
кулярно грани SBC так, что SP и SA располо­
жены по разные стороны относительно плоскости 
грани SBC. Затем аналогично проведём луч SQ 
перпендикулярно грани SAC так, что SQ и SB 
расположены по разные стороны относительно 
плоскости грани SAC, и луч SR перпендикулярно 
грани SAB так, что SR и SC расположены по раз­
ные стороны относительно грани SAB (рис. 7). 
Построенный трёхгранный угол SPQR и называют 
полярным к трёхгранному углу SABC. В свою оче­
редь трёхгранный угол SABC является полярным 
к трёхгранному углу SPQR, то есть трёхгранные 
углы SABC и SPQR на рис. 7 взаимно полярны 

друг другу.
Из пункта 2.6 следует, что двугранные углы трёхгранного угла SABC 

дополняют плоские углы полярного ему трёхгранного угла SPQR до л, а 
именно С = л - ZPSQ, В = 7i- ZQSR, А = л - ZPSR. Точно так же двугранные 
углы трёхгранного угла SPQR дополняют плоские углы полярного ему 
трёхгранного угла SABC до л, а именно R = n- ZASB = у, Q = к- ZASC = Р, 
Р = п- ZBSC = а.

Запишем первую теорему косинусов для полярного угла SPQR'. 
cos ZPSQ = cos ZPSR cos ZQSR + sin ZPSR sin ZQSR • cos R.

Воспользовавшись соотношениями между плоскими и двугранными 
углами полярных трёхгранных углов, перепишем это равенство в виде 

cos (л - С) = cos (л - A) cos (л - В) + sin (л - A) sin (л - В) ■ cos (л - у).
Отсюда

cos С = -cos A cos В + sin A sin В • cos у. (2)
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Полученная формула 2 также является соотношением между двугран­
ными и плоскими углами трёхгранного угла и известна как вторая тео­
рема косинусов для трёхгранного угла.

Вопрос. Как доказать, что не существует трёхгранного угла, все дву­
гранные углы которого равны 60°?

4.7. ** Свойство плоских углов трёхгранного угла. Покажем, что 
у трёхгранного угла каждый плоский угол меньше суммы двух других 
плоских углов.

Рассмотрим трёхгранный угол SABC и обозначим а = ABSC, 0 = ZASC, 
у= AASB. Докажем, что у < а + р.

Первый случай. Пусть а + Р > л. Так как у< л, в этом случае неравенство 
у < а + Р очевидно.

Второй случай. Пусть л > а + р. Применив первую теорему косинусов 
для плоского угла у, получим

cos у = cos а cos Р + sin а sin Р • cosC.
Так как С < л, то cos С > -1. Поэтому cosy> cos a cos Р - sin а sin Р = 

= cos (а + Р). Следовательно, cos у > cos (а + Р). Но так как 0<у<ли0<а + 
+ Р < л, то у < а + Р, что и требовалось доказать.

Вопрос. Как доказать, что не существует 
многогранника, у которого все грани — пра­
вильные шестиугольники?

4.8. ** Теорема синусов для трёхгран­
ных углов. Иногда при решении задач с 
трёхгранными углами оказывается полез­
ной теорема синусов для трёхгранного угла. 
Используя обозначения, принятые в преды­
дущем пункте, эту теорему можно записать в 

since sinP sin У z виде соотношения - ---— ------ К =-----L (рис. 8).
sin A sin В sin С

Вопрос. Как доказать теорему синусов для трёхгранного угла?
4.9. * Многогранный угол. Рассмотрим трёхгранный угол SABC, где 

А, В, С — соответствующие точки на рёбрах этого трёхгранного угла. Тогда 
точки В, А, В, С являются вершинами треугольной пирамиды SABC.

С другой стороны, если взять треугольную пирамиду PKLM, то лучи 
РК, PL, РМ и плоские углы KPL, LPM, МРК являются соответственно 
рёбрами и гранями трёхгранного угла PKLM. Таким образом, всякий 
трёхгранный угол можно получить из треугольной пирамиды, рассмат­
ривая три луча, каждый из которых выходит из вершины пирамиды и 
содержит соответствующее боковое ребро.
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Возьмём теперь четырёхугольную пира­
миду РКЬМЫ. Будем считать лучи РК, РЬ, 
РМ, РЫ рёбрами четырёхгранного угла, плос­
кие углы КРЬ, ЬРМ, МРЫ, ЫРК — плоскими 
углами этого четырёхгранного угла (рис. 9). 
В этом случае плоские углы четырёхгранного 
угла также называют гранями этого четырёх­
гранного угла. Рассмотренный четырёхгран­
ный угол можно обозначить через PKLMN.

Таким образом, всякий четырёхгранный 
угол можно получить из четырёхугольной 
пирамиды, рассматривая четыре луча, каждый 
из которых выходит из вершины пирамиды и 
содержит соответствующее боковое ребро, а 

также рассматривая плоские углы, каждый из которых содержит соот­
ветствующую боковую грань пирамиды.

Аналогично можно определить пятигранный, 
шестигранный угол и другие многогранные углы.

Вопрос. Как определить двугранные углы 
многогранного угла?

4.10. ** Измерение многогранных углов. 
Пусть задано множество Р точек единичной 
сферы с центром 8. Рассмотрим пространствен­
ную фигуру, которая состоит из всех точек всех 
лучей, каждый из которых имеет вершину в 
точке 8 и проходит через некоторую точку из 
Р. Такую пространственную фигуру иногда 
называют телесным углом (рис. 10). Площадь 
множества Р будем считать величиной рас­
сматриваемого телесного угла. При указанном 
измерении телесных углов единицу измерения 
называют стерадиан. Используя тот факт, что 
площадь сферы единичного радиуса равна 4л, 
получаем, что телесный угол, соответствующий 
всей сфере, имеет величину 4 л стерадиан.

Для измерения многогранного угла с верши­
ной в точке 8 рассмотрим на сфере единичного 
радиуса с центром в вершине 8 часть Н сферы, 
ограниченную пересечением многогранного
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угла с этой сферой. Площадь полученной части Н будем считать величи­
ной этого многогранного угла (рис. 11).

Например, трёхгранный угол при вершине куба имеет величину 
71 — стерадиан.

Вопрос. Сколько стерадианов содержит четырёхгранный угол 
ОАВСВ, где О — центр куба, АВСВ — его грань?

Контрольные вопросы и задания ■

1 . Приведите пример трёхгранного угла. Назовите его вершину, рёбра 
и грани.

2 . Приведите пример четырёхгранного угла. Назовите его вершину, 
рёбра и грани.

3 .** Как можно получить трёхгранный угол с помощью пересечения 
трёх полупространств?

4 . Сформулируйте первую теорему косинусов для трёхгранного 
угла.

5 .** Как определяется трёхгранный угол, полярный к заданному трёх­
гранному углу?

6 .** Сформулируйте вторую теорему косинусов для трёхгранного угла.
7 .** Сформулируйте теорему синусов для трёхгранного угла.
8 .** Сформулируйте свойство плоских углов трёхгранного угла.

Задачи и упражнения ■

1 . В трёхгранном угле все плоские углы прямые. Внутри его дана 
точка, отстоящая на расстояния 2, 3 и 4 от его граней. Найдите расстоя­
ние от данной точки до вершины угла.

2 . В трёхгранном угле рёбра взаимно перпендикулярны. Внутри его 
из вершины проведён отрезок, проекция которого на каждое из рёбер 
равна 1. Найдите длины его проекций на грани.

3 . В трёхгранном угле два плоских угла по 60°, третий плоский угол 
прямой. Найдите угол между плоскостью прямого угла и противолежа­
щим ребром.

4 .* Каждый плоский угол трёхгранного угла равен 60°. На одном из рёбер 
отложен от вершины отрезок, равный 3, и из конца его опущен перпендику­
ляр на противолежащую грань. Найдите длину этого перпендикуляра.

5 .* Плоские углы ASC и BSC трёхгранного угла с вершиной S равны 
45°, а угол ASB равен 60°. Через S проведена прямая QS, перпендикуляр­
ная плоскости SBC. Вычислите угол ASQ.
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6 .* В трёхгранном угле два двугранных угла острые, а плоский угол 
между ними тупой. Тупым или острым будет третий двугранный угол?

7 .* Докажите, что все плоскости, которые делят пополам двугранные 
углы трёхгранного угла, имеют общий луч.

8 .* Докажите, что если два плоских угла трёхгранного угла равны, 
то их общее ребро проектируется ортогонально на биссектрису третьей 
грани или её продолжение.

9 .* Докажите, что если в трёхгранном угле SABC один плоский угол 
BSC прямой, а два других угла ASB nASC равны 60°, то плоскость ВАС, 
отсекающая от рёбер три равных отрезка, перпендикулярна плоскости 
прямого угла.

10 .** Верно ли, что каждый двугранный угол трёхгранного угла 
меньше суммы двух других его двугранных углов?

11 .** Докажите, что сумма всех двугранных углов трёхгранного угла 
больше, чем л.

12 .** Справедлив ли «признак равенства трёхгранных углов»:
а) по двум плоским углам и двугранному углу между ними;
б) по двум двугранным углам и плоскому углу между ними;
в) по трём плоским углам;
г) по трём двугранным углам?

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. * В трёхгранном угле два плоских угла по 60°, третий плоский 

угол прямой. Чему равен косинус угла между плоскостью прямого угла и 
противолежащим ребром?

«1 2)І 3)4г 4)4
1.2. * Каждый плоский угол трёхгранного угла равен 60°. На одном из 

рёбер отложен от вершины отрезок, равный 3, и из конца его опущен пер­
пендикуляр на противолежащую грань. Чему равна длина этого перпен­
дикуляра?

1)2 2)Зл/2 3)2^3 4)Ѵб
1.3. Какую величину имеют плоские углы трёхгранного угла с верши­

ной А в правильной треугольной пирамиде 8АВС с вершиной 8, у которой 
АА8В = 90°?

1) 30°; 30°; 60° 2) 45°; 45°; 30°
3) 30°; 30°; 45° 4) 45°; 45°; 60°
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1.4. В трёхгранном угле все плоские углы прямые. Внутри его дана 
точка, отстоящая на расстояния 1, 2 и 3 дм от его граней. Чему равно рас­
стояние от данной точки до вершины угла?

1)4 дм 2)Ѵ14дм 3)6 дм 4) Ѵб дм

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. * Какую величину может иметь третий двугранный угол трёхгран­

ного угла, у которого первые два двугранных угла по 90°?
1)10° 2)30° 3)160° 4)170°
2.2. Какой вид могут иметь сечения трёхгранного угла плоскостью?
1) треугольник 2) четырёхугольник 3) угол
4) фигура, ограниченная отрезком и двумя лучами, выходящими из 

его концов
2.3. Какие значения могут принимать двугранные углы при боковых 

рёбрах правильной четырёхугольной пирамиды?
1)75° 2)90° 3)120° 4)150°
2.4. ** Какие из наборов углов могут быть плоскими углами трёхгран­

ного угла?
1) 30°; 30°; 60° 2) 30°; 30°; 150°
3) 30°; 150°; 150° 4) 150°; 150°; 150°

§ 5. ПЛОЩАДЬ ОРТОГОНАЛЬНОЙ ПРОЕКЦИИ ■

5.1. Площадь проекции многоуголь­
ника. Пусть плоскости аир пересекаются по 
прямой т. Рассмотрим в плоскости а треуголь­
ник АВС такой, что его сторона АС лежит на 
прямой т (рис. 1). При ортогональном проек­
тировании треугольника АВС на плоскость р 
получим треугольник АВгС, где В1 — проекция 
точки В. Если проведём высоту ВН треуголь­
ника АВС, то по теореме о трёх перпендикуля­
рах получим В^ ± АС. Следовательно, угол 
ВНВХ линейный для двугранного угла между а 
и Р и & д с I АС • В. Н = I АС • ВН cos ABH В. = SA.•cos ABH В.. 

I Л A Dp / O 1 O 1 ZaAUjC 1.

Таким образом, площадь проекции рассматриваемого треугольника 
АВС на плоскость Р равна площади треугольника АВС, умноженной на 
косинус угла между плоскостями а и р. Аналогичное свойство выполня­
ется и в общем случае.
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Площадь Snp ортогональной проекции многоугольника F плоскости 
а на плоскость 0 равна произведению площади S многоугольника F на 
косинус угла ф между плоскостями аир:

S =§со8ф.
Вопрос. Как найти угол между плоскостями а и р, если известно, что 

треугольник плоскости а, имеющий площадь S, проектируется в тре­
угольник плоскости р, имеющий площадь S^

5.2. * Доказательство формулы для площади проекции тре­
угольника. Пусть плоскости а и Р пересекаются по прямой т и угол между 
ними равен (р. Рассмотрим в плоскости а треугольник АВС такой, что его 
вершина А лежит на прямой т, а прямая ВС пересекает т в точке К. Обо­
значим через Вг и Сг ортогональные проекции на плоскость Р точек В иС 
соответственно. Возможны три случая.

Первый случай. Точка К совпадает с одной из вершин — В или С. Тогда 
^△ав^ = ^давс С08Ф’ как это доказано в пункте 5.1.

Второй случай. Точка К лежит между вершинами ВиС (рис. 2). Тогда 
^ДАВ^ “ &ЬАВГК + ^АА^К “ &ДАВК' C0S Ф + &ДАСК ’ COS Ф = &ААВС ' C0S Ф *

Третий случай. Точка К лежит вне отрезка ВС, например, так, как на 
рис. 3. Тогда S^^^ = S^^—S^B^K = S^ABK • cos ф — S^CK • cos ф — S^ABC • cos ф.

Вопрос. Как доказать, что формула для 
площади проекций справедлива для произ­
вольного треугольника?

5.3. ** Площадь проекции круга. Пусть 
ф - угол между ПЛОСКОСТЯМИ а, Р и в плоскости 
а задан круг F, ограниченный окружностью С. 
Площадь S круга F является пределом последо­
вательности площадей правильных п-угольни- 
ков, описанных вокруг С, и пределом последова­
тельности площадей правильных п-угольников, 
вписанных в С. Поэтому для произвольного 
Е > 0 можно указать такой правильный много­
угольник UE площади S(UE), содержащий F, что 
S(U£) < S + Е, и такой правильный многоуголь­
ник У площади S(7e), содержащийся в F, что 
S(V)>S-E.

При проектировании плоскости а на плос­
кость Р получим фигуру F' и многоугольники 
и'£ и Ѵ'Е такие, что Ѵ'Е ^F' ^ U'E, причём
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S(U'£) = S(U^ ■ cos ф < (8 + е) ■ cos ф < 8 ■ cos ф + £,

8(У'е) = S(FJ • cos ф > (8 - е) • cos ф > S • cos ф - е.

Для каждого е > 0 площадь фигуры F' заключена между S ■ cos ф - е и 
8 • cos ф + Е. Поэтому площадь фигуры F'равна 8 • cos ф.

Вопрос. Как доказать, что при перпендикулярном проектировании 
окружности на плоскость получается эллипс?

5.4. Вычисление площади многоуголь­
ника по площади его проекции. По пло­
щади проекции плоского многоугольника 
можно вычислить площадь самого много­
угольника.

Пример. Дан куб АВСВА1В1С1В1 с ребром а. 
Найти площадь сечения куба плоскостью, про­
ходящей через вершину Вх и середины М и К 
рёбер ААХ и СВ.

Построим сечение куба плоскостью В^МК и
Рис. 4

получим пятиугольник ВУМЕКЕ (рис. 4). Найдём, как расположены 
точки Х,Х,Е. По условию АМ - МА, поэтому АА^В^М = АМАХ, АХ =А}В} = 
- АВ = а. Так как ААЕХ ~ АВЕК, то АЕ : ЕВ =АХ : ВК = 2:1, откуда
BE = ^а. Так как АВЕК ~ ACYK, то СХ = ВЕ = ^а. 

3 3
Ортогональной проекцией сечения на плос­

кость АВСВ является пятиугольник АВСКЕ, 
площадь которого равна

с = с а = п2 1 « а _11а2
^авсо ^оке а 2 2 3 ~ 12 ’

Найдём угол между плоскостями B1XY 
и АВСВ. Для этого проведём ВН ± XY. 
Тогда В^ 1 XY, а поэтому угол ф = АВ^НВ 
и есть угол между указанными плоскос­
тями (рис. 5). Для его вычисления находим: 
ВХ^ 2а, ВХ = ^а, XX = 4вХ^+ВХ^ = ^^-^

ВН : ВХ = ВХ : ХУ, откуда ВН = = ^а . После этого имеем
ХУ Ѵіз

* ф = іё Л^НВ = || = >, COS^<P = = 1|, еозФ = ^.
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Теперь можем вычислить площадь искомого сечения:

£ _ ^АВСКЕ _ ^1 
СОЗф COS(p

11а2 V29 =11о\/29
12 4 48

Вопрос. Какую часть составляет площадь сечения от площади тре­
угольника B}XY?

5.5. ** О вычислении площади треуголь­
ника через площадь его проекции. В курсах 
математического анализа при вычислении пло­
щадей поверхностей оказывается полезным одно 
соотношение, которое получается из формулы для 
площади проекции треугольника.

Пусть треугольник АВС проектируется ортого­
нально в треугольник АХВС, у которого ZBA.fi = 90°. 
Проведём АТН1ВС.

Тогда и АН 1 ВС, а поэтому угол А^НА — 
линейный для угла между плоскостями АВС и 
AfiC (рис. 6). Обозначим 5 = ZAHAV р = ZABAV 
Y = ZACAV р = tgp, q = tgy.

ПустьАА^а. Тогда A1B = actgp = —, A1C = actgy = -»

1 = ^/р^,А1Н =
pq

Afi Afi 
BC

Отсюда tg 5 = - Jp2+q2’ cos2 $ - і _ i
l + tg2p l + p2 + Q2’

cos 5 = 1
71 + p2 + q2

Поэтому S^c = ^^ = fi+fi + q* • S^BC

Таким образом, когда треугольник АВС проектируется в пря­
моугольный треугольник AfiC С прямым углом при вершине Ар то 
&ьлвс ='^■'^Р^^' & гДе Р — тангенс угла наклона прямой АВ к её 
проекции Afi, q — тангенс угла наклона прямой АС к её проекции 
Afi.

Вопрос. Как использовать полученную в этом пункте формулу для 
вычисления площади треугольника BfiY в примере из пункта 5.4?
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Контрольные вопросы и задания ■

1 . По какой формуле можно вычислить площадь ортогональной про­
екции треугольника?

2 . По какой формуле можно вычислить площадь многоугольника, 
зная площадь его ортогональной проекции?

3 .** По какой формуле можно вычислить площадь ортогональной 
проекции плоской фигуры, имеющей площадь?

4 .** Как найти площадь треугольника, если его ортогональная проек­
ция — прямоугольный треугольник?

Задачи и упражнения ■

1 .* В треугольной пирамиде SABC плоские углы при вершине S пря­
мые. Известно, что площади граней SAB, SAC и SBC равны 18, 20 и 20. 
Найдите площадь грани АВС.

2 . В правильной четырёхугольной пирамиде боковая поверхность в 
четыре раза больше площади основания. Найдите величину двугранного 
угла при ребре основания.

3 . В правильной треугольной призме АВСА1В1С1 площадь сечения 
плоскостью АВСг в два раза больше площади основания. Чему равно 
отношение бокового ребра призмы к ребру его основания?

4 . Ребро куба ABCDA1B1C1D1 равно а. Найдите площадь сечения куба 
плоскостью, проходящей через вершину В1 и середины рёбер АА2 и ССГ

5 .** В правильной четырёхугольной пирамиде SABCD с вершиной S 
через вершину А и середину бокового ребра SC проведено сечение плос­
костью, параллельной BD. Известно, что площадь сечения равна 9 и 
образует с плоскостью основания угол в 60°. Найдите рёбра данной пира­
миды.

6 .** В правильной шестиугольной пирамиде с вершиной S через 
ребро АВ основания и середину высоты SH пирамиды проведено сече­
ние плоскостью. Известно, что площадь сечения равна 11 и образует с 
плоскостью основания ABCDEF угол в 30°. Найдите рёбра данной пира­
миды.

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Площадь ортогональной проекции многоугольника на данную 

плоскость равна S, угол между плоскостью многоугольника и этой плос-
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■ Глава 13. Углы в пространстве

костью равен ос. По какой формуле можно вычислить площадь этого мно­
гоугольника?

1)^— 2)Stga 3)Scosa 4)^- 
since cos а

1.2. В правильной четырёхугольной пирамиде боковая поверхность в 
два раза больше площади основания. Чему равна величина двугранного 
угла при ребре основания?

1)30° 2)45° 3)60° 4)75°
1.3. Сколько всего плоскостей, составляющих угол 45° с плоскостью а, 

можно провести через прямую т плоскости а?
1)1 2)2 3)3 4)4
1.4. Чему равна площадь проекции грани АА^^В единичного куба 

ABCDA^^^^a плоскость АВ^^

1)2-ѴЗ 2)^3 3)Л 4)4-

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Площадь ортогональной проекции многоугольника на некоторую 

плоскость равна 28 см2. Чему может быть равна площадь этого много­
угольника?

1)20>/2 см2 2) 25 см2 3) 30 см2 4) 35 см2
2.2. * Площадь ортогональной проекции фигуры на некоторую плос­

кость равна 20 см2. Какой может быть эта фигура?
1) квадрат со стороной 5 см
2) круг радиуса 2 см
3) равносторонний треугольник со стороной 6 см
4) прямоугольник со сторонами 4 см и 6 см
2.3. Ортогональная проекция некоторого многоугольника на плос­

кость представляет собой квадрат со стороной 5 см. Какой может быть эта 
фигура?

1) ромб со стороной 6 см
2) параллелограмм со сторонами 4 см и 6 см
3) параллелограмм со сторонами 4 см и 7 см
4) параллелограмм со сторонами 6 см и 7 см
2.4. Какую величину может иметь угол в формуле для вычисления 

площади ортогональной проекции фигуры на плоскость?
1)^ 

5
п\ Зл о\ Зл3 т 4)f
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Мини-исследования к главе ■

Мини-исследования к главе ■

Мини-исследование 32
Даны три попарно скрещивающиеся прямые. Существует ли пря­

мая, пересекающая эти три данные прямые? Единственна ли такая 
прямая?

Мини-исследование 33
Как вычислить величины двугранных углов массивной треугольной 

призмы, если замеры можно делать только на её поверхности?

Мини-исследование 34
Пусть угол ос между некоторыми прямыми равен 60°. Существует ли 

такая плоскость, что угол между ортогональными проекциями этих пря­
мых на эту плоскость равен 90°? Если да, то указать, как можно постро­
ить такую плоскость.

Исследуйте задачу при других значениях угла ос.

Мини-исследование 35
Сколько различных трёхгранных углов получается при пересечении 

трёх плоскостей, если они имеют ровно одну общую точку? При пересече­
нии четырёх плоскостей? Пяти? Попытайтесь выяснить закономерность.

Мини-исследование 36
Из любого ли параллелограмма при ортогональном проектировании 

можно получить: а) прямоугольник; б) квадрат?
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Глава 14
ПОКАЗАТЕЛЬНЫЕ И ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ
УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА

В этой главе мы рассмотрим наиболее часто применяемые способы решения 
уравнений и неравенств, содержащих степени и логарифмы.

■ § 1. ПОКАЗАТЕЛЬНЫЕ И ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ

1.1. Решение уравнений вида ах=Ь.С помощью логарифмов можно 
записать решения простейших показательных уравнений вида ах = Ь, где 
аи.Ь — заданные числа.

Пример 1. Решить уравнение 4х = 8.
По определению логарифма число 1о§48 удовлетворяет равенству 

41og48_g Поэтому х = 1о£48 является корнем данного уравнения. Так 
как показательная функция у = 4х строго возрастает, найденное число — 
единственный корень данного уравнения.

Пользуясь свойствами логарифма, найденный корень можно записать 
в более простом виде:

_і о_1о^223 _3 _3
°ё48"1о8222 "2’ Х-2’

Ответ: —.

Пример 2. Решить уравнение 3х = 1 + л/2.
Аналогично предыдущему примеру удаётся доказать, что число 

х = ^3(1 + >/2) является единственным корнем. В данном случае запись 

корня 1о£3(1 +ѴЮ упростить не удаётся.

Ответ: ^3(1 + Ѵ2).

Пример 3. Решить уравнение + 3 = 0.

Данное уравнение равносильно уравнению -3. Показательная

функция принимает только положительные значения, поэтому при любом х

число I — I больше нуля и не может равняться отрицательному числу. Сле-

довательно, уравнение
Ответ: нет корней.

-3 не имеет действительных корней.
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§ 1. Показательные и логарифмические уравнения ■

Пример 4. Решить уравнение 3х = 410^3.
Единственным корнем данного уравнения является число х = log3(4log23). 

Но поскольку 41оё23 = (22)1о$23 = (21о&23)2 = З2 = 9, запись корня можно упрос­
тить: х = log3 9 = 2.

Ответ: 2.
Пример 5. Решить уравнение Iх = 1.
Напомним, что число 1 в любой степени даёт единицу, то есть Iх = 1 

при любом хе R. Это означает, что множество всех действительных чисел 
является множеством решений данного уравнения.

Ответ: все действительные числа.
Вопрос. Что вы можете сказать о выражении вида log10?
1.2. Решение уравнений вида Іодах = Ь. С помощью степени с про­

извольным действительным показателем можно записать решение про­
стейших логарифмических уравнений вида logax = Ь, где а и Ь — задан­
ные числа, а > 0, а ^ 1.

Пример 6. Решить уравнение log3x = - 1
4’

Из определения логарифма следует, что если log3x = - 1
4’

_і 
то х = 3 4.

Так как логарифмическая функция у = log3x строго возрастает в своей 
области определения, найденное число — единственный корень данного
уравнения.

Полученный корень можно также записать и в другом виде:

Ответ: 3 4.

_і
х = 3 4

ЗЇ ^'

Пример 7. Решить уравнение ^х = 1 -Ѵб.
Из определения логарифма следует, что число 1 - Ѵб является десятич­

ным логарифмом числа 101-^, то есть ^Ю1"^ = 1-Ѵб. Следовательно, 
х = Ю1"^ — корень данного уравнения, и притом единственный в силу 
монотонности логарифмической функции.

Ответ: 101-А
Вопрос. Как показать, что уравнение logv2 = 0 не имеет корней?
1.3. Замена переменной. Один из способов решения логарифмичес­

ких и показательных уравнений связан с составлением алгебраического 
уравнения относительно новой неизвестной вида logax или вида ах.

11-5 2Х+1Пример 8. Решить уравнение —————- = 3.
4-62+5
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■ Глава 14. Показательные и логарифмические уравнения и неравенства

Левая часть данного уравнения определена при условии 4х -6 2х + 5 ^ 0. 
Пусть г = 2х. Тогда

2х И = 2х - 21 = 2 ■ 2х = 2г,
4х = (22)х = 22х = (2х)2 = 22.

~ „ 11-5 2г оОтносительно переменной 2 получаем уравнение —,—-—- = о.
2 —02 + 5

Далее:

22-б2 + 5

Зг^ІЗг + І^ІІ^ІОг = Зг£^82 + 4=0 
22-б2 + 5 22-б2 + 5

Отсюда 322 - 82 + 4 = 0, причём 22 - 62 + 5 ^ 0. Решая получившееся 
квадратное уравнение, имеем

, _8 + Ѵб4^зТ4 _8 + 4_9

,_8-4_2
2 6 3’

причём при 21 = 2 и при г2 = | знаменатель 22 - 62 + 5 не равен нулю.

После этого нужно решить два уравнения:
2х = 2,2х = 21,х1 = 1;

2* = |,х2 = 1о82| = 1-1ог23.

Ответ: 1 - log2 3; 1.

Пример 9. Решить уравнение log2 х + logx 2 = —.
Левая часть данного уравнения определена при х > О, х ^ 1. Выразим 

logx2 через логарифмы по основанию 2:
log 2 = ^^ = —-—.

х log2x log2x
Следовательно, данное уравнение можно заменить на уравнение:

10g2X+i^ = l-
1 5Заменив log2x на t, получим уравнение f + — = —, равносильное уравне­

ниям: і

t-l + 7 = 0’
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§ 1. Показательные и логарифмические уравнения ■

і2-|і+1 

і
= 0.

2 5Отсюда £- — £ + 1 = 0, причём £ + 0. Решая относительно £ получившееся

квадратное уравнение, имеем

і і
5 (2Ц_53_9
4 Ѵ16 1-4 4“
,5 3_1
^4~4”2-

Оба найденных значения отличны от нуля. Далее нужно решить два
уравнения:

log2x = 2, х^22 = 4;
1 1 гlog2 х = —, х2 ~ ^2 - ѵ2.

Оба найденных числа входят в область определения левой части 
начального уравнения.

Ответ: Ѵ2; 4.
Вопрос. Как решить уравнение logx+13 =2?

1.4. Приведение логарифмических и показательных уравнений к 
алгебраическим уравнениям.

Пример 10. Решить уравнение 3 • 16х + 36х = 2 • 81х.
Заметим, что 36 = 4 9, 16 = 42, 81 = 92. Поэтому 16х = 42х = (4х)2, 36х = 

= (4 • 9)х = 4х • 9х, 81х = 92х = (9х)2. Это позволяет записать начальное урав­
нение в виде

3 • (4х)2 + 4х - 9х-2 • (9х)2 = 0.
Так как 9х ^ 0, при делении обеих частей уравнения на (9х)2 получаем

(4х)2 4х 9хравносильное уравнение 3 •------ -I------------2 = 0.
(9х)2 (9х)2

Далее:3- — + -—2 = 0, 3- $ + | -2 = 0.
1,9х J 9х Ц9/ J \9/

Обозначив г = , приходим к квадратному уравнению Зг2 + 2-2 = 0.

Отсюда
--1 + Ѵ1 + 4 3-2 _-1 + 5_2

21 6 6 3’
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■ Глава 14. Показательные и логарифмические уравнения и неравенства

4Ѵ_2_/4\2 -1
9/ 3 Ы ’ 1 2’

Так как -1 < 0, последнее уравнение корней не имеет.

Ответ: —.

Пример 11. Решить уравнение log5x х + log5x3 х = 0.
Левая часть данного уравнения определена при х > 0, 5x^1, 5х3 ^ 1. 

Пусть z = log5x. Выразим все логарифмы в уравнении через логарифмы 
по основанию 5:

. log5X log5X 2
Og5x* log5(5x) l + log5x I + 2’

5x3 log5(5x3) l + 31og5x 1 + З2’

Относительно неизвестной г получаем уравнение

-*- + -*- = 0.
1 + 2 1 + 32

Далее: 2(1 + 32) + 2(1 + 2)
(1 + 2)(1 + 32) ’

2(2 + 42)
(І + 2ХІ + З2)

Решая получившееся уравнение, имеем:
2j = 0, log5x = 0, х1 = 5° = 1,

1 1 -- 122 ~ ~2 ’ ^°^5Х ~ ”2 ’ х2 = 5 2

Оба найденных числа входят в область определения левой части 
начального уравнения.

Ответ: 1.

Вопрос. Сколько корней имеет уравнение logx2 = log2x?
1.5. * Об изменении области определения при выполнении пре­

образований. Решая уравнения и выполняя некоторые преобразования, 
важно следить за сохранением равносильности уравнений. В частности, 
нужно следить за возможными изменениями области определения.

Например, вернёмся к уравнению log5xx + log5xзX = 0 из примера 11 
предыдущего пункта. Выразим все логарифмы через логарифмы по осно­
ванию х:
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§ 1. Показательные и логарифмические уравнения

ks,^ logx5x 1 + z/’
, logxX 1log з X = 1 5.x = ——,

5x logx5x 3 + z/

где у = log 5. В результате получим уравнение т^- + ^—= 0 , 
1 + і/ 3 + у

-—У — ~^^ log 5 = -2, х 2 - 5.
(l + i/)(3+z/)

-1 1
Учитывая, что х > О, получаем х = 5 2 = —.

V5
Теперь вспомним, что в предыдущем пункте при решении данного 

уравнения в ответе получилось два числа.
Использованная в этом пункте замена привела к потере части ответа, 

так как у = logx5 определено при х > 0, х + 1, а исходное уравнение 
log5xx + log5x3x = 0 при х = 1 определено.

Сужение области определения при использовании замены привело 
к потере корня. Для получения полного ответа нужно дополнительно 
рассмотреть случай х = 1 и убедиться, что log51 + log5 1=0.

Вопрос. Какие корни уравнения log2xx2 = log2x2x могут быть поте­
ряны при использовании замены у = logx 2?

1.6. Решение уравнений приведением к равенству логарифмов 
С одним основанием. Один из способов решения логарифмических 
уравнений связан с приведением уравнения к виду log^^x) = logft(x)g(x).

Это позволяет составить новое уравнениеДх) = g(x), решить его и учесть 
условия области определения обеих частей начального уравнения. Пере­
сечение областей определения левой и правой части уравнения называют 
областью определения уравнения.

Важно заметить, что в процессе преобразований, приводящих урав­
нение к указанному виду, следует обращать внимание на возможные 
изменения областей определения частей уравнения.

Пример 12. Решить уравнение log2 (х2 - 9) + log2 * ^ = 3.

Область определения левой части уравнения задаётся условиями 
х2 - 9 > 0 и > °- х + 3

В области определения можно выполнить следующие преобразования:

log2(x-3)(x + 3) + log2 ——— = log28,х + 3
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■ Глава 14. Показательные и логарифмические уравнения и неравенства

log2|(х - 3)(х + 3) J = log2 8,

log2((x-3)(x- l)) = log28, 
(х - 3)(х - 1) = 8, х2 - 4х - 5 = 0.

Решая полученное квадратное уравнение, имеем 
Xj = 2 + л/4 + 5 =5, х2 = 2 — 3 = —1.

Так как xf - 9 > 0 и ^1—— > 0, число хх = 5 входит в область определе­

ния левой части исходного уравнения, а поэтому является его корнем. 
Так как х2-9<0, число -1 не входит в область определения левой части 
исходного уравнения и не является его корнем.

Ответ: 5.
Заметим, что при преобразованиях получалось промежуточное урав­

нение log2((x - 3)(х - 1)) = log28, в область определения левой части кото­
рого входит число -1. В отличие от начального уравнения промежуточное 
уравнение имеет два корня: 5 и -1.

Пример 13. Решить уравнение
logx_4(x - 2) • log7(x - 4)2 + log7(8 - х)2 = 2.

Область определения левой части уравнения задаётся системой условий:
х-2>0, 
х - 4 > 0, 
х-4/1, 
(х — 4)2 > 0,
(8-х)2>0.

Решая систему, получаем область определения левой части исходного 
уравнения в виде объединения промежутков: (4; 5) и (5; 8) и (8; ©о).

В области определения можно выполнить следующие преобразования, 
учитывая, что в ней |х - 4| = х - 4:

^&fcS-21og7(x-4) + 21og7l8-x| = 2,

2 log7 (х - 2) + 2 log7 |8-х| = 2, 
log7((x-2)|8-x|)=l, 

log7((x - 2) • |8 - х|) = log7 7, 
(х - 2) • |8 - х| = 7.

Далее нужно решить полученное уравнение и выбрать корни, входя­
щие в область определения.
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§ 1. Показательные и логарифмические уравнения

I. Пусть 8 - х > О, или х < 8. Тогда уравнение запишется в виде 
(х - 2)(8 - х) = 7. Отсюда -х2 + Юх - 16 = 7, х2 - Юх + 23 = 0, х1 = 5 + Ѵ2, 
х2 = 5 - ^2.

Число х4 = 5 +^2 удовлетворяет условию х4 < 8 и входит в область опре­
деления, поэтому является корнем начального уравнения. Число х2 = 
= 5 -Ѵ2 также удовлетворяет условию х2 < 8, но не входит в область опре­
деления.

II. Пусть 8 - х < 0, или х > 8. Тогда уравнение запишется в виде 
(х-2) ■ (х-8) = 7. Отсюда х2 —10х+16 = 7, х2- Юх+ 9 = 0, х3 = 5 + \/25-9 = 
= 5 + 4 = 9, х4 = 5- 4 = 1. Число х3 = 9 удовлетворяет условию х3 > 8 
и входит в область определения, поэтому является корнем начального 
уравнения. Число х4 = 1 не удовлетворяет условию х4 > 8, значит, не 
является корнем уравнения (х - 2) • |8 - х| = 7, и поэтому не может быть 
корнем начального уравнения.

Ответ: 5 +72; 9.
Вопрос. Какова область определения выражения 1о§^2 (х + 2)2 ?

1.7. Решение уравнений способом логарифмирования. Один из 
способов решения показательных уравнений связан с логарифмированием 
правой и левой части и приравниванием полученных выражений. Важно 
заметить, что это возможно только в том случае, когда обе части исходного 
уравнения положительны, а логарифмирование производится по положи­
тельному и отличному от единицы основанию. Если хотя бы одно из этих 
условий нарушается, следует искать другие способы решения.

Пример 14. Решить уравнение 0,1 ■ х1^-1 = 10.
Уравнение определено при х > 0. При этом обе части уравнения поло­

жительны. Прологарифмировав по основанию 10, отличному от 1, полу­
чаем:

^(ОД'Х^-^^Ю,
І£0,1 + (1§Х- 1) • І£Х = 1,

-1 + І£2Х - І£Х = 1, 
і£2х - ^х - 2 = 0.

В результате приходим к квадратному уравнению относительно 
выражения 1§х. Отсюда (^х)4 = ^^^^ = і^ х4 = Ю2 = 100, 

(І^^И^І.х^ІО^І.

Ответ: ^-; 100.
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Вопрос. Как решить уравнение х1гх = 100?
1.8. * Примеры решения уравнений логарифмированием. При­

ведём более сложные примеры решения уравнений с помощью логариф­
мирования левой и правой части.

х+1
Пример 15. Решить уравнение 2х-2-3х-1 =18.
Уравнение определено при х ^ 1. При этом обе части положительны. 

Логарифмируя по основанию 2, получаем:

1о§2 2х"2 ■3«-> =1о§2(2 З2),

х+1
log22x 2 + 1о§2Зх-1 = log224-log232,

х — 2 4----- — 1о§ 2 3 — 14- 2log 2 3,
х —1

(х -2)(х -1) + (х 4-1) log2 3 = (х -1)(1 + 21og2 3), 
х2 - (4 4- log2 3) • х 4- (3 4- 3 log2 3) = 0.

В результате приходим к квадратному уравнению относительно х. Его 
дискриминант

D = (4 + log23)2-4(3 + 31og23) = log23-41og23 + 4 = (log23-2)2.

Поэтому
4 + log934-log.,3-2 . . о -

*і =------ ------------------ =1 + Ь&2 3 = ^2 6,

_4 + ^23-^23 + 2_ 
2 2

Ответ: 3; log26.
Заметим, что рассмотренное в этом примере уравнение иногда записы­

вают в виде 2х-2-3х*1 = 21-32.
После этого приравнивают показатели соответственно при степенях 

чисел 2 и 3 и получают два равенства: х - 2 = 1, —= 2. Оба эти равенства 
х-1

верны при х = 3, откуда делается вывод, что получен ответ. Такой способ 
рассуждений похож на метод подбора корней и является ошибочным, так 
как не даёт множества всех корней данного уравнения.

Пример 16. Решить уравнение (Зх)х ^ 1 = (Зх)2 .
Уравнение определено при х > 0.
Рассмотрим способ решения этого уравнения, связанный с логарифми­

рованием по основанию Зх. Это возможно, если Зх > 0 и Зх ^ 1. Тогда
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log3x(3x)x ^log^tàx)2,

х2-2х-1 = 2, 
х2-2х-3 = 0.

Отсюда хх = 1 + Ѵ1 + 3 =1 + 2 = 3, х2 = -1. Число хг положительно и явля­
ется корнем начального уравнения; число х2 отрицательно и не является 
корнем начального уравнения.

Проведённые рассуждения возможны только при х > 0 и х ^ —. Такие 

значения не исчерпывают всё множество чисел х, больших 0, так как 

остаётся не рассмотренным число х = Это число можно проверить

/ Д-2-і- 1\9 3непосредственной подстановкой: 3 • —
-14 2

19=1.

Равенство выполняется, поэтому х3 = і также корень начального урав­
нения.

Ответ: 3. 
О

Вопрос. Сколько корней имеет уравнение (х - 3) • х ^ = х2 - Зх?

1.9. ** Пример доказательства равносильности преобразова­
ний. Способ сведения уравнения вида

logЛ(x)/(x) = logЛ{x)g(x) (1)
к уравнению вида

Дх) = g(x) (2)
основан на том, что эти два уравнения равносильны на общей части их 
областей определения. Докажем это.

Обозначим через D пересечение областей определения уравнений (1) 
И (2).

I. Пусть аЕ Dn выполняется равенство logh(a)/(n) = log^gta). Тогда, в 
частности, числаf(a), g(a) определены, причём в силу монотонности лога­
рифмической функции из равенства их логарифмов следует равенство 
f(a) = g(a). Это означает, что число а является корнем уравнения (2).

II. Пусть b Е D и/(Ь) = g(b). По определению множества D выполня­
ются условия f(b) > 0, g(b) > 0, h(b) > 0 и h(b) ^ 1. Поэтому числа logft(6)/(&) 
и logh(b}g(b) определены и равны как логарифмы равных чисел по одному 
основанию, то есть
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logвд/(г>) = 106^5(6),
откуда следует, что число Ь является корнем уравнения (1).

Таким образом, из первой части доказательства следует, что каждый 
корень уравнения (1) из множества В является корнем уравнения (2), а из 
второй части — что каждый корень уравнения (2) из множества В явля­
ется корнем уравнения (1). Тем самым равносильность уравнений (1) и (2) 
на множестве В доказана.

Вопрос. Всегда ли уравнения Ь(хУ^ = к(х)^ иДх) = g(x) равносильны 
на общей части их областей определения?

■ Контрольные вопросы и задания

1. Перечислите основные свойства показательной функции.
2. Какие основные свойства логарифмической функции вам известны?
3. Как найти х, если ах = Ь, где а > О, Ь > 0, а ^ 1?
4. Как найти х, если logax = Ь, где а > 0, а ^ 1?
5. * Пусть /(а) = g(a). В каком случае отсюда следует равенство

1о£адЛа) = 1о8ад£<а)?
6. * Пусть 1о§Л(Ь)^(Ь) = 1о§Л(д)Дд). В каком случае отсюда следует равен­

ство g(b) = /(Ь)?

■ Задачи и упражнения

1. Решите уравнение:
а) 2х = 32; б)Зх = |; 

У
2. Решите уравнение:
а) 4х = 2; б) 25х =125;

3. Решите уравнение: 
а)^ = Лб;

в) 4х = 256; г)5х = -^;

в) 9х = 27; Г)8Х = ^;

б)^^ = 1000;

Лб Л 4 / 8 ’

д) 49х = |.

4. Решите уравнение:
а)2х=1+Ѵ2; б)2х = 1-Ѵ2; в)Зх = ЛД; ^з^^ЛД 

4 4
5. Решите уравнение:
а) 3х2-5х+7 = 27; б) 5х2+х”і = 25^5;

в) 4х+і + 4х = 1280; г) 2 • Зх+2 - 4 3х 1 = 300.
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6. Решите уравнение:
а) 252х+1 = 52"3х; б) 22х • З3х“2 = 12;
в) 2х • 32х"2 • 53х^ = 50; г) (х2 + х + Х)4^1 = 1.
7. Решите уравнение:
а) 4х + 22х+2 = 20; б) 22х + 2Х+1 = 8;

х-1
в)32х+1 + 5-Зх = 2; г)5х-4 = 5 2;
д) 2-3х-1-5 9х-2 = 81.
8.* Решите систему уравнений:

2X7^ = 112, 2r-3y = 54,
a)- 6)

2x-7z/ = 1; 2x + Зі/ = 11;

3^ 5^ = 135, 3х-7^ = 147,
в)- r)

Зх - 5і/ = 4; 7x + Зі/ = 13.
9.** Решите систему уравнений:

3^+ 52^ 1 = 134, 32х + 22У+3^113,
a)' 6)

3x + 5y = 8; 2-3x + 2y+1 = 22.

10 Решите уравнение:

a)log2x = 2; 6)log3x = -l; B)log5x = -;
1 r)log4x=--; д)^4х = 2.
Z 2

11. Решите уравнение:
a)log06x = 2; б) log4(3x - 1) = 1;
в) log2(x2 + 2х + 2) = 1; г) log5 х = 1 +V2.
12. Решите уравнение:
a) log2 (log5 х) = 0; б) log| х + 3 log3 х = 4;
в) log6_xx = 2; г) log2(2x - 3) + log2(x + 6) = 3;
д) log|x-21og5x-3 = 0.
13.* Решите уравнение:
а) 22х+1 - 5 6х + 3 9х = 0; б) 4х + 52х+1 = 6 10х.
14.* Решите уравнение:
а) 81 • 2х(х-4) = 4 ■ 32х; б) 25 • 4X<3~X) = 16 • 52х;
в) 27 • 5Х(Х“2) = 125 • 3х; г) 64 32х = 9 4Х<4-Х\
15.* Решите уравнение:
a) logj2+ log2v4 = log8l 16; б) log5x5 + log126x25 = logx5;
В) 10gfa4 + loggJ8 = log16l256; r) logj3+ log3x3 = log^Sl.
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16. Решите уравнение:

а) 1g 83x + 10 ’
1 2x^ + 3 1 Зх +1 л6)lg-3TH-+lg^r0;

В) •Sv^+telHl^.
2-х llx + 4

17,** Решите уравнение:
а) logx+4log3logx+3(x2 + 7х + 12) = 0;
б) logx+2]og2logx+3(llx2 + 46х + 48) = 0.
18.* Решите уравнение:
а) log3 (2х - 4) + log9(х + 2)2 = 1 + log3(х2 + 2х - 9);
б) log2(2x - 2) + log4(x + I)2 = 2 + log2(x2 + х - 3).
19. Решите уравнение:
а) logx(3x2 - 5х + 3) = 2; б) logx(x2 - 12) = 1;
в) logx(3x2-7х-15) = 2.
20.** Решите уравнение:
а) 10 • й^х-г^-з)2 _29.1о1оеЛ_2(2х-з) + ю 21о^~2(2х~3)2 = 0;

б) 6-91ое(х+1)(2х+3)-13-361ое(х+1)2(2х+3) + 6-41ое(х+1)(2х+3) = 0.
21.* Решите уравнение:
а) ^23 • ^х+54-^4(х + 5)2 • ^х+52 = 1;

б) log^(3-x)-log2x + log2(x-6)2 = 4.
22 .** Решите систему уравнений:

а)

б)

1 + log^x + jlog ^(x+i/) = log//10 + logy10 1og1018, 

1 = к^_х(29-2х-хг/);

log^(ll-i/) = 2 + 21ogx(l + i/), 
log™ У + log10 у • log 7 (x + y) = log10 3 - log10 x +1.

23 .* Решите уравнение:
а) ^2х+1 (5 + 8х - 4х2) + log5_2x(4x2 + 4х + 1) = 4;
б) 2logx+3(2х2 + Юх + 12) + |log2x+4(х2 + 6х + 9) = 5;

в) logx_2^x _ Ю - х2) + log5 х(х2 - 4х + 4) = 4;

г) 2 log2x+1 (3 + 5х - 2х2) + ^log3_x(4x2 + 4х + 1) = 5.

24.** Решите уравнение:
а) 5 • 491х 31 + 2 • 251х-31 = 11 • З51х 31;
б) 2 • 41х+21 + 3 ■ 91х+21 = 7 • б!х+21;
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в) 3 ■ 4ІХ-2І + 5 • 49ІХ‘2| = 16 • 14І*-2І; 
г) 7 • 16ІХ+3І + 3 • 9ІХ+3І = 22 • 12ІХ+3І.

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Какое из чисел является корнем уравнения log4(x - 2) =Ѵ2?
1)2 + 227^ 2)2-2272 3)2 + 2^ 4)2-2^
1.2. К какому из указанных уравнений сводится уравнение 9Х+1 + 4Х+2 =

1) г2 - 25г + 1 = 0 2) 9г2 - 25г + 1 = О
3) 9г2 - 25г + 16 = 0 4) г2 - 25г + 16 = О
1. 3. Какое из указанных чисел является корнем уравнения 1оМ = ^?

1)2^ 2)2^ 3)^2 4)^

1. 4. К какому из указанных уравнений сводится уравнение 
1о£3хЗ • log9xx = 1 при замене г = log3x?

1)2  і 2) 3 + 2г _ і
Ч1+г)(2+г) Ч1 + г)(2+г)

3)____ ?_____ = 1 4)____ 2____ = 1
Ч1 + г)(2г + 1) Ч1 + г)(2 + г)

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
д

2.1.* Какие числа из указанных удовлетворяют неравенству 5х < —у?

1)-1 2)0 3)1 + 1оёз5 4)—
1 + log5 3

2.2.* Какой из систем равносильно уравнение logx+1 (х2 — 1) = 3?

1) х2-1 = (х + 1)3, 
х + 1 > 0;

х2-1 = (х + 1)3,
Х + 1>0, 
х2-1 > 0, 
х + 1 ^ 1;

х + 1 = (х2 + 1) , 
2)х + 1>0,

х2-1 >0;

4)< (х2-1)3 = х + 1, 

х + 1 > 0.
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2.3. * При каких из указанных условий уравнение вида logx/(x) = О 
равносильно уравнениюДх) = 1?

1) когда уравнениеДх) = 1 имеет только корни, большие единицы
2) когда уравнениеДх) = 1 не имеет отрицательных корней
3) когда уравнениеДх) = 1 имеет только положительные корни
4) когда уравнениеДх) = 1 имеет только положительные корни, отлич­

ные от единицы
2.4. * Каким из перечисленных уравнений равносильно уравнение 

вида 1оеад/(х) = log4Wg(x)?
1) 1оёадЛх) - log„w£(x) = 0 2) logft(i)^ = 0

3) 2 • log^/fx) = 2 ■ log„(I)g(x) 4) log^/Cr) = log^Cx)

■ §2. ПОКАЗАТЕЛЬНЫЕ
И ЛОГАРИФМИЧЕСКИЕ НЕРАВЕНСТВА

2.1. Показательные неравенства, сводящиеся к простейшим. 
Напомним, что в зависимости от числа а показательная функцияДх) = ах 
ведёт себя по-разному.

При а > 1 функция а строго возрастает. Это означает, что из неравен­
ства х > у следует неравенство ах > ау, и обратно, из неравенства ах > ау 
следует неравенство х> у. Таким образом, при а > 1 неравенства ах > ау и 
х> у равносильны.

При 0 < а < 1 функция ах строго убывает. Это означает, что при таком 
значении а неравенство ах > ау равносильно неравенству х<у.

Различие в характере поведения показательной функции ах в зависи­
мости от числа а заставляет быть внимательным при решении простей­
ших неравенств вида ах >Ь,ах> Ь, ах <Ь, ах < Ь.

Пример 1. Решить неравенство 3х <-^.

Заметим, что = З-1. Поэтому неравенство
О

можно записать в виде 3х < З-1. Так как осно-
вание показательной функции у = 3х больше 1, 
неравенство 3х < З-1 равносильно неравенству 
х < -1. Решениями последнего неравенства явля­
ются все точки луча (—°°; -1).
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Этот ответ можно также получить с помощью графика функции у = 3х,

проведя прямую у = — и отметив все х, для которых точки графика лежат

ниже проведённой прямой (рис.1).
Пример 2. Решить неравенство 3х < 4х.
Так как 4х > 0 при любом х, данное неравенство равносильно неравен-

3х /Зі /ЗIству — < 1. Отсюда имеем — <1, — < - . Так как основание показа-
4 \4/ \4/ \4/

(3 \ тельной функции у = I — I меньше 1, неравенство равносильно

неравенству х > 0.
Ответ: [0; °°).
Этот же ответ можно получить и с помощью графика (рис. 2).

Пример 3. Решить неравенство + 1 < 0.

Данное неравенство равносильно неравенству

<-1. Так как значения показательной фун-

кции 1\
2/ только положительны, неравенство

< -1 неверно при любом X.

Ответ: множество решений пусто. Рис. 2

Пример 4. Решить неравенство (Ѵб-і) >2.
Заметим, что основание показательной функции у = (Ѵб -1)* больше 1, 

а 2 = (Ѵб-1) , где a = log^ г2. Поэтому данное неравенство равносильно 

неравенству х > ос, то есть х > log^42.
Ответ: (log^ ^; °°j‘
Вопрос. Как решить неравенство Iх < 2?
2.2. Логарифмические неравенства, сводящиеся к простей­

шим. В зависимости от числа а логарифмическая функция /(х) = logax 
ведёт себя по-разному.

При а > 1 функция logax строго возрастает, то есть неравенство 
log х > logaj/ равносильно неравенству х > у с учётом того, что х > 0, 
У>0.
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При 0 < а < 1 функция logаx строго убывает, то есть неравенство 
logax > logaz/ равносильно неравенству х<у с учётом того, что х > 0, у > 0.

Различие в характере поведения показательной функции logax в зави­
симости от числа а заставляет быть внимательным при решении простей­
ших неравенств вида logax > Ь, logax > Ь, logаx < Ь, logаx < Ь. Кроме этого 
следует также учитывать, что функция logax определена при х > 0.

Пример 5. Решить неравенство log3(2x - 1) > ^.

Пусть г = 2х - 1. Относительно переменной z получаем неравенство

log3 2 > — или log3 z > log3V3. Левая часть неравенства определена при г > 0,

а так как основание логарифмов больше 1, то при условии г > 0 неравенс­
тво log3z > log3V3 равносильно неравенству 2 >Ѵз, причём все полученные 
значения положительны. Подставляя г = 2х - 1, получаем:

1 + л/з2х - 1 > ѴЗ, откуда х > —.

Ответ:

Пример 6. Решить неравенство log х х + 2 > 0.
2

Левая часть неравенства определена при 
х > 0. Запишем данное неравенство в виде

logxx>-2 или log1x>log14. Так как основа- 
2 2 2

ние логарифмов меньше 1, в области опреде­

ления неравенство logt х > log1 4 равносильно 
2 2

неравенству х < 4. Выбирая х, входящие в область определения, получаем 
0 < х < 4.

Ответ: (0; 4].
Этот же ответ можно получить и с помощью графика (рис. 3).
Вопрос. Как решить неравенство log2x2 > 2?
2.3. Замена переменных. Один из способов решения логарифмичес­

ких и показательных неравенств связан с составлением алгебраического 
неравенства относительно новой неизвестной вида logax или ах.

Пример 7. Решить неравенство 1 1
log24x log42x
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§ 2. Показательные и логарифмические неравенства

Левая часть неравенства определена при х > 0,4х ^ 1, правая часть — при 
х > 0, 2х ^ 1. Пересечение областей определения левой и правой части нера­
венства называют областью определения неравенства. Областью опреде­

ления данного неравенства является множество

Обозначим log2x через г и выразим все логарифмы в исходном нера­
венстве через логарифмы по основанию 2:

log2 4х = log2 4 + log2 х = 2 + 2,

1°г<2і = ^ = ^1<)8!2+1<)гг^ = 2(1+21'

„ 1 Ч 2 2 1Относительно 2 получаем неравенство -—>----- , или  ---------—<0,
і 4“ 2 14" 2 4" 2

4 + 22-1-2 2 + 3
(1 + 2)(2 + 2)-У’ (2 + 1)(2 + 2)-

Методом интервалов (рис. 4) находим решения этого неравенства: 2 < -3, 
-2 < 2 < -1. Подставляя 2 = log2 х, получаем логарифмические неравенства.

I. log2 х < -3, log2 х < log2 X откуда с учётом области определения 0 < х < X.
2 8 8

II. -2 < log9x < -1, log X < ^9х < log9X откуда 4 < х < X причём все 
2 4 2

такие х входят в область определения.

Ответ:

9-27х+1
Пример 8. Решить неравенство —- ^ 4.

2 ■ ( — < + о

Обозначим 7х через 2. Так как 7Х+1 = 7х • 7 = 72, 72х = (7х)2 = 22, отно- 
9-142 л 9-14г

сительно 2 получаем неравенство —7^3 или —72 + 3

822^282 + 1^9 + 142 > 0 822-142 + 3>0 
222-72 + 3 ” ’ 222-72 + 3 " *
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■ Глава 14. Показательные и логарифмические уравнения и неравенства

Решим вспомогательные уравнения: 
8г2-142 + 3 = 0,

_ 7 + 749^3 _ 7 + 5 _3 7 _7-5_1 
8 "8 ”2’ 2" 8 "4’

2г2-7г + 3 = 0,
, _ 7-^49^24 _ 7-5 _1 , _7+5_ч

4 "4 “г’*4" 4

После этого неравенство можно представить в виде

Рис. 5

Методом интервалов (рис.5) находим решения этого неравенства:
1
2

3 z<±
2’ 4'

Подставляя г = 7х, получаем показательные неравенства.
I. 7х < ^ откуда х < log7y.

13 13II. - < 7х < -, откуда log7- < х < log7-.

III. 7х > 3, откуда x > log73.

Ответ: ; loM.
Вопрос. Какие решения имеет неравенство (V2-1) >^2+1?

2.4. Решение неравенств приведением к неравенству между 
логарифмами с одним основанием. Один из способов решения нестро­
гих логарифмических неравенств связан с приведением неравенства к 
виду Іог^/СО > 10ёвдя(х).

Далее следует рассмотреть два случая:
а) при Л(х) > 1 получается неравенствоДх) > g(x);
б) при 0 < Л(х) < 1 получается неравенствоДх) < g(x). Учитывая в каждом 

из случаев области определения частей неравенства, приходим к ответу.
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§ 2. Показательные и логарифмические неравенства ■

Пример 9. Решить неравенство 1о£х2 < 1.
Левая часть неравенства определена при х > 0 и х ^ 1.
В области определения неравенство можно записать в виде 1о£х2 < 1о£хх. 

Далее рассмотрим два случая.
I. Пусть х > 1. Тогда неравенство 1о£х 2 < 1о£хх равносильно неравенству 

2 < х. Все такие х удовлетворяют условию х > 1 и входят в область опреде­
ления исходного неравенства, а поэтому являются его решениями.

II. Пусть 0 < х < 1. Тогда из неравенства 1о£х2 < 1о£хх следует неравен­
ство 2 > х. Выбирая х, удовлетворяющие условиям 0 < х < 1 и входящие в 
область определения, получаем 0 < х < 1.

Рассмотрев два случая, объединяем найденные множества решений.
Ответ: (0; 1) и [2; °°).
Для решения логарифмического неравенства вида 1о£й(х) / (х) > 1о£Л(х) g(x) 

также следует рассмотреть два случая:
а) при Л(х) > 1 получается неравенство /(х) > £(х);
б) при 0 < Л(х) < 1 получается неравенство /(х) < £(х).
Пример 10. Решить неравенство ІО£ г./Зх-і) < І0£х21Х2.
Область определения частей неравенства задаётся условиями: 

х2 - 1 > 0, х2 - 1 ^ 1, Зх - 1 > 0, х2 > 0. Решая каждое из этих неравенств 
и выбирая х, удовлетворяющие всем условиям, получаем множество 
(1; Ѵг)и(Ѵ2; о=).

Далее рассмотрим два случая.
I. Пусть х2 - 1 > 1, или, с учётом области определения, х >^2. Тогда из 

начального неравенства следует неравенство Зх - 1 < х2, или х2 - Зх + 1 > 0. 
„ з-Ѵб з+ѴбРешая это квадратное неравенство, получим х<—^—, или *>—^—•

Выбирая х, удовлетворяющие условию х >у2, находим х >

II. Пусть 0 < х2 - 1 < 1 или, с учётом области определения, 1 < х < Ѵ2. Тогда 
из начального неравенства следует неравенство Зх - 1 > х2, или х2 - Зх + 1 < 0. 
Решения этого неравенства —< х < —^—. Выбирая х, удовлетворяю- 

щие условиям 1 < х <^2, находим 1 < х <Ѵ2.
Рассмотрев два случая, объединяем найденные множества решений.
Ответ: (1; Ѵ2)и[ ^^-; 00

Вопрос. Какова область определения неравенства 1о£х+3х2 <1?
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■ Глава 14. Показательные и логарифмические уравнения и неравенства

2.5. ** Сокращённый способ решения неравенства вида 
'°9й(х)/М > І°9Л(Х)9 (*)■ В предыдущем пункте мы рассмотрели один из 
способов решения неравенств вида

10§ЙМЛХ) > 10ёймг(х).
В данном пункте разберём ещё один способ решения.
Для этого проанализируем, к чему приводит перебор случаев Л(х) > 1 и 

0<Л(х)<1.
В первом случае, когда Л(х) > 1, мы заменяем исходное неравенство 

на неравенство/(х) > ^(х) и находим х, удовлетворяющие одновременно 
двум неравенствам Л(х) > 1 и /(х) > ^х). Эти два неравенства можно 
заменить на неравенства Л(х) - 1 > 0 и/(х) - ^(х) > 0. Все х, одновременно 
удовлетворяющие этим неравенствам, являются решениями неравен­
ства

(ад-і)(Лх)-£(х))>о.
Во втором случае, когда 0 < Л(х) < 1, мы заменяем исходное неравенство 

на неравенство /(х) < ^(х) и находим х, удовлетворяющие двум неравен­
ствам Л(х) - 1 < 0,/(х) - ^(х) < 0. Все х, удовлетворяющие этим неравен­
ствам, также являются решениями неравенства

(Л(х) - І^Сх) - ^(х)) > 0.
В результате приходим к тому, что все решения исходного неравенства 

удовлетворяют одному неравенству
(Л(х)- 1)(Дх)-^(х))>0.

С другой стороны, если число х является решением последнего нера­
венства и входит в область определения исходного неравенства, то либо 
Л(х0) - 1 > 0 и/(х0) - £(х0) > 0, либо Л(х0) - 1 < 0 и/(х0) - ^(х0) < 0. Как в 
первом, так и во втором случае число х0 является решением исходного 
неравенства. Таким образом,

в области определения исходного неравенства неравенство 
^ьы/^Ыоек^*)

равносильно неравенству (Я (х) -1) (/ (х) - ^ (х)) > О.

Пример 11. Решить неравенство 1о§ , .
Х + 4

1 X х2
2 4 2

Запишем неравенство в виде
108 2 ^|+4+^Ѵ108 2 1Р

*+412 4 2 / *+4\4 \ / 4

На основании установленного в этом пункте свойства получаем, что 
данное неравенство равносильно системе неравенств
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§ 2. Показательные и логарифмические неравенства

Первое из неравенств системы выполняется при всех х, второе нера­
венство выполнятся при всех х, являющихся решениями четвёртого 
неравенства системы, третье неравенство системы равносильно условию 
х ^ -1. С учётом этого условия будем решать неравенство

X2 X 1
2 4 4 >0,

или

Рис. 6

Методом интервалов (рис. 6) находим решения этого неравенства.

Ответ: \ - — ; -— —; 1V 2 2) 2 )

Вопрос. Какие решения имеет неравенство log , | —+ —+ — |<1? ^2+^2 4 2 J
2.6. * Решение неравенств приведением к неравенству степеней 

с одним основанием. Один из способов решения неравенств, содержа­
щих неизвестное в основаниях и показателях степеней, связан с приведе­
нием неравенства к виду
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■ Глава 14. Показательные и логарифмические уравнения и неравенства

Щх)™ > Щх)^
или к виду

И{х^ > ЩхУ^.
Получив такое представление, можно поочередно рассмотреть слу­

чаи:
к(х) > 1; Л(х) = 1; 0 < Л(х) < 1.

Пример 12. Решить неравенство >2
“2х2 + 1‘

Область определения неравенства задаётся условием х2 + ^>0, которое 
выполняется при всех х.

2 1/1Заметим, что —^—- = —г-ы2 + Н • Поэтому неравенство можно 
। /у* 2 I 2_ ' /

представить в виде

Далее рассмотрим три случая.

I. Пусть х2 + 4 - 1, или х2 = х, = 4=> х9 = —При каждом из этих 
2 2 Ѵ2

значений х левая и правая часть неравенства равна 1, а поэтому неравенс­
тво выполняется. Следовательно, найденные значения — решения исход­
ного неравенства.

II. Пусть X2 + ^ > 1, или хе 1_
/2

-т=; оо |. В этом случае основа- 
/2 )

ние х2 + показательной функции больше 1, а поэтому из данного нера- 

венства следует, что Зх2 - Юх + 2 > -1, или Зх2 - Юх + 3 > 0. Решая это 
квадратное? неравенство, получаем х<|, или х > 3. Выбирая х, удовлетво-

ряющие условию х2 + |> 1, находим ещё часть решений исходного нера-

венства: 1
I 7

III. Пусть х2 + |<1, или хе 1 1-4= ). В этом случае основание х2 + ^

показательной функции меньше 1, а поэтому из данного неравенства сле­
дует неравенство Зх2 - Юх + 2 < -1, или Зх2 - Юх + 3 < 0. Его решения
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§ 2. Показательные и логарифмические неравенства ■

— < х < 3. Выбирая х из промежутка | —і=; -1= |, находим ещё часть реше-
3 V2 V2

ний исходного неравенства: 1 1

Рассмотрев все три случая, объединяем найденные множества реше­
ний.

Ответ'. 1 1

Вопрос. Как проверить, что х = 0 не является решением неравенства, 
рассмотренного в примере?

Контрольные вопросы и задания ■

1. При каких значениях основания а функция у = ах монотонно воз­
растает, а при каких — монотонно убывает?

2. При каких значениях основания а функция у = logax монотонно 
возрастает, а при каких — монотонно убывает?

3. В каком случае неравенство а^ > а8^ равносильно неравенству 
/(х) > g(x)?

4. В каком случае неравенство а^ > а^ равносильно неравенству 
/(х) < g(x)?

5. В каком случае неравенство loga/(x) > logag(x) равносильно нера­
венствам /(х) > g(x) > О?

6. В каком случае неравенство loga/(x) > logag(x) равносильно нера­
венствам 0 </(х) < g(x)?

7. ** В чём состоит сокращённый способ решения неравенства вида 
4,/W>4W^)?

8. ** В чём состоит один из способов решения неравенств, содержащих 
неизвестное в основаниях и показателях степеней?

Задачи и упражнения ■
1. Решите неравенство:
а) 2х >4; б)Зх<|; в) 4х <2; г)52х>125; д)2х>1.

2. Решите неравенство:

а)4х>64; б)2ѵ+^2<^; в) Т^’2 < 1; г) 1 •
\2/ \8/ “64

3. Решите неравенство:
а) 5х - 53-х < 20; б) Ѵв^ > 4^; в) 25^ +16 < 10 5^.

413



■ Глава 14. Показательные и логарифмические уравнения и неравенства

4. Решите неравенство: 
а)1о23х<2; б)1о2іХ<1; в)* 1о2х18 > 1о2х13.

з

5. Решите неравенство:

) 5^-1 ’ 6*3'+5'3'гі-Г 42/ 27,

г)1о25(х-4)>2; д)1о2і(1-3х)>-1.
7

6. * Решите неравенство:

а) (2Х+1 - Зх+1) Т^^^Г + іТз2^ > 0;

б) (5х-2Х+1)Ѵб^б^^Чб^2^2 > 0;

в) (2Х+1 -5Х+1) Ѵ^^М^+ІФ^ > 0 ;

г) (3х-2х)Ѵз^З^^ЧЗ^2^ > 0.

7. * Решите неравенство:

а)10^бь>1; ^та^
в’к^1»1; ^В^-1-
8. ** Решите неравенство:
а) ^^(х + ЗО)2 <(102^(2-Ѵз))4о£(2 ^((х + 20)(х2-2х-8));

б) ІО22 ^ ((х -11)(х2 - 4х - б)) > (1о£2_^ (Ѵ2 -1)) • 1о2^4 (х -11)2.

9. * Решите неравенство:
а) 1 , х> ^2(х + 3) .

1о22(х2-х + 1) 1о22(х2-х + 1)

б)____ 1____ +1 > 1ое3^ .
10ёз(*2-|) 1оё3(^2-|)

1 ^^^Ьёг^2-^-!) ,
І022(х-1) “ 1о22(х-1)

1 ! і< 1о23(х2-4х + б)
І023(х + 3) " 1о23(х + 3)
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§ 2. Показательные и логарифмические неравенства ■

10. Решите неравенство:
а) log2(4x4 + Зx2 + 6) + log1 (х2 + 1) > log2(Зx2 + 6);

2

б) log3(2x4 + Зx2 + 8) + log1 (x2 + 2)>log3(x2 + 4);
з

в) log5(3x4 + х2 + 6) + log](2х2 + б) > log5(x2 + l) .
5

11.* Решите неравенство:

15.* Решите неравенство:

а) к^Лі + ^ + к^І + ^Ьі; 
\ х/ 4/

12.** Решите неравенство:

бИоёДг+^+іоёз^-^йі.
3 \ о / \ X /

Л 2 2Ѵ 4 3а) х + 1 > 9 ,
\ 3/ Зх2 + 2

13.* Решите неравенство:

ч\*2-2х-2 1б)(х2 + х + 1) >—5—51—т.
X +Х + 1

а)-----------Л-------- п й 0;
(x + l)log3(x2 + x + ^j

14.* Решите неравенство:

б)------------^----------- , > 0.
(х + 1)^5 х2-бх + у

3 52^-2 5Х+1 + 3

ч_13^^_<р 
2-32х-3А+2 + 9 - '

22х-з-2х+1+б " ’

а) logx 2(9х - 16 - х2) > 2;

в) ^х1(3х2-х- 1)< 2.

б) log 2 . 2х2-^ <1;7 “х^+х+ц 2/

16.* Решите неравенство:

a)log /-(x2-6x + 4) + log г |>0;
&ЗѴ2 7 ЬХІ

3^2 V 2 2 ;_

б) log2^(x2 + 2x-5) + log г (2х2-6х + 3) < 0;
2^6

в) log5^(x2-4x + l) + log г (2 + 5х-х2)<0«
5^2

17,** Решите неравенство:
а) |х -1127^ < |х - 1Г+1; б) Іх + ІІ27^ < |х + 1Р Л‘.
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■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Какое из множеств является множеством всех решений неравен­

ства 0,5х2-х-2 < 1?
1)(-1;2) 2)(-оо;0)и(2;оо) 3) (—;-1) и (2;-) 4)(0;2)
1.2. Какое из указанных множеств является множеством всех реше­

ний неравенства log2x2 >1?
1)[V2;~) 2)(0;^]
3)[-Ѵ2;0)и(0;Ѵ2] 4)(-~;-^2] и [^; ~)
1.З. * Какое из указанных множеств является множеством всех реше­

ний неравенстваlogx3<2?
1)[^;~) 2)(0;1)иМз;~) 3)(1;Ѵз] 4)(0; 1)и(1;7з]

1.4. Какое из указанных множеств является множеством всех реше­
ний неравенства log т (1 - Зх) > -1 ?

1) 2)[4:^ 3) 4) -3; I

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.

2.1. Какие числа из указанных удовлетворяют неравенству >3?
1)2-Ѵб 2) 2+^5 3)3 4)4
2.2. * Каким из перечисленных неравенств равносильно неравенство 

вида logx 10 > logx 100?

1)^_>^_ 2)lgx<21gx 3)_1_<о 4)lgx<0
Igx Igx IgX

2.3. ** Каким из перечисленных неравенств равносильно неравенство 
вида logA(x)/(x) > logA(x)g(x) при условии, что/(х) > 0, g(x) > 0 и h(x) > 0?

1) loWM - 1о8ш/« >0 2) log4(x)^ > 0

3) (h(x) - 1) ■ (/ЇХ) - g(x)) >0 4) h(x^ > h{x)^
2.4. Какие из указанных множеств состоят из чисел, являющихся 

решениями неравенства log х х < 1?
з
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§ 3. Смешанные задачи ■

§3. СМЕШАННЫЕ ЗАДАЧИ ■

3.1. ** Пример уравнения, содержащего логарифмы и тригоно­
метрические функции. В материалах экзаменационных испытаний 
иногда предлагают уравнения и неравенства, в которых встречаются не 
только логарифмы и степени, но и другие функции. При решении таких 
задач приходится применять приёмы решения иррациональных, триго­
нометрических и других уравнений и неравенств.

Пример 1. Решить уравнение logsin2x(cos2x - cos4x) = 0.
Область определения левой части уравнения задаётся условиями: 

sin2x > 0, sin2x ^ 1, cos2x - cos4x > 0.
Так как 0 = logsin2xl, уравнение можно записать в виде 

lo^sin2x(COs2x “ COS4X) = 10gsin2x 1.
Поэтому в области определения оно равносильно уравнению cos2x - 

- cos4x = 1. Решим последнее уравнение:
cos 2х = 1 + cos 4х, cos 2х = 2 cos2 2х,

2 cos2 2х - cos 2х = 0, 2 cos 2x(cos 2х - ^) = 0.

Получаем два случая.

I. cos2x = 0, 2х = ^ + лк, где к е Z. Выберем из последних значений те, 

которые входят в область определения. Если к чётно, то есть к = 2т (т е Z),
то sin2x = sin — + 2лт 1 = 1. Следовательно, значения х, при которых

^Х~ 2 + 2лт’ не входят в область определения.
Если к нечётно, то есть к = 2т + 1(тЕ Z),to sin2x = sin^^ + л + 2лт\ = -1.

Следовательно, значения х, при которых 2х = ^ + 2лт + л, также не вхо­
дят в область определения.

1 тсII. соэ2х = —, 2х = ±— + 2лк, где к є Z. Выберем из этих значе-

ний те, которые входят в область определения. Если 2х = ^ + 2лк, то

sin 2х = sin
/о ТС. Следовательно, значения х = — + л/с, где к е Z, 
2 о

являются решениями заданного уравнения.

Если 2х = -^ + 2лк, то sin 2х = sin --^ + 2л/ 
о \ 3

— < 0 . Отсюда следует, 
2

что значения х, при которых 2х = ~ + 2^, не входят в область определения.
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Ответ: х = 5 + пк, кЕ Z. 
о

Вопрос. Почему в этом примере для корней уравнений cos2x = 0 и 
cos 2х = ^ условие cos 2х - cos 4х > О проверять не обязательно?

3.2. ** Пример неравенства, содержащего логарифмы и триго­
нометрические функции. В этом пункте разберём следующую задачу.

Пример 2. Решить неравенство
ЬеыЬ’-^^4^ |СО31|'

Область определения неравенства задаётся условиями: |cosx| > О, 
|cosx| ^ 1, х2 - 8х + 64 > 0.

о
Далее, так как ------■=----- г = 21og|cosx|7 = log|cosx|49, неравенство можно

logy |cosx|
записать в виде log|cosx|(x2 - 8х + 64) > log|cosx| 49.

В области определения |cos х| < 1. Поэтому х2 - 8х + 64 < 49 или х2 - 8х + 
+ 15 < 0. Решая это неравенство, получим 3 < х < 5. После этого остаётся 
исключить те значения х, которые не входят в область определения.

Неравенство х2 - 8х + 64 > 0 выполняется при всех х.
Уравнение |cosх| = 0 имеет корни ^ -1 + пк, где кЕ Z. Из них в интервал 

. 7Г Зл(3; 5) входит только х = л + — = —.

Уравнение |cosx| = 1 имеет корни х = пк, где к е Z. Из них в интервал 
(3; 5) входит только х = л.

Ответ: (3;л)и[л; 5

Вопрос. Совпадают ли области определения левой и правой частей 
рассмотренного неравенства?

3.3. * Пример неравенства, содержащего логарифмы и ради­
калы. В этом пункте разберём следующую задачу.

Пример 3. Решить неравенство logx+3 (Ѵх + 4 + 2) < 1.
Область определения левой части неравенства задаётся условиями 

х + 3>0, х + 3^1,х + 4>0и 7х + 4 + 2 > 0. Область определения имеет вид 
(-3;-2)и(-2;оо).

Далее рассмотрим два случая.
I. Пусть 0<х + 3<1,то есть х е (-3; -2). Тогда из исходного неравенства 

следует неравенство Тх + 4+2>х + 3, или Тх + 4>х + 1. Заметим, что при
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х е (-3; -2) выражение х + 1 отрицательно, поэтому все такие х являются 
решениями неравенства Ѵх+4>х+1 и решениями исходного неравенс-
тва.

II. Пусть х + 3 > 1, то есть х е (-2; ©о). Тогда из исходного неравенства 
следует неравенство Ѵх + 4 + 2 < х + 3, или Ѵх + 4 < х +1. Для решений этого 
неравенства должно выполняться условие х + 1 > О, или х > -1. Тогда, 
возводя обе части в квадрат, получаем х + 4<х2 + 2х + 1,х2 + х- 3>0. Реше-

-І-х/13ниями этого квадратного неравенства являются х <---- -1+Ѵ13
2

_ 1 _і_ Q
Выбирая из них х > -1, получаем х >----- -— — ещё часть решений исход-

2
ного неравенства.

Ответ: (-3; -2)и -і+Ѵіз.
2

Вопрос. Какие решения имеет неравенство 
logx+3(Vx + 4+2)<0?

3.4. ** Пример уравнения сложной структуры. В этом пункте раз­
берём следующую задачу.

Пример 4. Решить уравнение 1g (arcsin (cos 10х)) = х.
Уравнение определено при условии arcsin (cos 10х) > 0. Далее, так как 

х = 1g 10х, уравнение равносильно уравнению arcsin (cos 10х) = 10х.
Отсюда следует, что cos 10х = sin 10х, однако при этом могут появиться 

посторонние корни. Условием для проверки корней являются неравен-
ТС ч ТСства —- < 10х < —2 2

соответствующие тем значениям, которые может при­

нимать арксинус.
Корни уравнения cos 10х = 0 не могут удовлетворять уравнению 

cos 10х = sin 10х, так как синус и косинус не обращаются одновременно 
в 0. Поэтому последнее уравнение равносильно уравнению tglOx = 1.
Отсюда 10х = — + лА, где А е Z. Учитывая, что 10х >0и 10х < —, приходим

к единственно возможному значению А = 0. Тогда 10х = ^, х = lg^.
4 4

Ответ: 4
Вопрос. По каким причинам уравнения агсзіп/(х) = ^(х) и/(х) = зіп^(х) 

могут не быть равносильными?
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3.5. ** Пример уравнения с параметром. Разберём задачу с пара­
метром.

Пример 5. При каждом значении параметра а решить уравнение 
log, 2)х log, 2)а 

а {а) +х (х) =а.
Уравнение определено при значениях параметра а > 0 и а ^ 1. Отсюда сле­

дует, что при а < 0 и при а = 1 данное уравнение решений не имеет.
Пусть а > 0 и а ^ 1. Область определения уравнения х > 0, х ^ 1. 

гг™^™™™ ~ 1°£а х 1Преобразуем данное уравнение. Так как log 2х =——- 9 = — log х, 
log х 1 1 ° log«a 2 °

то а°е^Х = (а1оёаХ)2 = х2 =Jx. Аналогично приходим к равенству 
х ^2' = 4а. Следовательно, в области определения данное уравнение 
равносильно уравнению 4х + 4а = а, или 4х =а-4а. Последнее уравне­
ние имеет корень при условии а-4а >0, и корнем является х = (а-4а). 
Решая неравенство а-4а > 0, получаем а = 0 и а > 1. Но рассматриваются 
только значения а > 0 и а ^ 1, поэтому а > 1.

Найденное при а> 1 значение х = (а-4а) является корнем исходного 
уравнения при условии, что х > 0 и х / 1. При а > 1 условие х > 0 выполня­
ется автоматически. При выполнении условия а > 1 уравнение (а-4а) = 1 

равносильно уравнению а-\!а=1. Отсюда yja =—^—, а = —так как 

< 0.
2
Ответ: при а > 1 и а * ~2~ УРавнение имеет единственный корень 

х = (а-4а) ; при оставшихся значениях а уравнение корней не имеет.
Вопрос. При каких значениях параметра а уравнение а1о^2Х = а не 

имеет корней?

■ Контрольные вопросы и задания
1 .* Какими условиями задаётся область определения выражения

2 .* Какими условиями задаётся область определения выражения 
агсвіп /(х)?

3 .* Какими условиями задаётся область определения выражения 
іог^х)?

4 .* Какими условиями задаётся область определения выражения 
Дхум?
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Задачи и упражнения ■

1 .* Решите неравенство:

а) 1°ёы,„|^2-14-»- + 73) 2 
log5|sinx|

бИ^^-Тх+ІіЬ^^^ 

в)1°£|еО^2-5х + 29)>^Д^ 

2.** Решите неравенство:

а) 'о^х+г^ + З +1) -1; б) loSs-x (Ѵб-х + 2) < 1;

в) l°g2-xU|-*+|W-

3.* Решите уравнение:
а) 3.2logx(3x-2) + 2.310^(Зх-2) _ 5 610gxV^Z5 = 0 .

б) 2'7log2x^2-1^ -Э-М10^^2-1^?^10^*2-1) - 0.
4.* Решите уравнение:
a) logx(cos2x - cos4x) = 0; б) logsinx(l + cos2x + cos4x) = 0;
в) logx(3 + 2 cos 2x + 2 cos 4x) = 0.
5 .** Решите неравенство:

) |log44x2|-l " |log24x|-2 ’ ) |log42x|-l > |lOg2 V^|-l

6 .** Числа log7(6 - 2х), log49(3 • 2X+2 - 4х - 22) и log7(3 - 2х) являются 
последовательными членами некоторой арифметической прогрессии. 
Найдите х.

7 .* Решите уравнение:
~ 9-14cosx 5-6sinxa)logCOSx----- g------ = 2; 6)logsinI------- -----= 2;

в) log 7-10cosx_2
' &COSX g

8 .** Определите, при каких значениях параметра а среди решений 
неравенства

^^^Ц^-^ібі-х)^^^^
I х-146 I (151-х)

содержится единственное целое число.
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9 .** При каждом значении а укажите, для каких х выполняется нера­
венство:

а) logo х(х-4) + log8----- > а;х-4
б) log2(x-l)(x-3) + log2^ <а;

в) log2(x + l)(x-3) + log2^j > а.

10 .** Найдите, при каких значениях параметра а все решения нера­
венства logx(5x2 - 8х + 3) > 2 являются одновременно решениями нера­
венства х2 - 2х - п4 + 1 > 0.

11 .** При каждом значении параметра а решите уравнение:
a)logx+1(x2-ax) = l; б) log^Jx + а) = |;

в) logx+a(х - 2) = 2; г) logx_2 (х2 - ах + За - 9) = 1.
Укажите те значения параметра а, при которых уравнение имеет 

единственное решение.
12 .** Найдите значения параметра а, при которых уравнение имеет 

единственное решение:
a) log2(Va + 2 -x) + log1 (x-a-l) = log49;

2

б) log3(Va + 4 - x) + log1 (x-a-l) = log94;
3

в) log5(Va + 3-x) + log1(x-a-2) = log^2.
5

13.* Решите неравенство:
a) log^+1 (2x + 7 + Vx + 4) + log^ (x + 6 + 2л/х + 4) < 0;

6) logg ^(3x + 5 + Ѵх + З) + log2+^ (2x + 3 + 2a/x + 3) > 0:

в) log3+^(3x + 2-2Vx + 2) + log3_^(2x + l-Vx + 2)<0.

■ Тесты
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Какое число является корнем уравнения log 2 sin х = 0?
1)0 2)^ 3)^ 4)л

1.2. Каким условием задаётся область определения выражения 
arccos /(х)?
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1)-1 </(*)< 1
3)-1</(х)<1

2)0</(х)<я
4) 0 </(х) < я

1.3. Пусть а>0, а^1,х>0, х^І. Какому из указанных выражений 

равно выражение а [а 1 ?

2)Ѵ? 3)^ 4)Ѵ?

1.4. Каким набором условий задаётся область определения выраже­
ния ----- 1__— ?

Ч(х)^(х)

1)/(х)>0,£(х)>0
2)/(х)>0,£(х)>0,/(х)*1
3)/(х)>0,£(х)>0,£(х)*1
4)/(х) > 0, £(х) > 0,/(х) * 1, ^(х) * 1

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Каким из указанных выражений равно значение выражения 

4^569
1)610^4 2)(21ое’6)2 3)(б10§52)2 4) 510^46

2.2. При каких значениях х из указанных выполняется равенство 
агссоз(созх) = х?

1 \ -ѵ 71 л\ Я о\ 2я \ 4я1)х = —— 2)х = — о)х = —— 4) х = ——7 3 7 3 7 3 7 3
2.З. * Какие множества являются подмножествами множества всех

решений неравенства 1о£8((х-4)х) + 1о£8 ——

1)(-оо;-2] 2) [-2; 4] 3) [4;-) 4) (4;-)
2.4. ** Какие из перечисленных систем равносильны уравнению 

^8Іп2^СО82Х ~ соз4х) = О?
соз2х-соз4х = 1,

1) 4 эіп2х > О,
эіп 2х < 1.

соз2х-соз4х = 1, 
зіп2х(1-зіп2х) > 0.

соз2х-соз4х = 1,
3) зіп2х > 0, 4)

соз2х ^0.

соз2х-соз4х= 1, 
эіп2х > 0.
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■ Мини-исследования к главе

Мини-исследование 37

В пункте 2.5 рассмотрен сокращённый способ решения неравенства 
1°£/і(х) ^ ^ > 10ёй(1) £(*) и показано, что в области определения исходного 
неравенства оно равносильно неравенству (Л(х) - 1)(/ (х) - ^(х)) > 0.

Найдите сокращённый способ решения нестрогого неравенства вида 
^ы/М^^лы^х).
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Глава 15
КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА

В этой главе вводятся комплексные числа, определяются арифметические 
операции над ними, рассматривается изображение комплексных чисел точка­
ми координатной плоскости.

§ 1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ ■ 
И АРИФМЕТИЧЕСКИХ ОПЕРАЦИЙ НАД НИМИ

1.1. Множество комплексных чисел. Изучая квадратные уравне­
ния, мы несколько раз отмечали, что действительных квадратных кор­
ней из отрицательного числа не существует. Другими словами, уравнение 
х2 = Ь при Ь < 0 не имеет решений среди действительных чисел. Однако 
если рассматривать более широкое множество — множество комплекс­
ных чисел, то указанное уравнение будет иметь решение.

Множество комплексных чисел получается расширением множества 
действительных чисел.

Сначала к действительным числам добавим новое число, которое назы­
вают мнимой единицей и обозначают буквой і.

Определим произведение числа і на число і так, чтобы выполнялось 
равенство і ■ і = -1.

Сокращённо это равенство можно записать в виде і2 = — 1.
Затем добавим числа вида 2і, (-5)і, Ѵ2~і и так далее, то есть всевозмож­

ные произведения действительных чисел на мнимую единицу, которые 
назовём мнимыми числами. Будем по определению считать, что мнимое 
число Ьі, где Ь — действительное число, равно произведению действи­
тельного числа Ь на мнимую единицу, то есть Ьі-Ь ■ Ї

При этом также по определению полагаем, что 0 і = 0, 1 ■ і = і.
Наконец, определим числа вида 1 + Зі, (-2) + 7і, 5 + (-4)і, 0 + 2і, 

(-1) + Оі, 0 + Оі и так далее, которые назовём комплексными числами. Будем 
по определению считать, что комплексное число а + Ы, где а и Ь действи­
тельные числа, равно сумме действительного числа а и мнимого числа Ы.

Для удобства при записи комплексного числа а + Ыс отрицательным а 
или отрицательным Ь скобки опускают. Например, вместо (-5) + (-б)і 
можно написать -5 -6і.

При записи комплексного числа г в виде а + Ы, где а, Ъ е R, число а 
называют действительной частью 2, число Ь называют мнимой частью г.

Множество всех комплексных чисел обозначается буквой С.
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Комплексное число г вида а + Оі, где а е R, отождествляют с действи­
тельным числом а.

Два комплексных числа а1 + Ь^і и а2 + Ь2і равны тогда и только тогда, 
когда одновременно аг = а2иЪг = Ъ2.

Вопрос. Какое действительное число равно произведению мнимой еди­
ницы и некоторого действительного числа?

1.2. Сумма комплексных чисел. Арифметические операции над 
комплексными числами определяются так, чтобы сохранялись правила, 
которым подчиняются основные арифметические операции над действи­
тельными числами.

Сумму комплексных чисел определим так, чтобы можно было выпол­
нять следующие тождественные преобразования:

(а1 + Ь^) + (а2 + Ь2і) = (а1 + а2) + (Ь^ + Ь2і) =
= (п1 + п2) + (Ъ1- і + Ъ2 - ї) = (а^ + п2) + (Ьг + Ь2)і.

Окончательный результат принимают за определение суммы комплекс­
ных чисел.

Суммой комплексных чисел а^ + Ъхі и а2 + Ъ2і называется число 
(а1 + Ьр + (а2 + Ь2)і.

Вопрос. Чему равна сумма чисел 2 - Зі и Зі - 2?
1.3. Произведение комплексных чисел. Произведение комплекс­

ных чисел определим так, чтобы можно было выполнять следующие тож­
дественные преобразования:

(аг + Ь^і) • (а2 + Ь2і) = а1 • (а2 + Ь2і) + Ьхі ■ (п2 + Ъ2І) =
= аг - а2 + а^ (Ь2і) + (Ьр) • а2 + (Ь^) • (Ь2і) =

= а1- а2 + (а1 ■ Ь2)- і + (^ ■ а2)- і + (Ьг • Ъ^ • (і)2 =
= аг- а2 + (Ьг • Ь2) • (- 1) + (п1 ■ Ь2 + Ьг - Ь2) ■ і =

=(а1 ■ а2-Ьх - Ь2) + (п1 ■ Ь2 + Ьг- а2) і.
Окончательный результат принимают за определение произведения 

комплексных чисел.
Произведением комплексных чисел аг + Ъгі и а2 + Ь2і называется 

число {а^-Ъ^Ъ^ + (а1Ь2 + Ъ^а^і.
Вопрос. Чему равно произведение чисел 3 + 4і и 3 - 4і?
1.4. Число О. Во множестве С комплексных чисел число 0 = 0 + 0 • і 

имеет такие же свойства, как и число 0 во множестве действительных 
чисел. На самом деле, пусть 2 = а + Ы — произвольное комплексное 
число. Тогда

2 + 0 = (а + Ьі) + (0 + Оі) = (а + 0) + (Ь + 0)і = а + Ы = 2',
2 • 0 = (а + Ы) ■ (0 + 0і) = (а ■ 0 - Ь • 0) + (а • 0 + Ь ■ 0)і = 0 + 0 • і = 0.
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Вопрос. Какое действительное число называется противоположным 
данному действительному числу?

1.5. Противоположное число. Пусть 2 = а + Ы — произвольное ком­
плексное число.

Число (-а) + (~Ь)і, которое удобно записывать в виде -а -Ьі, называется 
противоположным числу г и обозначается (-г). Числа г и (-г) являются 
взаимно противоположными, так как число, противоположное числу 
-а - Ьі, равно а + Ы.

Сумма двух взаимно противоположных комплексных чисел всегда 
равна нулю 2 + (- а - Ы) = (а + Ы) + (- а - Ы) = (а - а) + (Ь - Ь)і = 0 + 0і = 0.

Вопрос. Как определяется разность двух действительных чисел акЫ

1.6. Разность комплексных чисел. Пусть 2 = а + Ыни = с + <іі.
Разностью г-и комплексных чисел г и и называется корень і уравне­

ния г = и + I.
Обозначим неизвестную разность £ черезр + ді. По определению выпол­

няется равенство а + Ы = (с + сіі) + (р + ді) = (с + р) + (d + д)і. Таким образом, 
приравнивая действительные и мнимые части, получим: р = а- с, д = Ь - сіи 
разность 2 - и = (а + Ы) - (с + <іі) = (а - с) + (Ь - сГ)і. Поскольку число -с - (іі 
противоположно числу с + (іі = и, разность 2-й равна 2 + (-и).

Вопрос. Чему равна разность (-3 + 50 - (7 - 50?

1.7. Деление во множестве С. Во множестве С комплексных чисел 
деление на ненулевое число определяется аналогично тому, как это было 
сделано для действительных чисел.

Частным от деления комплексного числа г = а + Ына ненулевое ком­
плексное число и = с + сіі называется корень і уравнения и і = г.

Частное от деления числа 2 на число и обозначается — или 2 : и. и
Один из способов вычисления частного основан непосредственно на его 

определении.

Пример 1. Найти .
4 — о I

Обозначим неизвестное частное і в виде г + зі, где г, з — действитель­
ные числа. По определению, выполняется равенство:

(4 - Зі) • (г + зі) = 3 + 2і.
Записывая произведение чисел, стоящих в левой части, приходим к 

равенству (4г + Зз) + (4з - Зг)і = 3 + 2і.
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Приравнивая действительные части и мнимые части, получаем сис­
тему

4г+ 3з = 3,
4з-3г = 2.

о 6 17 3 + 2і 6 , 17 .Решая систему, находим: г= —, з = — . Поэтому -—— - + —і.25 25 4-Зї 25 25
Решение системы единственно, поэтому отношение двух комплексных 

чисел находится однозначно.
Вопрос. Как определить число, обратное ненулевому комплексному 

числу?
1.8. Комплексно-сопряжённые числа. Для комплексного числа 

г = а + Ъі число а - Ы называют комплексно-сопряжённым числу г и обо­
значают 2. Отметим, что число, комплексно-сопряжённое числу г, равно 
а + Ы, а поэтому числа а + Ы и а - Ы взаимно комплексно-сопряжённые.

Вычисляя произведение 2 • 2, получаем неотрицательное действитель­
ное число:

г -2 = (а + Ы) (а-Ы) = (а2 + Ь2) + (аЬ - аЬ)і = а2 + Ь2.
Покажем, как полученное равенство можно использовать для вычис­

ления частного двух комплексных чисел.
Пример 2. Найти

1-і
1 + 2і _ (1 + 2і)-(1 + і) _ -1 + Зі _ _ 1 3 .
1-і (1-і)-(1 + і) 12 + 12 2 2Ь

Для комплексного числа 2 = а + Ы неотрицательное действитель­
ное число 4а^ѴЬ^ называется модулем числа 2 и обозначается через |г|. 
Используя понятие модуля, частное двух комплексных чисел ииѵ можно 
найти по формуле

и _ иѵ _ иѵ
ѵ ~ ѵѵ |ѵ|2 ’

Вопрос. Чему равно отношение |—~~ ?
2 + о і

1.9. Свойство операций на множестве С. Арифметические опера­
ции, определённые на множестве С комплексных чисел, имеют такие же 
свойства, как и арифметические операции над действительными чис­
лами. Перечислим эти свойства, обозначая комплексные числа буквами.

1. 2 + и = и + 2.
2. (2 + и)+Ѵ = 2 + (и + V).
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3. Существует такое комплексное число 0, что г + 0 = г.
4. Для каждого 2 существует единственное число (- г) такое, что 2 + (- 2) = 0.
5. г ■ и = и ■ 2.
6. 2 ■ (и ■ ѵ) = (2 ■ и) ■ V.
7. Существует такое комплексное ЧИСЛО 1, ЧТО 2 ■ 1 = 2.
8. Для каждого 2^0 существует единственное число — такое, что 2 • — = 1.
9. 2 ■ (и + ѵ) = 2 ■ и + 2 ■ V.
Наличие указанных свойств означает, что многие тождества, которые 

раньше доказывались для действительных чисел, автоматически оста­
ются верными и для комплексных чисел. Например,

22 + 2ги + и2 = (и + 2)2;
23 ~ и3 = (2 ~ и) ■ (22+ 2и + и2).

~п-1
. Как доказать, что 1 + 2 + 22 + ... + 2"~1 = —- , если 2^1?

2-1
1.10. ** О доказательстве свойств арифметических операций на 

множестве С. Определяя для комплексных чисел операции сложения 
и умножения, мы ориентировались на то, чтобы сохранить известные 
свойства этих операций. Однако перечисленные в предыдущем пун­
кте свойства сложения и умножения комплексных чисел нуждаются в 
доказательстве.

Пример 3. Доказать, что 2 • 1=2.
Пусть 2 = а + Ы. Тогда по определению умножения комплексных 

чисел
2 ■ 1 = (а + Ы) ■ (1 + 0і) = (а ■ 1 - Ь • 0) + (а ■ 0 + Ь • 1)і = а + Ьі- 2.

Вопрос. Как доказать свойство 9 из пункта 1.9?

Контрольные вопросы и задания ■
1. Чему равен квадрат мнимой единицы?
2. Как определяются мнимые числа?
3. Как определяются комплексные числа?
4. Что называют действительной частью комплексного числа?
5. Что называют мнимой частью комплексного числа?
6. Как обозначается множество всех комплексных чисел?
7. Как определяется сумма двух комплексных чисел?
8. Чему равна разность комплексных чисел?
9. Как определяется произведение двух комплексных чисел?
10. Чему равно частное от деления одного комплексного числа на дру­

гое ненулевое комплексное число?
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11. Какое число называют сопряжённым к числу г = а + Ы?
12. Каким свойством обладают взаимно сопряжённые комплексные 

числа?
13. Как определяется модуль комплексного числа?
14. Какой вид имеет формула для частного двух комплексных чисел?

■ Задачи и упражнения
1. Выполните действия:
а) (1 + 2і)2 - (1 - 2і)2; б) (3 - 4і)3 + (- 3 - 4і)3;
в) (1 + 30(1 + 2і)2 (1 + О3; г) (2 + і)6 - (2 - О6-
2. Выполните действия:

ч 7 - 2 4 5+і ч 5 - 4 А 3 - 4 і ч 2 і — 4
а) б) в) г) д) 3 + 4/, 6 + і 6-і 41 - 5 і + 2
3. Найдите сумму 1 + 4 + 42 + ... + і2010.

Докажите, что — = ——.и ии

е)1#^ 
ѴЗ + г

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Чему равняется (2 + 50г)2 - (2 - 50г)2?
1)100і 2)200г 3)300г 4)400і

А1 • V291.2. Чему равняется I ] ?

1)1-і 2)1 + г 3)1^ 4)1^
Ѵ2 Ѵ2

1.3. Чему равно число, сопряжённое к произведению (3 + 2і) (2 - і)? 
1)-8-і 2)-8 + і 3)8-і 4) 8 +і
1.4. Укажите число, обратное к 1 + 7їі.

72. К ™Ѵ2 1. пѴ2. 11) 2) -^ + —4 3) — — 4 4) —;3 3 7 3 3 ; 3 3 7 3 3

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из разностей будут действительными числами?
1) 3 - 24 - (1 + 4)2 2) 4 + 4 - (1 - г)2
3) 1 - 44 - (2 + г)2 4) 5 + 44 + (2 - г)2
2.2. Модули каких из приведённых чисел больше 11?
1)-6 + 8г 2)5 + 104 3) 7-84 4) - 6 - 7/
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2.3. * Известно, что г4 = -64. Какие из указанных чисел могут рав­
няться г?

1)1+ і 2) 1-і 3)2 + 2і 4)2-2і
2.4. Для каких из указанных чисел z выполнено равенство

1)х = 4 + 3і 2)г = 3-4і 3)х = 5 + 12і 4)г = 2Ѵб-і

22

Z
= 5?

§ 2. КВАДРАТНЫЕ КОРНИ ИЗ КОМПЛЕКСНОГО ЧИСЛА ■

2.1. Определение квадратного корня. Квадратные корни из комп­
лексного числа определяются аналогично тому, как определяются квад­
ратные корни из действительного неотрицательного числа.

Квадратным корнем из комплексного числа и/ называется комплекс­
ное число z такое, что х2 = w.

Например, числа і и - і являются значениями квадратного корня из 
числа -1, потому что і2 = - 1 по определению числа і, и (- і)2 = ((- 1) • і)2 = 
= (-1)2і2 = 1(-1) = -1.

Множество всех квадратных корней из комплексного числа w обозна­
чим 4w> Позже будет показано, что если ш ^ 0, то Jw содержит только 
два различных квадратных корня из числа г, которые противоположны 
друг другу. С учётом этого квадратный корень из числа -1 состоит из двух 
комплексных чисел: іи- і. Поэтому для квадратного корня из -1 иногда 
используют запись = + і.

Вопрос. Как показать, что значением квадратного корня из числа О 
является единственное число?

2.2. Примеры на вычисление квадратных корней. Рассмотрим на 
примере, как можно находить значения квадратного корня из комплекс­
ного числа.

Пример 1. Найти >/-8+ 6і.
Пусть комплексное число z = а + Ы, где а, b — действительные числа, 

удовлетворяет равенству z2 = - 8 + 6і. Так как х2 = (а + Ы)2 = а2 + (Ы)2 + 2аЫ = 
= а2-Ь2 + 2abi, по определению равенства двух комплексных чисел выпол­
няется равенство а2 - b2 + 2abi = - 8 + 6і, откуда 

a2-b2 = -8,
2аЬ = 6.

3
Из последнего равенства следует, что а^О иЬ- Подставляя данное выра­
жение для b в равенство а2 - Ь2 = - 8, приходим к уравнению а2 ~^ = - 8.
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Обозначим а2 = т. Тогда тп - — = - 8, откуда т2 + 8т -9 = 0. Решая это 
квадратное уравнение, находим тп1 = - 9, т2 = 1.

При т = - 9 для а получаем уравнение а2 = - 9, которое действительных 
корней не имеет.

При т = 1 для а получаем уравнение а2 = 1, откуда а] = 1,^ = — = 3, 
гг = 1 + Зі; а2= - 1, Ъ2 = - 3, г2 = - 1 - Зі. 1

Таким образом, значениями квадратного корня из числа т = - 8 + 6і 
являются два числа и1 = 1 + Зі, з2 = - 1 - Зі. Кратко это можно записать в 

виде 7-8 + бі = ± (1 + Зі).
Ответ: ± (1 + Зі).
Вопрос. Какие значения имеет 7-4 + Зі ?

2.3. Квадратные уравнения с комплексными коэффициентами. 
Возможность извлечения квадратного корня из любого комплексного 
числа, в том числе и из любого действительного числа, приводит к тому, 
что каждое квадратное уравнение с действительными или комплексными 
коэффициентами имеет корни.

Пример 2. Решить уравнение х2 + х + 3 = 0.
Для нахождения корней сначала выделим полный квадрат в левой 

части:
х2 + х + 3 = х2 + 2-х4+ЛІ + 3-т = (х + ^

2 \2/ 4 \ 2/ 4
/ 1 11В результате уравнение можно записать в виде х + — = - —. 

   \ 2 / 4
Так как І-— =±г^, далее возможны два случая.

I. х + | = і—|^, откуда х^-^ + і—^

тт Д .711 1 .Ѵи
' х+2=~* ДГ’ОТКУДаХ2 = -2“г 2 ’

Ответ: 9 +

Пример 3. Решить уравнение (1 + i) г2 - (5 + Зi) г + 10 = 0.
Сначала разделим все коэффициенты на 1 + i:
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5 + 3/ = (5 + 3/)-(1-/) = 8-2/ =
1 + / (1 + /)-(1-/) 2
10 = 10(1-/) = 10-10/ =

1 + / (! + /)•(!-/) 2
В результате приходим к уравнению г2 - (4 - /) г + (5 - 5/) = 0, имею­

щему те же корни, что и исходное уравнение.
Затем, как и в предыдущем примере, выделим в левой части полный 

квадрат:

22_(4-;)2+(5-5і)=^-2.^.2+М ^ = г-Ѵ +^-2 \ 2 / 4 \ 2 / 4
„ / 4-і\2 -5+12І
В итоге получим уравнение к —— I =   .
ТТ - ^5 + 12?
Для нахождения его корней сначала вычислим \---- л---- , как

это было показано в пункте 2.2. Пусть (а + Ьі)2 = - ^^ * . Тогда 

а2-Ь2 + 2аЫ= 5 + 12/, ОТКуДа а2 _ ^2 _ _ 2аЪ = ^ = 3. Из послед-
4 4 4

него уравнения Ь = ^. Подставляя в уравнение а2 - Ь2 = - ~, получаем

а2——о+ —=0, 4а4 + 5а2-9 = 0. Отсюда, с учётом того, что а2>0, находим 
4а2 4

а2 _ -5 +л/25 + 9 16 _-5 + 13
8 8

_і _ 4-/аі -1’ ^і _ 2 ’ 21 ~ 2

= 1. Следовательно,

— 3 + /,

а2~ 1’^1“ п ’ 22~ п +

Ответ: 3 + /; 1-2/.
Вопрос. Сколько корней во множестве комплексных чисел имеет урав­

нение г4 - 1 = 0?
2.4. Формула корней квадратного уравнения. Преобразования, 

которые на конкретных примерах выполнялись в предыдущем пункте, 
можно проделать и в общем виде для уравнения аг2 + Ьг + с - 0, где а, Ь, 
с — комплексные числа, причём а^0. Итогом этой работы будет формула

_-Ь + ^Ь2-^ас
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В полученной формуле под знаком корня стоит хорошо знакомое 
выражение В = Ь2 - 4ас, которое является дискриминантом квадрат­
ного уравнения. Так как на множестве комплексных чисел квадратный 
корень из ненулевого числа принимает два значения, при И ^ О полу­
ченная формула задаёт два различных корня квадратного уравнения.

Вопрос. Пусть а > 0. В чём состоит разница между арифметичес­
ким квадратным корнем из числа а и квадратным корнем из числа а 
на множестве комплексных чисел?

■ Контрольные вопросы и задания
1. Как определяется квадратный корень из комплексного числа?
2. Покажите на примере, как находить значения квадратного корня 

из комплексного числа.
3. * Покажите на примере, как находить корни квадратного уравне­

ния с комплексными коэффициентами.
4. Запишите формулу корней квадратного уравнения.
5. ** Выведите формулу корней квадратного уравнения.

■ Задачи и упражнения
1. Найдите значения квадратного корня из числа:
а)-8; б)-3-4і; в)5-12і;
г) 15 + 8»; д)Ц^; е)^-';

ё)^; ж)7-6-ѴГі; з)2Ѵб1-1.

2. Решите квадратное уравнение:
а)х2 + 2х + 5 = 0; б)х2-6х+10 = 0; в) 2х2 + 2х +5 = 0;
г) х2 + х +1 =0; д)х2-х+1=0; е) х2 + 2х + 3 = 0.
3. Решите квадратное уравнение:
а) г2 + (2-60з-12-6і = 0;
б)* (4 + 2і)г2 + (15 - 7і)г + 8 - 16і = 0;
в)*(1-і)22 + (7-і)2 + 8 + 6і = 0.
4 .** Найдите четыре корня уравнения:
а)г4+1 = 0; б) г4 + г2+ 1=0.
5 .** Решите уравнение г4 + г3 + г2 + г + 1 = 0.

■ Тесты
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Из предложенных чисел выберите то, которое является одним из 

значений квадратного корня из 2 +712"/.
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1)>/Г+і 2)Ѵз + і 3)1 + ѴІ2і 4)і-Ѵз

1.2. Из предложенных чисел выберите то, которое является одним из 
решений уравнения г2 + 2гг -4 = 0.

1)1-ѴЗ 2)1+Ѵзі 3)Ѵз-і 4)г-Ѵз
1.3. Какое из чисел является корнем уравнения г4 - 4/г2 -4 = 0?
1)1 + 1 2)1 + 21 3)1-1 4)2 + г
1.4. Сколько различных корней имеет уравнение г4 = -1?
1) 1 2)2 3)3 4)4

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из перечисленных чисел будут квадратными корнями из і?

1)1 + і 2)-1-і

2.2. Какие из перечисленных чисел будут квадратными корнями из 
3-4і?

1)2-і 2) 1 - 2і 3)-1 + 2і 4)-2 +і
2.3. Выберите верные утверждения.
1) комплексные числа всегда можно складывать
2) комплексные числа всегда можно вычитать
3) комплексные числа всегда можно делить
4) комплексные числа всегда можно умножать друг на друга
2.4. * Какие значения может иметь квадрат какого-нибудь из корней 

уравнения г4 = - 16?
1)4і 2)-4і 3)4 4)-4

§ 3. ИЗОБРАЖЕНИЕ КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ ТОЧКАМИ ■ 
КООРДИНАТНОЙ ПЛОСКОСТИ

3.1. Изображение комплексных чисел на 
плоскости. Подобно тому, как действитель­
ные числа изображают точками числовой оси, 
комплексные числа изображают точками коор­
динатной плоскости.

Напомним, что комплексным числом назы­
вается выражение вида а + Ьі, где а и Ь — дей­
ствительные числа, а символ і удовлетворяет 
условию і2 = — 1 и называется мнимой единицей.

Каждое комплексное число а + Ы однозначно 
определяется упорядоченной парой чисел (а; Ь).
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■ Глава 15. Комплексные числа

Рис. 2

У

—1 + і
Г"7’ 1

1 + і
1 1

' -1| о 
4--І 

-1-і

[1 X

1-і

Парой координат (а; Ь) однозначно задаётся точка координатной плос­
кости.

Значит, комплексное число а + Ы можно изобразить точкой координат­
ной плоскости с координатами (а; Ь) (рис. 1).

При этом действительные числа, имеющие вид а + 0 ■ і, изображаются 
точками вида (а; 0), то есть точками оси Ох.

Мнимая единица і = 0 + 1 • і изображается 
точкой (0; 1), расположенной на оси Оу.

Каждое число вида 0 + Ы изображается точ­
кой (0; Ь), расположенной на оси Оу.

При а ^ 0 и Ь ^ 0 комплексное число а + Ы 
изображается точкой, не лежащей на осях 
координат.

На рис. 2 точками координатной плоскости 
изображены комплексные числа 1 + і, 1 - і, 
-1 + і, -1 - і. Из рисунка видно, что эти точки 
расположены в вершинах квадрата с центром 
в начале координат и со сторонами длины 2, 
параллельными осям координат.

Вопрос. Какой точкой координатной плоскости изображается комп­
лексное число 0?

3.2. Комплексная плоскость. Координатную плоскость, на которой 
изображаются комплексные числа, часто называют комплексной плос­
костью. При этом ось Ох, на которой изображаются действительные 
числа, называют действительной осью. Ось Оу, на которой изобража­
ются числа вида Ь ■ і, называют мнимой осью.

Вопрос. Какие комплексные числа изображаются в комплексной плос­
кости вершинами квадрата со стороной 2, диагонали которого располо­
жены на действительной и мнимой осях?

3.3. Геометрическое представление суммы комплексных чисел. 
Сложение комплексных чисел а + Ы и с + сіі производится по формуле 
(а + Ы) + (с + ді) = (а + с) + (Ь + й)і.

Поэтому сумма комплексных чисел а + Ыи. с + йі изображается точкой 
с координатами а + с и Ь + й, которые являются суммами соответствую­
щих координат точек, изображающих слагаемые.

Таким образом, сумма комплексных чисел вычисляется по «правилу 
параллелограмма». Это значит, что если числа 0, г^ = а + Ы, г2 = с + сіі не 
лежат на одной прямой, то их сумма гг + г2 изображается четвёртой верши-
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§ 3. Изображение комплексных чисел точками координатной плоскости ■

ной (а + с; Ь + сі) параллелограмма, у которого 
тремя последовательными вершинами явля­
ются точки (а; Ь), (0; 0) и (с; сГ) (рис. 3).

Пример. Комплексные числа 1 + і и 1 - г 
изображаются точками (1; 1) и (1; -1) (рис. 4). 
Их сумма (1 + /) + (1 - /) = 2 изобразится точкой 2 
действительной оси.

Она является четвёртой вершиной квад­
рата с тремя вершинами (1; 1), (0; 0) и (1; -1) 
(рис. 4).

Вопрос. Как расположена на комплексной 
плоскости точка, изображающая комплексное 
число (-г), противоположное комплексному 
числу 2 = а + Ы?

3.4. Изображения комплексно-сопря­
жённых чисел. Напомним, что числа 2 = а + Ы 
и 2 = а - Ы, где а и Ь — действительные числа, 
называются комплексно-сопряжёнными. Они 
изображаются точками (а; Ь) и (а; - Ь), симмет­
ричными относительно оси Ох (рис. 5). Напри­
мер, комплексные числа 1 + і и 1 - і являются 
комплексно-сопряжёнными, а поэтому в комп­
лексной плоскости симметричны относительно 
действительной оси.

Вопрос. Какое комплексное число изобра­
жает точка, симметричная точке (а; Ь) относи­
тельно оси Оу?

Рис. 3

■ Контрольные вопросы и задания Рис. 5

1. Какой точкой координатной плоскости 
изображается комплексное число 2 = а + Ьі, где а и Ь действительные 
числа?

2. Что такое комплексная плоскость?
3. Что в комплексной плоскости называют действительной осью?
4. Что в комплексной плоскости называют мнимой осью?
5. Как в комплексной плоскости изображается сумма двух комплекс­

ных чисел?
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■ Глава 15. Комплексные числа

6. ** Докажите, что сумма 2г + г2 двух комплексных чисел 2г и г2 полу­
чается по «правилу параллелограмма».

7. Как в комплексной плоскости расположены точки, изображающие 
комплексно-сопряжённые числа а + Ыи а - Ы?

■ Задачи и упражнения

1. Изобразите точками координатной плоскости комплексные числа:
а) 2 + і; б) 2 - і; в) - і; г) - 3 + 4і; д) - 3 - 4і.
2. Какое комплексное число изображает точка, симметричная точке (2; 1):
а) относительно оси Ох; б) относительно оси Оу;
в) относительно начала координат?
3. Какое комплексное число изображает четвёртая вершина паралле­

лограмма, у которого тремя последовательными вершинами являются 
точки:

а) (0; 0), (-1; 2), (2; 1) б) (-1; 2), (1; 1), (3; 2);
в)(2;0), (-2;0), (0;-2)?
4. Вычислите сумму трёх комплексных чисел, изображаемых точ­

ками:
а) (2; 0), (-2; 0), (0; -2); б) (0; 0), (-1; 2), (2; 1).
5. Изобразите точками координатной плоскости корни квадратного 

уравнения:
а ) х2 -42х + 1 = 0; б)* х2 - 2сова х +1 = 0, где а = ^.

6 .* Докажите, что числа, противоположные двум комплексно­
сопряжённым числам, также являются комплексно-сопряжёнными.

7 .** Комплексные числа 2Х и г2 изображены точками Аг и А2 коорди­
натной плоскости. Как найти точку, изображающую число ^ - 2^

■ Тесты
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Пусть точка А изображает в комплексной плоскости число 2. Какой 

точкой изображается число -г?
1) точкой, симметричной точке А относительно начала координат
2) точкой, симметричной точке А относительно оси Ох
3) точкой, симметричной точке А относительно оси Оу
4) точкой, симметричной точке А относительно биссектрисы первой и 

третьей четверти
1.2. Как в комплексной плоскости изображаются комплексно­

сопряжённые числа?
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Мини-исследования к главе

1) точками, симметричными относительно начала координат
2) точками, симметричными относительно оси Ох
3) точками, симметричными относительно оси Оу
4) точками, симметричными относительно биссектрисы первой и тре­

тьей четверти
1. 3. В какой четверти координатной плоскости расположено изобра­

жение числа 2, если 2 = 5- 6г?
1) в I четверти 2) во II четверти
3) в III четверти 4) в IV четверти
1. 4.* В какой четверти координатной плоскости расположено изобра­

жение числа 22, если 2 = - 1 + 2і?
1) в I четверти 2) во II четверти
3) в III четверти 4) в IV четверти

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из приведённых точек находятся внутри квадрата с верши­

нами 5, 5г, -5, -5г (исключая и границу квадрата)?
1)-3 + 3і 2)1 + 3і 3) 2 - Зг 4)-2 - 2г
2.2. Где в комплексной плоскости может находиться изображение 

числа вида Ы, где Ь — ненулевое действительное число?
1) на оси Ох
2) на оси Оу
3) на биссектрисе I и III четверти
4) на биссектрисе II и IV четверти
2.3. Какие из приведённых точек находятся на окружности с центром 

в нуле и радиусом 5?
1)1-5г 2)-2 + Зг 3) 3 - 4г 4)-Ѵ5 + 3>/Зг
2.4. Какие из приведённых чисел являются значениями Ѵ2, если 

2=(-1 - 2г)2?
1)1 +2г 2)1-2г 3)-1 + 2г 4)-1 - 2г

Мини-исследования к главе ■
Мини исследование 38
Доказать свойства арифметических операций, перечисленные в пунк­

те 1.9.
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BL Предметный указатель

Абсолютная величина числа 50
Аксиома (-ы) 5, 6, 32

параллельности 7, 12
Архимеда 12

рациональных чисел 51
Гильберта 9
Кантора 13
конгруэнтности 11
непротиворечивости 13
плоскости 32
полноты 12
порядка 10, 11
связи 9-10

Аксиоматический метод 5
Аксиомы связи в пространстве 33, 
34
Алгоритм Евклида 64, 66

и цепная дробь 61
Арифметический корень 201
Арккосинус 323,343
Арккотангенс 344
Арксинус 325, 342
Арктангенс 327, 343
Ассоциативность 50
Бесконечно малая последователь­
ность 125

свойства 131, 132, 135
Вероятность события 295-297

свойства 308
Выпуклость 201
Геометрический ряд 150
Геометрия 5

Лобачевского 7
неевклидова 7

Гиперболоид однополостной 26
График

косинуса 234

котангенса 235
обратной функции 339
синуса 233
тангенса 234

Действительное число 72
десятичные приближения 78 

монотонность 79
порядок 79-80

Дистрибутивность 50
Длина

окружности 225
дуги окружности 226, 230

Дробь
периодическая десятичная 57
цепная 59, 60

Евклида
«Начала» 6

аксиомы 6
постулаты 6-7

Закон сложения вероятностей 309
Знак суммирования 149
Касание сферы и плоскости 28
Касательная

к кривой 282
к окружности 279

Квадратные уравнения с комплекс­
ными коэффициентами 432 
Коммутативность 49-50
Комплексная плоскость 436
Комплексные числа 425

деление 427
изображение на координатной 
плоскости 435, 436
квадратные корни 431
комплексно-сопряжённые 428
произведение 426 
равенство 426
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Предметный указатель ■

разность 427
свойства операций 428, 429
сумма 426

Коническое сечение 28
Конус 26
Косинус числа 234
Котангенс 235
Коэффициент наклона 287
Кривая

кусочно-элементарная 276
элементарная монотонная 275

Критерий непрерывности 201
Круговые функции 345
Линия уровня 267
Логарифм 212

десятичный 216
свойства 217

Логарифмические 
тождества 214-216
Мера множества 297
Мнимая единица 425
Модуль числа 50

свойства 50-51
Наклон прямой 287
Наклонная 165
Невозможное событие 305
Неравенство

Бернулли 52
логарифмическое 405
показательное 404

Обратимость функции
условие 338

Общая мера отрезков 64
Ортогональное 
проектирование 179 

свойства 179
Отрезки соизмеримые 65
Параллелепипед 109

диагонали 110
прямоугольный 25

Параллельное 
проектирование 114

направление 114
основное свойство 115

Параллельность
плоскостей 101

признаки 102
прямой и плоскости 95

признак 95
свойство 96

прямых 27, 89
основной признак 89
свойства 90

Перпендикуляр
к плоскости 164

основание 164
построение 164, 172, 182, 189, 
191

Перпендикулярность
плоскостей 188
прямой и плоскости 160

признак 160, 184
свойство 170

прямых 159, 183
Пирамида

общее понятие 43
правильная 166
треугольная 38
четырёхугольная 42

Пирамиды
вершина 38, 42
внутренние точки 38
высота 165
граница 38
грань 38

боковая 42
основание 42
поверхность 38, 42
ребро 38, 42

боковое 42
Плоскость 32
Плоскости

аксиома 32
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Площадь
круга 223
сектора круга 224, 230

Полноты аксиома 12
Полупространство 34
Последовательность числовая 120

бесконечно малая 125
возрастающая 143
монотонная 143
ограниченная 131, 142
предел 139
промежуточная 133, 142
сходящаяся к нулю 122
убывающая 143

Постулат (ы)
Евклида 6
пятый 7

Предел последовательности 139
промежуточной 142
геометрический смысл 139

Приближение
десятичное 78

сверху 78
снизу 78

Призма
треугольная 108
правильная 175
прямая 175
п-угольная 108

Призмы
боковая грань 106
высота 173
основание 106, 107
поверхность 106
ребро 108-109

боковое 108
Проекция (-и)

параллельная 114
перпендикулярная 179
ортогональная 179

площадь 383, 384
Произведение действительных 
чисел 80

Промежуточное значение 200
Пространство 32, 34

возможных исходов 305
элементарных исходов 305

Прямая 32
Равенство фигур в пространстве 35
Радиан 228
Радианная мера 228
Расстояние

от точки до плоскости 165
между параллельными 

плоскостями 174
Ряд (-а) 148

геометрический 150
расходящийся 149
сходящийся 149
сумма 149

частичная 148
Свойства арифметических опера­
ций 49,50,81
Сечение

коническое 28
пирамиды 39, 96, 97
параллельное плоскости 103, 264
параллельное прямой 263
призмы 111

Синус числа 232
Синусоида 233
Скрещивающиеся прямые 91

признаки 92
События

дополнение к событию 304
несовместные 303

попарно 309
объединение 303
пересечение 302
произведение 303
сумма 303

Существование несоизмеримых
отрезков 67
Способ подстановки 334
Сравнение рациональных чисел 50
Степенная функция 198, 199
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Степень
с натуральным показателем 196
с целым показателем 197
с рациональным показателем 202
с действительным показателем 
205

свойства 207
Стереометрия 31
Сумма

действительных чисел 80
ряда 149

Сходимость последовательности 
139

к нулю 124
геометрическое представление 
125

Сходимость ряда 149
Тангенс 234
Теорема

Вейерштрасса 143
косинусов для трёхгранного угла 

вторая 378
первая 376

о пределе промежуточной после­
довательности 133
о промежуточном значении 200 
синусов для трёхгранного угла 
379

Тетраэдр 38
Точка 32
Тригонометрическая окружность 
228
Угловой коэффициент

прямой 287
касательной 288

Угол
двугранный 359

величина 360
линейный угол 360

между плоскостями 363
между прямой и плоскостью 369
между прямыми 354

многогранный 379
трёхгранный 374

Уравнение
логарифмическое 391 
показательное 390 
прямой 286
тригонометрическое 331

Условие обратимости 338
Формула (-ы) тригонометрических 
функций для

двойного аргумента 242
половинного аргумента 243, 244 
приведения 239
произведений и сумм 246-248
сложения 238

Функция
выпуклая вниз 201
круговая 345

свойства 347,348 
логарифмическая 213 
непрерывная в точке 200 
непрерывная 274, 275 
обратная 339
показательная 208
разрывная 274
степенная 198, 199

Центральная симметрия 111
Цепная дробь 59-60

подходящая 76
Число

вещественное 73
действительное 72 
иррациональное 73 
комплексное 425 
обратное 50
противоположное 50
рациональное 48

десятичное представление 58
и соизмеримость отрезков 66 

Эйлера 145
Числовой промежуток 274
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Ответы и указания
Глава 1

§1.1. Нет. 2. Указание. Воспользоваться свойством точки пересечения 
медиан треугольника. 3. 1:2. 4. Указание. AABL подобен ААНМ. 5. 30.

§2.1. Указание. Выбрать на прямой а две различные точки В, С, рас­
смотреть плоскость АВС и показать, что при выборе других точек — М, N 
на прямой а плоскость MNC будет совпадать с плоскостью АВС. 2. Указа­
ние. Рассмотреть модель из пункта 2.1. 3. Указание. Меньше трёх точек 
не может быть. 4. Указание. Воспользоваться аксиомой Паша. 5. Ука­
зание. Выбрать М, не лежащую на АВ; получить такую точку У, что М 
лежит между А и ^, затем такую точку К, что точка В лежит между У 
и К, и воспользоваться аксиомой Паша. 6. Указание. Если стороны АС 
и ВС треугольника конгруэнтны, то упорядоченная тройка точек А, С, 
В конгруэнтна упорядоченной тройке В, С, А. 7. Указание. На сторонах 
двух пар конгруэнтных смежных углов отложить от вершин конгруэнт­
ные отрезки и показать, что получающиеся треугольники конгруэнтны. 
8—10. Указание. Первый признак равенства треугольников следует из 
аксиомы 35; остальные утверждения можно доказывать так, как это рас­
сматривалось в курсе планиметрии.

§ 3. 6. Указание. Показать, что ((х - у) + z) + (у - z) = х. 7. Указание. 
Рассмотреть последовательное деление на 10 с остатком данного числа и 
получающихся частных.

§4.1. Указание, б) Не определено понятие правила. 2. «Ты не вернёшь 
мне ребёнка». 3. «Вы меня сварите».

Глава 2
§1.1. Указание. АВ || В^. 2. Указание. МУ || АВ, поэтому прямые 

ВМ и АУ лежат в плоскости АВМУ. 3. Указание. Прямые ВМ и АУ 
лежат в плоскости А^^В. 4. а) Получатся две равные фигуры; б) раз­
делить объём параллелепипеда пополам. 7. Либо два конуса с общим 
основанием, либо конус, из которого вырезан конус с тем же основанием. 
8. Цилиндр. 9. Объединение четырёх конусов. 10. Цилиндр, из кото­
рого вырезан цилиндр той же высоты и с той же осью. 11. Сфера. 
12. Шар. 13. Указание. Например, продолжения рёбер АВ и СС1 куба 
АВСВА1В1С1В1. 16. Если плоскость проходит через три точки на поверх­
ности конуса, равноудалённые от его вершины. 17. Указание. Проводить 
сечение через вершину конуса.
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§2.1. Четыре. 2. Указание. Воспользуйтесь аксиомами IV и II. 3—4. 
Указание. Воспользуйтесь аксиомой V. 5. Указание. Воспользуйтесь 
аксиомами IV и II. 7. Указание. Линия пересечения плоскостей АА1С1 
и ВСС1В1 параллельна прямой ВВ} и проходит через точку Сѵ 8. Полу­
чится прямая, соединяющая центры граней АВСВ и А1В1С1І)1. 9. Ука­
зание. Обеим плоскостям принадлежат точка В] и центр грани СС^^В. 
10. Указание. Обеим плоскостям принадлежат центры граней АВСВ и 
ВВ^ВС^С. 11. Указание. Обеим плоскостям принадлежит точка пересе­
чения прямых АМ и ВВ. 12. Указание. АВ = СВ = С1В1. 13. Указание. 
Грани куба — квадраты с равными сторонами. 14. Указание. Противопо­
ложные грани прямоугольного параллелепипеда — равные прямоуголь-
ники.

§ 3. 1. . 2. . 3. . 4.3:1.5. б) 1:3. 6.^7.б) 1:3. 8. а) |; г) |.
4 4 ІО Z о

Глава 3
§ 1. 1. а) Нет; б) есть. 2. а) Нет; б) нет. 3. а) При тг - m = 1; б) при п-т>1; 

в) и - 1 — наибольшее, m +1 — наименьшее; г) при п- т = 2; д) при п-т = 
= 2; е) при п-т>2. 4. Указание. а(Ь + (- Ь)) = 0. 5. Указание. (Ь-а)(-с)> 
> 0. 6. Указание. Умножьте обе части неравенства |а| > 0 на положитель­
ное число |ц| и воспользуйтесь свойством 3 модуля. 7. Указание. 1 ^ 0 и 

1 = I2 > 0. 8. Указание. Если предположить, что — < 0, то 1 = а ■ — < 0. 
а а

9. Указание. Преобразуйте величину |а - д| к виду |ц -I- (- &)| и воспользуйтесь 
свойством 6 из пункта 1.5. 10. Указание. Перепишите неравенство в виде

-ц< — и примените утверждение из пункта 1.7 11. Указание. Докажите, 
п 1что одновременно а> 0 и а< 0. 12. Указание. Умножьте неравенство на — > а

0. 13. Указание. Воспользуйтесь результатами пункта 1.7. 14. Указание. 
Рассмотрите число вида а + с, где с принадлежит интервалу (0; b - а).
15.a)f<-^;6)f-oo; 3 _1VB)(_4 Yr)h 2A f2 \ 17.Ука-

7 \ 2’ 8? I 5’ ) ^2’ 3/43’ )
зание. Предположите противное, представьте х несократимой обыкновен- 

т
ной дробью вида — и получите противоречие. 18. Остаток при делении п на п
5 не равен двум. 19. Не могут. Указание. Допустим противное. Тогда при

«12 некотором 7 > 0 и целых т, п выполнены соотношения — = q , — =qm.

Откуда llm = 10m " 12", а этого не может быть из соображений делимости.
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20. а) (0; -); б) в) 0; г) 2. 21. а) (-1;1); б) (0;2); в) (- -; -5) и (- 3; -); 
г)(-оо;-1).

§ 2. 1. а) 0,(45); б) 0,(285714); в) 1,(3); г) 0,(1176470588235294); 
д) 0,125(0); е) 0,024(0); ё) 0,00625(0). 2. Указание. Умножая числитель и 
знаменатель данной дроби на степени двоек и пятёрок, её легко превратить 
в десятичную. 3. Конечными десятичными дробями представляются те и 
только те рациональные числа, которые после сокращения общих мно- 
жителей в числителе и знаменателе принимают вид-----  , где к — целое 

2^5^
7 5 13число, ар, д — неотрицательные целые числа. 4. а) 2; б) —; в) —; г) — .
оо 14 о 7

\ ч 895 \ 119077 мп4 ч о 9845. 3. 6. а) 48,(48); б) 3 дд -3,(56); в) зббз; г) 123321; д) 10 д. 7. а) 8108д;

612^ 8 -^--61 И.вч 1201.гл49038 д 1777. 49_)2407‘8’а 132’6 15’ 1290’ 66097’ ’ ) 2465’б) 960‘

§ 3. 1. 57-2. Через 3 шага получим общую меру, равную 3. 3. Указа- 
ние. Выразить длины обыкновенными дробями и привести их к общему 
знаменателю. 4. Указание. Во всех трёх случаях предположить, что дан- 

т 
ное число рационально, представить его несократимой дробью вида —, п 
возвести её в квадрат и получить противоречие. 5. Указание. Длина этого 
катета — иррациональное число. 6. См. указание к предыдущей задаче. 
7. Указание. Переведите данную десятичную дробь в обыкновенную.

§ 4.1. Указание. Умножьте числитель и знаменатель дроби на л/2-1. 
2. Указание. Возведите в квадрат данное выражение. 3. Нет. 4. Да. 5. Да. 
6. Указание. Воспользуйтесь выражением синуса через косинус двойного 
угла. 7. Указание. Вспомните, как доказывается иррациональность >/2. 
8. Указание. Предположите, что данная дробь периодична с периодом 
длины к, и рассмотрите те отрезки этой дроби, где стоят более к нулей. 
9. См. указание к задаче 8. 10. а) [1; 1, 2, 1, 2, ... ]; б) [1; 1, 1, 1, 1, ... ]; в) 
[2; 4, 4, 4, 4, ... ] . 11. Указание. Допустим, что данные числа являются 
членами арифметической прогрессии, тогда т(у[з -^2^ = п(^-^з) при 
некоторых целых тип. Возводя это равенство в квадрат, нетрудно полу­
чить противоречие.

§ 5. 1. I = 0,1(6). 2. I - 0,(142857). 3. а) 2,4 < Ѵб < 2,5; б) 2,2 < Ѵб < 2,3; 
6 7

в) 2,6 <77 <2,7; г) 7,8 < 4 +Ѵ15 < 7,9; д) 15,6 < ^245 < 15,7; е) 1,7<Ѵб<1,8.
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4 . Рациональное число 0,61001; иррациональное число 0,61 + 10 5 Ѵ2.

5 . Нет. 6. 7,96 < х+у < 7,98; 14,044< ху <14,125; 0,495 < - <0,499.

7. 6,46<х+і/<6,48; 9,60 < ху < 9,67; 0,55 < - <0,57. 8. 7,К х+у <7,2;

11,9 < ед <12,0; 0,6 <-<0,7.9. а) Д ; б) 11; в) ^ ; г) 2^. 
у 38 4 40э 8

Глава 4
§ 1. 1. Указание. Точка N не лежит в плоскости ASC. 3. в) Указание. 

Точка В1 не лежит в плоскости А41С1С. 4. Указание. Прямые лежат в 
плоскости ВС^. 10. Указание: Точка М не лежит в плоскости CBD.

§ 2. 1. Указание. Найти в плоскости ВВ^С прямую, параллельную 
прямой АгМ. 2. 1:1. 3. Указание. Плоскость проходит через вершину Dv 
4. Указание. Плоскость сечения содержит середину ребра CD. 6. 1:3. 
7. 1:3. 8. 1:1. 9. В сечении треугольник ABlDl. 10. а) 1:1; б) 1:3; в) 3:1; 
г)1:3. 11. а)1:1;б)1:3.

§ 3. 6. Указание. Прямые KN иАС, а также прямые MN и ВС пересе­
каются. 7. Указание. Прямые KN и АС, а также прямые MN и ВС пересе­
каются. 8. д) 2:1.

§ 4. 3. 2:1. 4.1:3. 5. 1:1. 6. д) . 7. VÏ9. 8. б)
8 8

§ 5. 1. Указание, б) Точка пересечения прямой АВ с плоскостью а явля­
ется точкой пересечения прямых АВ и А^^, в) если в трапеции АА-^В 
основание ААг меньше ВВѴ то ААВВг < АА^В^В, а если основание АА1 
больше ВВѴ то АВААг < АВ^А. 2. Могут. 3. Могут. 5. Указание. Направ­
ление проектирования и скрещивающиеся прямые должны быть парал­
лельны некоторой одной плоскости. 6. а) Может; б) может; в) может; 
г) нет. 7. Указание. Если задан треугольник АВС, то в плоскости ос, содер­
жащей прямую АВ и отличной от плоскости АВС, можно построить равно­
сторонний треугольник АВМ и выбрать направление проектирования СМ.

Глава 5
§1.2 . Указание, а) Неравенство j^j < равносильно неравенству

£ + 1 100 1 ЮОЛ-З
п > —-— ; б) -------< у равносильно п >——;------

3 ’ Ч/і+З 4
в) так как п2 +п > п, для

того чтобы выполнялось неравенство 1 1—---- < —, достаточно неравен-
п1 +п к
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1 ства —п
нялось

< |;г) так как |1 + (-2П)| > и при п > 1, для того чтобы выпол- 
к 111

двойное неравенство - т < ; . а;~ < т, достаточно неравенствак 1+(-2) К
11 1— < т • 3. Указание, а) Составить неравенство —---- -п к Зп+2

^, откуда п

10^-2
—-—; б) составить

О
неравенство

1 [ 1О‘+7
5^7 < іо*- о™™» « > -5—; в)

так как п2~п + 1 > и2 при п > 1, для того чтобы выполнялось неравенство
п , 1 1.1ч г~ , I т г~_ ______ < —^, достаточно неравенства — < ^^; г) так как у/п + \/п-1 > \/п, 

для того чтобы выполнялось неравенство -/=—< —^у, достаточно 
утг + уп-І 10

неравенства 4. а) Например, М = 250; б) например, М = 1000;
ю

в) например, М = 104. 5. Указание. Для каждого е > 0 найти М такое, что
1 3\ап\ < £ при всех п> М: а) например, М = —; б) например, М = —; в) напри-

7 4 1 1мер, М = —; г) например, М= —^; д) например, М = —; е) например, М = -т=;
£ £ £ V £

ё) например, М= — + 5. 6. Указание. В каждом случае |ая| можно сравнить

с большей последовательностью, про которую известно, что она сходится 
я 1 11к нулю: а) например, ---- -- < —; б) например, -7=— < -7= ; в) например, 

п^+1 п у/п + 1 ^п
2" 4 , 4п-2 1 „ 2 + (-1)“ 17^3 < -; Г) например, < -7- • 7- Указание. ^'^ > —^ при

всех натуральных п.
§ 2. 1. Указание. При всех натуральных п : а) Зп > п; б) 4П > п; в) 5” > п;

2
г) 2" + 1 > и; д) Зп + 5 > п. 2. Указание. ап= ——- , если п = 2к - 1, ап = 0

2 , при всех остальных натуральных п, поэтому ап < г при всех п >-----1.
^(^ + l) , 1

3. Указание. Если п = —^—", где к е ^, то ал = —. Нетрудно заме- 

тить, что при этом к > 4п, поэтому 0<ап< 4= при всех натуральных п.

4. Указание. В каждом случае |аи| можно сравнить с большей последова­
тельностью, про которую известно, что она сходится к нулю: а) напри-

1 1 11ч 2.2
меР» "2x1 < _2’ б) например, —/=<-/= ; в) например, —2-------о-”; П 4" 1 71 Пл] П ѵ 71 71 ~Ь~ Лп П
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г) например, ----<—. 5. Указание. В каждом случае |п (можно сравнить
п^п + 2 п

с большей последовательностью, про которую известно, что она сходится
ч 2п + 1 Зп 3 п + 4 24к нулю: а) например, —-------- < — = — ; б) например, —---------< —у = —

п +п + 1 п п п -п + 1 п п

при п > 3; в) например, 2п + -. 6. Указание. 0 <
(п + 2)2 п2 п\

8. Указание. Воспользоваться неравенством |п + Ь| < |п| + р|. 9.

2
< 10 

п
Указа-

ние. Воспользоваться равенством |а • Ь| < |а| • |й|. 10. Указание. В каждом 
случае модули членов последовательности можно сравнить с большей 
последовательностью, про которую известно, что она сходится к нулю:

а) например, 6п2 + 2п + 3 11п2

в) например,

откуда
п3 + п2 + п + 1

п3+1 п3
7 м2+ 1

п4 + 2п2 + 10
+ п п(п + 1)

= — ; б) например

а) соэп 
п

1 .
п

8ІПП 
П^П

2п3 4п

4-;в)
п^п

п

' п^~ п2'
1. 8І

соэп 
4п

г)

п

где 0 < 7= - < 1; б) 2 +1
4 3 3"+1

малые; в)

п + 1 <2п _ 2 .
’ п3 + Зп + 1 п3 п ’

1+2+...+п=^±1>, 
2

—. 11. Указание, 
п

1 . 12. Указание, а) —= У, 
^п о

где а„
п

ЛІ

ЛІ ЛІ

—, где ал 
п

лг
I — бесконечно малые;

. 2" _
Г 4П + 3П 1 + В ’ГДе0С« — бесконечно малые. 13. Указание:

п
1 5=. 14. Указание: 74п+1 - 2 

'п

15. Указание. а)
2п2-1
2-п2

2п2-1 
п2

б)

^4м+1 + 2^/п

1 + п . п + 1 .
п2

п

в) Зп + 4
ту—^~; г) ^2^Тб" =5^1Т(Д4Г <6^2. 16. Указание. Для
ОП О \ /

каждого М > 0 достаточно указать член последовательности, модуль 
которого больше М: а) например, взять п> М; б) взять чётное п, которое 
большеМ; в) взять п> М; г) взять п> М + 1; д) взять п > (М + I)2; е) взять 
чётное п, которое больше М.
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§ 3. 1. а) 0,5; б) 3; в) 0,6. 2. а) 0; б) 1; в) 2; г) 0,25. 3. а) 0,6; б) 0,75;

в) 0,5. 4. а) 0,5; б) ^; б) д 5 г) ^ ^ Указание. ап = 6. Указание. Для

каждого ае R найдётся такая окрестность (а-£;а + е), что вне этой окрест­
ности находится бесконечное число членов последовательности. В случае 
последовательности ап = ^ + (-1)" из пункта (а) это можно сделать следу­

ющим образом. При а > 1 или а < -1 выбрать е = |а -1|; при а - 1 или 
а = -1 выбрать, например, е = 0,1; при -1 < а < 1 выбрать £ как наимень­

шее из чисел |а -1|, |а -(-1)|. 7. Указание, а) пп = 1 + —, где последователь­

ность (^) убывает; б) доказать, что последовательность (а^) возрастает, 

рассмотрев разность а^х - а^; в) ап = 2" + 5, где последовательность (2") 
возрастает; г) последовательность (ап) есть сумма возрастающих после­
довательностей; д) последовательность (ап) есть произведение положи­
тельных возрастающих последовательностей; е) последовательность (ап) 
есть произведение положительных убывающих последовательностей.
8. Указание. Составить и решить неравенство _л±1 <і. 9. а) 1; б) ———. 

ап
10. Указание. Последовательность положительна и убывает. 11. б) 0,5. 
12. Указание. С помощью математической индукции доказать возрас­
тание и ограниченность сверху числом 2. Предел равен 2. 13. а) Предел 
равен 1 при |п| > 1, равен -1 при |п| < 1; при а = 1, а = -1 последовательность 
не определена; б) предел равен 1 при |а| > 1, равен -1 при 0 < |п| < 1, равен 
0 при |а| = 1; последовательность не определена при а = 0. 14. а) 0; б) 0; 
в) 0; г) 0; д) 0; е) 0. 15. Указание. С помощью неравенства Бернулли дока­
зать, что заданная последовательность возрастает, последовательность

X \п + 1
Ьп= 1 + - убывает.

§4. 14-2. 4-3.2. 4. а) 4^; б) 18. 5. ^.6.4.7. ^;3.8.-| .9. Кроме

1тех, где І8Іпа| = 1; сумма  ---- :—. 10. Указание. 6) R .=R 7x5 
1—81П(Х П+1 п _ . / іІ + зш^

1 + зіп(|)
в) Ял-------- 11. а) (1-1) + (1-1) + ...; б) 1 + (-1 + 1) + (-1 + 1) + ... . 

2зш
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12. Указание. 2п + 1 + 2п +2 + Х> 2л = 1 
4п 4л 2 при каждом п. 13. Указание.

Если число обозначить через а, то а- 
дом к. 10і 102 іо*

і—^ при каж-

Глава 6
§1.1 . 713, Ѵ29- 2. Тб5, Ѵб5, 9. 10. Указание, в) Плоскость проходит 

через А и середину 8В; г) плоскость содержит прямую ЗА; д) искомая плос­
кость параллельна плоскости из пункта (в). 11. Указание, б) Плоскость 
параллельна плоскости А^ВВ; в) прямая МУ перпендикулярна АС и ВВ1.

12. 13.4—. 14. 15. Нет. Указание. Сравнить сумму оснований
V 26 V 6 ^22

трапеции с суммой боковых сторон. 16. Плоскость. 17. Окружность.
§2.1. а) Зл/2; 6)0; в)2ТЗ; г) Ѵз; д)4л/з.2. а) 2; 6)1,5; в) 2,4; г) 2,4;

д) 12^; е) 3. ^±|±£ 5. і : 4. 6. Указание. Из условия следует, что
Ѵ41 Ѵ41 3

АВ±ВС, поэтому перпендикуляры, проведённые из вершин В и С к пря­
мой АВ, имеют общее основание. 7. ^р-. 8. ^|- 9. 4. 10. 1,25. 11. 1. 12. —■.

13. 14. Указание. СВ1ВВ и ВВЛВВ.

§ 3. І.а)^; б)^; в) ^^. 2. а) ^^; б)^; в) ^. 3. 3,2.
75 Ѵ5 4 15уЗ 3 27 2 3

4 .а)^; б)^. 5.а)^Ц; б)^. 6. " 7. Ѵб. 8.^/б. 9.-^. 10. Зл/10.
ѴЮ Ѵ10 4ѴЗ 12 Ѵз 35 Ѵ47

а + Ь + с а + Ь-с а-Ь + с Ь + с-а тт .о ~
И-1—7^’ 13‘---- о---- ’-----9---- ’-----9—’ ~9---- * 141 Нет- 19< ОкРУж‘

4 + ѴЗ + Ѵ7 3 3 3 3
ность. 20. Окружность.

§ 4. 1. Указание, а) В^ІВВ^^; б) DC^A^CD^ в) ACMBB^D- 
^AKIBB^. 2. Указание. a)AC!BSD; 6)AB1SMN; в) PQ1BSD. 3. Ука­
зание. a) BD±ASC; 6) ASJlSC. 4. Указание. Провести указанную плос­
кость через точку пересечения медиан треугольника BSD. 5. Указание. 
а) Отрезок, соединяющий точку М с центром грани ВВ^^, перпендику­
лярен плоскости ВВ^С^; б) параллельным переносом точки В1 в точку В 
и отрезка АВх в отрезок FB получим плоскость FBCV которая проходит 
через высоту ВН грани АВС. 6. Указание. Отрезок ВгС, перпендикуля­
рен плоскости ВСуМ. 7. ^29. 8. Указание. Например, для правильной
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треугольной призмы АВСА1В1С1 можно рассмотреть пирамиду с верши­
ной Ат и основанием ММВС, где М и ^ — середины рёбер АС и АВ. 9. Ѵз : 2.

10. Ѵз ’ 2 • 11- Указание. Показать, что ZASB = ZASC = 90°. 12. -.-
Ѵзо

Глава 7
§ 1. 1. а) 27; б) в) 54; г) 24; д) 0,125. 2. Указание. Сравнить 23 и З2.

9 7 14

4. Указание. Воспользоваться тем, что х2 + х2> 2х1х2. 5. а) х4; б) а12; в) т 7;
г) ак^ ; д) х2®; е) хк. 7. Указание, а) (1,8)2 > 3; б) ^ > 2; в) —Д— = ^ + ^; 

Ш <5-1 4
г) сравнить ѴЗ и 1,4; д) сравнить квадраты данных чисел; е) сравнить 
^/2-1 и

111§ 2. 2. а) 3; б) -4; в) 4; г) -3. 3. а) 1^; б) -£; в) г) 4. 4. а) 8; б) 4;

в) 1,5; г) 2,5. 5. а) 2±^; б) -1±^; в) 0,5 и 1,5; г) -0,5. 6. а) -|; б) -4;
2 3 3

в) 3; г) нет корней. 7. а) (0,5; о®); б) (- ©о; -1); в) (- ©°; -2); г) (- °©; 0,5);

д) [1; ©о); е) (-0,25; ©©); ё) (0,75; ©©); ж) (- ©©; -1). 8. а) (1; ©©); б) [-1; ©©);

в) (- ©°; 4); г) (- ©°; 0); д) [-2; ©©); е) [-4; ©°); ё) (- ©©; 0); ж) (- ©©; 5).

u (1; ©о); г) (2; ©©); д) (0,5; 0) и (0; ©©); е)

4. а)^; б) -2х; в) -у;г) 0; д) —?—; е) -3; ё) -2. 5. а) х; б) Ѵх; в) х-4; г) х4; 

д) х2; е) Ѵх. 6. а) log3 - —~-2 ; б) log4(x + 2); в) -1 log3(x2 - 1); г) log2(x2 - х + 1).

7. а) 0,6990; б) 1,3010; в) 2,204. 8. а) а + |; б) 2а + 4д; в) ^; г) ^^;

2а+2Ъ 2 + а+Ь ...4 + За о п ,д) -—-—; е) —------ ; е)------- . 9. Указание. Выразить все логарифмы через
1 + 2а 4 +а а + 2Ь

логарифмы по одному основанию. 10. 0. 12. a) loga b; б) lg4; в) log2100; 
Г) (Log" п)2. 13. а) 0; б) 13; в) -3,96; г) 1 - V2; д) 0,6; е) 11. 14. а) 31og32; 
б) ^log 2; в) -log,7; г) 41og35; д) log,(l + >/2); е) -1; ё) -0,25 - log,3. 

15. a) [V2; ~); б) (0,001; ~); в) (0; 16]; г) (0;1); д) (0;3]; е) (0; ^ - 1].
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Глава 8 
(зѴз + 2лЬ2

§ 1. 2. 9ѴЗ - Зя. 3. 25л. 4. 8л + 12^3. 5. 1------—^. 6. 2400л. 7. Юл.
5л

8. 20лч/з. 9.12 + —. 10. 12^3 + 8л.
О

р о і 2тГ ч 5я ч 7 7Т ч 5я ч 7Т ..ч 7 7Г ч 177Т л ч пло
§ 2- L а) П; б) Т; в) Т; г) Т; д) 12; е) 10; е) V ж) Т-2-а) 20 ;

xf270^ Ѵ360^ о 7л . 2л л 4л к лпоо Злб) 135°; в) —— ; г) ----- .3. — см. 4. —, —, —. 5.108° или — радиан.
\ л 7 у л 7 12 939 5

« о (360 Y - ч лВ2 лВ2 ч 5лВ26. 2 радиана или ----- . 7. а) ——; б) ——; в) ——.
V л 7 9 4 о

§ 3. 1. а) Отрицательно; б) положительно; в) отрицательно; г) положи­

тельно; д) отрицательно. 2. Указание, а) ^ < ^; б) 1 > ^; б) ^ < 2 < у- 
3-а)1’5;б)ЙЙ;в*3:г)-Г

§ 4. 1. a) cosx; б) -sinx-cosx. 3. -7-. 4. —. 5. а) -1; б) 4.
3 5

§ 5. 3. - . 4. а) 2 + Ѵз ; б) 4-5. sin3x = 3sinx-4sin3x, cosЗх = 4cos3x -
125 4

- 3cosx.

§ 6. 1. a) ——-; 6) 3. a) 2sin2 • sin3; 6) 2sin39° • cos 22°. 5. Указа-
4 8

ние. a) 1- 4 sin 70° ■ sin 10° = 2 sin 10°; б) применить формулу сложения 
косинусов; в) cos 40° = sin 50°; г) применить формулу сложения тан­
генсов.

Глава 9
§ 1. 3. б) 2 : 1. 4. г) 2 : 1. 5. ^. 6. б) 11.7. ^. 8. ^. 9. ^. 10. ^.

11.д)1.12.е)АР : РВ=1: 2, BQ : QB1 = 2 :1, В^: ВС^1: 1, В8 : 8В1 = 1: 2.
§ 2. 1. р, 1. 2. ч/з, 1. 3. р, ч/З. 4. а) ч/б; б) ; в) ^21. 5. 0,5. 6. ^р.

7. # 8. 3 + 2^3. 9. а) ^; б) ^; в) ^; г) ^.

§ 3. 4. Указание. Параллельная проекция куба имеет центр симмет­
рии. 5. Указание. Всего у куба 6 граней.
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Глава 10

§ 1. 2. (- оо; -1] и [-1; °®). 5. Указание. Функция принимает не все зна­
чения из R. 6. Указание. Функция убывает и принимает все значения из 
(0; 5). 7. Указание. Функция принимает не все значения из [-1; 6].

§ 2. 1. 2°. 2. совЛМСК = 2віп28°. 3.1 : 35. 4. а) 0,5°; б) 1°. 5. 6. 0,09. 
7.7200см. 8. Указание. Рассмотрите, например, острые углы между пря­
мыми у = 0,09х иу = 0, Их.

Зх-5 х+17 2^3
§ 3. 1. а) і/ = —5—; б) г/ = х + 3; в) г/ = -х + 1; г) г/ = —3—; д) г/ = -^-х - 1;

1 1 7е)у = —д-х. 2. а) б) - 1; в) - 1. 3. а) г/ = |х + 2, г/ = - 7х + 4, г/ = |х;

1 2 5 1 4х + 5б) х = 2, у = ±х + 2, у = ^х + ^; в) х = -1, у = У = “3“' 4* а) 1Л;

б) -0,5; в) і;г)-^;д)^. 5. у = бѴзх + 5^ + 2. 6. а) ^; б) |;в) |; 
з 3 ^+і 6 3

г) 8. 4. 9. |. 10. - И. ^)у^ 12х- 18; б) і/=-12х + 12; в) і/= 6х + 9;
I

г) г/ = -Зх + ^; д) у = ^2х - 2. 12. у = (2ах0) • х - ах^. 13. а) (1; 0), (0; 4);

б) (-0,75; 0), (0; -4,5). 16. а) у = 8х - И; б) у = 4х + 20; в) у = 5х - 3.

Глава 11

\ 9 ч 1 о \ 2 1 е \ 7 ч 7 о 1 л 3 к 3§ К *’ ) 49 б) 49 ; В) 7 ’ 2 * 9 ; б) 3 В 9 ’ г) 12 ’ 3’ 2'4‘ 5'5‘ 8 ’
6 .11.

1 о ,1.кч1.,1.,1. . 13 , „ 2 . . 3 . 8 - Зх/з
§ 2‘ 10 ’ 2‘ а) 10 ’ б) 100’ в) 5 ’ г) 4 ’ • 63 ’ б) 9 ’ в) 7 63 ’ 5ф 8 '

„ ЗѴЗ 1 3^2-2

§3.1. |. 2. 1.3. 8 . ХІ_2 ч 1 к 9 а 1 1 1л. 4. а) з ; б) з ; в) -. 5. -. 6. 20.7. а) -; б) -.

о \ 5 3 \ 15
8 > Г4 ,б 28 ,В 28 ’

-4

о ч 24 . _ 32 . ч 23 ч 7 . 9 . ч 19 ч б
9 > 47’б) 47’в) 47Л0-а) 26 ,б 26 ’в) 26 ’г) 13’
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Глава 12

§ 1. Указание. Во всех заданиях к, п е 7. 1. б) ± —+2й; в) + — +2пк. X X

2. б) -^+2^, -^+2лп; д) - Д+2Й, ~+2пп. 3. г) ^-+пк; д)-^ +

+ ^; е) ~^+ък- 4. а) ^; б) ±^+лі; в) -^ + ^; г) ^+4^, ^+4^;

ч , к ч . . , ..ч тс / \ 71 . \ пк К л 2як 2л , 2япд) ±-+6л^;е)л4-4л^е) -+л£;ж) -+ —; з) —. 5. а) -+ -5-,-—+ “5“’ 
4 4 о о а У о У о

7л , . л , 8л , . . 25л , , .тс 71 ,б) —+ як, —+ яп; в) 4лк, ~ — + 4яп; г) —- + 20лл; д) - -+ лк, - —+ яп; О 4

. ТС 2як 7л 2яп ... о . . . 8л . . . 25л ± . 55л .е) — 4——, —4——; е) 2л 4- 4лк, — 4- 4лтг; ж) -——Н 20лк, ——И 20лп;о 3 3 3 о о

. я . як ч 71 । о / \ пк . 7л . ,
3^ 12 + Т ’и^ ~ 2 + 2кк' к^ 7’л^ Т +10^'

ЗЛ§ 2. Указание. Во всех заданиях к, пе 7. 4. д) - ——Н пк; ё) - — + 2як, -я + 
л 1 л+ 2яп; ж) — + як; з) arctg ^ - — 4- пк. 5. Указание. Обе части равенства при­

надлежат промежутку [0; л]. 6. а) б)

2 л 10л§ 3. Указание. Во всех заданиях к, п е 7. 1. а) -1-— 4- 8л^, -1—-—Н

+ 8лп; б) в) 2л^, ± ^ + 2лщ г) ^ + як, (-1)" • + яп;2 8 2 3 2 о

К 3 1 тгі
д) -+ 2як, (-1)пагсзіп —+ яп; е) - + як; ё) як; ж) (-І^агсзіп —4- як. 2. а) —,

яп я , як , л , 2яп . 5 , як 5 , яп ч 5л , о . л , 2лп
Т; б) 8 + Т’ ±9+ Т: в) 4+ Т’ -12 + Т; г) Т + м’ зо+ Ѵ:

. я . як . як я . яп ... я . . 7л , Зл . . о . тс
Д) І2+Т:с)7’І6 + І:е)М+гі’-Й + "“;Ж)±Т + "и-а)-2 +
+ 2як, я + 2яп; б) ± 4- 2як; в) ^ + як, - arctg 4- яп; г) ^ + 2як, я 4- 2яп.
.5л Зл о 13л 17л о К як4 . —, л, —, 2л, —, —, Зл. 5. — .6 2 6 6 3
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■ Ответы и указания

§ 4. 1. у = Зх + 4 и у = х3. 3. у = ^ • 5-У = -х.

я к 1 о гл п л 5л 1 _ 7я Q Зя Я§ 5. 1. я - arcsinx. 2. - arccosx. 3. [0; 1]. 4. — ; — . 7. —. 8. —, —.
L 2 2 J о 2 2

12. a)-, g ; 6) arccos (-j),

§ 6. 2. a) Æ 6) 1; в) |. 4. a) |; 6) 19; в) 0; г) -|; д) Ц; e) ^. 
Z ̂  о ou ol

5. Указание. Определить четверти, в которых расположены изображения

частей равенства. 6. Указание, а) у = х2- 1
2; б) график состоит из отрезков.

Глава 13

§ 1. 1. arccos^, arccos^. 2. а) arccos—^; б) arccos—L=; в) arccos -U.
3 6 Vio Vio V5

11 к я 1 13. —ÿ=. 4. arccos -y. 5. arccos —Ц= . 6. a) — ; 6) arccos -Л- ; в) arccos —2= ;
2^3 4 З7б 2 2^3 2^3

A 1 A 2 A 1 T 1 O A 1r) arccos —2= ; д) arccos ту ; e) arccos -,=. 7. arccos — . 8. a) arccos ; 
2V3 3 V6 »

6) arccos g . 9. Нет. 10. Указание. Две неограниченные конические поверх-
1 Я ОС Я ОС

ности. 11. cos(p =------ ------- . 12. —. 13. — или ——-. 15. Окружность. 4---------------о Z Z
16. Указание. Воспользоваться задачей о построении прямой, проходя-
щей через точку и пересекающей две прямые.

§ 2.1. агссоэ . 2. агссоэ 3. агссоэ (- 4). 4. arctg —. 5. а) тл^. tgф; 
з Ѵз з 36

б) ^^-зіпф. 6. arctg 7. arctg^. 8. arctg■^L 9. Указание. От каж- 
2 4 3 3

дой вершины на исходящих рёбрах отложить отрезки выбранной длины 
и замерить остальные рёбра в получающейся треугольной пирамиде.

і— г- 2 °2
10. См. 9. 11. V55. 12. arctgV2. 13. arctg —. 14. — —---- V 15. arctg (2Ѵз).

16. а2

8. arcsin ^. 9. За^сп^фТ^^ 10. 30°. 11. Куб. 12. arcsin (cos р •
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4 4 чsin ф). 13. 60°. 14. arctg-/=. 15. arctg—т=. 16. arcsin 17. arcsin —. 
а® Ѵб8 Ѵз 4

18. arcsin—^— 19. аѴб или ^E. 20. —. 
11V10 2 4

§ 4. 1. ^24. 2. V2. 3. 45°. 4. Ѵз. 5. 45° или 135°. 6. Указание. Воспользо­
ваться второй теоремой косинусов для трёхгранного угла. 9. Указание. 
Рассмотреть перпендикулярную проекцию ребра SA на плоскость SBC. 
10. Неверно. 11. Указание. Рассмотреть полярный угол к заданному трёх­
гранному углу. 12. а) Да; б) да; в) да; г) да.

§ 5. 1. 2^281. 2. arccosj. 3. 3:1. 4. ^^. 5. 3 и Зл/14. 6. 3 и 3^2.

Глава 14
§ 1. 3. а) 4; б) 6; в) -3; г) -^. 4. а) log2 (1+V2); б) нет корней; в) log3 ^р^; 

г) нет корней. 5. а) 1; 4; б) ~^~^; в) 4; г) 2+log32. 6. а) 0; б) 1; в) 1; г) 0; 

0,25. 7. а) 1; б) 2; в) -1; г) 0,5; д) нет корней. 8. а) (4; 1); б) (1; 3); в) (3; 1);

г) (1; 2). 9. а) (1; 1); б) (2; 1). 11. а) 0,36; б) 1|; в) 0; -2 ; г) 5Ь>®. 12. а) 5;

б) 3; ; в) 4; г) 2; д) 125; 0,2. 13. а) 0; -1; б) 0; -log2 5. 14. а) 2; 21og23 -
ОІ

і+Ѵб ыѴб 1
- 1; б) 1; 21og25; в) 3; log53 - 1; г) 1; 3 - log23. 15. a) 2 5 ; 2 5 ; 6) 5; ;

5y5

B)l;-U;r)3 w ;3 і» . 16. a) 3; 6) 2; в)-0,25.17. а)-Ц^; 6)^±^. 
4y 4 z 1 и

18. a) 2^7-3; ~3~2^; б) Ѵб-1; i^ . 19. a) 1,5; 6) 4; в) 5. 20. a) 2,5; 
5 3

6) -0,5. 21. a) 4; ^34; 6) 2. 22. a) (10-^91; 10 + V91); 6) (3; 2); (2; 3).

23.а)1;0,5;б)-1;^±уі^;в)з,5;3±^ .24.a)3±log142;

6) -2 ± k^ 5 2; в) 2 ± log3 5 3; r) -3 ± log0 75 3.

§ 2. 2. 6) -1 + 75 
2

; в) (-1; 2); r) i 27
ІЇ6; 3. a) (-oo; 2];

6) (0,2; oo]; в) [2 + log522; 2 + 91og22] 4. в) (1; oo). 5. a) (2; oo); 6) [-1; 1]; в) (-oo; 2 +
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+ 1,510ё23); г)(29; ~); д)(-2; |). 6. а) -1 ;
3 3

г)

(-1,6;

(|; 1)

9. а) -3;

2

1о&2,5 (5-^)] и [1°§2,5(5 + 75); ~]; в) [-~; ^04(4 + 72^)]и

л/2); -1];г)[о, ^^З-Тз^о^^З + Тз); оо).7.а)(-0,8;0)о 

2); б) (-0,25; 1) и (-2,5; 3); в) (-1,5; 2) и (-3; 4); 

и (2^; 3). 8. а) [-4; -2) и (4; 7]; б) (-1; 2] и [3; 5).

3-У17
4

и(0,1)и 3+^;

г) ^ЦА -2 и
2

^2"
10. а) (-о®; - Уб] и

и {0} ^ [7б; °°); б) (-оо; - Уз] и {0} и [Уз; °°); в) (-оо; - 77] и {0} и [77; °о).

11.а)(-4;-2М0;2];б)[-2;-1м|;~]Л2.а/  ̂—^]У|; ~У)У|; °°Ь

б)(-оо;-1)и(1-Т2;0)и(1+Т2;~).13.а) -<
2 2

г+3Р
5 + Уз.

2 ’
. 14. а) (- оо; -2 log52] и (- log53; 0] и

и (log53; оо); б) (- оо; 2 - log23] и (0; 1] и (log25; оо); в) (- оо; log32] и

и (1 - log32; log3 |]и(1; оо). 15. а)

о^оо)^)

и [4 + 2^2; °°); в) 9-У89
4

9-У17
2

5 1; | и(^4); б) (-1; - ?)о

.16. а) -10, з-Узз
6

; 2-73^0^2 + 73; - ^
4

1
2

;б) (-оо;-1-7б)и

. 17. а) (0; 1)о(1; 2) о

и (1 + 2^2; -); б) (-3; -2) и (3 - 2^5; -1) о (-1; 0).
Зя 15л 5 ^ Зтг 1§ 3. 1. а) 6 < х < 8, х + 2я, х^ —; б) 1 <х< - , х^ - , х^ —; в) — < х < 2,

я
4 ;б) 5-У13 

2
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и (1; 2). 3. а) -0,5; б) 2,5. 4. а)х=^ + ^Д>0;х = ^ + лт, т>0; х = -^ + пп,

п > 0; к, т, п е 7; х = + пк, х= + пт, к, т е 2; в) х = > 0;
об 4 2

/1х = т; + пт, т>0; х = --^ + пп, п>0;к, т, пе 2. 5. а) —;
3 3 ѵ

1 1
16’ 4

1
.2

б) 0: I иУ о /
1
4

• ^+пк,кЕ 2; в)х = ±^+2пк,кЕ 2. 8. - log96 < а <-1.9. а) Ґ 
б 3 \

Ц-Ѵі+^Іи

и(4; оо) при а

б) 2 ;1

при а > 3. 10.

при а < 1;

1 + 2";

+ 8"; 1;

3-Ѵ1 + 2а+2. г
2

^при а < 3; —̂°°; 2

оо^ при а 

. 3 + 71 + 2^

+ 2";

ѵі’ ѵІ ■ 111 а’ При а - -1

при

один корень,

при а > -1 — два корня; б) при -1 < а 3— — два корня, при
3 3а<-1иа = -— — один корень, при а >- — и а = -1 корней нет; в) при -2 < а <

7 7 7< -— — два корня, при а<-2иа = ~— — один корень, при а > -- и

а = -2 корней нет. 12. а) -2; 5-1
2

; б) -4; ^ ; в) -3;
2

із. а> - г4
13-1

2
;б) -2; 2 ; в) 9 4

Глава 15

§ 1. 1 б) -104і; в) 40 - 20і; г) 88і. 2. а) 1~"4~; б) 
э

— 31 + 8і —6 + 8і Ѵз + і
Г^ 41 ’Д^ 5 ’Є^ 2 ’3* ’

§ 2. 1. а) ±2^2і; б) ±(1 - 2і); в) ±(3 - 2і); г) ±(4 + і); д)

31 + і
37 ; в)

31-і
37 ’

5-і 
т;

2-і

3 + 5іё) ± —-—; ж) ±(3 - Ѵ2і); з) ± (Ѵз + 42Ї). 2. а) - 1 ± 2і; б) 3 ± і; в)

е)±т; 
- 1 + 2і.

2 ’
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-1+73/ 1±>/31 г- -2 + / -4 + 121Г)---- 5---- ; д) —7—; е) - 1 ± ^. 3. а) 1 + 3/, -3 ± Зг; б) —-, ----- - —-

в)-1 -2/, -3 -1.4.
Шй -Н^7з 75+1..а/10^5 75-1 710 + 275

2 ’ 2 4 4 •

§3 . 4. а)(0;-2); б) (1; 3).

Г Зя . ЗиЛ Г Зя . Зя^б) с оэ—; зш — , сое—; -зш — .V 7 7 / V 7 7 у
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